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CHAPITRE 9
CONIQUES

(PARTIE 9.1 : DEFINITION MONOFOCALE]

[9.1.1 : Notations et équations réduites]

(@ On se place dans tout ce chapitre dans le plan P muni de sa structure euclidienne classique : c¢’est-a-dire
qu’on suppose connues les notions suivantes : angle, distance, produit scalaire, déterminant et orientation.

{{ Définition 9.1 |
On se donne un point F du plan, une droite D ne contenant pas F et un réel strictement positif e. On
définit une partie C du plan appelée la conique de directrice D, de foyer F et d’excentricité e par
e={M P | MF=eMH = ed(M, D)} ot H est le projeté orthogonal de M sur D.

En notant d la distance de F a D, on note p et on appelle parametre de la conique € le réel p = ed.

EXEMPLE 9.1 : Sion exprime les coordonnées des points dans un repere orthonormé, ’ensemble
des points du plan vérifiant (x — 2)2 + (y + 1)? = 2(x + /3y — 1)? est la conique de foyer F(2, 1), de
directrice D d’équation cartésienne x + V3y =1 et d’excentricité e = 2v/2.

REMARQUE 9.1 : e On note K le projeté orthogonal de F sur D de sorte que d = FK > 0.

On se place dorénavant dans le repére orthonormé direct Ro = (F, 7, 7") ou U = %

e Dans ce repere R la directrice D a pour équation D : X = —d.

e Pour un point M(X,Y)x, du plan, la condition d’appartenance & @ s’écrit donc X* + Y? = e?(X + d)?
ce qui prouve donc que la droite (KF) (d’équation Y = 0) est axe de symétrie pour €.

19.1.2 : Classification et équations polaires des coniques|

{ Définition 9.2 |
Avec les notations précédentes, on dit que :

e C est une ellipse si e €]0,1],

e C est une parabole sie =1 et

e C est une hyperbole sie > 1.

REMARQUFE 9.2 :
e Toujours dans le repére orthonormé Ry du paragraphe précédent, un point de coordonnées polaires
(p,0) € R? appartient & la conique € si et seulement s’il vérifie la condition suivante :

MF = eMH <= |p| = e|d ol e=p=-"—"2L—oup=—=—.
¢ ol = eld +pcos ] P 1+ecos® P 1—ecos®
e Mais les courbes définies par p = p1(8) = ———L—— et p = p2(0) = —L—— sont les mémes car
1+ ecos® 1 —ecos®
pour des 8 convenables on a p1(0 + m) = —p2(0). On peut donc affirmer que :

( Proposition 9.1 )

La conique € admet pour équation polaire p = ]P%e (dans Ro).
— ecos
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(PARTIE 9.2 : ELLIPSE)

(© Bien siir dans toute cette partie, Uexcentricité e de la conique € vérifie 0 < e < 1.

|9.2.1 : Terminologie de ’ellipse et relations

REMARQUE 9.5 :

2

e En posant O (] € dz , O) , la conique €, qu’on notera dorénavant & puisque c’est une ellipse, a pour
_e R

(1—¢?)?

e?d?

2

2, 1—e" 2
x< 4+ =1.
ezdzy

équation dans le repere R = (0,7, 7) :

e Ce nouveau point O est sur la droite (FK) et F est entre K et O.

{{ Définition 9.3 |
On note maintenant a = p2>0,b=L>O;C=OF: epz>0-
1—e 1 —¢2 1—e

a ( Proposition 9.2 ) .

2 2
L’ellipse & a pour équation *5 + 1;7 =1 dans le repére R et 'ona: a>? =b>+c%,e= £ ; la
a a

2
directrice D a pour équation D : x = -9 = -9 et F(—c,0)x.
c e
(. J

REMARQUE 9.4 : On trace ellipse assez facilement compte tenu de cette équation qui fait de plus
apparaitre deux axes de symétrie pour & qui sont les deux axes du repére R.

{ Définition 9.4 |
a est appelé le demi-grand axe, b est nommé le demi-petit axe, c est appelée la demi-distance
focale, l'aze (Ox) s’appelle l’axe focal, le cercle de centre O et de rayon a est le cercle principal, le
cercle de centre O et de rayon b est le cercle secondaire, les points A(a,0)r, A'(—a,0)x, B(0,b)x et
B’(0, —b)x sont les quatre sommets de €.

|9.2.2 : Définition bifocale et jardinage

REMARQUE 9.5 :
e [’origine O du repére est centre de symétrie grace a I’équation réduite ci-dessus. Ceci prouve que la
conique ayant un foyer et une directrice symétrique par rapport a O de F et D est la méme que €.

e L'ellipse & admet deux foyers F(—c,0)x et F/(c,0)x et deux directrices D et D' : x = & = &,
c e

( Proposition 9.3 )
[Soit M un point du plan P, on a alors : M € & <= MF + MF = 2a. ]

DEMONSTRATION : Le sens == se fait par un schéma assez simple. Par contre on montre 'implication <= par
le calcul analytique en constatant au préalable que, pour M(X‘ y)jz e€é, xZ + yz < a? + b2,

REMARQUE 9.6 : On peut en déduire, pour deux points F et F' du plan fixés, les lignes de niveaux de
MF 4+ MF. On pose donc, pour a € Ry, €4 = {M € P | MF + MF = 2a} ; alors I'inégalité triangulaire
et I’équivalence précédente prouve que £q = 0 si 2a < FF', €, est le segment [FF'| si 2a = FF et €4 est

!/
Dellipse de foyers F et F' et de paramétres a, ¢ = %, etc... si2a > FF.
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p ( Proposition 9.4 ) ~

2 2
Réciproquement, soit R un ron, (a,b) € (R})? et & = {M(x,y)gz | %5 + % = 1} alors :
a

e Sia="0: & est le cercle de centre O et de rayon a.
e Sia>b: ¢ est lellipse horiz. d’exc. e = € de foyers F(—c,0)x, F(c,0)% (c =+Va?—b2).
a

e Sia<b: & est ellipse vert. d’exc. e = % de foyers F(0, —c)x, F/(0,c)x (c = vVb% — a?).

L b,
2 (12 (12
DEMONSTRATION : Pour a > b par exemple, on pose D : x = —<— et pour M(X‘y)y et H( — —,y)
C C R
2 2
le projeté orthogonal de M sur D, on vérifie que X—Z + }é—z =1 <= MF? = ¢?MH?>.
a

9.2.3 : Paramétrages et tangentes

REMARQUE 9.7 :

2 2
e Puisque lellipse € précédente a pour équation % + b% =1 dans le repére orthonormé R = (0, T, 7),

on voit que pour un point M(x,y)x de &, il existe un réel 8 € R tel que x = acos 0 et y = bsin0.

e On peut bien siir paramétrer ellipse € privée du point ”a I'ouest” A en posant t = tan (%) pour
0 €] — m; | pour obtenir le paramétrage suivant : x = al= 2 ety = Zot
’ 1+t 1+t

( Proposition 9.5 )

En un point Mo(xo,y0)x de &, la tangente a pour équation cartésienne Ty, % + yyzo =1
a

(elle est encore obtenue par dédoublement).

DEMONSTRATION : On se sert du paramétrage avec cosinus et sinus pour voir & comme une courbe paramétrée.

(Proposition 9.6)
[En un point My de &, la tangente est la bissectrice ext. de ’angle m. ]

DEMONSTRATION : On se sert ici de la constance de FM + FM = 2a = V F)ifﬁif + VFM.FM quon
dérive par rapport au parameétre 0 par exemple. En notant ? : R — P la courbe paramétrée représentant 1’ellipse
- =
FMo + FMo
Mo  FMo

— . —
( f (9) = (a cos 0,bsin 9)'3), on a donc f (90). ( ) = 0: c’est ce qu’'on veut.

|9.2.4 : Ellipses comme transformées des cercles du plan ou de ’espace

REMARQUE 9.8 : L’affinité orthogonale de rapport b par rapport a la droite (Ox) est I'application
a
g: P — P telle que g(x,y) = (x, by) : elle consiste a ne faire une homothétie que sur les ordonnées et
a
pas sur les abscisses. Il est clair alors que I'ellipse est I'image du cercle principal par cette affinité g.

REMARQUE 9.9 : On peut aussi voir une ellipse comme la projection orthogonale d’un cercle de I'espace
sur un plan. En effet, considérons I'intersection de la sphére d’équation x* + y? + z2 = R? et du plan

d’équation z = y tan(a) avec « € ]O; TE[ [ Sa projection sur le plan d’équation z = —2R (par exemple) est
2 2
Pellipse d’équation (en reportant) % + Rzyiz =1 qui est d’excentricité sin c.
cos”
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(PARTIE 9.3 : PARABOLE)

(® Maintenant, I'excentricité e de la conique € (notée P puisque c’est une parabole) vérifie e = 1.

|9.3.1 : Terminologie de la parabole et relations

_d
2

parabole P a pour équation dans le repére R = (0, ¥, 7) : y? = 2dx.

REMARQUE 9.10 : En posant O( > (ce nouveau point O est le milieu du segment [FK]), la
Ro

(Proposition 9.7)

Dans ce nouveau repére R, I’équation de P est y2 = 2px, on a F(%,O)m,

K( — %, 0) x> la directrice

D a pour équation x = —%.

REMARQUE 9.11 :
e Réciproquement, dans un repére orthonormé, cette équation y> = 2px avec p > 0 caractérise une
parabole ayant les caractéristiques géométriques précédentes.

e Le tracé de cette parabole est assez simple : ce sont deux branches symétriques par rapport a (Ox)
qui sont les graphes de deux fonctions plus ou moins racine.

|9.3.2 : Paramétrages et tangentes

REMARQUE 9.12 :
2

e Pour M(x,y)r € P, si on poset = Y ¢ R, alors on obtient le paramétrage x = % ety = pt.
P

2
e On peut aussi poser t =y € R pour avoir un paramétrage ressemblant avec x = ch— ety =t.
P

2
e Avec le premier de ces paramétrages, la tangente en un point M de paramétre t de P ( M(%,pt) jz)

2 2
admet pour équation : x — ty + % =0 et la normale est : tx +y = pt(] + %)

a ( Proposition 9.8 ) .

La tangente en un point My (xo,yo)x de la parabole ? a pour équation yyo = p(x +xo) (elle est

toujours obtenue par dédoublement).
| J

- ( Proposition 9.9 ) ~

Si My € P et Mo # O, la tangente & P en My coupe la tangente & P en O au milieu de [HoF] et
ceci orthogonalement.

| J
pts Pt
DEMONSTRATION : Si My (To,pto)y), alors la tangente & P en Mg a pour équation x — toy + TO =0 (de
vecteur W(] R 7’(0)3) donc son intersection avec la tangente & P en O est I(O, %)R Comme Hy ( — %,pto)m
et F(%, O)R’ on voit que I est le milieu de [HoF]. De plus on a Ho?(p, 71)’(0)93 donc Hol-E =pm.

REMARQUE 9.13 : Les paraboles (ou plutét les paraboloides de révolution) ont donc la propriété trés
recherchée de condenser tous les rayons venant de l'infini dans la direction de ’axe de la parabole en le
foyer sans déphasage ! Et voila la télévision par satellite (il est presque & l'infini) !
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(PARTIE 9.4 : HYPERBOLE)

(© Dorénavant, excentricité e de la conique € (notée H puisque c’est une hyperbole) vérifie e > 1.

|9.4.1 : Terminologie de ’hyperbole, asymptotes et relationsl

1—e?’

(1—e?? 2, 1-¢2
x“ 4+ =1.
e?d? e?d? Y

2 2
REMARQUE 9.14 : En posant O( ed O> (on vérifie que K € [OF] car ]e d_ < —d), dans le repere
Ro —¢

R=(0,7,7),ona:H :

{ Définition 9.5 |

On note maintenant a = —>— >0, b= —L— >0, c = OF = 52— > 0.
e —1 e2 — 1 e —1
p ( Proposition 9.10) ~
2 2
L’hyperbole H a pour équation X5 — % =1 dans le repére R ;on aaussi: ¢ =b>+a%, e= < ;
a a
2
la directrice D a pour équation D : x =% = & et F(c,0)x.
c e
| J

{ Définition 9.6 |
c est appelée la demi-distance focale, l'axe (Ox) s’appelle l’'axe focal, le cercle de centre O et de rayon
a est le cercle principal, les points A(a,0)r, A'(—a,0)x sont les sommets de 3.

REMARQUE 9.15 :
e Par symétrie de H par rapport a (Ox) et (Oy), il suffit d’étudier la branche x > a ety > 0 sur

2
laquelle on ay = b, [ %5 — 1. Une étude classique prouve alors que la droite y = by est asymptote de
a a

I’hyperbole ; bien str, par symétrie la droite d’équation y = —by lest aussi.
a

e Une hyperbole est dite équilatére si les asymptotes sont orthogonales, ce qui se passe ssi e = v/2.

|9.4.2 : Définition bifocale et pseudo-jardinage

REMARQUE 9.16 : Les axes (Ox) et (Oy) sont des axes de symétrie puisqu’il n’y a que des carrés dans
Iéquation de I’hyperbole dans le repére R. Comme pour lellipse, ceci montre que H est aussi la conique
2
a a

de foyer F'(—c,0)x, de directrice D' : x = =& = —& et d’excentricité e.
c e
( Proposition 9.11 )
[Soit M un point, on a I’équivalence : M € H <= |MF — MF/| = 2a. ]

DEMONSTRATION : Le sens = se fait par un schéma assez simple. Par contre on montre "implication <= par

le calcul analytique en vérifiant au préalable que, pour M (x,y)x € H, x? + yz >a? > d? — bl

REMARQUE 9.17 : Pour un point M du plan, on peut méme étre plus précis : MF—MF = 2a caractérise
la partie gauche de H et MF' — MF = 2a caractérise la partie droite de .
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REMARQUE 9.18 : On peut en déduire, pour deux points fixés F et F/ distincts du plan, les lignes de
niveaux de |MF — MF'|. On pose donc, pour a € Ry, Hq = {M € P | [MF — M¥| = 2a} ; alors 'inégalité
triangulaire et I'équivalence précédente prouve que Hq = () si 2a > FF, H, est la réunion des deux

!
demi-droites (FF') \ [FF'] si 2a = FF' et Hq est I’hyperbole de foyers F et F' et de paramétres a, ¢ = %,
etc... si0 < 2a < FF et Hq est la médiatrice du segment [FF'] si a = 0.

a ( Proposition 9.12 ) .

2 2
Réciproquement, soit (a,b) € (R%)? et 3 = {M(x,y)x | X5 — 1‘;—2 =1} alors il y a, contrairement
a

aux ellipses, un seul cas : K est ’hyperbole d’axe focal (Ox), d’excentricité e = £, de foyers
a

F(—c,0)x, F'(c,0)% (c = VaZ + b2) et d’asymptotes y = +2x.
a

- J

REMARQUE 9.19 : Pour avoir une hyperbole avec un axe focal (Oy), il suffit d’inverser x et y donc de

2
considérer un ensemble H = {M(x,y)=x | g—z — %5 =1} avec (a,b) € (R?)? : les foyers sont alors F(0, ¢)x
a

et F/(0, —c)x, l'excentricité e = % (c = Va? +1b2) et les asymptotes toujours y = +by.
a

|9.4.3 : Paramétrages et tangentesl

REMARQUE 9.20 :
e [I existe bien sur le paramétrage classique de chacune de deux branches de I’hyperbole avec les
fonctions hyperboliques : x = ach(t) et y = bsh(t) avec t € R (branche droite) et x = —ach(t) et
y = bsh(t) avec t € R (branche gauche).

1+u? 2bu
et y = —=—= pour la
1—u? Y 1—u? p

+

e On peut aussi poser u = th(%) ce qui donne u €] — 1,1 et x = a

branche droite de H ; méme chose pour la branche gauche bien siir.
e On peut aussi paramétrer par la valeur v de X + % ce qui donne v € R
a

*

car aucun point de H

n’appartient a I’asymptote et le paramétrage simple x = % (v + l) ety = % (v - l).
v v

( Proposition 9.13 )

Pour Mo (x0,y0)x € H, la tangente en My & H a pour équation XaLZO — yy—zo =1 (dédoublement).

DEMONSTRATION : 11 suffit d’utiliser 1'un des paramétrages précédents.

(Proposition 9.14)
[Pour Mo (x0,Y0)r € H, la tangente en My & ¥ est la bissectrice intérieure de ’angle FM,F'. ]

DEMONSTRATION : 11 suffit, comme pour Dellipse, de dériver (pour n’importe quel paramétrage) la relation de
RN =
Mo _F Mo) o

—
pseudo-jardinage MF' — MF = 2a (pour la branche droite de ) pour avoir f/(to). 7
FMo FMq

REMARQUE 9.21 :

e Dans le repere ®' = (0, W, V) ot W(a,—b)g et V(a,b)p (R’ n’est ni normé ni orthogonal en
inéral), si M t M(x',y)g alorsx’ = (X Y opy = 1 (X L Y) gonexy’ = 1,

général), si M(x,y)x et M(x',y’)x/ alors x Slg ) ety 5 a+b onc x'y 1

e On en déduit que si I'hyperbole est équilatére (les asymptotes sont orthogonales, soit a = b) on a

-

2 —
e = /2 et H admet pour équation x"y" = a7 dans le rond R = (O, — L)

VZzd V2
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PARTIE 9.5 : LES CONIQUES A PARTIR DE
LEUR EQUATION CARTESIENNE

® Soit (a,b,c,d,e,f) € R et € = {M(x,y)x € R? | ax? + bxy + cy? + dx + ey +f = 0}. On estime bien
sur que le plan est rapporté a un repere orthonormé direct R.

|9.5.1 : Sans termes en xyl

(© On suppose dans ce paragraphe que b = 0 et on se donne M(x,y)=x.
® On suppose (a,c) = (0,0) dans la remarque qui suit.

REMARQUE 9.22 : Ces cas sont trés simples :
e Sia=c=d=-e=f=0 alors C est le plan en entier (0 =0).
eSia=c=d=e=0etf#0 alors C={.
e Sia=c=0cet(d,e)#(0,0) alors M € € <= dx + ey + f = 0 ainsi C est une droite du plan.

® On suppose (a,c) # (0,0), il y a alors 2 cas : soit ac # 0, soit ((a =0 et ¢ #0) ou (a # 0 et c =0)).
REMARQUE 9.23 :
2
Examinons le cas a = 0 et ¢ # 0 (par exemple) alors M € € <= (y + £)2 = —dy 4 € £,

2c c Pic

2
eSid=0et &5 — t =0 alors € est la droite d’équation y = — =
4

c c 2c’

2
ondZOete—zfi<Oalors€:(7J.
4c [¢

2
eSid=0et 46—2 — £~ 0 alors € est la réunion de deux droites paralleéles.
c

c
2
e Sid#0alorsM € €< (y+ 23)2 =_4d (x — 4€_d + %) On reconnait I'équation d’une parabole
c c c
2
de sommet S (e_ — i, ,L) , d’axe (Ox) de paramétre p = 4] et qui s’oriente selon le signe de 4.
4ed d 2¢/w 2c 2c
. . d 2 e\2 _ a2 | é?
Examinons maintenant le cas a # 0 et ¢ # 0 alors M € € <—> a(x + —) + c(y + —) == 4= —f:
2a 2c 4a  4c
2 2
e Si a et ¢ sont de méme signe et que &= + € — f =0 alors € = {Q} a eCQ<7 i,fi) .
racte ! € K 4a+4c {2} av 2a° 2c/®
2 2
e Si a et c sont de méme signe et que 2— + Z— — f est du signe contraire alors il est clair que C = ().
a c

2 2
e Si a et c sont de méme signe et que 2— + Z— — f est encore du méme signe alors € est une ellipse
a c

horizontale si a < ¢, un cercle de centre Q (voir ci-dessus) si a = ¢ et une ellipse verticale si a > c.

2
e Si a et ¢ sont de signes contraires et 2— + Z— —f =0 alors C est la réunion de deux droites sécantes.
a c

2 2
e Si a et ¢ sont de signes contraires alors € est une hyperbole d’axe focal (Ox) si j— + Z— — f est du
a c

2
;4

2
+ & — f est du méme signe que c.
4a  4c

méme signe que a et d’axe focal (Oy) s

( Proposition 9.15 )

Dans ces conditions (b = 0), I’ensemble € est de ’'un des dix types suivants :

(1) le plan en entier, (2) ’ensemble vide, (3) un point seul, (4) un cercle, (5) une seule
droite, (6) la réunion de deux droites sécantes, (7) la réunion de deux droites paralléles, (8)
une ellipse, (9) une hyperbole ou (10) une parabole (mais selon les axes du repére R).
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952 : Avec des termes en xy]

REMARQUE 9.2/ :

e Si, pour 8 € ] — %; 1—‘], on se place dans le repére Rg = (0,1g,vg) qui est aussi orthonormsé,
alors si M(x',y" )z, et M(x,y)x on a : M € € <= Ax? + Bx'y’ + Cy’? + DX’ + Ey' + F = 0 avec
A = acos?0+bsind.cos 0+csin® 0, B = bcos(20)+(c—a)sin(20), C = asin® 0—b sin 0. cos 8+ccos? 0.

e Poser 6 = ;—t sia=coub= %Arctan <L> si a # ¢ pour se débarrasser des termes en x'y’.
c

REMARQUE 9.25 : Aprés calculs, on a —4AC = B? — 4AC = b? — 4ac (car B = 0 pour la valeur de 0
choisie) or on connait les différentes formes de € dans le cas B = 0 d’aprés le paragraphe précédent :

Si on note A = b? — 4ac, on a les différents cas :
e si A =0 alors C est le plan, I’ensemble vide, une droite, une parabole ou la réunion
de deux droites paralleles.
e Si A > 0 alors C est la réunion de deux droites sécantes ou une hyperbole.
e Si A < 0 alors C est ’ensemble vide, un point seul, un cercle ou une ellipse.

DEMONSTRATION : Si A = 0 alors AC = 0 donc on se raméne & la remarque 9.22 et au début de la remarque
9.23. Si A > 0ouA < 0alors AC < 0 ou AC > 0 ce qui fait que A et C sont de méme signe ou de signes
opposés et on se rameéne a la fin de la remarque 9.23.

REMARQUE 9.26 :
e On admet que pour un ensemble C non dégénéré (c’est-a-dire un cercle, une ellipse, une hyperbole
ou une parabole, I'équation de la tangente en un point Mo(xo,yo)x de C est encore obtenue par
dédoublement : on rajoute la régle 2xy = xy + xy est remplacé par xoy + xyo.

e La tangente a alors pour équation (2axp + byo + d)x + (2cyo + bxo + e)y + dxo + eyo + 2f = 0 donc
elle admet pour vecteur normal (on est dans un rond) le vecteur W = (2axo +byo +d,2cyo +bxo +€)s
qui n’est autre que le vecteur gradient en Mg de la fonction ¢ : R*> — R définie par la relation
définissant I'ensemble C : V(x,y) € R?, ¢(x,y) = ax? + bxy + cy? + dx + ey + f.
o (est-a-dire que ™ = grad ¢(xo,y0) = (%()fz—(xo,yo), %‘g(xo,yo)>3.
REMARQUE 9.27 :
e En effectuant un changement d’origine du repére R, on trouve par calculs que Q(xo,yo)x est un centre
de symétrie pour I’ensemble € si et seulement si 2axg + byo + d = 2cyo + bxo + e = 0 ; c’est-a-dire si

et seulement si grad ¢(xo,y0) = (%‘E(xo,yo), %(S(Xo,yo))B =0.

e Le calcul nous montre aussi que ’équation de C devient alors aX? + bXY +cY? + o (x0,y0) = 0.

e (est un systeme deux équations deux inconnues a résoudre pour trouver les centres de symétrie :
e si A =0 il y a une infinité de solutions ou aucune.

e si A # 0 il y a une solution unique donc un centre de symétrie unique.




