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‘ CHAPITRE 13 :
SUITES

(PARTIE 13.1 : TERMINOLOGIE)

[13.1.1 : Présentation des suites|

REMARQUFE 13.1 :

e Une suite de réels ou de complexes est une famille (de réels ou de complexes) indexée par des entiers,
c’est-a-dire a priori un élément (un)nen de RY ou de CY.

e On pourra donner des noms aux suites, ¢’est-a-dire poser uw = (un )nen de maniére a abréger.

e On peut aussi définir des suites par des relations plus générales que le classique un 41 = f(uyn) comme
pour la suite de FIBONACCI (Leonardo FIBONACCI : mathématicien italien 1175-1250) (Fn )ne n définie
parFo=F =TletVne N, Fnoy2 =Fni1 + Fn.

{ Définition 13.1 ||
Soit uw = (un )nen une suite réelle ou compleze et p € N*, on dit que u est :
e constante si dJa € C, Vn € N, u, = a.
e stationnaire si Ing € N, da € C, Vn > ng, un = a.
e p-périodique si Vn € N, unyp = un.
e bornée si Im € Ry, Vn € N, jun| < m.

De plus, si les suites sont réelles, on a les définitions supplémentaires :

e croissante (resp. décroissante) siVn € N, uni1 > un (resp. Vn € N, uny1 < un ).

e strictement croissante (resp. str. décr.) siVn € N, uniq1 > un (resp. Vn € N, uni1 < un).
e majorée (resp. minorée) si Im € R, vn € N, u, <m (resp.dm € R, Vn € N, uy > m).

a ( Proposition 13.1 ) .

Soit u = (un )nen une suite réelle : (u est bornée) = (u est minorée et majorée).
- J

[13.1.2 : Structure de ’ensemble des suites]

REMARQUE 13.2 : Sur les ensembles RY (resp. CY) des suites réelles (resp. complexes), on définit les
lois internes + et x et la loi externe . par : VA € K, V((un)ne N, (vn)neN) € KN (avec K= R ou C) :

(un)neN + (Vn)neN = (un +Vn)n€N» (un)neN X (Vn)neN = (unvn)neN et )\-(un)neN = ()\un)neN-

( Proposition 13.2 )
[(KN, +,., X) est une algébre commutative et non intégre. ]

REMARQUE 13.3 :
e Les suites constantes constituent une sous-algébre de KN, comme le font les suites p-périodiques,
autant que les suites stationnaires, ou encore les suites bornées (notées B).
e Si on pose, pour une suite u bornée : ||u||oc = Sup |un|, alors on définit une norme d’algébre,
neN

c’est-a~dire une application de B dans R, et qui vérifie, V(A,u,v) € K x (KN) :

il =0 = u =0, [Auffoc = [A[[|ulloc, [lu 4 vlloo < [lulloc + [Mloo et [[u X v]]oo < [[ufloc X [[V]]oo-
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[13.1.3 : Suites extraites|

| Définition 13.2 |
Soit une suite w = (un)nen, on dit qu’une suite (vq)nen est une suite extraite de u s’l existe une
application ¢ : N — N strictement croissante telle que : ¥n € N, vy = ug(n)-

EXEMPLFE 13.1 :
e La suite u = (uz,u3,us,uz, - ) est une suite extraite de (un )nen car elle correspond a la fonction
@ T Pny1 OU pnyi est le (n 4 1)-itme nombre premier.

7T

e La suite constante (%) est une suite extraite de la suite 6-périodique (cos (?)) car
neN

neN
elle correspond a la fonction ¢ : n — 6n 4+ 1 qui est bien strictement croissante.

REMARQUE 13.4 :
e Pour une fonction ¢ : N — N strictement croissante comme dans la définition précédente, on montre
facilement par récurrence que : ¥n € N, o(n) > n.
e De plus, une suite extraite d’une suite extraite de la suite (un)nen en est elle-méme extraite et peut
s'écrire (Wpoy(n))neN qui est extraite de (wgm))nen qui est elle-méme extraite de (un)ne N

EXEMPLE 13.2 : La suite (ugn+1)nen est extraite de (u3n+1)nen mais pas de (uzn)nen.

(PARTIE 13.2 : CONVERGENCE DE SUITES COMPLEXES)
|13.2.1 : Définition et propriétésl

| Définition 13.3 |
Soit u = (un)neny € CN et L € C, on dit que la suite uw admet pour limite { ou que u tend vers { si :

Ve >0, Ing € N, Vn > no, |un — | < e. Une telle suite sera dite convergente (vers ). On dira qu’une
suite est divergente si elle ne tend vers aucun complexe.

REMARQUE 13.5 : o Les suites constantes u = (a)nen sont bien sir convergentes vers a.
e On peut constater une fois pour toutes I'équivalence :

Ve>0, dnpe N, Vn2>2mnp, [un —{<e <= Ve>0, Inpg e N, ¥Yn>np, |lun —{| <e.

p ( Proposition 13.3) ~

Soit ue CY et (¢,¢') € C?, si u admet pour limite ¢ et ¢/, alors ¢ = {'.

- J

{ Définition 13.4 |
Soit uw une suite complexe convergente, alors si { € C est l'unique compleze tel que w admet pour limite

¢, on pose { =limu= lim un. On dit que (un)nen converge (ou tend) vers (.
+oo n—-+4o0
a (Proposition 13.4) .
Si v est une suite extraite d’une suite convergente u alors v ’est aussi et lJimv = E;Lm u.
oo oo
- J

REMARQUE 13.6 : Cette proposition sert surtout a établir qu’une suite u est divergente, pour arriver a
cette conclusion il suffit d’exhiber de u une suite extraite évidemment divergente ou deux suites extraites
convergeant vers des limites différentes.

( Proposition 13.5 )

Soit u une suite complexe et { € C tels que les suites (un)nen et (Uznt1)nen convergent
toutes les deux vers {, alors la suite u tend vers (.
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EXEMPLE 13.3 : Soit u une suite complexe telle que les trois suites (uzn)nen, (Wan41)nen et
(un2)nen sont convergentes. Alors u converge.

Soit u € CN et ¢ € C, alors on dispose de :

Um up=1{ <= lm (un—0=0 < lim |Jun—¢=03et lim up, =0= Um |uy|=[.
——400 ——400 n—-4oo n—-4oo

n——+oo n n

REMARQUE 13.7 : La réciproque de cette derniére implication est fausse.

[Toute suite convergente est bornée.

—

|:S0it ue CNetve (Ry)N telles que Vn € N, 0 < |un| < vp. Alors : limy =0 = limu=o. ]
o0 o0
no(—1)k! 1,1 1,1 A L
EXEMPLE 13.4 : Calculons lim > ~—~——=1—-+4_— >4 _ 4... grice aux intégrales.
ntoo = K 2737475

Soit une suite réelle u qui converge vers un réel strictement positif {, si on se donne un réel

a €]0,4[, il existe un entier np € N tel que : Vn > ng, un > a > 0.

|13.2.2 o égérations sur les suites convergentesl

La somme de deux suites complexes tendant vers 0 fait de méme. De plus, le produit d’une
suite tendant vers 0 et d’une suite bornée tend encore vers 0.

Théoréme 13.1

Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites complexes convergentes, A € C un scalaire :

La suite u+v est convergente et lim (un, +vn)= Um u,+ lUm vy.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

La suite u X v est convergente et lim (un Xvn)= Um u, X Um vy.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

La suite A\.u est convergente et lim ()\.un) =A. lim un.
n—-+oo n—-4oo
De plus, si la suite (vn)nen converge vers un complexe non nul, le complexe 1 existe a
Vn
partir d’un certain rang no et (]—> converge vers le complexe lim i %
Vn/n>no n—-+00 Vn im vn
n—-+4oo
im up
u : u — oo
“) converge et 'on a lim Ym — Dt
Vn /n>ng n—-+oo vy Um vy
n—-+4oo

Avec les mémes notations, la suite (

REMARQUE 15.8 : e La somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est donc divergente.
e [’ensemble C des suites convergentes est une sous-algébre de celle des suites, C est une sous-algébre
des suites bornées et C contient la sous-algébre des suites stationnaires.

e Ce théoréme justifie aussi que I’application nlim est un morphisme d’algébres de C dans C.

— 400
e Nous avons par ailleurs, et sans utiliser la continuité, un résultat pratique : si un suite réelle positive
tend vers ¢ > 0, alors on a Um /un = VL ; il suffit de distinguer selon que { = 0 ou € > 0.

n—4oo
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(PARTIE 13.3 : SUITES TENDANT VERS L’INFINI)

i Définition 13.5 |

Soit w = (un)nen une suite réelle, on dit que u tend vers +oo, qu’on note 1111 Un = +00, si l'on
n—-1+0oo

a: Va € R dng € N, Vn > ng, un > a. De méme, on dit que u tend vers —oo, qu’on note
liT Up = —00, sil'on a : Va € R, Ing € N, Vn > np, un < a.
n—-+4+0o0o

EXEMPLFE 13.5 : On montre sans difficulté que HT yn=+o00 et que Um (—e™) = —oo.
n—-—+0o0

n——4oo

REMARQUE 13.9 :
e Une suite qui tend vers 400 ne peut pas étre majorée, de méme qu’une suite qui tend vers —oo ne
peut pas étre minorée ; une suite qui tend vers 0o ne peut donc pas étre convergente : on dira qu’elle
tend vers +£0o. De méme, une suite tendant vers +o0o ne tend pas vers —oo.
e On dira qu’une suite réelle converge dans R si elle converge (au sens usuel) ou si elle tend vers Foc.
De sorte qu’avec ce qui précede, il y a aussi unicité de la limite pour les suites convergeant dans R.

On se donne deux suites réelles et
un réel A\, on peut contempler le
tableau suivant ou dans les colonnes
on trouve les éventuelles limites des
suites dont le nom est en haut (u+v,

uv, Au ou ]—) en fonction de celles
u

dont la limite est supposée (u et v)
et d’une constante réelle A.

Quand il y a des points d’interro-
gation c’est que plusieurs cas peu-
vent se présenter et qu’on ne peut
pas conclure avec ces seules infor-
mations sur A, u et v.

Bien str, dans le tableau ci-contre
¢ et ¢’ sont des réels ce qui fait que
ce tableau reprend les limites des
suites convergentes.

REMARQUE 15.10 : 1l convient de se constituer une petite liste de contre-exemples pour chaque ”7”.

EXEMPLE 13.6 : Sion pose, pour n € N*, les deux suites :

o u, = nz, v = 1 ;alors lim up, = +oo, lim vy =0et lim u,v, = 4o0.
n n—+oo n—+oo n—oo
o U, =N, vy = iz ;alors lim up, = +oo, lWm vy =0et lim upv, =0.
n n—+oo n—+oo n—oo
RN Gl ) L T - li — 0 al di
eu, =N, v, = ;alors lim up = 400, lim vy =0 alors que (unvn )nen+ diverge.

n n—4oo n—4oo
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(PARTIE 13.4 : EXISTENCE DE LIMITES DE SUITES)

|13.4.1 o E:onvergence ct ordre|

| Définition 13.6 ||
Pour deuz suites réelles w et v, on dira que u <v siVn € N, u, < vy

REMARQUE 13.11 : On vérifie facilement que < est une relation d’ordre sur les suites réelles, mais elle
n’est plus totale car les suites ((—1)™ )neN et ((=1)™+) ne sont pas comparables.

neN

Soit u et v deux suites réelles convergentes : u < v —> E}mu < B}mv.
o0 o0

REMARQUE 13.12 :
e Bien sir, on a la méme conclusion si 'on n’a que : Ing € N, Vn > ng, un < vn.

e La proposition précédente signifie en résumé que la fonction limite est une fonction croissante (mais
pas strictement) de I'ensemble des suites convergentes dans I’ensemble R.

e [’hypothese de convergence de ces suites est indispensable pour pouvoir conclure : on dit que les
inégalités larges (et pas strictes) passent & la limite.

1

EXEMPLE 13.7 : Sion pose, pourn € Nyuy =1— T etvh, =1+ 2—n, on a clairement u < v
n
(qui signifie que pour tout entier n on a un < vy) et pourtant lim un, = lim vy =1.
n—-+oo n—-+oo

Théoréme 13.3

Soit u, v et w trois suites réelles qui vérifient la double inégalité : Vn € N, u,, < vy < wy (il
suffit que ceci soit vrai & partir d’un certain rang ny), alors nous avons les implications suiv-
antes connues sous le nom de ”théoréme des gendarmes” (ou ”théoréme de comparaison”)
classique ou en l’infini :

° ( im up= Um wp=1(€ ]R) — lim v, =L
n—-+4oo n—-+4oo n—-+o0o
o lim u, =400 =— 11m vn = +00.
n—-+oo n—-4oco

e lim wp=-00=— lim v, = —00.
n—-+4oo n—-+oo

REMARQUE 13.13 : La proposition 13.8 est un cas particulier de théoréme des gendarmes (un des
gendarmes est le commissariat lui-méme).

(© Toutes ces propriétés sont bien belles mais nécessitent I'hypothese de convergence de certaines suites et
c’est bien ¢a le plus délicat. Mais la propriété de la borne supérieure vient a la rescousse dans le cas des
suites réelles monotones.

Théoréme 13.4

Soit (un)nen une suite réelle croissante et majorée, alors cette suite converge vers sa borne

supérieure ; c’est-a-dire que hm Un = Sup u, = Sup ({ un | n€ N})
neN

Bien sir, si (un)nen est une sulte reelle décroissante et minorée : 1111 Un = Inf! Un.
n—+oo el
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Théoréme 13.5

On a l’alternative suivante pour une suite réelle (u,)necn croissante :

e si (un)nen est majorée alors elle converge vers Sup un.
neN

e si (un)nen N’est pas majorée alors elle tend vers +oco.
De méme, si une suite réelle (u,)ncn est décroissante :

e si (un)nen est minorée alors elle converge vers 121; Uen o
ne N

e si (up)nen n’est pas minorée alors elle tend vers —oo.

Soit deux suites réelles u et v telles que u est croissante, v est décroissante, u < v, alors u
et v sont convergentes vers { et {' respectivement et ’on a l’intersection infinie suivante :
m [un;vn] = [6;0] (c’est le théoréme des segments emboités).

neN

. J

| Définition 13.7 |
On dit que deuz suites réelles u et v sont adjacentes si on a les trois hypothéses : w est croissante, v est

décroissante et lim (vn —un) = 0.
n—4oo

REMARQUE 13.14 : Ces renseignements sur u et v impliquent immédiatement que u < v. En effet la

suite (vq, — un) est décroissante et tend vers 0, elle ne peut donc qu’étre positive.

Théoréme 13.6

Deux suites adjacentes u et v comme dans la définition précédente convergent vers la méme

limite ( et 'ona: Yn € N, u, << vn.

REMARQUE 13.15 : Si ces deux suites adjacentes ne sont pas stationnaires, alors on a méme une double
inégalité stricte : Yn € N, uy < < vn.

n

EXEMPLE 13.8 : Pour n € N* posons un = Y % et vip = un + L' Montrons que ces deux
k=0 K- n.n:
suites sont adjacentes et que leur limite commune est un nombre irrationnel.

’, by s,

® A présent le fameux théoreme de BoLzANO et WEIERSTASS (Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS :
mathématicien allemand 1815-1897) : ce dernier a posé les définitions rigoureuses de la continuité et de la
dérivabilité comme nous les connaissons aujourd’hui.

Théoréme

Soit (un )nen réelle bornée, alors il existe une suite extraite (u(p(n))ne n de celle-ci qui converge.

DEMONSTRATION : Soit m € Ry tel que : Vn € N, —m < u,; < m. Considérons les parties suivantes :

Ig_ :{ne N|O<un<m}etla :{ne N| —méun<0}. Alorsilestclairquelg_Ula = N, donc

I'un de ces deux ensembles d’indices est infini. Si IE")_ est infini, on pose ag = 0, bg = m et (p(O) = Min(Ig_) ;

sinon c’est ap = —m, bg = 0 et (p(O) = Min(Ia). Et ceci n’est que la premiere étape d’une longue récurrence.

REMARQUE 13.16 : Il est clair que les suites convergentes sont de CAUCHY ; mais grace a ce théoréme,
on peut établir en retour que les suites de CAUCHY sont elles-mémes convergentes.
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(PARTIE 13.5 : COMPARAISON DES SUITES)

[13.5.1 : Notations de Lanpau|

(©® Introduisons maintenant trois notations qui vont permettre de préciser les modes de convergence ; elles
ont été popularisées par LANDAU (Edmund Georg Hermann LANDAU : mathématicien allemand 1877-1938).

{ Définition 13.8 |
Soit deux suites réelles ou complexes w = (un)nen €t v = (vn)nen avec la suite v qui ne s’annule pas :
L

e On dit que u est négligeable devant v, noté u=o0(v), ou un :o(vn) sil’on a lim = =0, on
(o) o0 n—-+4oo Vn

dit que u est un ?petit O” de v (au voisinage de +00).

e On dit que u est dominée par v, noté u=0(v), ou un =0(vy) si l'on a ¥ bornée (c’est-a-dire
oS} oS} v

u p .
(_n)neN bornée), on dit que u est un ”grand O” de v.
Vn
c » . N 3 . 5 u
e On dit que u est équivalente a v, noté u~v, ou un ~vy si l'on a 11111 - =1.
o [e%) n—-+0o Vn

EXEMPLE 13.9 : e n'®=0(2") et (ln(n))s =o(y/n) d’apres les croissances comparées.
o0 (o)

e Si on note py le n-iéme nombre premier et 7(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux
a n, alors HADAMARD (Jacques Salomon HADAMARD : mathématicien frangais 1865-1963 ; célebre
pour sa distraction, il aurait servi de modele principal pour le personnage du Savant Cosinus) et
DE LA VALLEE-POUSSIN (Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas, baron DE LA VALLEE POUSSIN :
mathématicien belge 1866-1962) ont prouvé en 1896 qu'on avait pn ~nin(n) et n(n) ~ — .
o0 oo In(n)

REMARQUE 13.17 :

e Le petit O et le grand O ne sont pas des égalités au sens algébrique en ce sens qu’il n’y a pas

transitivité. Par exemple : 2n = O(n?) et 3n+1 = O(n?) et pourtant 2n # 3n + 1.

e Pour ce qui est des propriétés de ces trois relations binaires : la relation de "petit O” n’est pas
réflexive, pas symétrique par contre elle est antisymétrique et transitive ; la relation de "grand O” est
réflexive, pas symétrique, pas antisymétrique mais elle est transitive ; enfin la relation d’équivalence
est comme il se doit une relation d’équivalence.

o I est clair que un, = O(1) signifie que la suite u est bornée et que un = o(1) veut dire que HT un = 0.
o0 oo n—-—+0oo

De plus, si I'on a un ~vn, et que lim vy = { alors on a aussi lim u, = (.
[e'e] n—-4o00 n—-4oo

e On peut tolérer des abus de notations comme o(o(un))=o(un) (qui traduit la transitivité de la

=o0
o0
relation o) otl ce = ne se lit que dans un sens (de la gauche vers la droite) et pas dans lautre.

e On ne peut pas sommer les équivalents en général, passer un équivalent au ln ou a I'exponentielle.

REMARQUE 13.18 : Avec la notation < de HARDY (Godfrey Harold HARDY : mathématicien britan-
nique 1877-1947) qui est équivalente & o : up <K vy <= un =o0(vy) et en prenant douze réels bien
o0

ordonnées comme suit : 0 <b’' <ad <1<a<b, 8 <y <0<y<f, p' <o <0<a<pP,ona:
Pr<at<n? «n <P i i<l <im® i< infi<n’ <n® < at < bt < nl <t
HARDY a ”découvert” RAMANUJAN (Srinivasa Aiyangdr RAMANUJAN : mathématicien indien 1887-1920)

1 1 1 1 _ J|e-m
~3~5+1~3~5~7+1~3~5~7.9‘L L — — ’

dont voici une formule : 1+ 11—3 + ]
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Théoréme 13.8

On se donne des suites réelles ou complexes u, v, w, z, t dont certaines ne doivent pas
s’annuler et des scalaires A et p :
(i) un=0(un) et up ~un.
.o o9 o9
(ii) 0(vn) = un =0(Vn), Un ~Vn = Un = 0(vn) €t up ~ vy <= vy ~un.
(iii) O(vn) et v, = O(wn)) — Un = O(wn) et (un ~Vn et v, qu) — UuUn ~Wn.
e oo oo
(iv) (vi) et vy = O(wn)) = un =o0(wn) (un =0 vn) et vp = o(wn)) :> Un = o(wn)
—O(wn) e
-

)) — A + Hvn Wn ).

(v) O(wn) et vy = O(wn)) = ?\uu + pvn

(vi) (zn) €t v =0(tn)) = unvn =0(zntn) €t (un ~zn €t vy ~tn) => Unvn ~zntn.
e o0 (o) (o) oo oo

o
un =0(zn) et v, =0(tn)) = unvn =0(zntn)-.
o0 o0 oo
(viii) unp ~vn = 1 o1 et (un ~zn €t vy ~tn) = Un o Zn,
00 Up O VY (o) 00 Vp oo th
(ix)

(%)

(vii) o(zn) et vy = O(tn ) — UnVn = o(zntn) et

un=o (vin) et @ : N — N strictement croissante ) = Upm) =0(Vem))-
00

Un ;O (vn) et @ : N — N strictement croissante ) —> Up(n) zO(v@(n)).

(xii)
(xiii)

(xiv) up ~vn <= uu —Vn =
(o) oo

Un =0(Vn) €t v ~Wn) = un =o(wn) et (un=0(vn) et vy an) = un = O0(wn).
o0 X o0 oo oo

(
(
(xi) (uuwvn et ¢ : N— N strictement croissante ) = uy ) Ve (n):
(
(w,

L Vn et Vn = o Wi ) = Uun =o(wn) et (uu ~vn et Vn = O(wn)) — Un = O (Wn ).
0
0

(un) <= vn —unp = o(vu)
Si u et v sont des suites strictement positives et « € R :
(xv) Si >0, un ~vn = uX :vf{, Un =0(vn) <= uy = O(vy) et up =o(vn) <= uy =o(vy)-

(xvi) Sia<0, un ~vn &= U ~ov& S uy (vn) <= v& O (u$) et un
%) %) 9

(xvii) (un ~vn et limun =€ R\ {1}) = n(un) Nln vu)
Si u et v sont des suites réelles :

(xviii) lim(un —vn) =0 <= e!“n ~eVn.
0 0o

REMARQUE 13.19 : La propriété (v) du théoréme suivant nous dit que ’ensemble des suites dominées
par une suite fixe v est un espace vectoriel ; méme chose pour les fonctions négligeables devant v.

EXEMPLE 13.10 : Pour (a,b,c) € R3, on définit la suite réelle (un )nen+ par la formule suivante :
Vn € N* u, = In(n!) —anin(n) —bn —cin(n). On cherche tout d’abord 1'unique triplet (a,b,c) tel
n

que : Un4] —un =0 (1—2> On en déduit alors 'existence de K > 0 telle que : n!~ K\/'r_t(ﬂ> ; C’est
[e%e} n o} e

la fameuse formule de STIRLING (James STIRLING : mathématicien écossais 1692-1770).

Reste a trouver la constante K : le merveilleux monde des intégrales nous permettra de la déterminer !
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(PARTIE 13.6 : ANNEXES)

|13.6.1 : Retour sur les suites comBIexesl

Soit (zn)nen une suite complexe, on pose : Vn € N, x, = Re(z) et yn, = Im(z) ; on se donne
aussi un complexe £ = {; +il, avec (£1,02) € R2.
Alors on a I’équivalence : lim zp =0 <= (_Um xn=1{; et lim yn ={2).

n—+4oo n—+oo n—+oo

REMARQUE 15.20 : Ainsi, méme si la notion de convergence a été définie au départ pour les suites
complexes, on peut se restreindre a I’étude des suites réelles d’aprés cette proposition. Néanmoins, il ne
faut pas croire qu’il soit toujours plus intéressant de se ramener a I’étude des parties réelles et imaginaires
pour étudier une suite complexe : c’est juste une possibilité !

Théoréme 13.9

Soit une suite (z,, )nen complexe bornée alors il existe une suite extraite (Z(p(n))ne n de celle-ci

qui converge (théoréme de BOLZANO-WEIERSTRASS complexe).

|13.6.2 : Cesaro SHP”

(® Bien qu’hors programme cette année, le résultat suivant de CESARO (Ernesto CESARO : mathématicien
italien 1859-1906) est utile pour préciser les modes de convergence des suites : c’est-a-dire par exemple pour
trouver un équivalent de u, — € si (un)nen est une suite qui tend vers (.

Théoréme 13.10

Soit (un)nen qui tend vers ¢ € C, alors on a aussi : 1111
n—-+0oo

REMARQUE 13.21 :
e (Cela signifie simplement que si une suite tend vers { alors la suite des moyennes arithmétiques de ses
termes fait de méme, ce qui se congoit aisément.

e Nous avons une généralisation de ce résultat aux cas des suites réelles qui tendent vers +oo. En effet,

—1 n—1
. . 1 . . 1
im uq, =400 = lim (— u ) =4oc0et lim u, =—-—00=— Ulm (— u ) = —00.
n——+4oo n n—toco \n k2=:0 k n—4oo n n—+4+oo \n kZ=:O k

. . » . s, o b}

® Soit (un)nen définie par up fixé et la relation : ¥n € N, un 1 = aun + b oil, a priori (a,b) € C2.

REMARQUE 13.22 :
e De telles suites sont dites arithmético-géométriques ; cette appellation est logique car on retrouve
les suites arithmétiques quand on a a = 1 et les non moins connues suites géométriques si b = 0.

e [’étude est simple sia =1 car alors: Y/n € N, u, =up+nbousib=0car: Vn € N* u, = a™up.

n
e Sia#1,onposeVn e N, vy =u, — % pour obtenir : Yn € N, u,, = anuo+b(1]_a )

® Soit (un)nen vérifiant (pour n € N) (E) : auniz +bunyq +cun =0 ot (a,b,c) € (C*)? x C.

{ Définition 13.9 |
On associe a une telle équation, comme pour les équations différentielle linéaires, ['équation
caractéristique (E.) : az? +bz+c=0.
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Théoréme 13.11

On sait résoudre (E) en posant A = b? —4ac :
e si A # 0, en notant z; et z, les deux solutions de (E.), les suites solutions de (E)

sont de la forme Vn € N, un = 012} + a2z} avec (a1, a2) € C2.
e si A =0, en notant z; = _ZL I’unique solution (double) de (E.), les suites solutions
a

de (E) sont de la forme Vn € N, u, = (a1n + a2)z} avec (a1, a2) € C2.

EXEMPLE 13.11 : Le théoréme précédent nous montre que la suite (un)nen qui vérifie : up =1,
ur =2etVne N, upny2 — unt1 +un = 0 est 6-périodique.

(® Dorénavant, on impose (a,b,c) € (R*)?2 x R et on cherche les suites réelles (in)nen telles que (pour
ne€ N)(E) : aupq2 +bunyr +cun =0.

Théoréme 13.12

On sait résoudre (E) en posant A = b? — 4ac :
e si A >0, en notant z; et z; les deux solutions réelles de (E.), les solutions de (E)
sont de la forme Vn € N, u, :b o1zl + xpz) avec (x1,02) € RZ2,

e si A =0, en notant z; = ~5a € R l’'unique solution (double) de (E.), les solutions
a

réelles de (E) sont de la forme Vn € N, u, = (x1n + «2)z} avec (x1,x2) € R2.

e si A <0, en notant z; = pe!® € C et z; = pe 9 ((p,08) € R?) les solutions de (E.), les

solutions réelles de (E) sont Vn € N, u,, = (oq cos(nd) + o sin(ne))p” ((oe1, 2) € R?).

EXEMPLE 13.12 : Le théoreme précédent nous permet d’exprimer le terme général de la suite
(Fa)nen qui vérifie: Fo=1,Fy =TetVn € N, Fpy2 — Fpqp1 — Fn =0.

REMARQUE 15.23 : Comme pour les équations différentielles, on peut faire intervenir un second mem-
bre, mais cette fois-ci pour que les conclusions persistent, il est bon que ces suites soient de la forme
P(n)z™ dans le cas complexe ou de cette méme forme ou de la forme (P(n)cos(nd) + Q(n)sin(nd))r™
dans le cas réel. Vous adapterez les théorémes vus dans ce chapitre 4 a cette configuration.

EXEMPLE 13.13 : On cherche & résoudre : ¥n € N, uny2 — 6un 1 + 8un = 3n —4 — 2n+2 (E).
REMARQUE 13.24 : On se donne une fonction f : I — I croissante et continue, a € 1 et on considére la
suite (un)nen définie par up = a et Vn € N, up 1 = f(un). Il y a deux cas :

e si u; < up, on montre facilement par récurrence que (un)nen est décroissante, on sait donc déja
qu’elle converge dans R. Il y a de nouveau deux cas :
e s’il existe un point fixe de f inférieur ou égal a ug alors la suite u converge vers le plus grand
des points fixes de f inférieurs ou égaux a uo.
e sinon la suite u tend vers —oo.

e si uj > up, on montre alors par récurrence que (un)neN €St croissante, on sait donc déja qu’elle
converge dans R. Il y a encore deux cas :
e s’il existe un point fixe de f supérieur ou égal a uy alors la suite u converge vers le plus petit
des points fixes de f supérieurs ou égaux a ug.
e sinon la suite u tend vers +00.

REMARQUE 13.25 : On se donne une fonction f : 1 — I décroissante et continue, a € I et on consideére la
suite (un)nen définie par up = a et Vn € N, un 1 = f(un). La fonction g = f o f est bien siir croissante
et les deux suites extraites (Win)nen €t (Want1)nen de (un)nen Vvérifient : Yn € N, uini2 = g(uzn)
et uini+3 = g(uany1). Donc ce qui a été fait ci-dessus s’applique pour donner différents cas : il faut de
toutes facons étudier les points fixes de f et ceux de g, il est clair que les points fixes de f sont points
fixes de g mais la réciproque est fausse en général.




