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CHAPITRE 15 :
ACES DE DIMENSION

(PARTIE 15.1 : FAMILLES DE VECTEURS)

(® Dans un espace vectoriel général, on a déja la notion de vecteurs colinéaires, on a vu en géométrie dans
I’espace des vecteurs coplanaires ce qui est déja une généralisation de la notion de colinéarité : il est temps
de généraliser franchement.

[15.1.1 : Définitions et exemples]

REMARQUE 15.1 : Soit K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel, on se donne aussi n € N*
et (x1,+-+,xn) une famille finie de vecteurs de E. On définit alors I'application ¢ : K™ — E par :

n

VA1, An) € K™ (A1, -, An) = > Akxk. Il est clair que cette application est linéaire et que son
k=1

image est le sous-espace vectoriel de E engendré par la partie { x1,-+,xn }, soit Im @ = Vect(x1,- -, xn).

{ Définition 15.1 [
Avec ces notations, on peut définir des caractéristiques de cette famille :

on dit que (x1,-,xn) est une famille libre si ¢ est injective.

on dit que (x1,--+,xn) est une famille liée si @ n'est pas injective.

)
on dit que (x1,---,xn) est une famille génératrice si ¢ est surjective.
)

on dit que (x1,--+,%xn) est une base de E si ¢ est un isomorphisme de E.

Si (x1,-++,xn) est libre, on dit que les vecteurs x1,-+-,xn sont linéairement indépendants ; dans le
cas contraire, on dira qu’ils sont linéairement dépendants.

REMARQUE 15.2 : e Il est donc clair que : (x1,+--,xn) génératrice <= Vect(x1,--,xn) = E.

e Une famille est donc liée si et seulement si elle n’est pas libre ; de méme qu’une famille est une base
si et seulement si elle est a la fois libre et génératrice.

- ( Proposition 15.1 ) ~
Avec ces notations, on a les nouvelles caractérisations :
n
. (X],-'-,Xn) est libre <— V()\],-'-J\n) e K™, Axk =0 = A1 =+ = Ay =0k.
k=1

n
° (X],-'-,Xn) est lide — El()\h"';)\n) e K™, Z Akxx = O et ()\1,"',7\“) 75 (OK,"',OK).

k=1
n
e (x1,--+,xn) est génératrice < Vx € E, (A1, -, An) € K™, x = > Apxk.
k=1
n
e (x1,--,xn) est une base < Vx € E, (A1, --,An) € K", x= > Apxk.
k=1
(. J

EXEMPLFE 15.1 :
e Dans E = R3, les vecteurs x; = (0,1,1), x2 = (1,0,1), x3 = (1,1,0) et x4 = (1,1,1) forment une
famille liée et génératrice. (x1,x2,x3,%4) n’est donc ni libre ni une base.

e (sh,ch) est une base de l’espace E des solutions réelles de I’équation différentielle y”’ —y = 0.

e Dans le Q-espace vectoriel R, les réels x; =1, x2 = V2 et x3 = /3 forment une famille libre.
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REMARQUE 15.3 : Dans le K-espace vectoriel E = K[X] des polynémes a coefficients dans le corps K,
si on se donne n € N et une famille (Po, - --,Pn) de polynémes de degrés échelonnés, ce qui signifie
Vk € [0;n], deg(Px) =k, alors la famille (Po, - --,Pn) est une famille libre.

REMARQUE 15.4 : Comme pour les combinaisons linéaires et I'espace vectoriel engendré, on peut
généraliser les caractéristiques des familles & des familles quelconques (plus forcément finies), mais pas
sans aménagement ; en effet, comme on ne peut pas définir de combinaison linéaire infinie de vecteurs,
on ne peut considérer que les familles de scalaires & supports finis, c’est-a-dire que pour une famille
(xi)ie1 de vecteurs de E (I est une ensemble non vide quelconque), on définit ¢ : K — E par :
V(A )ier € KO, (p((?\i)iel) = > Aixi (ce qui a bien un sens car ] = {i € I | Ay # Ok } est fini par
i€l

hypotheése). Les définitions sont alors les mémes en ce qui concerne la famille (xi)ie1 qui peut étre libre,
liée, génératrice ou une base. Evidemment, nous avons les mémes traductions que dans 15.1.

EXEMPLFE 15.2 :
e Dans E = F(R, R), la famille (X{X})XE]R est libre mais pas génératrice.

e Dans E = K[X], la famille (X™)nen est une base.

{ Définition 15.2 |

Soit E un K-espace vectoriel, (xi)ie1 une base de E et x € E, par définition : 3'(Ai)ic1 € KD, x = 3 Aixy.
iel

Cette famille (A\i)ie1 est la famille des coordonnées de x dans la base (xi)ier.

a ( Proposition 15.2 ) .

Avec ces notations et si (Ai)icr et (ii)ic1 sont les familles des coordonnées de deux vecteurs
x et y de E dans la base (xi)ic1 et que («,B) € K2, alors le vecteur ax+ py admet (oA; + Bui)ier

pour famille des coordonnées dans la base (xi)ici-
(. J

EXEMPLE 15.3 : Voici quelques coordonnées :
e Dans la base (sh,ch) de l'espace E des solutions réelles de 1’équation différentielle y” —y = 0, la
famille coordonnées de f : x — e* est (1,1).

e Dans la base (X™)nen de R[X], la famille coordonnées de (X — 1)% est (1, —4,6,—4,1,0,0,0, ).

REMARQUE 15.5 : Dans certains espaces, il y a des bases qui sont tellement naturelles qu’elles s’imposent
d’elles-mémes, on les appelle alors des bases canoniques :

e [l y a dans E = K" la base canonique (e1,--+,en) ot e; = (1,0,-++,0), .... , en = (0,-+-,0,1).
e On a dans espace E = K[X] la base canonique (X™)neN.

e La base (1,1) dans le R-espace vectoriel C est canonique.

|15.1.2 : Propriétés des famillesl

p ( Proposition 15.3) ~

Soit E un K-espace, (n,m) € N? avec n < m et (xj,---,x;,) une famille de vecteurs de E, alors
on a les implications suivantes :

o (x1, +,xm) libre = (x1,---,xn) libre.

o (x1,+,xn) libe = (x1, -+, xm) liée.

® (x1, - +,xn) génératrice — (x1,--+,xm) génératrice.
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REMARQUE 15.6 :
e On dit en abrégé que toute sous-famille d’une famille libre est libre et que toute sur-famille
d’une famille génératrice est génératrice.

e Cette proposition se généralise aux familles quelconques : soit E un K-espace, ] un ensemble et
I C J, on se donne aussi une famille de vecteurs (xi)iecj de vecteurs de E, alors on a de nouveau les

implications : ((Xi)iel libre = (xi)ie1 11'bre> et ((xi)iel génératrice => (xi)ieJ générat;rke).
e Toute famille comprenant le vecteur nul Og est forcément liée.

e La famille sans vecteur (1 = () est libre par faute de combattant.

e Une famille (x1) & un seul vecteur est libre si et seulement si x7 # Og.

e Une famille (x1,x2) a 2 vecteurs est libre si et seulement si x1 et x2 ne sont pas colinéaires.

Soit E un espace vectoriel, n € N* et (x7,---,xn) EE" et x €E :
e ((x1,-++,xn) est libre et x ¢ Vect(x1, -+, xn)) <= (x1,"*+,xn,x) est libre.
o ((x1,-+,xn) est liée ) <= Fp € [1;n], xp € Vect(x1,  ,Xp_1,Xp41,"**,Xn)-

EXEMPLE 15.4 :
e On prend E = R3, x1 = (1,0,2), x2 = (=1,1,-2) et x3 = (1,1,1). Il est clair que x1 et x2 ne sont
pas colinéaires or x3 n’est pas combinaison linéaire de x7 et x2 (calcul) donc (x1,x2,x3) est libre.
e On prend E = F(R, R) et on considere les fonctions f1 : x + 1, f2 : x = cos(2x) et f3 : x = cos?(x).
Alors la famille (fq1,f2,f3) est liée et on a f1 = 2f3 — f2, f2 = 2f3 — fy et f3 = %ﬁ + %fz.

REMARQUE 15.7 : Méme quand une famille (x1,---,xn ) est liée, sip € [1;n], on ne peut pas forcément
exprimer x,, en fonction des autres vecteurs de la famille.

|15.1.3 : Familles et aBBlications 1inéaires|

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, f € L(E,F) et (xi)ie; € E :
. ((xi)iel lise = (f(x1)),o; liée) d’ott découle ((f(xi))iel libre = (xi)ic1 libre )

* (xi)ier génératrice (de E) = (f(xi)), , génératrice de Im(f) (= Vect(f(xi)ier))-

((xi)ier libre et f injective) = (f(xi)),, libre.
e ((xi)ic1 génératrice (de E) et f surjective) —> (f<xi))ie1 génératrice (de F).
((x)

® ((xi)ic1 est une base de E et f est un isomorphisme) = (f(xi))ieI est une base de F.
- J

REMARQUE 15.8 : Bien siir les réciproques de toutes ces implications sont fausses.

EXEMPLE 15.5 : f: (x,y,z) — (x,y) est linéaire de R® dans R?, si x; = (0,1,1), x2 = (1,0,1),
x3 = (1,1,0) on a (x1,x2,x3) libre alors que (f(x1),f(x2),f(x3)) est liée car f(x3) = f(x1) + f(x2). La
famille (f(x1), f(x2)) est génératrice dans R? alors que (x1,x2) n’est pas génératrice dans R3. De plus,
la famille (f(x1),f(x2)) est aussi libre donc c’est une base de R? alors que f n’est pas injective.

Théoréme 15.1

Soit E et F deux K-espaces vectoriels, (xi)icr une base de E et f € L(E,F), alors :

o f injective < (f(xi))iel est une famille libre.

e f surjective <= (f(xi))

i1 est une famille génératrice (de F).

o f est un isomorphisme <= (f(xi)), ., est une base de F.
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EXEMPLE 15.6 : Soit f : R3 — R4[X] définie par f(x,y,z) = xX? + (x + y) X + (x +y + z) pour
tout (x,y,z) € R3. Tl est facile de vérifier que f est linéaire et il est clair qu’en notant (e, ez, e3) la
base canonique de R3, la famille (f(e),f(e2),f(e3)) est de degrés échelonnés donc c’est une famille
libre. Ainsi f est injective. On aurait bien str pu le vérifier directement en calculant le noyau.

( Proposition 15.6)

Soit E et F deux K-espaces, (xi)icr une base de E et (f,g) € (L(E,F))z, alors on a I’équivalence
bien pratique suivante : f=g <= Vi€l f(xi) = g(xi).

Théoréme 15.2

Soit E et F deux K-espaces, (xi)ic; une base de E et (yi)ic1 une famille de vecteurs de F, alors

il existe une unique application linéaire f: E — F telle que : Vi € I, f(xi) = yi.

REMARQUE 15.9 : Quelques corollaires remarquables de ce théoréme :
e Si on dispose de deux espaces E et F munis de bases (xi)ic1 et (yi)ie1, alors il existe un unique
isomorphisme f de E dans F tel que : Vi € 1, f(xi) = yi.

e Si on dispose d’un espace E muni de deux bases (ei)ic1 et (e})ic1, alors il existe un unique automor-
phisme f de E tel que : Vi € 1, f(ey) = ef.

(PARTIE 15.2 : THEORIE DE LA DIMENSION]

[15.2.1 : Définition et propriétés|

{ Définition 15.3 |
Soit K un corps commutatif et E un K-espace vectoriel, on dit que E est un K-espace de dimension
finie si E posséde une famille génératrice finie.

Les espaces n’étant pas de dimension finie seront dits des espaces de dimension infinie.

EXEMPLE 15.7 : Un exemple de chaque catégorie :
e Si K est un corps commutatif et n € N*, 'espace K™ est de dimension finie car il possede la base
canonique (donc génératrice) (e, -, en). Méme chose avec Ky [X].
e Par contre l'espace K[X] est de dimension infinie car si une famille (Pq,---, Py ) était génératrice,
on aurait une contradiction en considérant un polynome de degré IIl/lka<xn ( deg(Pk))Jrl.

(® La proposition calculatoire suivante est au centre du concept de dimension en classant les cardinaux des
familles libres par rapport a ceux des familles génératrices.

( Proposition 15.7)

Soit E un K-espace, (p,q) € (N*)? et (x1,-,x,) une famille libre et (yi,---,yq) une famille
génératrice, alors on a ’inégalité : p < q.

DEMONSTRATION : On montre que toute famille & N + 1 dans un espace engendré par N vecteurs est lide.

REMARQUE 15.10 : S’il existe une famille libre infinie dans E, celui-ci est de dimension infinie.
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’, o . . .

[Soit E un K-espace de dimension finie, alors E admet une base finie. ]

DEMONSTRATION : Si E # {OE}, comme E est de dimension finie, on sait qu’il existe une famille génératrice
(y1,--- ,yq) (avec g = 1), on pose n = Max (‘p € N* | il existe une famille libre & p vecteurs }.

Soit E un K-espace de dimension finie, toutes les bases de E sont finies et ont le méme
nombre de vecteurs.

& J

| Définition 15.4 |
Soit E un K-espace de dimension finie, on appelle dimension du K-espace vectoriel E ['unique entier
n tel qu’il existe une base de E a n vecteurs ; on note cet entier dimg(E) (ou dim(E) s’ n’y a pas
d’ambiguité sur le corps sur lequel on travaille).

EXEMPLFE 15.8 : Deux exemples de ”plans” :
e Comme (1,1) est une base du R-espace C, on a dimg(C) = 2 alors que (1) est une base du
C-espace C et on a donc dim¢(C) =1.

e Le R-espace E des solutions de I’équation y”’ —y = 0 est de dimension 2 : (sh,ch) en est une base.

REMARQUE 15.11 : Si K est un corps commutatif et n € N*  alors comme on connait les bases
canoniques dans ces deux espaces : dimg(K") =n et dimg(Kn[X]) =n+1.

Soit E et F deux espaces de dimension finie, alors E X F est lui-méme un espace de dimension
finie et on a : dim(E X F) = dim(E) + dim(F).

REMARQUE 15.12 : e Par récurrence, si E est de dimension n et p € N*, alors dim(EP) = np.

e Si on a deux corps K et L tels que K C L et tels que L est un K-espace de dimension p € N*,
alors si E est un LL-espace de dimension n, E est aussi un K-espace de dimension np.

|15.2.3 : Base incomBléteI

(@ On cherche maintenant des caractérisations des bases qui soient assez simples en pratique, et on va avoir
une proposition qui ressemble fort a ce qu'on a vu sur les ensembles finis :

Théoréme 15.3

Soit E un espace de dimension finie n € N* et une famille (x1,---,x,) de vecteurs de E :
e Si (x1,---,xp) est libre alors on a forcément p < n.

x1,--,xp) est libre et si p =n alors (x1,---,xn) est une base.
X1, -+, %Xp) est génératrice alors on a forcément n < p.

X1, -+, %Xp) est génératrice et si p =n alors (x1,---,xn) est une base.

EXEMPLE 15.9 : DansE = R3, (x1,x2,x3) est une base si x; = (0,1,1),x2 = (1,0,1), x3 = (1,1,0).

Théoréme 15.4

Soit E un espace de dimension finie et (x1,---,xp) € EP :

e Si (x1,---,xp) est génératrice, alors il en existe une sous-famille qui est une base.
e Si (x1,---,xp) est libre, elle peut étre complétée en une base de E.
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EXEMPLFE 15.10 :
e La famille (x1,x2) est libre dans E = R3 six; = (1,1,2) et x2 = (0,1,1). Comme dim(E) = 3, on
peut compléter cette famille en une base (x1,x2,x3) : x3 = (1,1,1).
e La famille (P1, P2, P3, P4) est génératrice dans E = Ry[X] si P; = 14X, P, =1—-X, P3 = X2+ X+1
et P4 = X? + 1. Comme dim(R2[X]) = 3, on peut enlever un vecteur & cette famille pour en faire
une base, c’est fait avec (P, P2, P3) (mais aussi avec (P1,P2,P4), ou (P1,P3,Ps4) ou (P2,P3,P4)).

|15.2.4 . Sous—esBaces et dimension|
Théoréeme 15.5

Soit E un espace de dimension finie et F un sous-espace de E, alors :

e F est aussi de dimension finie et on a dim(F) < dim(E).
e De plus on a ’équivalence : dim(F) = dim(E) <= F =E.

DEMONSTRATION : On considére comme avant une famille libre de vecteurs de F de cardinal maximal.

REMARQUE 15.18 : Un sous-espace de dimension 1 s’appelle une droite, ce sera un plan si la dimension
est 2. La codimension d’un sous-espace F d’un espace E de dimension finie est I'entier dim(E) — dim(F).
On appelle hyperplan un sous-espace de codimension 1.

[Dans un espace E de dimension finie, tout sous-espace F posséde au moins un supplémentaire.]

REMARQUE 15.14 : Vient maintenant la plus connue des contributions de GRASSMANN (Hermann
Giinther GRASSMANN : mathématicien et indianiste allemand 1809-1877) considéré comme l'un des
fondateurs de la théorie des espaces vectoriels.

Soit F et G deux sous-espaces d’un espace E de dimension finie, alors on a la formule de
GRASSMANN : dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FN G).

REMARQUE 15.15 : Soit E un espace de dimension finie et F un sous-espace de E, alors tous les
supplémentaires de F ont pour dimension codim(F) = dim(E) — dim(F). Si G est un sous-espace de
E tel que FNG = {0g } et dim(F) 4+ dim(G) = dim(E), alors G est un supplémentaire de F.

| 15.2.5 : Rang d’une famille de Vecteursl

| Définition 15.5 |
Soit E un espace vectoriel et (x1,- - -, xp) une famille de vecteurs, on appelle rang de la famille (x1,- -+, xp),
qu’on note rg(x1,- -+, xp), la dimension de l’espace Vect(x1,- -, xp).

EXEMPLFE 15.11 : Dans £ = F(R, R), le rang de la famille (f1,f2,f3,f4) ot f1 : x +— e*,
fa i x — e %, f3 = sh et f4 = ch est égal & 2 car Vect(fq,f2,f3,f4) = Vect(f1,f2) = Vect(f3, f4)
est I'espace des solutions de 1’équation différentielle y”’ —y = 0.

REMARQUE 15.16 : On peut affirmer que la fonction rang est croissante parmi les familles de vecteurs
de E ; ce qui signifie que si n < m le rang de la famille (x1,--,xn) est inférieur a celui de la famille
(x1,+,xm), et ceci tout simplement car Vect(x1,-+,xn) C Vect(x1, -+, Xm)-

Théoréme 15.6

Soit E un espace de dimension n et (x1,---,xp) € EP, on a :

o rg(x1,---,xp) < p en général et : rg(x1, -+, xp) =p < (x1,---,xp) libre.
o rg(x1,--,xp) <n en général et : rg(x1, -, xp) =1 < (x1,---,%p) génératrice.
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REMARQUE 15.17 :
e Tout ceci est bien beau mais ce n’est pas nouveau, sauf si cela nous fournit un algorithme pour
déterminer si les familles sont libres, génératrices ou si ce sont des bases, or nous disposons justement
d’une méthode appelée méthode du pivot de GAUSS pour calculer le rang d’une famille finie de
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension finie dans lequel on dispose d’une base (la plupart du
temps ce sera une base canonique).

e Une considération générale, si (x1,---,xp) et (y1,---,uq) sont deux familles pour lesquelles on a
Vie [15p], xi € Vect(yr,---,uq) et Vj € [1;4]l, vj € Vect(x1,---,xp) : 1g(x1, -, %p) =Tg(y1, -, Uq)-

e Ceci nous permet d’écrire, pour une famille (x1,---,xp) de vecteurs de E, une permutation o de
(el A1, 8p) € KP et @ € K* 2 rg(x,--+,%p) = 19(Xa(1), " Xo(p)) = T9(X1, -+, axp).
P p—1
e De plus : rg(x1,--+,xp) =1g(x1, -+, %Xp,08) =1g(x1, -+, Xp, 2 Akxk) =T1g(X1, ", Xp — 2 AkXk).
k=1 k=1

e Vient ensuite I'algorithme qui se visualise a I’aide d’un tableau de scalaires.

EXEMPLE 15.12 : Calcul du rang de la famille (x1,x2,x3,x4) dans E = R* ot x; = (1,0,3, —2),
x2 =(1,2,1,3), x3 = (—1,0,5,1) et x4 = (—4, —4,16, —5) par la méthode du pivot de GAUSS.

PARTIE 15.3 : APPLICATIONS LINEAIRES
EN DIMENSION FINIE

|15.3.1 : Dimension et isomorphismesl

( Proposition 15.13 ) .

s

Soit K un corps commutatif, n € N*, E et F 2 K-espaces vectoriels :
e Si E de dimension n alors E est isomorphe & K™ (ce qu’on note E ~ K™).
e Si E et F de dimension finie, alors E ~F <= dim(E) = dim(F).

( Proposition 15.14) .

s

-

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie, alors £(E,F) est aussi de dimension
finie et on a : dim (&(E,F)) = dim(E) x dim(F).

J

DEMONSTRATION : Soit une base (61 RE en) de E (il en existe si dim(E) =mn)et @ : L(E,F) — F*
définie par : Vf € L(E, F), (p(f) = (f(e1 ), ceey f(en)). 11 suffit de montrer que @ est un isomorphisme.

REMARQUE 15.18 :
e Si E est de dimension finie, on en déduit que son dual E* = L(E, K) l'est aussi et de méme dimension
car dimg(K) = 1. Ce qui signifie que 'espace et son dual sont isomorphes.
e Plus précisément, si (e1,--,en) est une base de E, alors on peut définir, pour k € [1;n], la forme

n
linéaire k-iéme coordonnée notée e qui associe a un vecteur x = Y, xxex sa coordonnée xy (selon ey ).
k=1
On montre que (e, - -, e}) est une base de E* appelée base duale de la base (e1,-- -, en).

15.3.2 : Rang d’une application linéairel

{ Définition 15.6 |

Soit E et F deux K-espaces de dimension finie et f € L(E,F), on appelle rang de f, noté rg(f), la dimension
du sous-espace Im(f) de F : rg(f) = dim(Im(f)).

EXEMPLE 15.13 : Sip € £L(R3) est défini par : V(x,y,z) € R3, p(x,y,2) = (x,y,y), rg(p) = 2.
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Théoréme 15.7

Avec ces notations, si on note dim(E) =p et dim(F) =n alors :

e rg(f) < p en général et rg(f) =p <= f injective.
e rg(f) < n en général et rg(f) = n <= f surjective.

REMARQUE 15.19 : De ceci, on peut en déduire que si f : E — F est lindaire entre deux espaces de
dimension finie : (dim(E) < dim(F)) = (f non surjective) et (dim(E) > dim(F)) = (f non injective).

5.3.3 : ¢coreme du rang
Théoréme 15.8

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie et f € L(E,F), alors on a la formule
du rang : dim(E) = dim (Ker(f)) + rg(f). Plus précisément, f induit un isomorphisme entre
tout supplémentaire de Ker(f) et Im(f).

Théoréme 15.9

Soit E et F deux K-espaces de méme dimension finie n et f € L(E,F), il y a équivalence entre :

(1) f est un isomorphisme (i) f est injective

(iit) Ker(f) = { 0g } (iv) f est surjective

(v) rg(f) =n ) Im(f) =F

(vii) dJg€L(RE), fog=idr (viii) 3dge€L(FE), gof=1ide

Théoréme 15.10

Soit E un espace de dimension n et f € L(E), on a I’équivalence entre :

(1) f est un automorphisme (i) f est injective Ker(f) = {0 }

(iv) f est surjective (v) rg(f) =n i Im(f) =F

(vit) dg € L(E), fog=1ide (viii) Jg € L(E), gof=1idg (ix) f est réguliere & gauche
(x) f est réguliere & droite
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Soit E, F, G 3 espaces de dimension finie, f € L(E,F), g € L(F, G), alors : Sif est un isomorphisme
alors rg(g) =rg(gof). Sig est un isomorphisme alors rg(f) = rg(g o f).
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Dans E de dimension finie, les hyperplans sont les noyaux des formes linéaires non nulles.
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REMARQUE 15.20 : Les hyperplans sont donc les seuls sous-espaces de E a n’avoir qu’une équation.

[15.3.4 : Pivot de Gauss]
REMARQUE 15.21 : Pour calculer en pratique le rang d’une application linéaire f € L(E,F) entre
deux espaces E et F dont on connait des bases (e1,---,en) et (f1,--+,fm), on se rappelle du fait que
Im(f) = Vect(f(e1),---,f(en)) donc querg(f) =rg (f(e1),---,f(en)) et de I'algorithme du calcul du rang
d’une famille de vecteurs (les colonnes de 0 nous donnent en prime une base du noyau).

EXEMPLE 15.14 : Calculer le rang de I’application linéaire (c’est clair) f : R* — R3 définie par :
V(x,y,z,t) € R f(x,y,2z,t) = (x —z+t,y —x,y +t —2).




