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CHAPITRE 18
DERIVATION

(PARTIE 18.1 : DERIVEE PREMIERE)

(© La théorie des dérivées a vu le jour au 17-iéme siecle avec le calcul infinitésimal de NEWTON et de LEIBNIZ,
mais c’est au 18-iéme siécle que D’ ALEMBERT (Jean le Rond D’ ALEMBERT : mathématicien, philosophe et
encyclopédiste frangais 1717-1783) définit formellement la dérivée comme la limite des taux d’accroissements ;
néanmoins la notion de limite n’était pas tres au point et c’est WEIERSTRASS qui a apporté toute la rigueur
mathématique nécessaire alors que LAGRANGE a le premier introduit la notation f'(x).

[18.1.1 : Définitions et propriétés de la dérivée locale|

REMARQUFE 18.1 :
e Pour une fonction f : A — K (K = R ou C) et (x,y) € A% (A est une partie de R) tel que x # vy,

on appelle taux d’accroissement de f entre x et y la quantité ) — () e K.

e Quand la fonction est réelle, ce taux d’accroissement s’interpréte comme la pente de la corde
reliant (x, f(x)) et (y,f(y)) ; cela constitue une ”vitesse moyenne” de f entre x et y.

{ Définition 18.1 |

Soit f: A — K, xo € A, on dit que f est dérivable en xo si lim 1) = #(xo)
%0 x — X0
XF#X(Q

La droite d’équation y — f(xo) = f'(x0)(x — x0) est appelée la tangente en xo a la courbe de f.

existe, notée alors f'(xo).

REMARQUE 18.2 :

e Les fonctions affines sont dérivables partout et admettent pour tangente la courbe elle-méme !

e Lors im f()—f(x0)
que Um

o _
M, X — X0

de méme parler de ”corde limite”, la tangente (abus de notation) est alors la droite d’équation x = xg.

EXEMPLE 18.1 : Tangente & la courbe de f : x — y/x en (xo, v/x0) si xo > 0.

= #+00, on ne dit pas que la fonction est dérivable en xo mais on peut tout

{ Définition 18.2 |
Soit f: A — K, xo € A, on dit que f est dérivable & gauche en xo (resp. dérivable a droite en x¢)
im M existe (resp. lim M
X—X0 — X — X0 x—x0+ X — X0
La droite d’équation y — f(xo) = fy(x0)(x —x0) (resp. y — f(x0) = fy(x0)(x — x0)) est alors appelée la
tangente a4 gauche en xo a la courbe de f (resp. la tangente & droite en xy a la courbe de f).

si existe), notée alors f;(xo) (resp. fy(xo))-

EXEMPLE 18.2 : La fonction x — |x| admet en 0 des dérivées a gauche et a droite.

( Proposition 18.1 )

Avec ces notations, et si xp est au coeur de A, on a la caractérisation :
(f est dérivable en xo) <= (f I’est & gauche et & droite en xo avec fj(xo) = f;(x0))-
Dans ce cas, on a bien siir : f'(xo) = f(xo0) = f3(x0)-

EXEMPLE 18.3 : Sin € Net xo € R, alors la fonction py, : R — R définie par pn(x) = x™ est

dérivable en xo et on a la relation classique : p}, (xo) = nxy .
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|18.1.2 : Structure algébriguel

REMARQUE 18.3 : Avec les notations précédentes, 'application f est dérivable en xo € A (resp. a
gauche/a droite) si et seulement s’il existe une fonction ¢ : A — K continue (resp. a gauche/a droite) en
xo et telle que Vx € A, f(x) = f(xo)+(x—x0)@(x). Dans ce cas, on af'(xo) = @(xo) (resp. fy(xo0) = ¢(x0) /
f(x0) = @(x0)) . Ceci permet de ramener la dérivabilité au niveau de la continuité.

Soit f: A — K et xo € A, alors on a les implications :
e f dérivable en xp — f continue en xg .
e f dérivable a gauche en x9o = f continue a gauche en xg.
e f dérivable a droite en xp — f continue a droite en xg.

REMARQUE 18.4 : La réciproque est fausse avec xo =0 et f: Ry — R telle que ¥x = 0, f(x) = v/x.

Théoréme 18.1

Soit f,g: A — K, xo € A et A € K, si f et g sont dérivables en xy, alors :

e f+ g est dérivable en x¢ et (f+ g)'(x0) = '(x0) + g’ (x0)-
e f X g est dérivable en xo et (fg)'(xo0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’(x0).
e A.f est dérivable en xy et (Af)'(xo) = Af'(x0).

/
e 1 est dérivable en xo si g(xo) #0 et <l> (x0)
g 9

!
f est dérivable en xo si g(x0) #0 et (i> (
9 9

EXEMPLE 18.4 : Sin € Z* et xo € R*, alors la fonction p, : R* — R définie par pn(x) = x™

est dérivable en xo et on a de nouveau la relation : p, (xo) = nxj .

REMARQUE 18.5 :
e On a bien siir les mémes conclusions en ce qui concerne la dérivabilité a gauche ou a droite.
e L’ensemble des fonctions dérivables en xo est donc une sous-algébre de F(A, K) et I'application
Dy, : f— f'(x0) est une forme linéaire sur cet espace vectoriel mais n’est pas un morphisme d’algébres.
Les fonctions polynomiales constituent une sous-algébre de celle-ci.
e Si des fonctions f1,---,fn sont dérivables en xo alors on montre par récurrence que le produit I’est

n I n
aussi et on établit la formule classique et pratique suivante : ( I fk) (x0) = >_ (f%(xo) I % (xo)>.
k=1 k=1

1<<n

e
Soit f: A — C une fonction & valeurs complexes et xo € A, si on pose f; = Re (f) et f2 = Im(f),

on a I’équivalence : (f est dérivable en xo) <= (fi et f; sont dérivables en xo).
Dans ce cas : f'(xo) = f;(xo0) + if5(xo) d’ott Re (f'(x0)) = (Re(f)) (x0) et Im (f(xo0)) = (Im(f))'(x0).

Théoréme 18.2

Si f: I — ] est une bijection continue sur I intervalle et dérivable en a € I alors si f'(a) # 0 on

] .
f'(a)

a f~! dérivable en b = f(a) avec (f‘1)/(b) =

DEMONSTRATION : On écrit Vx € 1, f(x) = f(a) + (X - a)(p(x) avec (@ continue en a et on compose par
1 (on prend x = ! (y) avec y # f(a) = b) pour obtenir la limite du taux d’accroissements pour 1
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REMARQUE 18.6 : Interprétation géométrique : la tangente au graphe de f en (a,f(a)) = (a,b) est la
droite T : y=f(a) 4+ f(a)(x —a) = b+ f(a)(x — a) et sa symétrique (orthogonalement par rapport a
la droitey =x) est T' : y=a+ L(x —b) (cest-a-dire en fait y = =1 (b) + (f71)/(b)(x — b)) qui est

f'(a)

tangente au graphe de f=' en (b,a) = (b,f~'(b)). On a échangé les réles joués par x et y.
1

EXEMPLFE 18.5 : Soit ¢ € N* r = q et xo > 0, alors la fonction p, : R} — R% définie par

pr(x) = x" est dérivable en xo avec encore : p(xo) = rxj . Il suffit pour cela de se rappeler que p,

est la réciproque de pq (restreinte a R ) et d’appliquer le théoreme 18.2.

Théoréme 18.3

Sif:1—Jetg:]— Kavec f dérivable en a € I et g dérivable en b = f(a) alors go f est

dérivable en a et (gof) (a) = f'(a) x g'(b).

DEMONSTRATION : 11 suffit d’écrire Vx € 1, f(x) = f(a) + (x — a)@(x) avec @ continue en a et
Yy €7, g(y) = g(b) + (y — b)P(y) avec P continue en b ; on compose ensuite.

REMARQUE 18.7 : On peut retrouver 'expression de la dérivée d’une fonction réciproque (si on sait
par le théoréme 18.2 qu’elle existe) en dérivant (en a) la relation f~! o f = id; grace au théoréme 18.3.

EXEMPLE 18.6 :
e Enfin, on prend v = E avecpAq=1,p€ Zet qec N"et xo € R, on définit p, : R} — R}

1 1
par : Vx € RY, pr(x) =x" = (xﬁ)p = (xP) 9 (on montre que les deux résultats sont égaux). On
se sert des calculs précédents et du théoreme 18.3 pour établir que toujours : p.(xo) = rx(r)_].
e Plus généralement, pour « € R, on définit py : RY — RY par: Vx € RY, pa(x) =x* = e n(x)

alors si on prend xo € R*, on a bien la relation attendue : p/y(xo) = axd '

|18.1.3 : Dérivée globale et application dérivée|
| Définition 18.3 |
Soit f: A — K, sif est dérivable en tout réel x € A (on dit que f est dérivable (sur A)), on peut définir
la fonction dérivée ' : A — K par : Vx € A, f'(x) est la dérivée de f en x.

REMARQUE 18.8 : On peut n’avoir Pexistence de f'(x) que pour x appartenant a une partie stricte de
A auquel cas la fonction f' (qu’on peut définir par abus de notation) ne sera pas définie sur A en entier.

EXEMPLE 18.7 : Soit f: R — R définie par : Vx € R, f(x) = |x|. Alors f n’est dérivable que sur
R*, on peut définir f' : R* —» Retona: Vx e R%, f(x) =1et Vx € R*, f(x) = —1.

[Avec ces notations : f dérivable (sur A) = f continue (sur A). ]

Théoréme 18.4

Soit f,g : A — K deux fonctions dérivables et A € K, alors nous avons :
e f+ g est dérivable (sur A) et (f+g) = +g'.
e Af est dérivable (sur A) et (Af)' = Af'.
e f X g est dérivable (sur A) et (fg) = fg’ + f'g.

Si, de plus, la fonction g ne s’annule pas sur A, alors :

/
e 1 et £ sont dérivables (sur A) et (l> =
[¢] [¢] g
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REMARQUE 18.9 :
e Comme les polynémes sont stables par dérivation, les fonctions rationnelles le sont aussi.

n ! n
e Sify,...,fn sont dérivables sur A, alors leur produit aussi et : ( 11 fk) => (f{{ 11 fj).
k=1

k=1 1<isn
Iy

J£K
Soit f : A — C une fonction a valeurs complexes, si on pose f; = Re(f) et f, = Im(f), on a

I’équivalence : f est dérivable (sur A) <= f; et f2 le sont (sur A).
Dans ce cas : f' = f +if, d’ott Re (') = (Re(f)) et Im (') = (Im(f))".

EXEMPLE 18.8 : Soit f: R— C: Vxe R, f(x) =e® (a € C), alors f = af (vu au chapitre 4).

Théoréme 18.5

Soit f : I — ] bijection dérivable entre deux intervalles telle que f' ne s’annule pas (sur I),

1

alors f~' est aussi dérivable (sur J) eton a: (f7') = . .
fof™

EXEMPLE 18.9 : La dérivée de Arctan est Arctan’ : x — — > (vu au chapitre 2).

1+ x

Théoréme 18.6

Soit f: 1 —]J et g:] — K (I et ] sont deux intervalles) telles que f et g sont dérivables alors

gof est dérivable et : (gof) =f x (g’ of).

EXEMPLE 18.10 : e De quoi f: R — R avec Vx € R, f(x) = 2 Arctan(e*) est-elle une primitive ?

JaR . L[.L[ ’ . . E-E — X L[
e Calculons la dérivée de f.]z, 2{—> R définie par : Vx 6]2, ) {, f(x) =1In (tan (2 + 4))

REMARQUE 18.10 : Pour une fonction dérivable f : A — K qui ne s’annule pas sur A, on appelle

!
dérivée logarithmique de f la fonction f? Si f est a valeurs réelles, la dérivée logarithmique de f est

(1n(|f|)), ce qui justifie son nom. Sous réserve d’existence, nous avons, pour f,g: A — K, A € K*, ne€ Z

’ ’ / ’ ; ny/ , o/ ,
et « € R, les formules suivantes : % = f? + 99— ; ((};\?) = f? ; ((in)) = nf? et (sif>0) ((ffcx)) = ocf?.

(PARTIE 18.2 : DERIVEES SUCCESSIVES)

|18.2.1 : Définition et Brogriétésl

{ Définition 18.4 |
Soit f : A — K dérivable telle que f' est aussi dérivable, alors on définit la fonction dérivée seconde
de f, notée t = (D) et c’est £2) = " = (). Par récurrence, si pour un entier n > 2, la fonction f™=1)
existe et est dérivable alors on définit la fonction dérivée n-ieme de f, notée fV), par (™ = (f(=1)y/
et on dit que f est n fois dérivable.

On dit que f est indéfiniment dérivable si f est n fois dérivable pour tout entier n € N.

EXEMPLE 18.11 : e Les fonctions exp, cos, sin sont bien str indéfiniment dérivables sur R.
e Soit f :] — 1; +o00[ définie par : Vx > —1, f(x) = In(1 + x), calculons ses dérivées successives.
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REMARQUE 18.11 : & On note aussi f’ = () et """ = {3) mais ca s’arréte 1a |
e Par convention, f©) = f de sorte que, sous réserve d’existence : ¥n € N, f("1) = (f(n))/,

n
e On peut utiliser, surtout en physique, la notation de LEIBNIZ : Vn € N, d—i = (W),
x
e Bien siir, si une fonction f est n fois dérivable, alors elle I'est p fois pour p € [0;n].
e En notant D la ”fonction dérivation”, f' = D(f). Comme ¥n € N, f™) = D(f"=1) = ... = D™(f)

par définition, cela prouve que sin € N et (p, q) € N? avecp+q =n, on a fM) = (f(P))(@) = (fla))(P),

|18.2.2 : Structure et classe|

{ Définition 18.5 |
Soit f: A — Ketn e N, on dit que f est :

e de classe D™ si elle est n fois dérivable.

e de classe C™ si elle est n fois dérivable et que f™) est continue sur A.

e de classe C*™ si elle est indéfiniment dérivable.
D™ (A, K) (resp. C™(A, K)) : ensemble des fonctions n fois dérivables de A dans K (resp. de classe C™).

Théoréme 18.7

Soit n € N, f,g: A — K deux fonctions n fois dérivables et A € K, alors :
e f+ g est n fois dérivable et (f + g)(™ = (W) 4 g(W),
e Af est n fois dérivable et (Af)(™) = Af("),

n

e f x g est n fois dérivable et : (fg)™ = <:) fg=1) (la formule de LEIBNIZ).

k=0
Si, de plus, la fonction g ne s’annule pas sur A : 1 et f sont n fois dérivables.
9 9

De plus, si on suppose f et g de classe C™, alors f + g, AMf, fg sont aussi de classe C™ et si g ne

s’annule pas 1 et f sont encore de classe C™.
9 9

DEMONSTRATION : Toutes ces implications se font par récurrence sur M.

REMARQUE 18.12 :
e Ce qui précede prouve que sin € N : C™(A, K) et D™(A, K) sont des sous-algébres de F(A, K).
e D’apreés la proposition 18.7, on a : C*(A,K) C --- € C"(A,K) ¢ D"(A,K) c C*" (A, K) C ---
- CC*A,K)CcD?A, K)c C'(A, K) c D'(A, K) C COA, K) C F(A, K) pour tout entier n € N*.

EXEMPLE 18.12 : o En considérant f : x — x|, Iinclusion D'(A, K) C CO(A, K) est stricte.
e La fonction f : R — R définie par f(0) = 0 et Vx € R*, f(x) = x?sin (i) est dérivable sur R

alors que sa dérivée n’est pas continue donc I'inclusion C'(A, K) € D'(A, K) est stricte.

(" _ )

Soit n € N et f: A — C une fonction & valeurs complexes, si on pose f; = Re(f) et f, = Im(f),

on a I’équivalence : f est n fois dérivable <= f; et f, le sont.
Dans ce cas : f(W) = fgn) + ifgn) d’ol1 Re (f™) = (Re (f))(n) et Im (fW) = (Im(f))(n).

De plus, on a I’équivalence : f est de classe C* <= f; et f, le sont.

& J

EXEMPLE 18.13 : e Vn € N, Vx € R, cos(™ (x) = cos (x-i— %T) et sin™(x) = sin <x+ %T)

e On peut calculer la dérivée n-ieme de f : x — e* cos(x) de deux manieres différentes.
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Théoréme 18.8

Soit n € N*, f:I1—Jetg:]— K (I et] sont deux intervalles) telles que f et g sont n fois
dérivables (resp. de classe C") alors gof est n fois dérivable (resp. de classe C™).

De plus, si f : I — ] est une bijection n fois dérivable (resp. de classe C™") telle que f ne
s’annule pas sur I, alors f~! est aussi n fois dérivable (resp. de classe C™) sur J.

REMARQUE 18.13 : Les formules des dérivées successives de ' ou g o f sont assez compliquées :

1

e Sous réserve d’existence, on a les formules suivantes : (f~') o f = %, puis (1) of = _(f’)3’
1IN2 el el 1ottt cN20(4) 11\3

(" of = % et (1) of= 10£7F (f(f)/)g 15(F) . Je vous laisse la suite.

e De méme, si elles existent, nous avons les relations suivantes : (g o f)) = (f)(g’ o f) puis

(901" = (")(" o) + (1)2(s” o 1), (90 )" = (I")(g" o 1) +3(1")(g" o ) + ()*(9" o) mais on a Ia
formule de FAA DI BRUNO (Francesco FAA DI BRUNO : prétre et mathématicien italien 1825-1888) :

| n N TTLs
o f)(M — n: ( (Mmi4-4mn) of) X FON™
(gof) (m4 ,,.,,Zmn)eNn my! 1™ mpl2IM2 o In!™e 9 jl;[1 ( )
mi+2moy+-fnmp=n

[PARTIE 18.3 : VARIATIONS DES FONCTIONS]
REELLES DERIVABLES

Théoréme 18.9

Soit f : [a;b] — R continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[ (a < b) telle que f(a) = f(b), alors :

Jc €]a;b], f'(c) =0 (théoréme de ROLLE (Michel ROLLE : mathématicien frangais 1652-1719)).

REMARQUE 18.14 : e Il faut avoir a I'esprit 'aspect graphique et cinématique de ce théoréme.
e f doit étre réelle comme le montre le contre-exemple de la fonction f : x — e™ telle que f(0) = f(2r).
e Toutes les hypothéses sont absolument essentielles pour avoir la conclusion du théoréme.
e On peut I’énoncer d’une autre maniére : 30 €]0;1[, '(a+0(b — a)) =0.

Théoréme 18.10
Soit f : [a;b] — R continue sur [a;b] et dérivable sur |a;b[ (a < b), alors on peut conclure :

dc €]a; b, f'(c) =

f(b) — (

T ) (c’est le théoréme des accroissements finis).

REMARQUE 18.15 : e Il existe un ”instant” ot la vitesse instantanée vaut la vitesse moyenne !

e On peut aussi écrire ce résultat sous la forme : 30 €]0;1[, f'(a +0(b —a)) = f(bl));f@ et la
—a

condition a < b n’est plus d’actualité : il suffit de mettre des tildes sur les intervalles.

—

e Une autre forme : si f : [a;b] — R (avec a # b) est continue sur m et dérivable sur ]/c;?[ :

—~—

Jdec € Ja;b], f(b) =f(a) + (b — a)f’(c) ce qui constitue le cas n = 0 de I’égalité de TAYLOR-LAGRANGE.

REMARQUE 18.16 : (HP) L’égalité de TAYLOR-LAGRANGE est hors-programme mais pas l'inégalité :

e Soitn € N, f:[a;b] — R de classe C™ sur [Z;\g] et n + 1 fois dérivable sur |a;b[, alors :

Se € Jarbl, (0) = f(a) + (b — a)f'(a) + -+ L (@) 4 %f(““)(c).

e On en déduit I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE (bien siir), si f est de classe C™*1 sur [a;b] :

b—a)" Mpi1|b —a/™!
f(b) —f(a) — (b — a)f _..._(7#“) Al L M = Max [fTD(x)].
(6) — #(a) ~ (b — ) (a) S @]« PR avee Mo = Max [0 (1)

—
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n  k +oo _k
EXEMPLE 18.1/ : Ainsi: Vx € R, e* = lim Y. X noté abusivement : e* = X
n—+00 ¥ =p k! k=0 !

Théoréme 18.11

Soit f: I — R, I intervalle, xo € I, on suppose que f est continue sur I, dérivable sur I\ {xo} et
que f' admet une limite en xp notée ¢ = lim f'(x) ; alors f est dérivable en xo et on a '(xo) = {.
X—’Xo

xXF#x(

Théoréeme 18.12
Soit f : [;I)] — K (avec a # b et K= R ou C) continue sur [;I)] et dérivable sur ]a/vb[ telle
que f’ est bornée sur |a;b[, on a : |f(b) —f(a)] < |b—a| x Sup |[f'(x)].
x€la;b[

DEMONSTRATION : Si K = C, on pose f(b) — f(a) = peioc et g = e tof = g1 + ig2 ; par conséquent
97| <o’ =f'| <M= Sup [f'(x)| dot l'on déduit que [g1(b) — g1(a)] < M[b — al.
xefasb]

REMARQUE 18.17 : Plus précisément pour les fonctions a valeurs réelles, avec ces notations, si a < b
et qu’on suppose que Vx €]a;b[, o« < f'(x) < B, alors : (b —a) < f(b) —f(a) < B(b —a).

Soit k € Ry et f: I — K avec I intervalle et K = R ou C, on suppose f continue sur I et

dérivable sur (I’, alors : f est k-lipschitzienne sur I <= Vx € (I), [f'(x)] < k.

—

REMARQUE 18.18 : f de classe C' sur [a;b] est Mj-lipschitzienne ot M7 = Max_|f'(x)].
x€[a;b]

|

Soit f : I — K avec I intervalle et K = R ou C, on suppose f continue sur I et dérivable sur
o o
I, alors nous avons I’équivalence : f constante sur [ < Vx €I, f/(x) =0.

EXEMPLE 18.16 : C’est ainsi qu’on a prouvé que si a > 0: Vx € R, In(ax) —In(x) —In(a) = 0.

Si f,g: I — K avec I intervalle et K= R ou C, on suppose f et g continues sur I et dérivables
sur T alors : (A eK, Wxel f(x) =g(x) +A) < (Vxe€ (I), '(x) = g¢'(x))-

EXEMPLE 18.17 : Soit a comparer, pour tout réel x, 2 Arctan(e*) et Arctan(shx).

Théoréme 18.13

Soit f: I — R avec I intervalle et f continue sur I et dérivable sur lf g
o
° (f est croissante sur I) — (Vx el f(x) > 0).

o
° (f est strictement croissante sur I) —> (Vx €1, f'(x) 2 0 et f ne s’annule sur aucun

intervalle du type [a;b] avec (a,b) € (lf)2 et a<b).

REMARQUE 18.19 : On inverse les inégalités pour caractériser la (stricte) décroissance.

EXEMPLE 18.18 : f: R — R définie par : Vx € R, f(x) = x + cos(x) est strictement croissante.
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(PARTIE 18.4 : CONVEXITE)

[18.4.1 : Définitions et géométrie]

REMARQUE 18.20 : On dit qu’une fonction réelle définie sur un intervalle est convexe si toutes ses
cordes sont au dessus de son graphe entre les extrémités de la corde.

{ Définition 18.6 |
Soit f: 1T — R une fonction réelle définie sur un intervalle, on dit que f est :

e convexe si V(x,y) € 12, Vt € [0;1], f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y).

e concave si V(x,y) € 12, Vt € [0;1], f(tx + (1 — t)y) = tf(x) + (1 — t)f(y).

e strictement convexe si V(x,y) € 12, Vt €]0;1], x #y = f(tx + (1 — t)y) < tf(x) + (1 — t)f(y).
e strictement concave si V(x,y) € 1%, Vt €]0;1], x #y = f(tx + (1 — t)y) > tf(x) + (1 — t)f(y).

EXEMPLE 18.19 : f: Ry — R définie par : Vx € R, f(x) = y/x est strictement concave.

[18.4.2 : Caractérisation de la convexité]

(Proposition 18.10)
Soit f: I — R convexe avec I un intervalle, alors nous avons :

n n n
V=2, V(xa,xn) €17 Y, An) € [0 1], 3 Ak =1 = f( ) )\kxk> <3 A (xw)-
k=1 k=1

k=1

REMARQUE 18.21 : Ces inégalités sont la forme discréte des inégalités de JENSEN (Johan JENSEN :
mathématicien et ingénieur danois 1859-1925) utilisées en théorie de la mesure et en probabilités.

( Proposition 18.11 )

Soit f : I — R avec I intervalle, pour x € I, soit la fonction T, : I\ {x} — R définie par

Vte I\ {x},Tx(t) = M Alors : f est convexe <= Vx € I, T, est croissante.
— X

REMARQUE 18.22 : e Bien sur les T, sont décroissantes pour f concave.
e Ainsi, si f est convexe, elle admet en tous points x ety (x <y) intérieurs a I des dérivées a gauche et

a droite et qui vérifient de plus la quadruple inégalité : f;(x) < fy(x) < fu) — ) < fyy) < fa(y).
y—x

e Ces inégalités garantissent géométriquement que la courbe d’une fonction convexe est au dessus de

ses tangentes (méme si ce ne sont que des tangentes a gauche ou a droite).

o
e Les fonctions convexes étant dérivables a gauche et a droite en tout point x € 1, elles y sont continues
a gauche et a droite donc continues. On ne peut rien dire aux bords de 1.

( Proposition 18.12 )

[Soit f: 1 — R dérivable avec I un intervalle ouvert : f convexe <= f’ est croissante. ]

REMARQUE 18.23 : Si 1 contient ses bornes, on peut ne supposer f dérivable que sur (I) mais alors il

faut rajouter des hypothéses en ces bornes pour avoir une condition nécessaire et suffisante de convexité.

EXEMPLE 18.20 : La fonction In est concave ; la moyenne géométrique de n réels strictement

- . e N . - A n I
positifs x1, - -+, xn est donc toujours inférieure & leur moyenne arithmétique : ( H xk> < 1 Z Xk -
k=1 T k=1



