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CHAPITRE 20
“VELOPPEMENTS -

(PARTIE 20.1 : COMPARAISON LOCALE DES FONCTIONS)

[20.1.1 : Notations de Laxpau]

Pour alléger la présentation des notions qui vont suivre, on va se contenter de considérer (a droite dans les
définitions qui vont suivre) les fonctions qui ne s’annulent pas sur leurs ensembles de définition (ou en tout
cas au voisinage des points ou 'on va calculer des limites).

{ Définition 20.1 |
Soit AC Retf,g: A— K= R ou C deuz fonctions avec g qui ne s’annule pas sur A. On se donne
a€ R=RU{—o00,+00} qui est un point "adhérent” a A.

o On dit que T est négligeable devant g au voisinage de a, noté f?o(g), ou f(x)=o(g(x)) si l'on a

a
lim ) =0, on dit que  est un ?petit O” de g au voisinage de a.
X—a g(x)
f

e On dit que f est dominée par g au voisinage de a, noté f=0(g), ou f(x)zO(g(x)) si l'on a +
a a g

bornée au voisinage de a, on dit que f est un ”grand O” de g au voisinage de a.

e On dit que f est équivalente & g au voisinage de a, noté f ~ g, ou f(x) ~ g(x) sil’on a lim % =1.
a a XxX—a g X

REMARQUE 20.1 : Ceci se traduit avec des quantificateurs par exemple si a € R (adapter si a = +00) :
. (f(x):o(g(x))) = (Vs >0, Ja >0, Vx €A, |x—a] < a = [f(x)] < £|g(x)|).
a

. (f(x)iO(g(x))) — (3m>o, Ja >0, ¥x € A, |x — a| <« = |f(x)| <m|g(x)|).
. (f(x)zg(x)) — (vs >0, Ja>0, Vx €A, |x—a| < a = |f(x) — g(x)| < £|g(x)|).

EXEMPLFE 20.1 :

o 1000 =5 ((1,1)%) et (ln(x))z5 =0(x%%") d’apres les croissances comparées.
o0 o0

e sin(x) v In(1+x) X et e¥ —1 X d’apres les dérivées classiques de ces fonctions en 0.

3 2
e x + sin(x) = 0(3x), S2a k. S O ST ?o(xs) et x3 =o(x*).
o0

23 4+6 02
e Arccos(x) o V2./T—x.
REMARQUE 20.2 :

e Pour le petit O ou le grand O, ce ne sont pas des égalités au sens algébrique : il n’y a pas en
particulier de transitivité, on a par exemple 2x = O(x?) et 3x + 1= 0(x?) et pourtant 2x # 3x + 1. On
oo (oo}

o

devrait plutot noter f(x) € O(g(x)) pour signifier 'appartenance de f & une certaine classe de fonctions
dominées par g au voisinage de a ; mais tel est I'usage.

e On peut étudier les propriétés de ces trois relations binaires fraichement définies : la relation de ”petit
O” n’est pas réflexive, pas symétrique par contre elle est antisymétrique et transitive ; la relation de
7grand O” est réflexive, pas symétrique, pas antisymétrique mais elle est transitive ; enfin la relation
d’équivalence est comme il se doit une relation d’équivalence.

e On dispose aussi des notations de HARDY : f < g <= f=o(g) et f<g < f=0(g).
a a a a
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120.1.2 : Toutes les implications|

Théoréme 20.1

On se donne une partie A de R et un point a € R = RU{ —c0, +00 } qui est un point ”adhérent”
a A, les fonctions qui suivent seront définies sur A et a valeurs dans K = R ou C certaines
ne devront pas s’annuler sur A pour pouvoir écrire les implications qui suivent, on prendra
aussi des constantes A1 et A\» dans K et une fonction ¢ : B— A ou1 B est une partie de R et b
est adhérent a B :
() f=0(f) et f~1.
a a
(i) f=o0(g) = f=0(g), f~g=f=0(g) et f~g < g~f.
a a a a a a
(iii) (f: (g) et g:O(h)) = f=0(h) et (f~g et g~h) = f~h.
a a a a
(1v) ) et g—O(h)) = f=o(h) et (f=0(g) et g=o(h)) = f=o(h).
a a a a
) et fo= o(g)) = Mf1 +A2f2=0(g) et
a a
g) et f, —0 g9)) = Mif1 4+ Az2f2 =o0(g).
a

£
f

(
) (
(f1
(
(

]

O/-\

nll

1

a
@
a
o
a

o O

(vi)
(vii)

fi ) et fz—O(g ) :>f1f2j0(9192)et (ﬁ:m et fzzgz) :>f1f2';9192-
fi ) et T’—O(g )) = fif2=0(g192) et
a
(f] O( )et f?—o(g )):>f1f2?0(g1g2).
(Viii) ng<:> Ll et (f] Ng1 et szgp_) = =L
fag
(ix) (T—o( ) et llm(p—a)ﬁfoq)—o(goq))
(%) g)ethmcp—a)é’mcp O(go ).
(xi) g et llm(p—a):>f0(pfvgoq)
(xii) (f ) et gwh):>f—o h) et (f=0(g) et g~h) = f=0(h).
a a
(xiii) (ng et g=o(h ):>T—o h) et (ng et g=0(h)) = f=0(h).
a a a a a
(xiv) ng<:>f—g=O(f)<:>g—f—o(g).
a a a

~
a
a

Si f et g sont des fonctions strictement positives et « € R :

(xv) Sia>0, f:g — f“:g"‘, f?O(g) — f% ?O(g"‘) et T—o(g) < f*=0(g%).
(xvi) Sia<o0, f:g < f“r:g“, ffO(g) <= g“?O(f“) et Tzo(g) < g*=o(f%).
(xvii) (frzg et limf=(¢ R\ {1}) = n(f) ~n(g).

Si f et g sont des fonctions réelles :

(xviii) lim(f —g) =0 <= ef ~e9.
a a

REMARQUE 20.3 :
e Il est clair que f(x) = O(1) signifie que la fonction f est bornée au voisinage de a et que f(x) =o(1) veut
a a

dire que lim f(x) = 0. De plus, si I'on a f(x) ~ g(x) et que lim g(x) = { alors on a aussi lim f(x) = ¢.
Xx—a a x—a

X—a

e La propriété (v) nous dit que I'ensemble des fonctions dominées par une fonction fixe g au voisinage
de a est un espace vectoriel ; méme chose pour les fonctions négligeables devant g au voisinage de a.

e Abus de notations usuels o(o(f)) = o(f) ot ce = ne se lit que dans un sens et pas dans 'autre ; de
a
méme o(f) — o(f) = o(f), o(f) x o(g) = o(fg), etc....

e On ne peut pas sommer les équivalents en général, passer un équivalent au Iln ou a I'exponentielle.
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(PARTIE 20.2 : DEVELOPPEMENTS LIMITES)

|20.2.1 : Définitions et propriétésl

| Définition 20.2 |
Soit f : A — K= R ou C une fonction définie au voisinage de a € R adhérent a A et un entier n € N.
On dit que f possede un développement limité a 1’ordre n en a s’il existe un polynéme P a coefficients
dans K et de degré inférieur ou égal a n tel que f(x) — P(x — a) fo((x —a)").

REMARQUE 20.4 : On peut toujours se ramener en 0 quand on calcule des développements limités car
il est clair que f(x) — P(x — a)=o((x — a)") <= f(a + h) — P(h) = o(h™). Et on fera I'abus de notation
a

suivant : f(x) =P(x —a) + o((x — a)") <= f(a +h) = P(h) +o(h™) au lieu de ce qui est ci-dessus.
a

a ( Proposition 20.1 ) .

Il y a unicité du polynéme P tel que deg(P) < n tel que f(x) —P(x —a)=o((x —a)").
a

{ Définition 20.3 |
On appelle partie réguliere du développement limité d’ordre n de f en a (noté DLy (a)) cet unique P.

- ( Proposition 20.2 ) ~
Soit n € N, le DLy (0) de - 1 est ]‘—?1 Fx X2 4 x4 o(xh).
— X — X
a ( Proposition 20.3) .

Si f admet un DL, (0) de partie réguliere P(X) = ap + a1 X+ --- + an X™ et que p € [0;n], alors f

admet un DL, (0) de partie réguliére ap + a;X +--- + a,XP (troncature).
(. J

REMARQUE 20.5 : Soit f: A — K= R ou C une fonction définie au voisinage de 0.
e Si0¢ A etsif vérifie f(x) ?K + o(1), alors f se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = (.

e Si0€ A alors : f admet un DLo(0) <= f est continue en 0.

( Proposition 20.4)

Soit f : A — K= R ou C une fonction définie au voisinage de 0 alors :
f admet un DL;(0) <= f est dérivable en 0. De plus, nous avons alors : f(h) = f(0)+f'(0)h+o(h).

REMARQUE 20.6 : C’est faux pour les rangs supérieurs avec exemple classique f : x — x> sin(l/xz).
Cette fonction posséde un DL, (0) mais n’est pourtant pas dérivable deux fois dérivables en 0.

20.2.2 : Composition a droite, intégration et dérivation terme a termel

REMARQUE 20.7 : Comme lin})(—x) =0 et lim x* = 0, on peut composer a droite (en utilisant le (ix)
xX—

xX—

du théoréme 20.1) les développements limités. Par exemple : # = T—x+x% 4+ (=)™ +o(x"),
X

T x5 4 b x® fo(x2) et —— =1 —x2 x4 - 4 (1) + o(x2M).
1—x* 0 1T4+x2 0
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( Proposition 20.5)

Soit f : A —» C avec A € R symétrique par rapport a 0 et qui possede un développement
limité d’ordre n € N de partie réguliere P, alors on dispose des deux implications suivantes :
e f est paire —> P est pair (les coefficients de degrés impairs sont nuls).
e f est impaire —> P est impair (les coefficients de degrés pairs sont nuls).

Théoréme 20.2

Soit n € N et f: A — C continue avec A C R et 0 adhérent & A, on suppose que f posséde un
DL, (0) donné par : f(x) =ao+arx+--+ anx™ + o(x™) alors en notant F: A — C une primitive

de f, celle-ci posséde un DL, 1(0) : F(x) S F(0) + aox + (12—1x2 +oF %X"H +o(x™1).
n

DEMONSTRATION : On traduit Iénoncé : Ve > 0, Ja > 0, Vx € A, [t| < o = [f(t) — P(t)] < eft|™
Soit donc ¢ > 0 fixé et & > 0 associé, on sait que si on note Q = F(O) + apX + -+ + %Xn"'] un des
n
polynémes ”primitive” de P, alors on a d’apres 'inégalité des accroissements finis (et méme si x = 0) :
Vx € AN [~asal, [F(x) = Q(x) = (F(0) = Q(0))| < [x|  Sup__[f(t) — P(t)] < e[x["*1.

teAN[0;x]

REMARQUE 20.8 : On ne peut pas en général déduire de 'existence du DL, (0) de f (pour n € N¥)
Pexistence du DLn_1(0) de f' comme le montre la fonction de la remarque 20.6. Mais c’est différent si on
sait au préalable que cette fonction dérivée posseéde un DL, _1(0) :

- (Proposition 20.6) ~
Soit n € N* et f : A — C dérivable avec A C R et 0 adhérent a A, on suppose que f possede
un DL, (0) donné par : f(x) Sao+arxt-o+ anx™ + o(x™) alors si f’ est continue et posséde un
DL,_1(0), on I’a en dérivant : f'(x) Sart 2a% + -+ nagx™ ! +o(x™ ).

(. _J

- (Proposition 20.7) ~
Soit n € N, on a les développements limités archi-classiques suivants :

. x> x> (-1 )nXZﬂ_H 2n+1 (=1 )kXZk—H 2n+1
51n(x) 3 X—E+m+"'+m+0(x ) 3 kgow +O(X )
2 4 _])nXZn n (_])kXZk
I TS SN G Dl i n _ (=D m
cos(x) 5 > taog ot ! +o(x*™) 5 kZ::O 20! + o(x"")
e = 1+x+ﬁ+£+---+£+o(xn) = iﬁ + o(x™)
3 5 2n+1 n 2k+1
h — X X . X 2n+1 — X 2n+1
sh() 5 x4 et t oy T 5 2 e ToTT)
2 4 2n no 2k
h — 1 X X . X 2n — X 2n
ch(x) = ==t 2! +o(x"™) 5 kZ=:O o) + o(x*M)
2 3 (_1)n+1xn n (_1)k+1xk
1k 1 = _x X coo AN " n = n
n(1+x) = x— -+ - +-+ - + o(x™) S k§1 > + o(x™)
(=% 5 x—E-E o) = -1 E 4ok
n X E X 2 B n o(Xx E = K o(Xx
3 5 (_])nXZn-H n (_])kXZk-H
Arct _ _ X X . 2n+1 _ 2n+1
rctan(x) S x-S+t It + o(x ) S kzzjo F + o(x )
3 5 2n+1 no2k+1
Arath — X X . X 2n+1 — X 2n+1
rgth(x) = xt oAt +2n+]+o(x ) S k2=:02k+1 + o(x )
| _J
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20.2.3 : Opérations algébriques sur les développements limités

p ( Proposition 20.8) ~

Soitne N,Ae Cet f,g: A — C deux fonctions avec A C R et 0 adhérent a A, on suppose que f
et g admettent des DL, (0) de partie réguliére P et Q respectivement. Alors Af admet un DL, (0)
de partie réguliére AP, f+ g admet un DL, (0) de partie réguliére P+ Q et f x g admet un DL, (0)
de partie réguliere R obtenue en ne gardant dans P X Q que les termes de degrés inférieurs
ou égaux a n. Ainsi, si f(x) = ao +aix+--+anx™ +o(x") et g(x) ?bo +bix+- - Fbpx™ +o(xM) ¢

)\f(x)? Aap +Aarx + -+ + Aanx™ + o(x™)
f() +9() = ao+bo+ (a1 +b1)x+ -+ (an +bn)x™ +o(x")
f(X) X g(X) ? apbo + (aob1 + a1bo)x + (apbz + a1by + azbo)x2 + -+ (aobn + -+ anbo)x™ + O(Xn)
~ J

EXEMPLE 20.2 : Calculons le DL5(0) de 2sin(x) cos(x).

REMARQUE 20.9 : Il est possible de gagner des rangs. On se base sur le fait que si f(x) 5 o(x') alors
9(x)

X f(x) = o(x'*7) et réciproquement, si g(x) = o(x'*t1) alors en posant f(x) = “yona g(x) = ¥ f(x) avec

f(x) = o(x'). On abrége : x)o(x') = o(x't1) qui peut exceptionnellement se lire dans les deux sens.

EXEMPLE 20.3 : Calculons le DL5(0) de sin(x) In(1 + x?).

REMARQUE 20.10 : La partie principale d’un DL,,(0) d’une fonction f est le premier terme non nul
dans la partie réguliére, si I'on a f(x) =ao +apx 4+ oo+ ar X" ax” + - 4 anx™ 4 o(x™) avec

ap =aj =--+ = ar—1 = 0 alors cette partie principale est a;x". On obtient facilement f(x) fg arx'.

( Proposition 20.9)

Soit (n,p) € Nx N*, f: A — Ret g: B — C deux fonctions définies au voisinage de 0 telles que
f(x) S O(xP), f admet un DL,,(0) de partie réguliére P, g admet un DL,,(0) de partie réguliére

Q, alors gof posséde un DL, (0) de partie réguliére obtenue en ne gardant dans le polynéme
Q o P que les termes de degré inférieurs ou égaux a np.

DEMONSTRATION : On compose & droite le DLy, (O) de g par f (qui tend vers 0 quand x tend vers 0 car p > 1),
on se sert ensuite de la proposition 20.8 et du fait que O(f(X)n) = O(an).

EXEMPLE 20.4 : Calculons le DL4(0) de In(e*).

p ( Proposition 20.10 ) ~

Soit n € Net f: A —» C admettant un DL,(0) qui commence par une constante ap non
nulle ; alors ]? (définie au voisinage de 0) posséde un DL, (0) qui s’obtient en composant avec

—1|—x en écrivant (pour x assez proche de 0) R m.

f(x) ao 14

X —

ao

EXEMPLE 20.5 : Calculons le DL (0) de elx.

( Proposition 20.11 )

3 5 7 3 5 7
tan(x)?x—i—x——i-zx —|—17—x—|—o(x7) et th(x)?x—%—i—%—];—xs—l-o(xq.
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(PARTIE 20.3 : TAYLOR ET APPLICATIONS)

’, N

Théoréme 20.3

Soit n € N* et f: A — R ou C définie sur A qui contient 0, si f(")(0) existe, alors f admet un
(0) £ (0)

DL, (0) : f(x) 5 HOESUOIES sz qr oo 9 TX“ + o(x") (formule de TAYLOR-YOUNG).

(Proposition 20.12)
oc) _oax(a—=1)- - (x—k+1)

k!

Soit « € R, n € N, en posant pour k € N, ( appelé coefficient

_ 2 n
binomial généralisé, on a : (1+x)* S 14+ oax+ M +--+ (:) x" +o(x™) 5 > (i) x*+o(x™).
k=0

REMARQUE 20.11 : En prenant o« = % puis o« = —% dans la proposition précédente, puis en composant
a droite par +x? et en intégrant, on obtient les nouveaux développement limités :

e (Proposition 20.13) ~
2 3 2 3
X X X 3 1 x  3x 5x 3
Vitx=l+s—=+=+ et =1--+= -4
xSty Ty tot) =o' 2t "6 o)
3 5 7 3 5 7
3 5 3 5
Arcsin(x) =x + — + —— + 2 4 o(x8) et Argsh(x)=x — — + —— — 2 4 o(x8).
0 6 40 112 0 6 40 112
(. _J

REMARQUE 20.12 : Pour connaitre un équivalent d’une fonction, il suffit d’aller suffisamment loin dans
les développements limités, donc d’en trouver la partie principale a laquelle la fonction sera équivalente.

Si c’est en +00 que ¢a se passe, on effectue un développement limité (quand c’est possible) en 1
x

EXEMPLE 20.6 : Déterminer un équivalent en 0 de f(x) = x(sinx — tanx).

REMARQUE 20.13 : Supposons par exemple qu’une fonction soit définie sur R*, en calculant un DL, (0)
de cette fonction (s’il existe), on obtient f(x) =ao+aix+ azx? 4+ o(x?) ce qui donne le prolongement par

continuité de f en 0 en posant f(0) = ao, la dérivée f'(0) = a1 et la position locale (au voisinage de 0) de
la courbe de f par rapport a sa tangente en 0 (au dessus si az > 0 et en dessous si az < 0).

EXEMPLE 20.7 : Etude locale de la fonction f au voisinage de 0 si f(x) = (chx)'/*.

REMARQUE 20.14 : On peut faire de méme pour une asymptote avec un DL;(0) (ou plus) de f(l>.
X
EXEMPLE 20.8 : Déterminer ’équation de 'asymptote D au graphe de f et la position locale de

la courbe de f par rapport & D quand f(x) = ﬁ
e

REMARQUE 20.15 :
e Quand on dispose d’expression explicite des solutions d’une équation différentielle linéaire sur des
intervalles ou elle est résolue, on peut chercher a prolonger ces fonctions en des solutions de I'équation
sur des intervalles plus grands ot le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ ne s’applique plus forcément.

e Si une fonction réelle f en a possede un DL, (a) de la forme f(x) = f(a) + ap(x — a)? + o((x — a)?)

avec ap # 0, alors f n’admet pas en a d’extremum local si p est impair ; par contre si p est pair f
admet en a un maximum local si a, < 0 et un minimum local en a si ap > 0.



