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CHAPITRE 23

INTEGRATION
[PARTIE 23.1: CONSTRUCTIOI\J DE ]

L'INTEGRALE REELLE

|23.1.1 : Algebre des fonctions en escaliersl

REMARQUE 23.1 : Soit dans toute cette partie K= R ou C et a et b deux réels tels que a < b.

{ Définition 23.1 |
Soit n € N*, on dit que 0 = (ap, a1, --,an) est une subdivision de [a;b] si on a les inégalités strictes

ap=a<a; <---<anp=>,b. o estdite une subdivision réguliere si : Yk € [0;n], ax = a+k (b = a)
n

Soit f : [a;b] — K, f est dite une fonction en escaliers s’il existe une subdivision o de [a;b] telle que :
Vk € [0;n — 1], f est constante sur |ax; axt1[- On dit alors que o est une subdivision adaptée a f.

On note Esc([a; b], K) ensemble des fonctions en escaliers de [a;b] dans K.

REMARQUE 23.2 : L’aspect graphique (si K = R) des fonctions en escaliers est a assimiler.

{ Définition 23.2 ||
Soit o et o' deux subdivisions de [a;b], on dit que o’ est plus fine que o si tous les termes de o se trouvent
dans o' ; on le note ¢ <X o’. On définit (une fois dans le bon ordre) oV o' : c’est la subdivision contenant
tous les termes de o et o (en quelque sorte une réunion) ; et o A o’ : c’est la subdivision contenant
seulement les termes communs a o et o’ (en quelque sorte une intersection,).

REMARQUE 23.3 :
e La relation de finesse est une relation d’ordre partiel sur les subdivisions de [a;b].
e Si o est adaptée a f € Esc([a;b], K), alors toute subdivision plus fine que o est encore adaptée a f.
e ]I existe une subdivision la moins fine possible adaptée a une fonction en escaliers.
e Il est clair que la somme (ou le produit) de deux fonctions en escaliers l’est encore.

(Proposition 23.1)
Esc([a; b]) est une sous-algébre de F([a;b], K).

De plus, si K= C et f en escaliers sur [a;b], on a |f| aussi en escaliers.

De méme, si K= R et f et g en escaliers, alors f*, f~, |f|, sup(f,g), Inf(f,g) aussi en escaliers.

[23.1.2 : Intégrale d’une fonction en escaliers]

{ Définition 23.3 |

(ap,ar,---,an) adaptée a f, alors on définit ’intégrale de f sur le
—i

Soit £ € Esc([a;b], K) =
segment [a;b] par : f = Z axt+1 — ak)f(ck) avec Vk € [0;n — 1], cx €lak; akt1].
[a;b] k=0

REMARQUE 23.4 : On vérifie que cette définition ne dépend ni de la subdivision adaptée a f ni des
valeurs de f en ses points de discontinuité. C’est une notion d’aire algébrique quand le corps est R.
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P (Proposition 23.2) ~
Soit (f,9) € Esc([a;b], K)%, (\u) € K2, alors [ (M +ug) = A [ f+u [ g (lindarité de
[a;b] [a;b] [a;b]

Pintégrale) et ‘ f f‘ < f |f| (par inégalité triangulaire).
[a;b] [a;b]
Si ¢ €|a;b[, alors f if = f f+ f f (relation de CHASLES). Si de plus K = R, on a :
[a;b] [aje] [c;b]
f>0= f f > 0 (positivité de ’intégrale), et f < g — f f < f g (croissance).
[a;b] [a;b] [a;b]

|23.1.3 : Fonctions continues par morceaux sur un segmentl

| Définition 23.4 |
Soit f: [a;b] — K, on dit que f est une fonction continues par morceaux s’il existe une subdivision
o de [a;b] telle que : Vk € [0;n — 1], f est continue sur Jax; axt1[ et f admet une limite finie a droite en
ax et a gauche en axy1. On dit alors que o est une subdivision adaptée a f.

On note C2 ([a;b], K) lensemble des fonctions continues par morceaux de [a;b] dans K.

REMARQUE 23.5 : On s’imprégne de I'aspect graphique de ce type de fonctions (toujours si K = R).

( Proposition 23.3)

C% ([a;b], K) est une sous-algebre de F([a; b], K).
De plus, si K= C et f continues par morceaux sur [a;b], on a |f| I’est aussi.
Si K= R et f et g continues par morceaux, alors f*, f~, |f|, sup(f, g), Inf(f,g) le sont aussi.

REMARQUE 23.6 : e Toute fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.
e Esc([a, b], K)+C%([a, b], K) = C2 ([a, b], K) alors que Esc([a, b], K) N C°([a,b], K) = Const([a;b], K).

|23.1.4 o Intégrale des fonctions continues par_morceaux réellel

( Proposition 23.4)

Soit f: [a;b] — R une fonction continue par morceaux, alors on a ’approximation suivante :
Ve >0, 3(p, ) € Esc([a;b], R)2, g <f< W ety — o < e

DEMONSTRATION : Sur chacun des segments [ak; ax41 ], f ”est” continue donc uniformément continue.

Théoréme 23.1

Si f € C% ([a;b], R), on note E_ = {¢ € Esc([a;b], R) | ¢ < f} et B4 = {¥ € Esc([a;b], R) | f < ¥},

alorsona:Inf(fll)|1])€F_+):Sup(f(p|(p€E_).
]

[a;b CH.J

DEMONSTRATION : On utilise la propriété de la borne supérieure (et inférieure) et la proposition 23.4.
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{{ Définition 23.5 |

Soit f € C% ([a;b], R), on définit donc son intégrale sur le segment [a;b], notée f = f f(t)dt,

[a;b] [a;b]
par ff:lnf(f¢|xpeE+):Sup<f<p|<peE,>.

[a;b] [a;b] [a;b]

REMARQUE 23.7 : Cette nouvelle définition prolonge celle de I'intégrale des fonctions en escaliers.

EXEMPLE 23.1 :
e Calcul de f xdx par cette méthode et les subdivisions régulieres.
[a;b]
e La fonction x g : [0;1] — R n’est intégrable en ce sens 1a (au sens de RIEMANN).

PARTIE 23.2 : PROPBIETES DE
L’INTEGRALE REELLE

|23.2.1 : Propriétés algébriquesl

( Proposition 23.5 )

Avec les notations précédentes, soit (f,g) € C% ([a;b], R)?, (A, 1) € R?, alors encore la linéarité
de lintégrale : f (M +png) =2 f f+p f g.
[asb] [a;b] [a;b]

REMARQUE 23.8 : L’ensemble des fonctions intégrables au sens de RIEMANN (sur un segment) est donc
un espace vectoriel qui contient les fonctions continues par morceaux.

( Proposition 23.6)

Soit f € C% ([a;b], R) et c €]a;b[, alors f = f f -+ f f (CHASLES).
[a;b] lasc]  [e;b]

|23.2.2 : Propriétés relatives a ’ordre et cas d’égalitél

p ( Proposition 23.7) \

Soit (f,g) € C2 ([a;b], R)?, on a de nouveau :
f>20= f f > 0 (positivité) et f < g = f f< f g (croissance de l’intégrale).
[a;b] [a;b] [a;D]

J o< [ <@ - a)liflo-

[a;b] [a;b]

On a aussi, en notant ||f||c = Sup |f(t)] :
te[a;b]

Plus généralement : ‘ f fg‘ < |floo f lgl-

[a;b] [a;b]

REMARQUE 23.9 : e On définit la valeur moyenne de f sur [a;b], c’est m = - 1 f f.
~ ol
e En général, si g € C% ([a;b], R) et g =0 : Inf(f) x f g < f fg < Sup(f) x f g.
[a;b] (o [a;b]
a;b] [a;b] [a;b]
b b
e Si g garde un signe constant sur [a;b] et si f est continue sur [a,b] alors Jc € [a, b], f fg = f(c) f g.
a

a
e On en déduit que si f est continue : Ic € [a;b], m = f(c).



192 INTEGRATION

Soit f € C°([a;b], R) telle que f >0, alors : f=0 <= f f=0.
[a;b]

( _ )

Soit (f,g) € C% ([a;b], R)?, alors : | f fg‘ < f f2 f g’ (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
[a;b] [a;b] [a;b]

REMARQUE 23.10 : Sif, g sont continues : f fg f 12 f et g colinéajres).
[as;b] \/ [a;b] \/ [a b]

|23.2.3 o Intégrales a bornes|

| Définition 23.6 ||

b b
Soit (a,b) € R? et f € C% ([a;b], R), on définit lintégrale de f de a & b, notée ff ou ff(x)dx par :

a

jf= ffsz'a<b,f ffsza>betff_osza_b
a [asb] a [ba]

REMARQUE 23.11 : On peut visualiser le signe de cette intégrale si on dessine (et qu’on oriente) la zone
dont on veut calculer I'intégrale, ceci dépendant du signe de f et de 'ordre entre a et b. Les théorémes et
propriétés précédentes se traduisent avec cette nouvelle notation (mais en faisant attention aux histoires
de signe).

Théoréme 23.2

Soit(oc[?: ERZ(OL<B) (f,g ecSn([cx[s] 2,(abc)e[ B]3, ()\ueRz-

f()\f—f—ug —Aff—i—ufg(hnearlte), f ‘ ff—ff—i—ff(CHASLES) ff— f
a b

b
Sia<b, f>0= ff > 0 (positivité) et f < g — ff < f g (croissance).

a a a
b b b

Sia>b, f>0= ff < 0 ("négativité”) et f < g — ff > f g (décroissance).
a

a

b b
Toujours en notant ||f||lc = Sup |f(t)] : ’ ff‘ < ’f|f|‘ < |b — af|[f]loo-
te[:lv;b] a a

b b b
Plus généralement : ‘ffg’ < ||f]loo f lg|. Sia#b et fcontinue, ona: f=0 < ff = 0.
a a

(e}

(inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).

b
REMARQUE 23.12 : La valeur moyenne (si a # b tout de méme) vaut m = m 1 f f.
—a
a
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(PARTIE 23.3 : PRIMITIVES ET INTEGRALES)
|23.3.1 . Primitives a aide d’intégralesl

REMARQUE 23.18 : Soit f : I — R ou I est un intervalle réel, si Fy est une primitive de f sur I, alors
pour une fonction dérivableF:1— R,ona: (F =f) < (Fke R, F=Fo+ k).

Soit a € T et f : I — R continue par morceaux (sur chaque segment inclus dans I), alors

xX
la fonction F : I — R définie par : Vx € I, F(x) = f f est localement lipschitzienne sur I et

a

dérivable en tout xp € I en lequel f est continue.

Théoréme 23.3

x
Soit a € I et f: I — R continue, alors F: I — R définie par la relation Vx € I, F(x) = ff est la
a

primitive de f (sur I) qui s’annule en a.

REMARQUE 23.14 : On a deux expressions des primitives de f : 1 — R continues (avec a € 1 fixé) :
x

e Les fonctions F : 1 — R définies par : Vx € 1, F(x) = f f(t)dt + k ott k € R sont les primitives de f.

a

X
e Les fonctions G : I — R définies par : Vx € I, G(x) = f f(t)dt ot « € I sont des primitives de f.
x

EXEMPLE 23.2 : La fonction F: R — R définie par : Vx € R, F(x) = x> + 1 est une primitive de

X
f:x — 2x et pourtant il n’existe aucun a € R tel que : Vx € R, F(x) = thdt.
a

REMARQUE 25.15 : Si f : 1 — R continue et u,v : ] — 1 dérivables, alors G : ] — R définie par :

v(x)
Vx €7, G(x) = f f(t)dt est dérivable et on a : Vx € J, G'(x) =V (x)f(v(x)) — w' (x)f(u(x)).

u(x)

In(t)
(1+41)

a
EXEMPLE 23.3 : Calcul pour a > 0 de f
1/a

[23.3.2 : Tntégrales a laide de primitives]

Soit f : [aAB] — R continue et F une des primitives de f sur [E\E], alors on a la formule :

5 dt.

b
[ f()at = [F)]3 = F(v) - F(a).

(© Ce qui rend essentiel le polycopié avec les dizaines de primitives usuelles.

1

EXEMPLE 23.4 : Calcul de [ —2t=3 gt
Of (t+1)(t" +4)
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|23.3.3 o Intégration par Bartiesl
Théoréme 23.5

b

Soit u,v: [(;,T)] — R de classe C', alors : fu’(t)v(t)dt

a

a
EXEMPLE 23.5 : e Calcul pour a > 0 de f ln(t)z
1a (1+1)

e On constate que 'aire d'un quart de cercle de rayon 1 vaut [ = f V1 —x2dx.

0
7t/2
REMARQUE 23.16 : On définit les intégrales de WALLIS par : Vn € N, I, = f (sin(t))ndt.
0

e On constate d’abord que (I, )nen est une suite décroissante positive.

e On obtient une relation de récurrence liant, pour n € N, I,, et I,,42 par intégration par parties.
e On en déduit un équivalent de 1,, lorsque n tend vers +oo.

e On trouve par la relation de récurrence et le calcul de Ip une forme compacte de I, pour p € N.
e On en déduit la constante mystére de I’équivalent de STIRLING.

Théoréme 23.6

Formule de TAYLOR reste intégral avec f : [cTB] — R de classe C”‘H on a alors :

(o) = f(a) + -+ L= @) 4 f e ()at,

EXEMPLE 23.6 : On déduit de ceci, par exemple, que : ¥x €] — 1;1], In(1+x) = > (_1Tx

|23.3.4 o Ei-langement de variables|
Théoréme 23.7

Soit (a,b) € R2 et ¢ : [a;b] — R de classe C] et f:1— R continue (avec §([a;b]) C I), alors par
b

changement de variables (u = o(t f f(u)du = f o'( ((t))dt.

a

a
EXEMPLE 23.7 : e Calcul de f (]h:_(tt))z dt pour la troisieme fois.
1/a

e Calcul de I’aire d’un quart de cercle de rayon 1 pour la seconde fois.

PR R Ties]

REMARQUE 23.17 : Les fonctions rationnelles réelles se décomposent en éléments simples qu’on sait
intégrer ; d’abord ce qui concerne la partie entiére et les polynémes de degré 1, soit « € R et (a,b) € R? :

f P A _p+1 b
o [(apx +---+ao)d><=[p—+1" +"'+“°"L
" ] : b b ] b —
S R — - in>2et dx = [In|x — i bl
.!(X—oc)“ * [ (n—1)(X—oc)n71}aSIn ¢ fx—oc x=[nfx “Hasux%[a ]
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REMARQUE 23.18 : Pour les termes de la décomposition en éléments simples qui correspondent aux
polynomes de degré 2, c’est plus dur: (a,b) € R?, B € Ret (u,v) € R?avecA =u?—4v < 0,5 =+/—-A:

b b
_xHP 4 o« (2x +u) au 1 ) .
. !x2+ux+v fx —|—ux+vd + (B 5 )!—(XE)Z_A ce qui amene le calcul

b U b
b X
ax + 2 2 — ou
fﬁdx:%[ln(x +UX+V)i|a+(ﬁT) Arctan( §2>] .
a ) a
P atp Fxtw f 1
e Pour le calcul de [ — X1 P gy =& [__\XTW 4 — au
f(x2+ux+v)“ * zf(x2+ux+v)“ x+ Z)I(( _2)2_i>“
a a a 5 4
avec n > 2, on effectue dans la seconde partie le changement de variables t = ZXT*U' pour se ramener
Fo 1 °
au calcul deJ, = | ————dt (la premiére partie vaut simplement & [— ] .
In L!‘(tz—i—])n (lap P P 2L (=1 Fux+v)! a)

b
2n — 1 1 { t }

e Par intégration par parties, si 1,ona: = — | .
728 par p nz D g1 = n Jn + n (tz T ])n

EXEMPLE 23.8 : On sait que J1 = Arctan Arctan( ), donc, d’apres la formule de récurrence

(b) —
g, =] +
précédente : J, = E(Arctan(b) Arctan(a E( T bz 4 J:laz)z).

b
REMARQUE 23.19 : Soit 1 = fF(sin(e),cos(e))de lintégrale d’une “fraction rationnelle” en sin et

a
os. On a les régles de BIOCHE qui transforment 1 en I'intégrale d’une simple fraction rationnelle :

e si F(sin(8),cos(0))dd est invariant si on change 6 en —0 (F( —sin(0),cos(0)) = —F(sin(0), cos(0))),

b cos(b)
on pose x = cos(8) (cos(—0) = cos(0)). Calcul : I = f g(cos(8)) x (—sin(0))d6 = f g(x)dx.
a cos(a)
e 5i F(sin(0), cos(0))do est invariant si on change  en m—0 (F(sin(0), — cos(0)) = —F(sin(0), cos(6))),
b sin(b)
on pose x = sin(0) (sin(m—0) = sin(8)). Calcul : 1= f g(sin(0)) x (cos(0))do = f g(x)dx.
a sin(a)
e 5i F(sin(0),cos(0))dd est invariant si on change 6 en m+0 (F(—sin(0), — cos(0)) = F(sin(0), cos(0))),
b tan(b)
on pose x = tan(0) (tan(n+0) = tan(0)). Calcul : I = f g(tan(0)) x (1-+tan?(0))de = f g(x)dx.
a tan(a)
_ 1—x* _ _2x
e si rien ne marche, alors on pose x = tan (2> (on se rappelle de cos(0) = T sin(0) = 2 et
b tan(b/2)
_ X = 0)) 1 (2 =
tan(0) = ] _Xz). Calcul : Iffg<tan(2)) 2(1+tan (2))d6f f g(x)dx.
a tan(a/2)

4
sin(0)

EXEMPLE 23.9 : e Calcul de 3
cos®(0)

de avec ces regles.

] .
cos(0)

N o\i

e Calcul de la primitive sur } - %; [ qui s’annule en 0 de 0 —
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REMARQUE 23.20 :
b

e Soit I = f F(sh(t),ch(t))dt I'intégrale d’'une “fraction” en sh et ch. BIOCHE marche encore.

a
b

e Soit 1 = f F(et) dt lintégrale d’'une “fraction” en e' (les précédentes peuvent se mettre sous cette

a

eb

b
forme), on peut poser x = e*. Calcul : f e Jetdt = f F(x) dx.
x
a

ea

b

o Soit I = f F(t, /ot + B )dt l'intégrale d’une fraction avec racine de degré 1, on se raméne i une
a

simple fraction rationnelle en posant le changement x = /ot + B.

1

EXEMPLE 23.10 : Calcul de f 1 a4
5 2t —3vt+1

REMARQUE 23.21 : Soit une fonction f : I — R continue, on choisit a € 1 et on sait que les primitives

de f sur I sont Ies F : x — f f(t)dt +k avec k € R. Ceci rameéne donc la probléme du calcul de primitives

a
a un calcul d’intégrales de fonctions continues sur un segment avec tous les théorémes classiques.

(PARTIE 23.4 : SOMMES DE RIEMANN)
|23.4.1 2 Gonvergencel

| Définition 23.7 |

Soit f [a b] —» R, o = (ao, "+, an) une subdivision de [/a;xb/] et une famille ¢ = (co,---,cn—1) de réels
telle que Yk € [0;n — 1], cx € [ak; akt1]-
n—1
On appelle somme de RIEMANN associée a f, o et ¢ la quantité St cc = Y, (ak+1 — ax)f(ck)-
k=0
On appelle pas de la subdivision o la quantité p(c) = Max (ax+1 — ax).

o<kg<n—1

Théoréme 23.8

Soit f : [a,,\f)] — R continue, une suite (on)nen de subdivisions de [:‘t;] telle que liT p(on) =0
— 400

et des familles de réels (cn)nen comme ci-dessus : 1111 S(f,on,cn) f f(t
n—-+00o

REMARQUE 23.22 : En découpant aux points de discontinuité, ce théoréme est bien sir vrai si f n’est

Si f: [a;b] — R est continue alors avec les subdivisions réguliéres :

que continue par morceaux sur [a; b].

b

. (b—a)nd —a\) . ... (b—a) & —ay)
lim kaZ::Of(a—i-k(bT))— lim bikZ::]f(a—i-k(bT))—ff(t)dt

n—-+oo n—-+oo n
a

n
EXEMPLE 23.11 : Calcul de lim > ——.
n—+oo 1 N+ Kk
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REMARQUE 23.23 : Si f est supposée de classe C', en notant M1 = Sup |f'(x)|, on a la majoration
x€[a;b]

(b—

n

2
< M](b—a) .
2n

de lerreur

Zf(a—i—k (b=9)) - fbf at

|23.4.2 : Méthode des trapezes et de SIMSONI

—~

(® Maintenant on approche la fonction f par des fonctions affines par morceaux sur [a;b].

( Proposition 23.12 }

Si f: [a;b] — R est continue alors on a la convergence :

lim % (f(a) +2:§;;: f(a+k(bT—l—a)) +f(b)> = jf(t)dt

n—-+4oo

REMARQUE 23.24 :

e Si f est supposée de classe C?, en notant My = Sup |f’(x)|, on a la majoration de 'erreur suivante :
xefa;b]
(b—a) kS b—a [ < Mab—af®
— | f 2 f( k(—— ) f(b) | — | f(t)dt| £ ————
2n <(a)+ g ot ( n ) +()> f() 12n?
(b—a) (M (e i Ma[b — af?
e Avec la méthode du milieu : |~—= < > f(a + 2k +1)(==9) )> ff g —2—L.
n k=0 2 24T1

(® Dorénavant, ce sont des paraboles qui “interpolent” la fonction en les points de la subdivision réguliere :

( Proposition 23.13 )

Sif: [a/,vb] — R est continue alors en notant ax = a + k(—b — ‘1) .
n

_ n—1 b
lim (béia) 5> (f(ak)+4f<w> + faks ) [ t(va
a

n—-+oo n k=0 2

REMARQUE 23.25 : Sif est supposée de classe C*, en notant My = Sup [f*)(x)], on a :
x€[a;b]
< Mafb —af’
2880nt

\

b-a), nzj (f(ak) +4f(7ak + ak“) + (a1 ) jf

2

PARTIE 23.5 : DEFINITION ET PROPRIETES
DE L'INTEGRALE COMPLEXE

|23.5.1 : Définition et propriétésl

{ Définition 23.8 |

b
Soit f : [a;b] — C continue par morceauz, alors on définit I’intégrale de f “de a a b”, notée ff ; elle

a
b

b b
est définie par : ff = fRe(f) —l—iflm(f).
a a

a

REMARQUE 23.26 : Cette nouvelle définition prolonge celle de 'intégrale réelle.
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EXEMPLE 23.12 : Si a = aj +1iaz avec az # 0, alors on a I'intégrale classique suivante :

B B
f L - B In ((x — ar)? + a3) +iArctan (u)]

X —a ar o

X

(©® Les propriétés valables pour les fonctions & valeurs réelles le sont aussi pour celles & valeurs complexes.

Théoréme 23.9

Soit («, B) € R? («x < B), (f,g) € CO ([«; B], C)?, (a,b,¢) € [«,B]>, (A,n) € C?:

a

b b b b b b c b b
f()\erug):)\ferufg(linéarité); ff‘g‘ ;ff:ferff(CHASLES);ff:fff.
a a a a @© a b

b b
En notant ||fl|l = Sup [f(t) ‘ff’ U’m) b — a|||f]| et ’ffg‘ < |\f|\%)f|g\‘.
a a

te[a b

a a

Théoréme 23.10

Soit a €I et f: I — C continue, alors F: I — C définie par la relation Vx € [, F(x) = ff est la
a

primitive de f (sur 1) qui s’annule en a.

Soit f : [&,Ta] — C continue et F une de ses primitives sur [a;b] : [ f(t)dt = [F(t)]2 = F(b) — F(a).

b b
Soit u,v : [a;b] — C deux fonctions de classe C' : fu/(t)v(t)dt = u(t)v(t)]z - fu(t)\/(t)dt.
a a
Soit f : [;E] — C de classe C™! : £(b) =f(a) + - - (b f(“) )+ f f(““)(t)dt
Soit (a,b) € R? et ¢ : [axb} — R de classe C' et f: I — C continue (avec A([a,b}) C 1), alors par
@(b)
changement de variables (u = ¢(t f fu)du = f o’( t))dt
@(a)
!
REMARQUE 23.27 : ® On admet (a € C\ Retn >2) que ( o 1)(:_ 7 ) = & _1(1)“ sur R.
v(x)
e Sif:1— C continue et u,v: ] — I dérivables, alors G : ] — C définie par : ¥x € ], G(x) = f f(t)dt
u(x)

est dérivable et on a : Vx € J, G'(x) =V (x)f(v(x)) — v/ (x)f(u(x)).

Si f: [a;b] — C est continue alors avec les subdivisions réguliéres :

= Z f(a+k( )) .= k§]f<a+k(b;—a)> = jf(t)dt
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