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ORAUX 2022 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

X PSI 2021 Antoine Greil I
Soit une fonction f : Ry — Ry, de classe C! et intégrable sur R, telle que f est bornée sur R,

Montrer que f tend vers 0 en +oo.

ENS Cachan PSI 2021 Baptiste Pozzobon I

selon les valeurs de o € R.

+oo L
Déterminer la convergence de l'intégrale f o T _flft

Centrale Mathsl PSI 2021 Clotilde Cantini

+00 g
On admet la convergence de l'intégrale fo @dt. On note 1 sa valeur.

+o0 i
On définit, en cas de convergence, f(x) = f M
0 1+t
a. Montrer que f est définie sur R.

b. Montrer que lim, f(x) = I et calculer la limite de f en +oo0.
x—0

+o0 T o ('LL)
. Mont I= 3 (—nk [ 3
c ontrer que k:O( ) j:) U+ kit

d. En déduire que f n’est pas continue en 0.

@ Mines PSI 2021 Alois Doucet 11

oo A — sin(t)

a. Montrer qu’il existe un unique A € R tel que f1 dt converge.

t
Soit T> 0 et f: R — R une fonction continue et T-périodique.
N . oo X — f(t)
b. Montrer qu’il existe un unique A € R tel que f1 fdt converge.

Mines PST 2021 Esteban Poupinet 1
a. Montrer que la fonction cos admet un unique point fixe sur R.
b. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

c. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.
(6) Mines PSI 2021 Adgle Robert I
. —+oo
On pose w = —% — % et, pour n € N* I, = fo xMe® " *dx.
. . +oo
a. Calculer I;;. En déduire une fonction g : Ry — C non nulle telle que ¥n € N, j;) g(t)t™dt =o0.

b
b. Soit f: [a;b] = C continue (avec a < b réels) telle que Vn € N, f f(t)t" = 0.
a

Montrer que f = 0. Indication : Ve >0, 3P € C[X], Vt € [a;b], |f(t) — P(t)| < e.

3



Mines PSI 2021 Arthur Sureau II

. /2 dt
Soit m € Ry, calculer fo TTmsin(0) en posant u = tan(t).
msin

Mines PSI 2021 Sylvain Vigouroux I

Soit F : x — sin(2x” 4 x) définie sur R.

a. La fonction F est-elle intégrable sur Ry ?

. 7 +m
b. L’intégrale fo F(x)dx est-elle convergente ?



ORAUX 2022 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

@ X PSI 2021 Julien Gombert I
Soit (d,n) € N* x Net Eqn = {I = (i1,-++,1a) € N4 [ ij +--- +ig =n}.
Pour I = (i1,---,14) € Ea,n, on définit la fonction f; : RY — R par fi(x1,---,xq) = kﬁ1 x,ij.
Montrer que (f1)1eg, , est une famille libre. )

X PSI 2021 Antoine Greil II

Soit n € N* et A € M (R), on consideére Sa ’ensemble des matrices semblables a A.

Déterminer I’ensemble des matrices A telles que S soit fini.

X PSI 2021 Clément Lopez I1T
Soit n > 1 et A, B deux matrices de M, (RR) qu’on suppose semblables dans M,, ( C).

Montrer qu’elles sont aussi semblables dans M, (R).

Centrale Mathsl PST 2021 Antoine Greil 1
Soit P € R[X] tel que P # 0 et P(X?) = P(X)P(X —1).
a. Montrer que si w € C est racine de P, alors w? l'est aussi.
b. Montrer que toutes les racines w € C de P vérifient |w| =1 ou w = 0.
c. Montrer que 0 n’est pas racine de P.

d. Déterminer P en le factorisant.

Mines PSI 2021 Maxime Brachet 11
Soit E un C-espace vectoriel de dimension n € N* et u un endomorphisme de E tel qu’il existe un entier

m—1
m € N* pour lequel u™ =idg. On pose p = X > ouk
M k=0

a. Montrer que si v € £(E) est un projecteur, rang (v) = Tr (v). La réciproque est-elle vraie 7

b. Montrer que p? = p.
1 m—1
c. Prouver que — Y Tr (u¥) = dim(Ker(u —idg)).
™ k=0
d. Caractériser la projection p.
Mines PST 2021 Robin Gondeau II
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € £(E).

a. Montrer que A = {q € N | (u,u?,---,u9) est liée } est non vide et qu’elle admet un élément minimal.

b. Montrer que Im (u) = Im (u?) <= u € \£e>c2t(uk).



Mines PSI 2021 Quentin Granier II

1T 1 1 1

. . j 01 2 3

Pour n € N*, on considere A,, = . € Mn4+1(R). Par exemple, Az = 0 0 1 3
7/ ocijn 0 0 0 1

Pour k € N*, on note di le nombre de permutations de [[1;k] (bijections de [1;k] dans

[1;%]) qui n’ont
aucun point fixe. Par convention, on pose do = 1.
a. Calculer A;;'. Indication : considérer un endomorphisme bien choisi de Ry, [X].
b. Montrer que Vp € [0;n], p! = Zp: (z) di.
= do o!
c. Trouver une relation entre 'A,, et les matrices colonnes | : | et [

dn n!
d. En déduire une expression de d,, sous forme de somme.

e. Sion note py la probabilité, en choisissant une permutation de [1;n] au hasard, d’obtenir une permutation

sans point fixe, quelle est la valeur de lim pn 7
n—-+oo

Mines PST 2021 Antoine Greil 1T

Déterminer les couples (n,p) € (N*)? tels que X™ —1 et (X+1)P —1 admettent au moins une racine commune.

Mines PSI 2021 Adrien Guyot I
Soit n € N*, (f,g) € £L(C™)? tel que fog=10et f+ g € GL(C™). Montrer que rang (f) + rang (g) = n.

Mines PSI 2021 Johan Haramboure I
Soit un entier n € N*,
a. Soit (A,B) € M, (C)? telles que A # 0, B nilpotente et AB = BA, montrer que rang (AB) < rang (A).
b. Soit Aj,---, A, des matrices nilpotentes de My, (C) qui commutent 2 & 2, montrer que Ay --- A, = 0.

c. La propriété de b. est-elle encore vraie si on ne suppose plus que les matrices commutent deux a deux ?

Mines PSI 2021 Yuan Le Guennic I
Soit E = F(R, R) et n € N*, on se donne des fonctions fy,-- -, fy de E.

Pour une famille x = (x1,---,xn) € R™, on définit la matrice Ay = (fi(xi))1<i,j<n € Mn(R).
a. Montrer que si det(Ay) # 0, alors la famille (f1,---,fy) est libre dans E.
b. Réciproquement, montrer par récurrence que si la famille (fq,---,fy) est libre dans E, alors il existe une

famille de réels x = (x1,...,xn) € R™ telle que det(Ay) # 0.

CCINP PSI 2021 Thomas Boudaud II
Soit f € £(R3) telle que > + f =0 et f # 0.
a. Montrer que R3 = Ker(f) @ Ker(f? +id g3 ) et que Ker(f* +1id g3 ) # {0}.

b. Soit un vecteur non nul x € Ker(f? + id g3 ), montrer que (x, f(x)) est libre.

0 0 O
c. Montrer qu'il existe une base B de R3 telle que Mat z(f) = [ 0 0 —1
01 0

d. Montrer que {g € £(R3) | gof=fog} = Vect(id g3, f, f*).



ORAUX 2022 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

X PSI 2021 Julien Gombert 11

-

+oo
Soit E = {(un)nen € CN| 3 Jun| converge et Vk > 1, > un2™*" =0}.
n=0

n>0

Chercher les suites (un)nen de E.

ENS Cachan PSI 2021 Tinaél Gelpe et Arthur Riché
Soit a: [0;1] — R une fonction continue et positive et p un réel strictement positif.

On définit la suite de fonctions (fn)n>o0 par ¥x € [0;1], fo(x) =0 et fny1(x) = £
p+ale) = [ ay)tmly)ay

1
Pour tout entier n € N, on pose u, = fo a(x)fn(x)dx.

a. Montrer que ¥n € N, u, € [0;p] et que (un)nen est monotone.
b. On suppose dans cette question qu’il existe un réel ¢ > 0 tel que Vx € [0;1], a(x) > c.

Montrer que la suite (fy)nen converge uniformément et déterminer sa limite.
1 1

Indication : on pourra distinguer les cas p f 1 _ax <letp f 1 _ax > 1.
0 a(x) 0 a(x)

c. Dans cette question, on pose a(x) = y/x. Pour quels p > 0 a t-on convergence uniforme de (fn)nen ? Et

convergence pour la norme ||.|]1 telle que ||h||; = fo [h(t)]at ?

ENS Cachan PSI 2021 Yuan Le Guennic

Soit K : [a;b]? — C continue et telle que K(x,y) = 0siy > x

Soit Tk : CO([a; b], R) — C°([a; b], R) telle que Vu € C°([a;b], R), Vx € [a;b], T f K(x,y)u(y)dy.
On note, pour tout entier n, 'application Tg = Ty o--- o Tk.
—_———
k fois
a. Construire une suite de fonctions (Kn)n>1 telle que ¥n > , (x y) =0siy = x et telle que 'on ait
Yu € C%([a;b], R), Vx € [a;b), TK(X):fa n(x,y dy—f Kn (y)dy.
b. Montrer que ¥(x,y) € [a; b}, [Ka(y)| < [[KIJx — yl.
n
c. Soit A € C* et w € C°([a; b], R), montrer que TK)\&W) converge uniformément sur [a; b].
n=0

d. Soit A € C* et v € C°([a; b], R), montrer qu’il existe une unique u € C°([a; b}, R) telle que Ty (1) —Au = v.
u +aou +aju=0

ula)=aet W(a)=p
(pu') — qu = f avec p € C'([a;b], R%) et (q,f) € (C°([a; b], R))? & déterminer.

e. Soit (1) le probleme { . Montrer que I’équation u” + apu’ + aju = 0 peut s’écrire

f. Donner K : [a;b] — C et g € C%([a;b], R) telles que K(x,y) = 0 si y > x et u est solution de (1) si et

seulement si T (u) —u = g.



Centrale Mathsl PSI 2021 Mathilde Arnaud

Soit f: R% — R définie par f(x) = xe*.

a. Tracer le graphe de f. Montrer que f est bijective. Tracer le graphe de f~'.
Pour a € R}, on définit la suite (un(a)), o par uo = a et ¥n € N, unyi(a)e (%) =, (a).
b. Etudier la convergence de la suite (in(a))ne n-

c. Etudier la convergence de la série > un(a).
n>0

Question de cours : Rappeler la formule de TAYLOR reste intégral.

Centrale Mathsl PSI 2021 Sylvain Vigouroux
Soit n € N et la famille (Pg,- -, Py) définie par Po =1, P =X et Vk € [2;n], Pk = X(X=1)--- (X =k +1).

a. Montrer que (Pg, - -, Py) est une base de R, [X].
On note, pour k € [[0;n]], S(n, k) les coefficients de X™ dans la base (Po,--+,Pn) : X™ = > S(n,k)Px.

b. Déterminer les valeurs de S(n,0) et S(n,n) sin >0 et de S(n,1)sin > 1.
c. Montrer que Yk € N*; XPy = Py41 + kPx.

d. Montrer que Vn € N*, Vk € [I;n], S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k).
On admet que Vn € N, Vk € [0;n], 0 < S(n,k) <2 Tk™

S(n, k) o

e. Déterminer le rayon de la série entiere >
nl

n=0
S(n, k)

f. En notant hy,(x) = o

x™, résoudre le systeme (E) : y’ —2y = h;, avec y(0) = 0.

E]
1t

+oo
Mines PSI 2021 Magéva Berland 11 On pose f:x+— Y —1
nZon!(x+mn)
a. Montrer que f est bien définie et continue sur R? .
b. Donner un équivalent de f en +oo.

P(x)

c. Trouver un polynome P tel que f(x) — 555" =777,

Mines PSI 2021 Clotilde Cantini 1T

, . - . —1)"x™
Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere Y %
n>0 n

Mines PSI 2021 Robin De Truchis II

Un
n+
a. Supposons que la suite (un)n>1 converge pour un réel a, montrer alors que la suite (un)n>1 converge

n
. , . |
Soit a € R et (un)nen~ définie par u; = a et Vn € N*| un41 = ] +1. Pourn > 1,0on pose sp, = Y 191

=1 !
pour tout valeur de a vers une limite a déterminer.

b. Montrer que la suite (un)n>1 converge pour a = 1.

c. Montrer que (sn)n>1 converge.

d. Déterminer le rayon et la somme de la série entiere Y spx™.
n>1



Mines PSI 2021 Robin Gondeau

n
On admet que %Jr: In(n) +v + o(1) oll y est une constante réelle.
k=1 ©
On définit la suite (un )nen par up = 1 et, pour tout entier n > 1, upq = %n ié n-
n
a. Montrer qu’il existe une suite convergente (wn)nen+ telle que Vn € N*| In(un) = —% In(n) + wn.
b. En déduire la nature de la série > un.
n>0

n+1 n+1 n n
c. Montrer que Vn 20, 2 > kug +3 > we =2 > kux +2 > ux.

k=1 k=1 k=0 k=0

+oo
d. En déduire la valeur de > un.
n=0

Mines PST 2021 Quentin Granier |
Pour n € N* on définit f, : R — R par f,(x) =, [xZ + 1
n

a. Montrer la convergence simple sur R de (fn)nen+ vers une fonction g qu’on déterminera.
b. Montrer que cette convergence est en fait uniforme sur R.
c. Montrer que toutes les fonctions f, sont de classe C' sur R mais que g ne I’est pas.

Qu’en déduire vis-a-vis d’'un théoreme du cours ?

Mines PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte I
+oo

Pour n € N, on pose un : x — In(1+ e ™) et, en cas de convergence, f(x) = > un(x).
n=0

a. Déterminer ’ensemble de définition I de f.
b. Montrer que f est continue et strictement décroissante sur I.

c. Montrer que f admet une limite finie quand x tend vers +o0 et la déterminer.

+oo (_] )n+1 2
d. On admet que ) ~—%— = ?—2 Trouver un équivalent de f(x) quand x tend vers 0.
n=1 n

Mines PSI 2021 Yuan Le Guennic III

nz
Soit z € C\ {2}, étudier la convergence de la série > ez=2 selon la valeur de z.
n>0

Mines PSI 2021 Alexandre Marque I
On appelle involution d’un ensemble E toute application f : E — E telle que fo f = idg. Soit n € N*, on
note A, 'ensemble des involutions de ’ensemble [[1;n] et I, = card (Ay) avec la convention Ip = 1.
a. Montrer que Vn € N, Iy12 =Int1 + (n+ 1)L,

b. Montrer que le rayon de convergence R de > I—“'x” vérifie R > 1.
n=o0 n:
+o I
On définit ¢ :] — 1;1[— R par @(x) = > Ix™
n=0 M-
c. Montrer que Vx €] — 1;1], ¢'(x) = (1 +x)o(x).
d. En déduire une expression simple de ¢(x) & l'aide de fonctions usuelles.

e. En déduire une expression de I, sous forme de somme.

9



Mines PSI 2021 Raffi Sarkissian 11

+oo
T dt
801tf.x»—>j;) ot

a. Trouver a > 0 maximal tel que f soit définie sur | — o; |-

b. Montrer que f est développable en série entiere et en déduire une expression simplifiée de f.

Mines PST 2021 Guillaume Touly I1I

Soit (un)n>1 une suite de réels positifs telle que > u, converge.
n>1
Pour « € R, que dire de la convergence de la série > u—& ?
n>1n

Mines PSI 2021 Antonio Treilhou II
1

\/x3+x-

+oo
a. Montrer que fo f(x)dx converge.

Soit f: R% — R définie par f(x) =

“+o00 1
b. Montrer que f;) f(x)dx = Zf;) f(x)dx.

c. Donner le développement en série entiere de u — \/%4.
1T4+uw

d. Majorer le reste de la série entiere de la question précédente.

(=)™ (2n)!
"2 (4n 4+ 1)

+o0 +oo
e. En déduire que fo f(x)dx =4 b
n=0

CCINP PSI 2021 Mathilde Arnaud I

(_] )ne—nx .

Pour n € N* et x € R, on pose un(x) =
n

a. Montrer que . uy, converge simplement sur R;.
n>1

“+ o0

On note S = > un la fonction somme de cette série de fonctions.
n=1

b. S est-elle continue sur Ry ?

c. Montrer que S est de classe C! sur R%.

d. Trouver une expression de S(x) avec des fonctions usuelles.

e. En déduire la valeur de S(0).

CCINP PSI 2021 Mava Berland 1

Soit (an)nen une suite réelle positive. On définit (un)nen par uo € Ry et uny1 = %(un + 4 /u + ai).
a. Montrer que Vn € Ny upn41 —upn < (12—“.
b. En déduire que la convergence de Zo an implique la convergence de (un)nen-
nz
c. La réciproque est-elle vraie ? Indication : on pourra considérer (un)nen telle que u, = %_H

10



CCINP PSI 2021 Thomas Boudaud I
Soit @ : I = [—a;a] — R continue, on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que Vx € I, |o(x)| < c|x].
On cherche les fonctions f : I — R continues telles que (P) : f(0) =0 et Vx € I, f(x) — f(x)

+oo
a. Montrer que Zo () (2%) converge pour x € [ et que S : x — Zo () (2%) est continue sur I.
nz n=

b. Montrer que S est solution de (P).
c. Montrer que la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle.
d. En déduire I'ensemble des solutions de (P).

e. Si on suppose ¢ de classe C! sur I, montrer que S est aussi de classe C! sur 1.

CCINP PSI 2021 Johan Haramboure I

2 3
PourneN,ondéﬁnitfn:R—)Rparfn(x):]:_X six >0et fn(x) = 1: > six < 0.
nx nx

a. Montrer la convergence uniforme de (fn)n>o sur R.
b. Montrer la convergence simple de (f},)n>o sur R.

c. Justifier que (f],)n>0 ne converge pas uniformément sur [—1;1].

CCINP PSI 2021 Clément Lérou I

. 400 +oo 2
Soit F:x +— — fx Mdt et S:xm Y X5 X On rappelle que ¢(2) = > %:%
n=1T1 n=17

a. Déterminer le domaine de définition D de F.
b. Montrer que Vx € [—1;1], F(x) = S(x).

2
c. Montrer que Vx €]0; 1], F(x) + F(1 —x) = % —In(x) In(1 —x).

CCINP PSI 2021 Juliette Maricourt 1

P In(x)
Pour n > 2, soit u, : R* — R définie par u,(x) = ——+—.
n + p Tl( ) Xn lTL(TL)
+oo
a. Déterminer 'ensemble de définition D de > un,.
n=2
b. Montrer que Y, upn ne converge pas normalement sur D.
n>2
ORI E—
. Montrer que Vx € D, Vn > 2 u(x)| < —m—.
’ - k=n+1 h lTL(Tl+ 1)
—+o00
d. En déduire que la fonction S : x — > un(x) est continue sur D.
n=2
e. La fonction S est-elle intégrable sur D 7

[¢]

CCINP PST 2021 Alexandre Marque et Adele Robert 11

Déterminer la nature des séries suivantes :

a. Z( ) ftooe”‘zdx.

n>1 n

b. (=" f et n gt

n>1

11
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ORAUX 2022 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES,

GEOMETRIE ET DERIVABILITE

X PST 2021 Clément Lopez 11

a. Montrer que la fonction cos admet un unique point fixe sur R.

b. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

X PSI 2021 Arthur Riché II

Soit a € C et la suite (un)nen définie par up = a et ¥n € N, upyq =uZ — 2.

Trouver les valeurs de a telles que (un)nen soit bornée. Indication : traiter d’abord le cas réel.

ENS Cachan PSI 2021 Titouan Nguyen

Pour une fonction f : [0;1] — R, on pose V(f) = Sup ( Sup ( Z |f(tie) — F(tx— 1)’)) On note aussi
n>1 \0<to <<t <1

BV = {f:[0;1] = R | V(f) < +00}. Pour une fonction f € BV, on dit que f est & variations bornées.
. Une fonction f: [0;1] — R lipschitzienne appartient-elle & BV ?
. Une fonction f : [0; 1] — R monotone appartient-elle & BV ?
. Donner un exemple de fonction continue f : [0;1] — R telle que f ¢ BV.
. Soit f € BV, la fonction f est-elle bornée ?

. Si (f,g) € BV? a-t-on nécessairement fg € BV ?

a
b
c
d
e. L’application N : BV — R, définie par N(f) = |f(0)| + V(f) fait-elle de BV un espace vectoriel normé ?
f
g. Soit (f,g) € BV? avec g : [0;1] — [0; 1] monotone, montrer que fo g € BV.

h

. Soit (f,g) € BV? avec g : [0;1] — [0; 1], la condition f monotone implique-t-elle que fo g € BV ?

Centrale Maths1 PSI 2021 Quentin Granier et Arthur Riché et Adele Robert

On pose f1(t f cos( du et fa(t f sin(u)

a. Montrer que f; est bien définie et de classe C! sur R%.

b. Montrer que f; admet une limite finie en +oc.
On admet que f, est aussi de classe C! sur R’ et admet une limite finie en +oo.
c. Soit (t1,t2) € (R%)? tel que t; < tz, quelle est la longueur de 'arc paramétré t — (1 (t), f2(t)) entre les

points de parametres ty et to 7

On pose F(t) = (f:roo CL\/%)&OZ + (L/joo %du)z.

d. Montrer que F est dérivable sur R* et que F/(t) = -2 f _cos(u)
t2 + tu
e. Soit a et t deux réels strictement positifs, montrer que f \;osj_it)d u > 0.

f. Montrer que F est strictement décroissante.

12



Mines PSI 2021 Tinaél Gelpe 11

0() + o' (x)

Trouver toutes les fonctions ¢ : R — R bijective vérifiant Vx € R, x = 5

Mines PST 2021 Paul Jais 1
On considere l'arc paramétré I" par x(t) = cos(3t), y(t) = sin(2t).
a. Etudier les symeétries, périodicité de cette courbe.
b. Quels sont ses points stationnaires, ses tangentes horizontales, verticales 7

c. Tracer la courbe I'.
Mines PSI 2021 Esteban Poupinet I1

Poak
Soit n € N* et A € M (C), on note exp,(A) = > ’;‘;—'
k=0 K
a. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace de E. Montrer que F est fermé.
b. Montrer que la suite (exp,,(A))pen converge. On note exp(A) sa limite.

c. Montrer que exp(A) €  Vect (A¥).
ke[omn—1]

13



ORAUX 2022 THEME 5
REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

X PSI 2021 Arthur Riché I
Soit n > 1 et E un sous-espace vectoriel de My (C) tel que E\ GL,(C) = {0}.

Quelles sont les dimensions possibles pour E 7 Indication : tester pour les petites valeurs de d = dim(E).

ENS Cachan PSI 2021 Antoine Greil
Soit un polynoéme P € R[X].

a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P soit surjectif de R dans R.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P soit injectif sur R.

c. Supposons deg(P) > 2. Montrer que f : M2(R) — M2 (R) définie par f(M) = P(M) n’est pas injective.
d. Supposons que la fonction polynomiale P : R — R est bijective. Montrer que la restriction de la fonction

f de la question précédente est injective sur ’ensemble des matrices diagonalisables dans My, (R).

ENS Cachan PSI 2021 Adrien Guyot
Une matrice A = (aij)i<ij<n € Mn(C) est dite une matrice de HESSENBERG supérieure si elle vérifie

V(i,j) € [1;n]%, i >j+ 1= ay; =0. On dit de plus que A est irréductible si Vi € [1;n — 1], ai41,1 # 0.

a. Montrer que toute matrice A € My (C) est semblable & une matrice de HESSENBERG.
b. Soit A une matrice de HESSENBERG irréductible, montrer que A est diagonalisable si et seulement si ses

valeurs propres sont simples.

c. On se donne 3n — 2 complexes aj,---,an, b1, " -,bn_1,¢2,-+,cn, montrer que les valeurs propres de
ai; by 0o .- 0 a; c2by 0 cee 0
C2 a, by 1 az C3b2
A=\ o . - 0 sont les mémes que cellesde [ o . 0
. : : bn_1 Cnbn_1
0O -+ 0 c¢n an 0 cee 0 1 an

Montrer que A est diagonalisable si et seulement si Vi € [1;n — 1], ciy1bi 0.
d. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour diagonaliser une matrice de HESSENBERG.

e. Le résultat précédent est-il toujours valable dans My (R).

Centrale Mathsl PSI 2021 Maxime Brachet
a. Soit A € M2 (C) telle que Tr (A) = 0 et Tr (A2) # 0, montrer que A est diagonalisable.

Soit maintenant n > 3 et A € M, (C) telle que Tr (A) = --- = Tr (A" ") = 0 et Tr (A™) # 0. On note
A1, -, Ay les valeurs propres distinctes de A avec leurs multiplicités algébriques respectives nq, -+, .
b. Montrer qu’il existe au moins une valeur propre non nulle de A.
n
c. Montrer que : appartient au noyau d’une matrice d¢ VANDERMONDE a déterminer sous une condi-

Ny
tion & déterminer.

d. En déduire que A est diagonalisable.

14



Centrale Mathsl PSIT 2021 Tinagl Gelpe

Soit n € N*, A € M (C) dont les valeurs propres distinctes sont Ay,---,Ap avec p > 2.
On suppose de plus que Vi € [2;p], Ai] < |A1] (%).
. k Tr (Ak+1)
Pour tout entier k € N tel que Tr (A¥) # 0, on pose tx = W
T

a. Montrer que les ty sont définis & partir d’un rang ko et que (tx )i>x, converge vers une limite & déterminer.

b. Les résultats de la question a. sont-ils encore vérifiés si () ne l’est plus ?

1 0 0 1.0 0
c. Montrer que A=1| -2 3 1 est semblablea T=10 1 1
4 -4 -1 0 0 1
. . Ak
d. Déterminer lim =—.
k—+oo k

Centrale Mathsl PSI 2021 Clément Lérou
Soit f: R[X] — R[X] définie par f(P) = P(X +1).
a. Justifier que f est un endomorphisme de R[X].
b. Déterminer Ker(g) et Im (g) si g: P — P(X+1) — P(X).
c. Déterminer, pour tout entier k € N*, Ker(g*) et Im (g*).
Soit un entier n € N* et A € My 4+1(R) la matrice de la restriction de f & Ry [X] dans la base canonique.
On pose aussi la matrice B = AtA.
d. Déterminer A et det(A). A est-elle diagonalisable ?
e. Trouver l'inverse de B.
Questions de cours :
e Donner 'inégalité de MARKOV.
e Donner I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.

e Enoncer le théoreme spectral version vectorielle.

Mines PSI 2021 Mathilde Arnaud I
Soit n € N* et C = {f € L(Mn(R)) | YM € Mn(R), f(MT) = f(M)T}. On note traditionnellement Sy, (R)
l’ensemble des matrices symétriques de My (R) et A, (R) celui des matrices antisymétriques.
a. Montrer que C est un sous-espace vectoriels de £(M, (R)).
b. Montrer que f € C si et seulement si S (R) et A, (R) sont stables par f.
c. En déduire la dimension de C.

d. Exhiber un endomorphisme non diagonalisable de C.

Mines PSI 2021 Thomas Boudaud II

1 3 0
On considere la matrice A= | 3 -2 -1
0 -1 1

a. Donner tous les sous-espaces de R3 stables par A.
b. Quelle est la structure de C(A) = {M € M3(R) | AM = MA} 7 Déterminer sa dimension.
c. Quelles sont les matrices M € M3(R) (resp. M € M3(C)) telles que M? = A ?
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Mines PSI 2021 Alois Doucet
Soit n € N* et A € M (K) diagonalisable dans M, (K), on pose B = A3 + A + 1,.
a. Si K= R, exprimer A comme un polynéme en B.

b. Si K= C, peut-on exprimer A comme un polynéme en B ?

Mines PSI 2021 Tinaél Gelpe I
Soit n € N*, (A,B) € M, (R)? telles que A # 0 et B # 0 et ABAB = 0. A-t-on BABA =0 ?

Indication : on pourra commencer par les petites valeurs de n.

Mines PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte 11
Soit n € N* et A € My, (R) la matrice d’un projecteur.
Soit u,v,w : Mn(R) — My (R) définis par u(M) = MA, v(M) = AM et w(M) = AM — MA.
a. u, v sont-ils diagonalisables 7
b. Quelles peuvent-étre les valeurs propres de w ?

c. w est-il diagonalisable ?

Mines PSI 2021 Clément Lopez I

Soit E = C>([0; 1], R) et T définie sur E par T(f) = %(f(%) + f(xzi]))

a. Montrer que f est un endomorphisme de E.
b. Pour n € N*, x € [0;1] et f € E, donner une expression de T™(f)(x) sous forme de somme.

c. Déterminer la valeur de lim T™(f)(0).
n—-+oo

d. Trouver de méme, pour x € [0;1], la valeur de lim T™(f)(x).
n—-4oo

e. Montrer que 1 est valeur propre de T et déterminer Eq(T).

f. Soit k € R tel que |k| > 1, est-ce que k peut étre valeur propre de T ?

g. Pour f € E, calculer (T(f))/. Déterminer Eq /5(T).

Mines PSI 2021 Baptiste Pozzobon I
Soit n € N*, f un endomorphisme de C™ et H un supplémentaire de Ker(f). On pose r = rang (f).
a. Montrer que g : H — Im (f) définie par g(x) = f(x) est un isomorphisme.
b. Montrer qu’il existe deux bases By et B et C™ telle que Mat g, 5, (f) = (IOT g) =T
c. Soit C € My (C) telle que rang (C) = r. Montrer qu’il existe (P,Q) € (GL,(C)? tel que C = PJ,.Q.
Soit (A,B) € My (C)? tel qu'il existe une matrice C € My (C) de rang r telle que AC = CB.

d. Montrer que les matrices A et B admette) nlnt au moins r valeurs propres en commun (comptées avec

leurs ordres de multiplicité).

e. Donner un argument plus rapide pour montrer que si C est inversible, alors A et B admettent au moins

n valeurs propres en commun (comptées avec leurs ordres de multiplicité).

16



Mines PSI 2021 Arthur Riché II

10 0
On considére la matrice A= [ 1 2 1 | € M3(R).
2 2 -1

a. Trouver le spectre de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

b. Justifier I'existence de P € GL3(R) et de T € M3(R) triangulaire supérieure telles que A = PTP~!.

0 0 -3
c. Donner une matrice P € GL3(R) telle que A = PTP TavecT=|0 1 4
0 0 1

d. Déterminer I’ensemble des matrices N € M3(R) telles que TN = NT.
e. En déduire 'ensemble des matrices M € M3(R) telles que AM = MA.

Mines PSI 2021 Adele Robert 11

0o 1 0 a b c
Onpose]=[0 0 1 ]J]etM=|c¢c a b
1 0 0 b ¢ a

a. La matrice | est-elle diagonalisable dans M3(C) ? et dans M3(R) ?

b. La matrice M est-elle diagonalisable dans M3(C) ? et dans M3(R) ?

On généralise | = (x4,5)1<i,jen dans Mn(C) par o35 =1sij =i+ 1 [n] et a5 = 0 sinon.
Soit P € C[X], on pose alors M = P(]).

c. La matrice ] est-elle diagonalisable dans M, (C) ? et dans M, (R) ?

d. La matrice M est-elle diagonalisable dans M, (C) ? et dans M, (R) ?

Mines PSI 2021 Arthur Sureau I
Soit « € R* et B € R, on définit ¢ : R[X] = R[X] par ¢(P) = ((«X + B)P)/.
a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].
b. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de .

c. Soit n € N, diagonaliser application ¢ induite par ¢ dans R, [X].

Mines PST 2021 Guillaume Touly IT

n
Soit n € N* et M € M, (C), on note P = Y axX* = xpm son polynome caractéristique.
k=0

n
Montrer que VA € Sp(M), |A] < > |ak/.
k=0

CCINP PSI 2021 Mathilde Arnaud II

Soit v = (v1,---,vn) € R™ tel que i vk = 1. Pour x = (x1,---,xn) € R™, on pose f(x) =x — ( i xk)v.
a. Montrer que f est un endomorpllii:slne de R™.

b. Pour y € R™, montrer que y € Im (f) <= f(y) = v.
. Justifier que Im (f) @ Ker(f) = R™. Qu’en déduire ?

[¢]

d. Expliciter les sous-espaces propres de f.
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CCINP PSI 2021 Maéva Berland 11

Soit n € N* et M € M,,(C) telle que M? +*M = I,,.

a. Montrer que si P € C[X] annule M, les valeurs propres de M sont des racines de P.

b. On suppose que M est symétrique. Montrer que M est diagonalisable et que Tr (M) X det(M) # 0.
c. On ne suppose plus M symétrique. Montrer que M est toujours diagonalisable.

d. Montrer que M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

CCINP PSI 2021 Julie Coheleach 1T

Soit E un espace de dimension finie n. Soit f € £L(E) et Ay, -, A, des valeurs propres distinctes de f.

a. Montrer que @ : P — (P(A1),--+,P(An)) est un isomorphisme de K;,_1[X] dans K™.
Soit g € L(E) tel que gof=fog.

b. Montrer que tout vecteur propre de f est un vecteur propre de g.
c. Montrer qu’il existe une base de E composée de vecteurs propres communs a f et g.
d. Montrer l'existence et 'unicité de P € Ry _1[X] tel que g = P(f).

e. En déduire la dimension de €(f) = {g € £L(E) [fog=gof}.

CCINP PSI 2021 Johan Haramboure 11

a. Enoncer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON pour une matrice carrée.
b. Soit n € N* et A, B deux matrices semblables de M,, (R), montrer que, quel que soit le polynéme P € R[X],

les matrices P(A) et P(B) sont semblables.

Soit, dans la suite de cet exercice, A € Mn(R) et M = <0A ﬁ\\) € Man (R).
n

c. Calculer M* pour k € N. En déduire une expression par blocs de P(M) si P € R[X].
d. Montrer que si M est diagonalisable alors A ’est aussi.

e. Montrer que si M est diagonalisable alors A = 0.
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CCINP PSI 2021 Clément Lérou 1T

Soit n € N*, A € M,,(C) eth(O A).
In O

a. Déterminer le rang de B en fonction de celui de A.

. Exprimer xg en fonction de xa.

. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de A et B 7
e. Montrer que B est diagonalisable si on suppose A inversible.
Est-ce que B est diagonalisable si A n’est plus supposée inversible 7

. Si B est diagonalisable, montrer que A l'est aussi.

b
c
d. Montrer que A est inversible si et seulement si B 1’est.
f.
g
h

. Si A est diagonalisable, montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est inversible.

CCINP PSI 2021 Antonio Treilhou II

Soit M = et, pour (a,b) € R?, R(a,b) =

—_ -

1
0
1

(o ale i o}
o a o

1 b

1 b

0 a
Pour tout entier n € N, on pose uy = Tr (M™) et vy = Tr (R(a,b)™).
a. Montrer que M est diagonalisable.

b. Exprimer R(a,b) en fonction de M et I3.

c. Montrer que (un)nen est une suite divergente a valeurs entieres.

d. Montrer qu’on peut choisir a et b de sorte que la suite (vy)nen converge.

CCINP PSI 2021 Adeline Vaudrey 11
Soit E un K-espace vectoriel et f € £(E) tel que f a la méme matrice A dans toutes les bases de E.
a. Soit P € GL,(K), montrer que PA = AP.
b. Soit B € M, (K), montrer qu’il existe A € K* tel que B — Al,, € GL,,(K). En déduire que BA = AB.

c. En déduire la forme de la matrice A. Comment appelle-t-on I’endomorphisme f 7

Mines-Télécom PSI 2021 Juliette Maricourt 11

X1
Soit n € N*, une matrice A =(Cy --- Cn) € Muy(R) définie par ses colonnes et X = | : | € Mu1(R).
Xn

n
a. Que direde X'si ) xjCj =07
=1

b. Diagonaliser M = sans calculer son polynéme caractéristique.

— O O O =
— O © © =
_ —a a a
— O O © =
—_ O O O —
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ORAUX 2022 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

Centrale Mathsl PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte

1
Soit la fonction B définie par B(x) = fo (1 —t?)xdt.

a. Déterminer le domaine de finition I de B.
b. Montrer que B est de classe C! sur 1.
c. Déterminer les limites de B aux bornes de I.
Questions de cours :
e Enoncer le formule de TAYLOR reste intégral.

e Soit f: R? — R de classe C', sans justifier sa dérivabilité, calculer la dérivée de g : t — f(tz,Zt).

Centrale Mathsl PSI 2021 Yuan Le Guennic

a. Montrer que Yu €] —o0; 1], In(1 —u) < —u.

vn 2\ +oo
b. Montrer que lim (1 — L) dx = fo =% dx.

n—+oo J0 n

/2
On admet que j;) sin?™ 1 (t)dt ~

p Htéorales .
S (intégrales de WALLIS)

+o0
c. Montrer que fo e dx = ?

Mines PSI 2021 Mathilde Arnaud II

N . +oo elXt —1 t
On considere la fonction F : x — fo fe_ dt.

a. Montrer que F est définie et de classe C' sur R.

b. Calculer F/(x) et en déduire une expression simple de F(x).
Mines PSI 2021 Thomas Boudaud I
* \2n41 \2n41 . o (2n+1
Pour n € N*, on pose P, = (X + 1) — (X —=1)" et Qn = > (1) P XP.

p=0
a. Déterminer les racines de P, et Qn.

n —
b. En déduire que > LI n@2n-1)
k=1 tanz( ) 3
2n+1
c. Montrerquere}O;ﬂ{, +<L2< 12 _ 12 ey
20 tan“(x)  x sin“(x)  tan“(x)
. +oo 1
d. En déduire la valeur de ), —.
n=1T

1
e. Montrer que, quel que soit n € N, I, = fo In(1 4 x™)dx existe.

Tn(1 +1)

f. Montrer que lim nl, = f dt.
n—-+oo 0 t

2
. En déduire que I,, ~ Z—.
& duein = om
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Mines PSI 2021 Quentin Granier IV et Baptiste Pozzobon III et Raffi Sarkissian ITI

1 _ +oo
Montrer que fo de = > 1

X n=17n

Mines PSI 2021 Adrien Guyot I

oo sin(t)
0

On consideére F : x — e *tdt.

a. Montrer que F est de classe C! sur R et calculer F/(x) pour x > 0.
b. Montrer que F(0) existe et que F est continue en 0.

c. Déterminer HT F(x). En déduire la valeur de F(x) pour x € R.
X—1+00

Mines PST 2021 Johan Haramboure II
1 —(t2+1)x?
) e
Onposef.foO 2
a. Montrer que f et g sont bien définies et dérivables sur R.

b. Montrer que ¥x € R, f(x) + g?(x) = %

x 2
dtetg:x»—)fo et dt.

7’ . . 7 +Oo 2
c. En déduire la valeur de l'intégrale de GAUSS I = fo et dt

Mines PSI 2021 Alexandre Marque I1

Too o
a. Montrer que fo = Sl}?((:)) dt converge.
S
% sin(t) T 2

+
b. Montrer que f;) sh (t) = nz::() m

CCINP PSI 2021 Maxime Brachet II

dt
14+t
. Trouver le domaine de définition D de F.

+oo
On considere la fonction F : x — fo

Q

b. Montrer que F est continue sur D.

. Montrer que F est de classe C! sur un intervalle I & préciser et donner une expression de F/(x).

[¢]

N + x
d. A laide d’un changement de variable, montrer que ¥x € I, F/(x) = f] = % (t]—z — 1>dt.
. En déduire le sens de variations de F.

o}

lag

Trouver la limite de F en +oo0.

g. Etudier la limite de F en 1.

CCINP PSI 2021 Laurine Texier 11

X
Pour tout entier n € N et tout réel x € R, on pose I,,(x) = fo ch(’ilt(t)'

a. Montrer que la fonction I, est bien définie sur R, pour tout n € N.
b. Montrer que la suite (I )nen converge simplement vers une limite & déterminer.
c. La suite de fonctions (I, )nen converge-t-elle uniformément sur Ry ?

d. Donner une relation entre I, 42(x) et In(x).

L teo dt
e. En déduire la valeur, pour n € N*, de J,, = fo )
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CCINP PSI 2021 Antonio Treilhou I

+o0 1

Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = f dt.

o t(1+1)
a. Trouver le domaine de définition D de f.

b. Montrer que f est continue sur D.

c. Montrer que si x € D, alors 1 —x € D et f(1 —x) = f(x).

d. Déterminer des équivalents de f aux bornes de D.

CCINP PSI 2021 Adeline Vaudrey I

. N +OO t
On considére f : x — fo t*e tdt.

a. Montrer que f est définie sur [0; +o00].
b. Montrer que f est continue sur [0; +o0].
c. Montrer que Vx > 1, f(x) = xf(x — 1).

_ n
Pour n € N*, on pose v, = fn . In(f(u))du. On souhaite étudier la nature de Y (=1) . On définit la
n- n>1 Vn

fonction ¢ : [1;4+00[— R par ¢o(x) = fi1 In (f(u))du.

d. Montrer que ¢ est dérivable sur [1; +o0o[ et calculer ¢’(x).

e. En déduire la limite de ¢ en +o00. Conclure.

Mines-Télécom PSI 2021 Juliette Maricourt I
+o0 sin(t)

Pour x > 0, soit f(x) = fo ?dt.
x

+oo 1 —
a. Montrer que f est bien définie sur Ry et que : Vx € Ry, f(x) = f 1 — cos(t) dt.

0 (x+1)?
b. Montrer que f est continue sur Ry.

c. Montrer que f est C? sur R’ et solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a déterminer.
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ORAUX 2022 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

X PSI 2021 Clément Lopez 1

Soit n > 1 et vy,---,vy des vecteurs de R™ deux & deux distincts. Pour tout entier k € [[1;n], on note

Hy Dhyperplan d’équation xx = 0 (k-itme coordonnée nulle dans la base canonique) et py la projection

orthogonale sur Hy.

a. Montrer que dim( Vect (vi — vj)) <n-—1.

1<i,j<n

b. Montrer qu’il existe k € [[1;n] tel que px(v1),- -+, pk(vn) sont eux aussi deux a deux distincts.

ENS Cachan PSI 2021 Robin De Truchis

Soit A € My (R) et a 'endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.

On dit que A admet un pseudo-inverse s’il existe une matrice B € M, (R) telle que :

e AB = BA.
e A = ABA.
e B = BAB.

a. Supposons que r = rang (a) = rang (a?). Montrer que R™ = Im (a) @ Ker(a). En déduire qu’il existe

P € GLn(R) et C € GL+(R) telles que A =P (C 0) -1
b. Montrer que A admet un pseudo-inverse si et seulement si rang (a) = rang (a?).

On suppose dans la suite que A admet un pseudo-inverse et que B est un “pseudo-inverse” de A. On note b

I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a B.

c. Montrer que a o b est un projecteur dont on déterminera les sous-espaces caractéristiques.
d. Montrer 'unicité de B.

e. Montrer que B est un polyndéme en A.
On suppose de plus que Ker(a) et Im (a) sont orthogonaux et on se donne un vecteur y € R™.

f. Montrer que le vecteur v = b(y) est tel que :
e f:x— |la(x) — y|| est minimale en v.
e Siw #£v e R™ vérifie f(w) = f(v), alors ||w]| > |[v]].
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ENS Cachan PSI 2021 Antoine Faivre-Duboz
Soit un entier n > 2.
T—n 1 e 1

a. On pose dans cette question B = 1 : € Mn(R). Déterminer le spectre de B avec

T -+ 1 1-n
les ordres de multiplicité de chacune des valeurs propres.

Soit dans la suite de I'exercice une matrice A = (aij)1<ij<n € Mn(R) symétrique telle que I'on ait les

n
conditions V(i,j) € [1;n]?, i#j=>aij; >0et Vi€ [1;n], Y ai; =0.
j=1

b. Montrer que le spectre de A est inclus dans R.
c. Montrer que VX € M; »(R), (AX|X) <o0.

d. En déduire la plus grande valeur propre de A, qu’on note Ay, et donner son ordre de multiplicité.

e. Montrer que pour tout X € Mj ,(R), on a [|AX|]? < ( > |ai’j|> YRS
1<ij<n

f. En déduire une majoration de la valeur absolue des valeurs propres de A.

Centrale Mathsl PSIT 2021 Antoine Faivre-Duboz

Soit n € N*, d € N* et A = (aij)1<i,j<n € Mn(R) qui vérifient les propriétés suivantes :
e V(1,j) € [1;n])%, aij € {0,1}.
e A est symétrique et Tr (A) = 0.
e A —A+(d—NIh=T=1)i<ij<n-

Soit a et b les deux racines de X2 — X +d —1et V€ My 1(R) tel que 'V =(11---1).

a. Montrer que les termes diagonaux de A sont nuls.

b. Montrer que AV = dV.

c. Trouver une relation donnant n en fonction de d.

d. Montrer que Sp(A) C {a,b,d}.

Centrale Mathsl PSI 2021 Robin Gondeau

On se place dans R™ muni de son produit scalaire canonique et de sa norme associée.

Pour p > 0, on dit qu’une famille (X7, -+, Xn) € (R™)™ est p-presque orthogonale si :
e Vie [in], |[Xi][=1.

1 n 3 n 2 n 5
oV(a]y“,an)GRn,fZaié > aiXy guZai.
Hi=1 i=1 i=1
a. Montrer que (X7, -+, Xy ) est orthonormée <= (X1, -+, X;,) est une famille T-presque orthogonale.
b. Montrer que si (Xj,---,Xn) est p-presque orthogonale, alors (Xi,- -+, Xy) est libre.
Soit B = (Vi,--+,Vy) une famille libre. On note Q la matrice de passage de la base canonique & B et
aj N
G ='QQ. On se donne un vecteur colonne A = ], W= > aiVj et B=PA.
i=1
an

c. Montrer qu’il existe P € O, (R) telle que G = 'PAP avec A diagonale & coefficients strictement positifs.
d. Déterminer un encadrement de ||W/||? en fonction des valeurs propres de G et de ||B||2.

e. En déduire que B est p-presque orthogonale pour une valeur p a déterminer.
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Centrale Mathsl PSI 2021 Adrien Guyot
Soit n € N*, A et B deux matrices symétriques de M (R) telles que Sp(A) C R et Sp(B) C R..
a. Montrer qu'il existe R € GLn(R) telle que A = *RR.
b. Montrer qu'il existe P € GL,,(R) et D € M, (R) diagonale telles que A = 'PP et B = *PDP.
c. Montrer que det(A + B) > det(A) + det(B).

Centrale Mathsl PSI 2021 Paul Jals
Soit ® : R — R définie par ®(x) = e
+
On définit le produit scalaire (.|.) sur R[X] par (P|Q) = f_ > P(X)Q(x)e_XZ dx.

a. Montrer que ® est de classe C* sur R et que, pour tout entier n, il existe un polynome réel P, tel que
Vx € R, &M (x) = P, (x)®(x). Quel est le degré de P, ?

b. Montrer que (.|.) est bien un produit scalaire sur R[X].

c. Montrer que la famille (P )nen est orthogonale.

d. Montrer que P, n’admet que des racines simples pour tout n € N*.

Centrale Mathsl PSI 2021 Esteban Poupinet
Soit n € N* et E = R™ muni de son produit scalaire canonique avec sa base canonique By.
Soit une matrice A € M, (R) telle que A2 = A.
On définit les deux endomorphismes p et q de E tels que A = Mat 5, (p) et *A = Mat 5,(q).

a. Montrer que V(x,y) € E2, (p(x)|y) = (x]q(y)).

n
b. Soit B = (v1,---,vn) une base orthonormée de E. Montrer que Tr (qop) = > |[p(vi)||*.
k=1

c. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, Tr (g op) = Tr (p).
d. Dans le cas général, montrer que Tr (qop) = Tr (p).
e. Montrer que Tr (qop) = Tr (p) <= p est orthogonal.

Centrale Mathsl PSI 2021 Raffi Sarkissian
Soit n € N* et une matrice M € M, (R). On dit que M est :
e orthodiagonalisable (ODZ) s’il existe D € My (R) diagonale et P € O(n) telles que M = PD*P.
e orthotrigonalisable (OTZ) s'il existe T € M, (R) triangulaire et P € O(n) telles que M = PT'P.

Soit 6 € R et N(0) = (Zf’iEg; _czlsr(lé()a))

a. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que M soit ODZ.

b. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 6 pour que N(0) soit OTZ.

c. Montrer que M est OTZ si et seulement si xpm est scindé dans R[X].

Mines PSI 2021 Robin De Truchis I

Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la projection orthogonale p sur le plan P : x+y+z = 0.

Mines PST 2021 Antoine Faivre-Duboz I1
Soit deux entiers n et p tels quen >3 et 2 <p <n.
Soit aussi une matrice A € My p(R) telle que rang (A) = p. On pose alors B = 'AA.
a. Montrer que B est une matrice inversible.

b. Montrer que P = AB~'*A est la matrice d’une projection de rang p.
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Mines PSI 2021 Antonio Treilhou I
Dans R? euclidien canonique, on considére une droite vectorielle D et un plan vectoriel P.
On note r une rotation d’angle 6 €]0; 2n[ autour de la droite D et s la réflexion de plan P.
a. On suppose dans cette question que D L P, montrer que sor =Tt os.

b. Que peut-on dire si sor=ros ?

Mines PST 2021 Sylvain Vigouroux II
Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 et u un vecteur unitaire de E.
On définit application f : E — E par f(x) = (x|u)u + x A u.
a. Montrer que f est une isométrie et la caractériser.

b. Déterminer les endomorphismes g de E qui vérifient g% = f.

CCINP PSI 2021 Maxime Brachet

Soit n € N* et M € M, (R) telle que M(*MM)? = I,,.

a. A l'aide du déterminant, montrer que la matrice M est inversible.
b. Montrer que M est symétrique.

c. En déduire que M = 1,,.

CCINP PSI 2021 Mehdi Hamdaoui II

Soit Dy (R) l'ensemble des matrices M = (myj)1<i,j<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {mq1, -, mnn}
(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité).

1 2 3 --+'n
. 1 e e ]
0 1 2 : .o .
Onpose A=|: - - - ]etB= )
: : -2 1 e
0 v v 0 1

On note S, (resp. An) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M, (R).
a. Les matrices A et B sont-elles dans D (R) ?

b. L’ensemble Dy, (R) est-il un sous-espace vectoriel de Mn (R) ?

c. Montrer que si A € My, (R) est symétrique, alors > aiz]- = Y ma(A)A%. En déduire D, (R)NSy,.
I<iLj<n 7 AeSp(A)

d. Déterminer D (R) N A,.

CCINP PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte 11

¢
_t

Soitne N*, C= [ eMnJ(R)etM:(]C IC>eMn+1(R).

n

Cn
a. Calculer *MM. En déduire que M est inversible.

b. Montrer que N = M~'*M est une matrice orthogonale.
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CCINP PSI 2021 Juliette Maricourt II

n
Soit E un espace euclidien, uy, - - -, u, des endomorphismes symétriques de E tels que Y rang (ux) = dim(E)
k=1

n
et tels que Vx € E, > (ur(x)[x) = ||x]|*.
k=1

n
a. Montrer que I’endomorphisme ( > uk) — id ¢ est diagonalisable.
k=1

n
b. En déduire que Y wy =id.
k=1

n
c. Montrer que E = @ Im (uy).
k=1
d. Montrer que uy, - --,u, sont des projecteurs orthogonaux.

CCINP PSI 2021 Esteban Poupinet 11

Soit n € N* et A € My, (R) non nulle telle que A3 + 9A = 0.
a. Montrer que Sp(A) C {0, 3i, —3i}.

b. A est-elle diagonalisable dans My (C) ?

c. A est-elle diagonalisable dans M, (R) ?

d. Sin est impair, montrer que A n’est pas inversible.

e. Montrer qu’il n’existe aucune matrice symétrique réelle non nulle telle que A3 4+ 9A = 0.

CCINP PSI 2021 Margot Reungoat 11

Soit E un espace préhilbertien et p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si Vx € E, ||p(x)|| < ||x]]-

CCINP PSI 2021 Laurine Texier

Soit n € N*, A une matrice antisymétrique de My, (R) et f 'endomorphisme de R™ canoniquement associé

a A. On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

a. Montrer que Y(x,y) € (R™)?2, (x|f(y)) = —(f(x)]y).

b. Montrer que det(f) = (—1)"det(f). Qu’'en déduit-on ?

c. Montrer que f induit sur Im (f) un endomorphisme injectif. Qu’en déduit-on sur la dimension de Ker(f) ?

d. On suppose dans cette question que n = 3. Montrer qu’il existe une base orthonormale B = (v1,v2,v3)

0 0 0
de R3 telle que Mat (f) = | 0 0 —a |. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
0 a O

Mines-Télécom PSI 2021 Margot Reungoat I (sur 6 points)

a. Soit E un espace euclidien, x un vecteur de E et F un sous-espace vectoriel de E. Rappeler la définition de

la distance de x a F et exprimer sa valeur avec une projection orthogonale.

. . T 10 0 1
Dans la suite de cet exercice, on prend E = Mz(R), (A|B) =Tr (A'B) et F = Vect o 1\ o) )
b. Donner une base orthonormale de F.

c. On prend M = <; ;) Calculer d(M, F).
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ORAUX 2022 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

ENS Cachan PSI 2021 Alois Doucet

On note G un graphe non orienté, S 'ensemble de ses sommets (numérotés de 1 & n). Chaque sommet peut

étre relié aux autres, la probabilité d’une liaison est p €]0;1].

Soit x et y deux sommets distincts de ce graphe, on note Ty, = 1 si une aréte existe entre x et y et T, = 0

sinon : la variable aléatoire T  suit donc une loi de BERNOULLI de parametre p.

On note Z le nombre de sommets isolés (aucune aréte ne part de ce sommet).

a. On a n sommets, combien a-t-on d’arétes ?

b. On prend un sommet, quelle est la loi régissant le nombre d’arétes issues de ce sommet ?

c. Montrer que E(Z) =n(1 —p)™~ .

d. Montrer que P(Z =0) < I;;(ZZ))Z Indication : on pourra utiliser Z = Z — E(Z).
. In(n)
On suppose dorénavant que p = ¢ avec ¢ > 0.
n

e. Comportement asymptotique de E(Z) quand n tend vers +o0o en fonction de c.
f. Que peut-on dire de P(Z =0) si ¢ > 1 quand n tend vers oo 7

g. Que peut-on dire de P(Z =0) si ¢ < 1 quand n tend vers +oo ?

ENS Cachan PSI 2021 Robin Gondeau

On dit qu'une matrice carrée est simple lorsque toutes les multiplicités de ses valeurs propres valent 1.
A
b
c € R. Le but de I'exercice est de montrer que si M n’est pas simple, alors b est orthogonal & un vecteur

Soit M € My +1(R) une matrice symétrique réelle que I'on écrit M = ( E) ol A € Mu(R),be R™ et

propre de A. On suppose dans la suite de ’exercice que M n’est pas simple.

a. Montrer qu'il existe une valeur propre A de M et un vecteur propre v = (vi,---,vns1) € R*1 de M

associé a A tel que vp11 = 0.
b. Montrer que cette valeur propre A de M appartient aussi au spectre de A.

2 0 0 Xj
0 -1 Xs Xz
0 Xs 1 X3
X1 X2 X3 X4

qui suivent la loi de BERNOULLI de parametre p €]0;1].

Soit N = ou X1, X2, X3, X4, X5 sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes

On note aussi B I’événement B = “N est simple”.

c. Montrer que P(B) > 3p> — 2p*.
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ENS Cachan PSI 2021 Paul Jais et Pierre-Issa Lacourte
Soit n € N* et Sy, le groupe des permutations de I’ensemble [1;n] (les bijections de [[1;n] dans [1;n]). On
définit (dn)nen par do =1 et, sin > 1, dy, est le nombre de permutations ¢ de S, n’ayant aucun point fixe.
n
a. Soit (un)nen une suite complexe, on pose, pour tout entier n € N, v, = > (E)unk.
k=0
Trouver u, en fonctions des termes de la suite (vp)pen. Indication : commencer par n = 2, n = 3.

b. Calculer d,, en fonction de n.
On considére une urne avec n boules numérotées de 1 a n et on effectue n tirages sans remise en notant
at, -, an les numéros des boules dans ordre. Soit o : [1;n] — [1;n] la permutation définie par o(k) = ax

associée a cette expérience aléatoire.
c. Montrer que o suit la loi uniforme sur S,.
d. Soit Q une partie de [[1;n], on pose Tq la fonction indicatrice de Q, c’est-a-dire Mg :  — {0,1} définie
par To(w) =1si Vi€ Q, o(w)(i) =1iet o(w)(i) = 0 sinon. Déterminer la loi de Tq.
Soit F la variable aléatoire qui compte le nombre de points fixes de 0. On note f sa fonction génératrice.
F
e. Calculer I'espérance de la variable aléatoire () pour j € N.
)
f. Déterminer complétement f.

g. Calculer, pour k € N fixé, la valeur de lim P(F = k).

n—-+oo

ENS Rennes PSI 2021 Raffi Sarkissian

S

+oo
Soit P = {p1,p2,- -} 'ensemble des nombres premiers (p; = 2, p2 = 3, etc...) et, pours > 1, {(s) = >, n~ 5.
n=1

a. Soit s > 1, pour quels valeurs de A € R, la famille (qn)nen = (An*S)nE y- définit-elle une loi de

probabilité sur N* par I'intermédiaire de Vn > 1, P({n}) =An"%?

b. Soit s > 1, pour A trouvé a la question a., soit X une variable aléatoire suivant la loi Qs précédente :
c’est-a-dire P(X =n) = An~%. Pour quelles valeurs de s la variable X admet-elle une espérance finie ?

c. Pour p nombre premier, on pose A, = p N*. Montrer que les (A,)pcp sont mutuellement indépendants

pour la loi de probabilité précédente.

N
d. En déduire que ¢(s) = lim ][ % qu’on note ¢(s) = [] %
N—+too =y T =Py pe?1 - P
e. Est-ce que la série Y 1 converge 7

n>1Pn
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ENS Cachan PSI 2021 Guillaume Touly

On définit une suite de variables aléatoires (X, )nen qui suivent toutes une loi de BERNOULLI de parametre

% et qui sont mutuellement indépendantes.

e On définit T tel que T = n si n est le plus petit entier tel que X;, = 0 et T = +o00 s’il n’existe aucun
entier p € N tel que X, = 0.
e On définit T’ tel que T = n si n est le plus petit entier strictement positif tel que X;, = Xp_1 = 1
et T = +oo s'il n'existe aucun entier p € N* tel que X, = Xp—1 = 1.

a. Pour n € N, calculer P(T =n) et P(T>n).

b. Calculer P(T = +00).

c. Calculer E(T) et V(T).

d

. Calculer P(T’ = k) pour k € [[1;4].
o 3P(T >n —2)
4
f. Montrer que T’ est presque strement finie ; ¢’est-a-dire que P(T' = +o0) = 0.
g

. Montrer, pour n > 2, que P(T" =n) = %]P’(T’ =n—1)+ JIP(T/ =n-—2).

. Montrer, pour n > 2, que P(T' > n) <

h. Montrer que T’ est d’espérance finie et calculer cette espérance (sans calculer P(T' =n)).

Centrale Mathsl PSI 2021 Antoine Greil 11

a. Enoncer puis démontrer I'inégalité de MARKOV.
b. Soit n € N*, (Xy,-+,Xy) une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi

n
de BERNOULLI de parametre % et ¢ > 0. On pose S;, = Y Xy, majorer la quantité ]P’(Sn — % > E).
k=1

Mines PSI 2021 Magva Berland I
Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent toutes la loi de

n
BERNOULLI de parametre p €]0;1[. Pour n € N*, on pose Y, = Xn_1Xn et S = D Vi
i=1
a. Donner la loi de Y.

b. Exprimer la covariance Y;Yj si (i,j) € (N*)2. Les Yy, sont-ils deux & deux indépendants ?
c. Donner une majoration de P(|S;, — E(Sn)| = ¢) pour ¢ > 0.
d. La suite (Yn)n>1 vérifie-t-elle les hypotheses de la loi des grands nombres 7 Satisfait-elle ses résultats ?

Mines PST 2021 Maxime Brachet I

Pierre et Marie jouent & un jeu. Ils effectuent une série de parties indépendantes. Pierre gagne avec une
probabilité p et Marie avec une probabilité q = 1 — p. A Tissue de la partie, il y a forcément un gagnant.
On note ayn la probabilité pour qu’il y ait égalité des parties gagnées a l'issue de la 2n-iéme partie.
Et b,y la probabilité pour que la premiere égalité arrive a la 2n-ieme partie.

—+o0 —+o0
On note A(x) = > aznx?™ et B(x) = > bonx?™.

n=1

n=1
a. Exprimer a,, en fonction de n.

b. Quel est le rayon R, de > aznx?™ ?

n=0
c. Donner une condition sur p pour que A(1) existe.
d. Montrer que A(x) = S ——

V1 —4pgx?
. Relier A et B. En déduire B(x).
Donner la probabilité n pour qu’il n’y ait jamais égalité du nombre de parties gagnées.

-0
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Mines PSI 2021 Clotilde Cantini I

On appelle au téléphone n personnes (numérotées de 1 & n) par vague de fagon indépendante sachant qu'une

personne répond avec une probabilité p €]0; 1[. On définit les variables aléatoires suivantes :
e X; représente le nombre de personnes ayant répondu pendant la premiere vague.
e X, est le nombre de personnes ayant répondu parmi les n — X; contactées lors de la deuxieme vague.
e En général, si k > 3, Xy correspond au nombre de personnes parmi les n — X7 — Xz — -+ — Xx_1 ayant
été appelées lors de la k-ieme vague d’appels.
e Pour i € [[T;n], on note Y; le numéro de la vague pendant laquelle la personne numéro i a répondu.

e Pour k > 1, Sy = X7 +--- 4+ Xk est le nombre de personnes ayant répondu lors des k premieres vagues.
e N est le nombre de vagues d’appels nécessaires a ce que toutes les personnes décrochent.

a. Les variables aléatoires Xj et X, sont-elles indépendantes ?
b. Donner les lois de X7 et X, et la loi de Y.
c. Donner la loi de Xy pour tout entier k > 3.

d. Donner la loi de Sy.
e. Donner la loi de N. En déduire I’espérance de N.

Mines PST 2021 Quentin Granier I1I

Pour n € N*, on note Sy I'ensemble des permutations de [[1;n].
On choisit de maniére équiprobable une permutation dans S, et on note F son nombre de points fixes.

Calculer 'espérance de F et sa variance.

Mines PSI 2021 Antoine Greil I
Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N* telle que ¥n € N*, P(X >n —1) > 0.

Pour tout entier n € N*, on note up, = P(X=n|X>n—1).

n—1
a. Montrer que pour tout n € N*, u, € [0;1] et P(X >n—1)= ] (1 —ux).
k=1
b. Montrer que > u, diverge.
ne N*
Réciproquement, soit (vn)n>1 une suite de réels tels que Vn € N*, v, € [0;1] et telle que > vy diverge.

n>1
c. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Y a valeurs dans N* telle que pour tout n € N* | on ait la

relation P(Y>n—1)>0et P(Y=n]Y>n—1) =vy.

Mines PST 2021 Clément Lopez I1

Soit (Xk)ken» une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes qui vérifient Xy () = {—1,1}

n
avec P(Xx =1)= P(Xy = —1) = % pour tout k € N*. Pour n € N, on pose S, = > Xx.

k=1
Si A ={ne N*|S;, =0} est vide, on pose R = 400, sinon on pose R = Min(A).

+o0 oo
On pose F(x) = Y, P(Sn =0)x™ et G(x) = > P(R=n)x™ en cas de convergence.
n=0 n=1

a. Montrer que F et G sont de classe C* sur | — 1;1[ et que G est continue sur [—1;1].
b. Pour n € N* et k € [1;n], montrer que P(S, =0,R=%k) = P(Spn_ =0)P(R = k).
En déduire que Vx €]1; 1], F(x)G(x) = F(x) — G(x).

—_

n

d. En déduire que Vx €] — 1;1], G(x) =1 — V1 —x2.

2
c. Montrer que P(Son41 =0) et P(So, =0) = 22”( n>.
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e. Calculer P(R = +00).

Mines PSI 2021 Arthur Riché I

Une urne contient 2 boules blanches et 8 boules noires. Un joueur effectue 5 tirages dans cette urne.

On compte les points comme suit :
e une boule blanche tirée rapporte 2 points (42 points).

e une boule noire tirée fait perdre 3 points (—3 points).

On définit les variables aléatoires X et Y comme suit :
e X qui est le nombre de boules blanches tirées.

e Y qui est le nombre de points obtenus (somme de +2 et de —3).
Dans les deux prochaines questions, les cinq tirages se font avec remise.
a. Trouver la loi de X, son espérance et sa variance.
b. Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

Dans les deux questions suivantes, les cing tirages s’effectuent sans remise.
c. Trouver la loi de X, son espérance et sa variance.
d. Déterminer la loi de Y.

Mines PSI 2021 Raffi Sarkissian I

Soit n € N* et Xy,---,X;, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes la loi de
X1 1

BERNOULLI de parametre p €]0;1[. Onpose U= | : |, V=[], M=U"UetS="VMV.
Xn 1

a. Quelles lois suivent les variables aléatoires rang (M) et Tr (M) ?
b. Quelle est la probabilité que M soit un projecteur ?
c. Calculer E(S) et V(S). Indication : on pourra commencer par le cas n = 2.

CCINP PSI 2021 Julie Coheleach I
Le nombre d’enfants N suit la loi de POISSON de parametre A > 0. La probabilité qu un enfant soit une fille
est p €]0; 1[. On note X le nombre de filles.

a. Donner la loi de probabilité du couple (N, X).
b. Donner la loi de X.

CCINP PSI 2021 Mehdi Hamdaoui 1

Soit X, Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N, qui suivent la méme loi, qui admettent

une espérance et une variance finies, et telles que Z = X+Y+1 suive la loi géométrique de parametre p €]0;1][.
a. Déterminer, en fonction de p, ’espérance et la variance de X.

b. Trouver la fonction génératrice de X.

c. Déterminer la loi de X.

CCINP PSI 2021 Pierre-Issa Lacourte 1

On dispose d’une urne contenant trois jetons indiscernables numérotés de 1 a 3. On effectue des tirages

mutuellement indépendants avec remise d’un seul jeton & la fois. On note :
e Y le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiere fois deux numéros différents.
e Z le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiere fois les trois numéros.

a. Déterminer la loi de Y.

b. Identifier la loi de Y — 1. En déduire E(Y) et V(Y).

c. Déterminer la loi du couple (Y, Z).

d. En déduire la loi de Z ainsi que E(Z).
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CCINP PST 2021 Alexandre Marque et Adele Robert 1

111
Soit =11 1 1]etM=]—1s.
11 1

On note A, B, C trois points distincts du plan sur lesquels une puce peut se déplacer selon la regle suivante :

e La puce est initialement en A (& I'instant 0).

o A chaque tour, elle change de point de maniere équiprobable.

On pose A, = “la puce est en A au temps n”, B;, = “la puce est en B au temps n”, C,, = “la puce est en C
P(An)

au temps n”. On pose enfin, pour tout entier n, le vecteur colonne U,, = [ P(By)
P(Cn)

a. Exprimer U, 47 en fonction de Usy.

b. Montrer que M est diagonalisable. Donner ses sous-espaces propres. En déduire M™.

c. Trouver un polynéme annulateur P de J. Trouver le reste de la division euclidienne de (X —1)™ par P. En
déduire la valeur de M™ d’une autre maniere que celle de la question précédente.

d. Déduire des questions précédentes la valeur de lim Uy.
n—-+oo

e. Que dire de cette limite si on ne connait pas Uy ?

CCINP PSI 2021 Margot Reungoat I

On dispose de n > 2 urnes numérotées de 1 a n. Pour k € [[1;n], dans I'urne numérotée k, on a k boules

numérotées de 1 a k. On choisit une urne au hasard et une boule dans cette urne. On définit :
e X, le numéro de 'urne choisie.
e Y, le numéro de la boule obtenue.

a. Déterminer la loi du couple (Xn, Yn).

b. En déduire la loi de Y;, (sous forme de somme).

c. Calculer E(Yy).

d. Calculer V(Yy).
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ORAUX 2022 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

ENS Cachan PSI 2021 Julien Gombert et Quentin Granier

Soit (a,b) € R? tel que a < b, U un ouvert de R3, une fonction f : U — R de classe C? et une fonction
@ @ [a;b] — R de classe C? telle que Vx € [a;b], v(x) = (x,0(x),9'(x)) € U. Soit aussi une fonction
g : [a;b] — R de classe C' telle que g(a) = g(b) = 0. On pose, pour un réel t et x € [a; b], @1 (x) = @(x)+tg(x)
et vi(x) = (x, 9 (x), 9 (x)). On pose aussi I, = fab f(ve(x))dx.

a. Montrer qu’il existe o > 0 tel que Vt € [—«a; o, vi(x) € U.

b
b. Montrer que h: t — I, est dérivable en 0 et que h/(0) = fa {g—;(v(x)) - d%( (g—i(v(x)))} g(x)dx.

c. On suppose que pour toute g : [a;b] — R vérifiant les hypotheses précédentes, application h : t — I,

admet un extremum local en 0. Montrer que ¢ est solution d’une équation différentielle & déterminer.

ENS Cachan PSI 2021 Baptiste Pozzobon 11
Soit 1’équation différentielle (E) : (1+x?)y” +2xy’ —2y = 0. On cherche les solutions y de (E) développables
+

o0
en série entiere sous la forme y(x) = > anx™ et qui vérifient y(0) =1 et y'(0) = 0.
n=0

a. Déterminer les coefficients an,.

b. Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere.

c. Donner le développement en série entiere de Arctan.

d. Exprimer y vérifiant les hypotheses a I'aide de fonctions usuelles.

. Quel est le domaine de validité de y en tant que solution de (E) ?

o}

f. Y a-t-il unicité de y vérifiant les hypotheses 7

Centrale Mathsl PSI 2021 Julie Coheleach

Soit B = (7,7, ¥ ) la base orthonormée directe canonique dan R? euclidien orienté canonique.

Soit S la surface d’équation z = g(x,y) avec g € C'(R?, R).

On considere aussi I’équation aux dérivées partielles (E) : 2%% + % =0.

On dit que g € C'(R?, R) vérifie la propriété (P) si, au niveau des points réguliers de S, la normale & la
surface S est orthogonale au vecteur @ = 271 + 7.

a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour qu’elle vérifie la propriété (P).

b. Montrer que ¢ : R? — R? définie par ¢(x,y) = (x — 2y,y) est inversible et donner son inverse 1.

c. Pour g € C'(R?, R), on pose h = g op. Montrer que h est C' sur R? et calculer ses dérivées partielles.

d. Résoudre (E).
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Centrale Maths1 PSI 2021 Robin De Truchis
Soit n € N* et A € My, (R) symétrique. On définit fa : My 1(R) — R par faX) = (X]AX).
Pour Z € My,1(R), on définit gz : Mn,1(R) — R par gz(X) = 'ZAZ — fo(X).
a. Montrer que Sp(A) C R% <= (VX € My,1(R) \ {0}, *XAX >0).

b. Montrer que gz admet un extremum absolu atteint en A~ Z.

Centrale Mathsl PSI 2021 Yohan Haramboure

2 2

f: R? = R de classe C? est dite harmonique sur D C R? si V(x,y) € D, %(x,y) + gig(x,y) =0.
x Yy

Soit u: R} — R de classe c2.

_1\n LM
Pour n € N, on définit la fonction u, : R? — R par un(x,y) = %

n)!
a. Trouver u pour que g : U= R?\ {(0,0)} — R définie par g(x,y) = u(x? + y?) soit harmonique sur U.

“+o0
b. h: R? — R définie par h(x,y) = > un(x,y) est-elle continue sur R? ?

n=0

c. Montrer que h : R* — R est de classe C? et harmonique sur R2.

Centrale Mathsl PST 2021 Clément Lopez

Soit n € Z et I'équation différentielle (E,,) : x*y” +xy’ —n?y = 0.
Soit f: RZ = Ret g: Rf—> R de classe C' telles que ﬁ @q et glj ——%g. On définit f : RY x R— R
et g: Ry x R — R par f(r,0) = f(rcos(0),rsin(0)) et g(r,0) = g(rcos(),rsin(0)).

7T o .
Pour n € Z et r > 0, on pose cn(r) = zi f(r,0)e~m%4e.
TJ—7

a. Pour « € R, quelles sont les fonctions u : t — t* qui sont solutions de (En) sur R ?

En déduire la résolution compléte de (En) sur RY.

b. Trouver une relation entre a f et ag% d’une part, et entre 66 et i d’autre part.

c. Montrer qu’il existe une suite (an)nez € CZ telle que Vn € Z, Vr > 0, cn(r) = anr™.

Mines PSI 2021 Antoine Faivre-Duboz I

Soit f: R — R de classe C' et g : R? — R définie par g(x,y) = 1 fy f(t)dt si x Zy et g(x,x) = f(x).
Yy —XJIXx
On définit aussi la partie D = {(x,y) € R? | x # y} de R%. Soit a € R.

a. Montrer que g est de classe C' sur D et donner ses dérivées partielles.

f(a)

2

b. Montrer que g admet des dérivées partielles d’ordre 1 au point (a, a) et que %%(a, a) = %3((1, a) =

(yjix)z fxy (y—t)(f(t) — f'(a))dt.

0 0
c. Montrer que V(x,y) € D, ﬁg(x,y) - ﬁg(a, a) =
d. En déduire que g est de classe C! sur R2.

Mines PSI 2021 Paul Jais 11
a. Résoudre (E) : x%y” —6éxy’ + (12+x?)y = 0 sur R7.

Indication : on pourra chercher des solutions y de (E) développables en série entiere sur |0;7[.
b. Résoudre (E) sur R.
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Mines PSI 2021 Yuan Le Guennic 1T
Soit u: Ry — R continue et intégrable sur Ry et f : R; — R une solution sur Ry de (E) : y”’+(1+uw)y = 0.
On définit g : R, — R par g(x) = f(x) + fo" sin(x — u(t)f(t)dt.
a. Trouver une équation différentielle vérifiée par g.
b. Montrer qu'’il existe ¢ € Ry tel que ¥x € Ry, [f(x)] <c+ fox [u(t)] [f(t)|dt.

c. Montrer que f est bornée sur R,.
Mines PSI 2021 Baptiste Pozzobon 11

2_ .2
Soit f: R? — R définie par f(x,y) = xy();_i_ig) six #y et £(0,0) =0.
x Y

a. Montrer que f est continue sur RZ.
b. Montrer que f est de classe C! sur R2.
c. Calculer les dérivées partielles seconde de f en (0,0).

d. Qu’en déduire sur la fonction f ?

Mines PST 2021 Guillaume Touly I
a. Soit (a,b) € R? et f,g: R — R continues.
Résoudre (E) : y' 4 fy = g avec y(a) =b. Y a-t-il unicité de la solution ?
b. Soit « > 0 et h: R — R continue et bornée sur Ry.

Résoudre (E) : y’ — ay = h. Montrer qu’il existe une unique solution de (E) qui soit bornée sur R.

CCINP PSI 2021 Esteban Poupinet I

—+oo
Soit f: R — R telle que ¥x € R, f(x) = > anx™ olt (an)nen € RY et telle que f soit solution sur R de
n=0

I'équation différentielle (E) : x2(1 —x)y” —x(1 +x)y’ +y =0.
a. Montrer que f est de classe C? sur R et que ' et £/ sont développables en série entiére.

+oo
b. Montrer qu'il existe (by)nen € R telle que x(1—x)f" (x) —x(14x)f' (x)+f(x) = ap+ > bn(an—an_1)x™.

n=2
c. En déduire une solution de (E) sur | — 1;1].
d. Puis toutes les solutions de (E) sur | — 0o;0[, ]0; 1] et ]1; +o0].

Mines-Télécom PST 2021 Margot Reungoat IT (sur 14 points)

On considere I'équation différentielle (E) : y” +y = e VX,
a. Montrer que yo : x — sin(x) fox cos(t)eVdt — cos(x) j;)x sin(t)e~Vtdt est solution de (E) sur R .

b. Montrer que les solutions de (E) sur R* sont les fonctions y : x = acos(x)+b sin(x)+fox sin(x—t)e~Vidt
avec (a,b) € R2.

c. Montrer que t — eVt est intégrable sur R,.

d. Soit deux fonctions a,b : Ry — R ayant des limites finies £, et {, respectivement en +oco. Montrer que
f:x+— a(x)cos(x) + b(x) sin(x) admet une limite finie en +o0 si et seulement si £, = &, = 0.

e. En déduire la solution de (E) sur R qui admet une limite finie en +oc.
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