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ORAUX 2022 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

Méthode 1 : Comme f’ est bornée sur R, on a ff’ = O(f) donc, comme f est intégrable sur Ry et que ff
oo

“+ o0
est continue sur R, , la fonction ff’ est intégrable aussi sur R, par comparaison. Ainsi, fo f(t)f'(t)dt

x
converge ce qui garantit I'existence d’une limite finie de fo f(t)f'(t)dt quand x tend vers +oo. On peut

donc poser { = lim f%(x) > 0 car fox f(t)f' (t)dt = {fz(t)}: = fzgx) - fzéo).

X—+00 2

f(x) = v/f2(x) donc, par continuité de la fonction racine, HT f(x) = V€. Mais comme f est intégrable sur
X—+00

Comme f est positive,

R, on sait d’apres le cours que ceci impose 1111 f(x) = 0 comme attendu.
X—+0o0

Méthode 2 : supposons que f ne tende pas vers 0 en +oco. En niant Ve > 0, da € Ry, Vx > a, 0 < f(x) <,

il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout réel a > 0, il existe x > a tel que f(x) > ¢. On crée une suite de
points (xn)n>o de la maniére suivante :
- avec a = %, il existe xo > 1 tel que f(xo) > e.

- soit n € N tel que les réels positifs xg, - - -, xn, soient définis, alors on prend a = 1+x,, > 0 et il existe
Xxn4+1 > 1+ xn tel que f(xny1) > €.
Par construction, on a défini une suite strictement croissante (xn)nen telle que Vn € Ny xpi11 —xn > 1 et

f(xn) > €. Par une récurrence simple, on montre que ¥n € N, x;, > n donc lim x,, = +o00.
n—+oo

Par hypothese, il existe M > 0 tel que Vx > 0, |f'(x)] < M. D’apres le théoréme des accroissements finis,
[f(x) — f(xn)| < M|x — x| donc f(x) = f(x) — f(xn) + f(xn) > € — M|x — x| donc f(x) > % des que
Ix —xn| < ﬁ Posons o = Min (ﬁ, %) >0, on a donc Vx € [xn — a;xn + af, f(x) > % Par construction,

les segments [xn, — o;xn + ] ne se chevauchent pas car o < On en déduit, puisque f est positive,

N =

Xn+oa n X+ :
que v € N, [T fmar > 3 ( [ f(t)dt) > (n+1)2a)(e/2) = (n + Nae (1). Or la fonction
— Xk —&X
x . k=0 +oo N . . . erz
X fo f(t)dt est croissante et elle tend vers fo f(t)dt par hypothese ce qui est contredit par I'inégalité
1) qui U Tt na
(I) qui prouve que im fo f(t)dt = +oo.

On a donc prouvé par Pabsurde que lim f(x) = 0.
X—+00

x
Pour tout o« € R, la fonction fy : t — 1t+ " est continue sur R .

e Comme fq(t) v t* = t*%’ la fonction fq est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si —a < 1 <= a > —1
par comparaison et par le critere de RIEMANN (en 0V).
e Comme fy(t) fod tx 1 = t%o" fo est intégrable sur [1;+o00] si et seulement si 1 — x> 1 <= a < 0
par comparaison et par le critére de RIEMANN (en +00).

Ainsi, fo est intégrable sur R si et seulement si a €] — 1;0[. Et comme fo est positive, I'intégrale

“+oo
fo fo(t)dt converge si et seulement si f, est intégrable sur R*, c’est-a-dire si et seulement si « €] —1;0[.
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a. Six =0, la fonction t — % est nulle sur Ry donc y est intégrable et f(0) existe.

L’existence de f(x) et celle de f(—x) sont équivalentes par imparité de la fonction sin et, en cas de convergence,
on aura f(—x) = —f(x) donc f est une fonction impaire sur son ensemble de définition.

cos(xt) t

Soit x > 0, posons u : t —> — etv:tr T alors u et v sont de classe C! sur Ry, u(0)v(0) =0

1—+t2

et lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, comme u'(t) = sin(xt) et V(t) = ———, les
t—s—+ o0 ()() P P ’ () ( ) () (]_|_t2)25

sz >t t 1 —t7)c t ~

intégrales fo sin( X ———=dt et f —(;S)(X)dt sont de méme nature et, en cas de convergence, on

1—t t 1—+t? t .
aura f(x) = fo %dt Or gy : t— W est continue sur Ry et gy(t) +:OOO(t]—Z)

donc gy est intégrable sur R;. Ceci montre I'existence de f(x) pour x € R. Ainsi, la fonction f est définie

+ _ 42
et impaire sur R et vérifie ¥x € R*, f(x) = L/; ~ wdt

x(1+t%)
b. Pour x > 0, puisque f(x) existe, on effectue le changement de variable t = ¥ = @(u) avec ¢ strictement
x
+oo i +oo i
croissante, de classe C' et bijective de R} dans R, et f(x) = f u M.ldu = f u2817n(u2)du.
0o x uox 0 X" +u
1+ =
+oo 1 oo sin(u) -
Ainsi, f(x)—1= (¢ - 7> sin(u)du = —x? —>—~__du. Comme on sait que |sin(u)| <u
(x) fo i u (w) fo w(xZ +ud) que | sin(u)| <
et que la fonction u — ﬁ est intégrable sur R, on peut majorer par inégalité de la moyenne et
x“4u
+o0 +oo
0<I—f(x) <x? —du 2 {l Arctan (E)} = ™ donc, par encadrement, lim f(x) = I.
= ( )\ fO x2—|—u2 X x/10 2 P x—0+ ( )
2
Comme | cos(xt)| < 1 et que la fonction t — ﬁ est intégrable sur R, encore une fois par inégalité de
) : 1 |] —t | .

1 1 . f(x)] <+ ———5dt. P d t, lim f(x) =0.
a moyenne, avec l’expression vue en a., on a |f(x)| < " fo 0102 ar encadrement, Um (x)

ey +oo sin(t N . - P
c. Comme l'intégrale f o %dt converge d’apres I’énoncé, on peut utiliser CHASLES pour ’écrire sous la

K7t+7 gin )

forme I = Z f
k77 sin
J %

k7t

dt. Pour k € N, on effectue le changement de variable t = u + knt = ¢y (u) dans

k7+7 gin(t) dt = f‘” sin(u + kn) du

dt avec de classe C! sur le segment [0; 7] pour avoir
©x g [0;7] p f o w Tk

k7t t

ket i
Or sin(u + knt) = (—1)* sin(u) ce qui donne bien fk T sin(t )dt = (1) fon stn(u )du Finalement, on a
Tt

t +knt
+oo 7T
bien une expression de I sous forme de somme de série numérique : 1= > (—1)¥ f sin(u) du.
=0 0 u+km
7 sin(u) . . o
d. Posons, pour k € N, ux = f ———du. Alors ux > 0 car sin est strictement positif sur ]0; [ et que
0 u-+km
sin(u) . sin(u) sin(u) .
— ———~ est continue sur [0;n]. Comme Yu € [0;7], < on obtient <
[l 1037 u € [057] ut (k+ ) S utkn Wt = e

7T
par croissance de l'intégrale. De plus, si k > 1, il vient 0 < ux < fo kidu en majorant sin(u) par 1 et

en minorant u + k7w par km. Ainsi, 0 < uy donc, par encadrement, klim ux = 0. Comme la suite

—+o0

==

(uk) k>0 est décroissante et tend vers 0, le critére spécial des séries alternées montre que Y (—1)¥uy converge.
k>0
On le savait déja d’apres la question précédente. Mais il dit aussi que les sommes partielles consécutives

n
constituent un encadrement de la somme I. Ainsi, pour tout entier n, en notant S, = > (—1)*uy, on a
k=0



la double inégalité Srny+1 < I < Szn. En particulier, up —u; < I < up donc I > up —uy. Or, en écrivant

7T 7T 9
U —uy = f sin(u) (l — 17) du = f Ln(u)du, comme u — msin(u) est continue, positive et non
0 u u+4m 0 u(u+m) u(u 4+ )

nulle sur [0;7], on a up —uy >0 donc I > 0.

Comme f(0) = 0 et lim, f(x) = I > 0, la fonction f n’est pas continue en 0. On sait que l'intégrale de
x—0

DIRICHLET vaut I = % mais ¢’est une autre histoire.

a. Les fonctions u : t — At + cos(t) et v — % sont de classe C' sur [1;4o00[ et tli_T u(t)v(t) = A donc,
— 400

+00 A — si +oo
par intégration par parties, la convergence de f1 A%wdt équivaut a celle de f1 M—i_%zos(t)dt. Or

JF
t— Cotsz(t) est continue sur [1;+o0[ et Cots(t) = O(t]—2> donc f1 Cots( ) dt est absolument convergente
o0
& 1 At _ A i . A Foo A . _ 5 N
et, meme s1 t — 2Tt est continue sur [1,—i—oo[7 I’intégrale : tdt ne converge que si A = 0 d’apres

+o0 A — sin(t)
t
b. Comme f est continue sur R, elle y admet au moins une primitive, on note F celle qui s’annule en 0. De

RIEMANN. Ainsi, par somme, f] dt converge si et seulement si A = 0.

plus, f est continue sur le segment [0; T] donc elle y est bornée, et étant périodique, elle est bornée sur R.

Méthode 1 : notons M = ||f||c,r. Soit t > 0etn = {_}J de sorte que n < % <n+ldoncnT <t< (n+1)T.

(k+1)T T )
Par CHASLES, F(t f f(u p3 OfkT w)du + f u)du. Posons I = fo f(u)du, ce qui donne
t
=nl+ f u)du. Par inégalité de la moyenne, on a ‘ f du‘ < f Mdu = M(t —nT) < MT et
nT

on a donc F(t) = nl+ O(1). L’inégalité nT < t < (n+1)T montre que t —nT = O(1) donc n = £ + O(1).
+oo +o0 +oo T

T
Posons m = % fo f(u)du = % qui représente la moyenne de la fonction f sur une période, de sorte que ce

qui précede s’énonce F(t )+— Tt +0(1 )+: mt + 0(1).
(o) (o)

-
Méthode 2 : posons m = %fo f(u)du = @, g:x—Fx)—mxeth:x— g(x+T)—g(x). Comme F est

dérivable par le théoreme fondamental de l'intégration, g et h le sont aussi et on a h'(x) = ¢'(x +T) — g’ (x)
donc W(x) = F(x+T)—m—F(x) + m = f(x + T) — f(x) = 0 par hypotheése. Comme R est un intervalle,
h est constante et h(0) = g(T) — g(0) = F(T) — F(T) = 0 donc h est nulle sur R. g est donc T-périodique et,

comme avant puisque g est continue, elle est bornée sur R donc F(x) 3 +0(1).
o0

Les fonctions uw: t — At —F(t) et v:t— 1 sont €7 sur Ry et lim u(t)v(t) =0 car u(t)v(t) = O( ) Par
t t—+4o00 +oo t

—+oo _ —+o0 _
intégration par parties, la convergence de f] %f(t)dt équivaut a celle de f] Mtij(t)dt. La fonction
t— M%ZF(t) est continue sur [1; 400 et, comme At _tzF(t) = (A _t m) + O(lz) d’apres ce qui précede, il
oo

“+o0 _
vient f] )\ff(t)dt converge si et seulement si A =m

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) =1+ sin(x) > 0 donc, comme
R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux réels

a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait ¥x € [a;b], h'/(x) =0, ce qui est impossible car f’ ne s’annule qu’en
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les réels de la forme 7725 + 2kmt (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoreme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos cequi, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’apres I'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient ' X (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; 7|, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.
c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fo f = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et
on aurait fo f(x) = fo f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !
Alnsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe « > 0 tel que Vx € [c — o;¢c + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
e = Min(c,1 —c) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < €). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — a;c+ o et que f([c — ;¢ + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a;c + o). NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.

/2
La fonction f : t +— % est continue sur le segment [O; E} donc I = f # existe.
14+ msin“(t) 2 0 1+ msin“(t)
2

Soit maintenant f définie sur [O; E[ et, puisque sin?(t) = %, on en déduit que, pour t € {O; I [,

2 1+ tan“(t) 2

2

1 1 1+ tan”(t) o

on a f(t) = = = . Or ¢ : t— tan(t) est une bijection
® =3 +msin?(t) o tent 1+ (m+1)tan?(t) ® ® !

1+tan?(t)

strictement croissante et C' de [0; %[ dans R et ¢'(t) =1+ tan?(t), donc par changement de variable,

+o0 +too
du [ 1 ( )} T s 1 . TS
I= — = = | ———Arctan (vVm + 1 = ———— . Il y avait d’autres questions.
f ) 1 a Yo Wm 1 y q

0 1+ (m+1)u? m+1



ORAUX 2022 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

@ L’ensemble Eq4n est fini car Eqn C [0;n]9 qui est lui-méme un ensemble fini. En associant & un d-uplet

[=(i1,--,1a) € Eq,n la suite de symboles 11114+1+11+---+111 ol on a remplacé i; par i; fois le symbole
1 (par exemple on associe la suite 111 4+14 11+ 1111 & (3,1,2,4) € E4,10), on crée une bijection (le vérifier)

entre Eq n et ces suites de symboles. Mais une telle suite de n + d — 1 symboles contient n fois 1 et d — 1

td— ; tda—1
" ), ce qui prouve que card (Eqn) = (n )

foi d il
01s +, donc 1 yena( d—1 d—1

Nous allons montrer, & d fixé¢ et par récurrence sur 'entier n, que (f1)ier, , est libre dans espace (R?, R).
Initialisation : si on prend n = 0, Eq n ne contient que le d-uplet Ip = (0,---,0) donc, comme la fonction
a .
i, : (x1,-++,xa) = [I x =1 n’est pas nulle, la famille (fy,) est libre.
k=1
Hérédité : soit n > 0 et supposons (f1)ieg, , est libre. Soit (Ar)ieg, ., une famille de scalaires telle que

a |
> Arfp = 0. Ceci signifie que V(x1,---,xqa) € RY, > Ap kH1 X =0 (1). Pour tout m € [[1;d], on

I€Eq, n+1 IeBa,nt1
d .
dérive (1) partiellement par rapport & x,, pour avoir V(xi,---,xq) € R%, S imArdn T I g =o.
TEE G i k=1
im>1 k#m
Or, si I = (i1,---,i4) € Edq,ny1 avec iy = 1, 0n a (i1, +,im=1,im — L,im+1,--,1a) € Eq,n donc, par

hypothese de récurrence, A\; = 0 car (f1)ice, , est libre et que toute sous-famille d'une famille libre est libre.

Sil= (i1, -,id) € Eq,nt1, cOmme i; +---+1ig =n+1 > 1, il existe un entier m € [1;d] tel que im > 1,

d’apres ce qui précede, A = 0. Ainsi, VI = (i1,--+,1a) € Eqny1, A1 = 0 donc (f1)1ee, .., est libre.

Par principe de récurrence, V(d,n) € N* x N, (f1)icg, , est une famille libre. Il devait y avoir une suite.
Analyse : soit A = (aij)1<i,j<n une matrice telle que Sa soit fini. Soit, pour (uy,---,un) € (R*)™, la

matrice inversible P = diag(uj,---,uy), alors la matrice M = PAP~! = (mij)i<ij<n est dans Sa et, par

calcul, on a m;; = ﬁ—;ai,j. S'il existe un couple (i,j) € [1;n]? tel que i # j et a;j # 0, alors en prenant

uy = A et u; = 1, quelles que soient les valeurs des autres coefficients diagonaux de P, on a m;; = Aa;j qui

pourrait prendre n’importe quelle valeur réelle (a part 0) quand A parcourt R*. Puisque Sa est fini, on en
déduit que Vi # j, ai;j =0, donc A est diagonale.

Soit, pour A € R et (i,j) € [1;n]? tel que i # j, la matrice de transvection P = Tij(A) = In + AEy;,
alors P est inversible et P~ = Ti,j(=A) = In — AEij. En posant M = PAP~! = (mi,j)i<ij<n, O &
mii = ai,i +A(aj,; —ai,i). Sion avait ai i # aj,j, alors my; pourrait prendre toutes les valeurs réelles quand
A € R, ce qui contredit le fait que Sa est fini. Ainsi, Vi #j, ai; = aj,; donc on a A = ay 11x.

Synthese : réciproquement, soit A = Al,, pour un réel A, alors pour toute matrice inversible P € GL,(R), on
a P7TAP = AP~ '[,,P = Al, = A donc Sp = {A} est bien fini.

Par analyse-synthese, les seules matrices A € M, (R) telles que Sa est fini sont les matrices d’homothéties
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de la forme A = Al avec A € R (on les appelle aussi matrices scalaires).
Par définition, il existe P € GL,,( C) telle que A = PBP~! ce qui se traduit aussi par AP = PB. On décompose

P = P; +1iP; avec (P1,P2) € (M, (R))? et on a donc AP; — BP7 +i(AP, — BP,) = 0 d’oil, en séparant partie
réelle et imaginaire, AP; — BPy = AP, — BP; = 0. On en déduit que : Vx € C, A(Py 4+ xP2) = (P1 + xP2)B.
Mais on a vu dans le cours que f : x — det(Py + xP2) est polynomiale en x (et de degré maximum n) donc
elle est continue sur C. Or, f(i) = det(P) # 0 car P est inversible donc f n’est pas identiquement nulle.
Ainsi, il existe un réel x tel que det(P; +xP2) # 0 ; en effet, si f s’annulait en tous les réels x, cette fonction
polynomiale aurait une infinité de racines donc le polynome associé serait nul et f le serait aussi ce qui est
absurde. En posant Q = P; +xP2,ona Q € GL,(R) et AQ = QB donc A et B sont semblables dans M, (R).

a. Si w est racine de P, alors P(w) = 0 donc P(w?) = P(w)P(w — 1) = 0 et w? est aussi racine de P.

b. Si w est racine de P, d’apreés la question précédente, w? est racine de P, donc w* = (wz)z aussi,

w® = (w*)? aussi, etc... Par une récurrence simple, pour tout n € N, w?" est racine de P. Si w # 0
et si |w| # 1, alors la suite (|w|?" )nen est strictement croissante (si |w| > 1) ou strictement décroissante
(si |w| < 1) donc injective. Ainsi, 'infinité des termes de la suite (w?" )nen serait racine de P ce qui est
absurde. Par conséquent, toutes les racines w € C de P vérifient |w| =1 ou w = 0. Plus précisément, la
suite (w?" )nen ne contient qu'un nombre fini de termes si et seulement si w = 0 ou si w est une racine de
I'unité et elles sont toutes de module 1.

c. Si 0 est racine de P, P(1) = P(12) = P(1)P(0) = 0 donc 1 est racine de P puis P(4) = P(22) = P(2)P(1) =0
donc 4 est racine de P ce qui est absurde avec la question a.. Ainsi, 0 n’est pas racine de P donc toutes les
racines w de P sont de module 1.

d. Comme & la question précédente, si w est racine de P, P((w + 1)?) = P(w + 1)P(w)0 donc (w + 1)? est
racine de P donc |(w + 1)?| = |w + 1|> = 1 donc |w + 1| = 1. Ainsi, si w est racine de P, |w| = |w + 1| =1
ce qui donne, comme |w|? = ww®, la relation WT = W + w + @+ 1 = 1 donc 2Re (w) = —1. Or les seuls

complexes de module 1 et de partie réelle f% sont j et j2. Les seules racines possibles de P sont donc j et j2.

De plus, comme P(X?) = P(X)P(X — 1) le coefficient dominant A de P (qui existe car P # 0) vérifie A = A2
donc A = 1. Comme P est scindé dans C par D’ALEMBERT-GAUSS, on peut écrire P = (X —j)™(X — j2)™
avec n et m les ordres de multiplicité respectifs de j et j> dans le polynome P.

En reportant dans P(X?) = P(X)P(X—1), on a(X? —j)™" (X2 —j?)™ = (X—j))"(X =i )™ (X —j— 1) (X —j2 —1)™
donc, comme j = j* et 14j+j> = 0, (X —j2)™(X+j)™ (X —j)™(X+j)™ = (X =)™ (X =2) ™ (X +j?) " (X +j)™
d’olt n = m par unicité de la décomposition d’un polynéme en produit de polynémes irréductibles (& ordre
prés). Enfin, on obtient P = (X —j)™(X —j2)™ = (X2 + X + 1)™.

Réciproquement, si on pose P = (X> + X + 1)™ pour n € N, on a bien P(X?) = P(X)P(X — 1) car on a
PX) =(X*+ X2+ ) = (X2 + X+ D)MXE =X+ D)= (X2 + X+ D)M((X=1)2 = (X=1)+ )™

Les solutions non nulles de P(X?) = P(X)P(X — 1) sont tous les polynomes (X? + X + 1)™ avec n € N.

a. Soit v un projecteur de E, il existe donc deux sous-espaces F et G de E tels que E = F® G et tel que
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v = pr,g est la projection sur F parallelement & G. Si on prend une base B = (vi,vr,Vr41, -+, vn) adaptée

& cette décomposition (c’est-a-dire que (vi,---,v;) est une base de F et (vy41,---,vn) une base de G), alors

Mat 5(v) = A = ( Ir Or’nr) donc Tr (v) = Tr (A) = r = rang (v) car Im (v) =F et dim(F) = r.
On—r,r Ox

Bien siir, la réciproque est fausse. En effet, si v : (x,y) — (3x,—y), on a v € £L(R?), rang(v) = 2 et

Tr (v) =3 —1 =2 alors que v n’est pas un projecteur.

—1 2 -1 —1
b 2 1 ('S k _ 1 (' iom i d 2 _ 1 i Or uit = uk s
. Pt = § u = — E u g u onc p* = —5 § u . ru = u" s1
m k=0 m i=0 j=0 m- ogi,jgm—1

k=1i+j [m] car u™ =id . Pour k € [0;m — 1], il existe m couples (i,j) € [[0;m — 1]? tels que utt) =u™ :
e Si k =0, ces m couples sont tous les couples (i,m —1i) avec i € [1;m — 1] et le couple (0,0).
e Sik =1, ce sont les couples (i,m + 1 —1) avec i € [2;m — 1] et les couples (0,1) et (1,0).
e Sik € [2;m—1], ce sont les couples (i, m+k—1i) avec i € [k+1;m—1] et les (i, k—1i) avec i € [[0;k].
1

m—1 m—
Ainsi, en regroupant les termes, on a p? = iz 3 muk = 1 3 ouk =p.
m” k=0 ™ k=0
m—1 m—1
Plus simplement, on pouvait écrire p? = 1 S ukop. Orukop = 1 utt¥ et la suite (u9) g0 est
M k=0 m i=0
1 m—1 1 m—1
m-périodique car u™ =id g donc u¥op = = > ul =p et on retrouve p? = — > p =p.
m i=0 LI
1 m—1
c. Par linéarité de la trace, Tr (p) = - > Tr (uX) = rang(p) d’apres la question a.. Or, on sait que
k=0
1 m—1
Im (p) = Ker(p —idg) car p est un projecteur. Ainsi, — > Tr (u*) = dim(Ker(p —idg)). Il semble qu'il
™ k=0

faille établir que Ker(p —idg) = Ker(u —id ).

e Si x € Ker(u — id g), alors u(x) = x donc, par une simple récurrence, on obtient Yk € N, u*(x) = x

m—1 m—
dotp(x) =1+ 3 uk(x) =1L 3 x=xetx € Ker(p —id g).
™M k=0 ™ k=0
e Six € Ker(p —id g), alors p(x) = x. Comme wop =p d’apres b., u(x) = x donc x € Ker(u —id ¢).

m—1
Par double inclusion, Ker(p — id g) = Ker(u — id g) donc, avec (1), 1 3 Tr (uf) = dim(Ker(u —id g)).
m k=0
d. On vient de voir que Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(u —idg). Si x € Im (v — idg), alors il existe un
m—1
vecteur y € E tel que x = u(y) —y donc p(x) = 1 3 uk(u(y) —y) et, apres télescopage, il ne reste que
m

u™(x) —x i

p(x) = = Og. On aurait aussi pu écrire que p(x) = p(u(y) —y) = pou(y) —p(y) et on sait d’apres

k¥ = ukop = p (des polynoémes en u commutent) pour tout k donc en particulier

la question b. que pou
pou=p ce qui donne bien p(x) = p(y) — p(y) = 0g. On a donc linclusion Im (u —id g) C Ker(p).
Par la formule du rang, dim(E) = rang(p) + dim(Ker(p)) = dim(Im (v — id¢)) + dim(Ker(u — id¢)) si
on lapplique a p et u —idg. Or, d’apres c., Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(u — id g) donc il ne reste que
dim(Im (u—idg)) = dim(Ker(p)). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (u —id g) = Ker(p).
Alors, p est la projection sur Ker(u — id g) parallelement & Im (u —id ¢).

a. Posons n = dim(E), alors on sait que dim(£(E)) = n?. Ainsi, dés que q = n? +1, la famille (u,u?,---,u9)
est une famille d’endomorphismes possédant strictement plus de vecteurs que la dimension de £(E), elle est

donc lie. Par conséquent n?+1 € A qui est donc non vide, le théoréme fondamental de la relation d’ordre sur

9



n—1

les entiers montre alors que cette partie A de N admet un minimum. Bien sfir, comme x,, = X™ + 3 apX¥®
k=0

est un polyndéme annulateur de u par le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, il suffit de composer par u pour

n—1
avoir woxy(u) =0 =u™" 4+ 37 qukt! ce qui prouve qu'on a beaucoup mieux, & savoir n +1 € A.
k=0

b. (=) Supposons Im (u) = Im(u?). Prenons m = Min(A), alors par définition (u,u?,---,u™) est
m
lice. 11 existe donc (A1,--+,Am) # (0,---,0) € K™ tel que > Auk = 0. Si on avait A = 0, on aurait
k=1
m
uwov=0avecv= Y Muk72. Or, avec la formule du rang, comme rang (u) = rang (u?), on en déduit
k=2

que dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)). Mais on a toujours Iinclusion Ker(u) C Ker(u?), et elle nous donne ici

I'égalité Ker(u) = Ker(u?). Comme u? ov se traduit par Im (v) C Ker(u?), on a donc aussi Im (v) C Ker(u)
m

donc wov = 0 ce qui montre que > Auf~! =0 avec (A2,--+,Am) # (0,---,0), ce qui contredit la minimalité
k=2

m
de m. Par I'absurde, A # 0 donc u = Y pru® € Vect({u* | k > 2}) en posant py = —;—k.
k=2 1

P

(<=) On suppose qu'il existe p > 2 et (A2,---,Ap) € KP~1 tels que u = > Apuk. On sait déja qu'on a
k=2

Iinclusion Im (u?) C Im (u). Soit y € Im (u), alors il existe x € E tel que y = u(x). On en déduit donc que

P P
y=ux)= Y Muk(x) = uz( > ?\kuk_z(x)> € Im (u?) et on a l'inclusion Im (u) C Im (u?).
k=2 k=2

Par double inclusion, on a établi que Im (1) = Im (u?).

Conclusion, par double implication, Im (u) = Im (u?) <= u € Vect({u®* | k > 2}).
. j AN
a. Par le binéme de NEWTON, Vj € [0;n], (X+1) = > (].>X1, la matrice A;, est la matrice dans la base
i=0 \l
canonique By = (1,---,X™) de Ry [X] de 'endomorphisme f;, : R [X] = Ry [X] défini par f,(P) = P(X+ 1)
(clairement linéaire et allant de Rn[X] dans R [X]) . Si on définit gn : Rn[X] = RiX] par gn(P) = P(X = 1),
alors fn, 0 gn = gn o fn = id g, [x] donc fn est un automorphisme de Ry [X] et g = 1. Par conséquent,

. j . . . X . . .
A5 =Mat g, (gn) et, comme Vj € [0;n], (X—=1)) = > (—1)~¢ C)X‘7 Al =B, = ((—1)’_1 (]>> .
i=0 l -
0<i,j<n

1

b. Pour p € [0;n]], on note S, 'ensemble de toutes les permutations de [1;p]l. On sait que card (Sp) = p!.

On partitionne (ou plutot on partage) Sy, selon le nombre de points fixes des permutations. Notons donc Sy,
P

I’ensemble des permutations de S, qui ont exactement i points fixes. Alors S, = U Sp,i (réunion disjointe)
i=0

avec Sp p—1 = ) car si une permutation de S, a au moins p — 1 points fixes, c’est forcément Iidentité donc

P
elle a en fait p points fixes. On a donc card (S,) = p! = > card (Sp,i). Pour dénombrer Sy, i, on choisit les i
i=0

i
éléments restants sans point fixe, elles sont au nombre de d,p_; par définition (le nombre de dérangements,

points fixes parmi les éléments de [[1;p] ce qui fait <p> choix ; ensuite on choisit une permutation des p — i

c’est le nom des permutations de Sy, o, ne dépend que du nombre d’éléments de I'ensemble qu’on “dérange”).

P
On obtient donc card (Sp,i) = (p) dp—i. Par conséquent, on a p! = > (p

i .)dp_i et le changement d’indice
i=0

1

P
k = p — i donne bien le résultat attendu, & savoir p! = P dy car L = ().
k=0 \k p—k k
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do 0!
c. Les n + 1 relations trouvées a la question précédente s’écrivent matriciellement *A, | =\ :
dn n!
do 0!
d. Comme A, est inversible et que (*A,,)~" = *(A;!) = B, onadonc | : | ='B,| : |. Onen
dn n!
déduit donc, en regardant la derniere ligne de ce produit, que d,, = i (—1)n—k <n> k!l

k=0 k

e. Comme la loi sur S;, est la loi uniforme par hypothese (“au hasard”), on a pn = card (Sn,0) — 9n gone
card (Sn) n!

n (_1\n—k n o (_1\
Pn= > (( ) ! = > ( ,') en posant j = n — k. Classiquement, avec la fonction exponentielle écrite
k=0 L — K): j=0 )
- R X (=1) 1
sous forme de série entiere, on a lim pn = > ~— =e ' ~0,36.
n—-+oo j=0 )!

Analyse : soit (n,p) € (N*)? tel que X™ — 1 et (X + 1)P — 1 admettent au moins une racine commune. Les

, 2ik . s .
racines de X™ — 1 sont les aj = e 1 avec k € [0;n — 1] (racines n-iémes de Iunité) et celles de (X +1)P — 1
2im

sont, en translatant, les pm = e~ P — 1 avec m € [0;p — 1]. Tl existe donc k € [0;n — 1] et m € [0;p — 1]

2i 2i imm . -
tels que ax = B, donc e B ™ 1 =2ie P sin (M) qui est de module 1. Ainsi, sin (M) = :l:%
p p
donc M7 = :I:% [n] ce qui, en multipliant par @3, revient & 6m = +p [6p]| donc p est un multiple de 6.
m
2i im 2ir 2i
e SiMT =T (] onaZMT =T rldonce P —1=c3 —T=c3 =e K2 done 2k = 2 [27]
P 6 P 3 n 3
ce qui montre, en multipliant par 3—2, que 3k = n [3n] donc n est un multiple de 3.
2i _im —2in .
0 Si MM = T [ ona 2MT = T ] donc e P — 1 —e 3 —1=¢e3 =" donc
P 6 P 3
2km _ —2?” [27] ce qui montre, en multipliant par ;—n, que 3k = —n [3n] donc n est un multiple de 3.
n m

Synthese : si n = 3a est un multiple de 3 et p = 6b est un multiple de 6, alors j est racine de X™ — 1 car
i>=1etj3*=1%=1cetjest racine de (X +1)P — 1 car j + 1 = —j% et que (—j2)°P = (—1)°Pjb =1,

En conclusion, X™ — 1 et (X 4+ 1)P — 1 admettent au moins une racine commune <= (n =0 [3] et p =0 [6]).
Comme fog =0, on a Im (g) C Ker(f) donc, par croissance de la dimension et la formule du rang appliquée
a f, rang (g) = dim(Im (g)) < dim(Ker(f)) = n — rang (f) donc rang (f) + rang (g) < n.

De plus, comme on sait que Im (f+g) C Im (f)+Im (g), comme Im (f+g) = C™ puisque f+g € GL(C"), on a
C" C Im (f)+Im(g) doncn < dim(Im (f) +Im (g)) = dim(Im (f)) + dim(Im (g)) — dim(Im (f)NIm (g)) par la
formule de GRASSMANN et dim(Im (f)) 4+ dim(Im (g)) = rang (f) + rang (g) > n car dim(Im (f) NIm (g)) > 0.
Par double inégalité, on parvient comme attendu & rang (f) + rang (g) = n.

a. Soit (A,B) € M,(C)? telles que A # 0, B nilpotente et AB = BA. On sait d’aprés le cours que
Im (AB) C Im(A). Si on avait rang (AB) = rang(A), par inclusion et égalité des dimensions, on aurait
Im(AB) = Im(A). Comme A # 0, il existe X1 € Mu,1(C) tel que AX; # 0 € Im(A). On a donc
AX7 € Im (AB) d’ol lexistence de X, tel que AX; = ABX, = BAX; car AB = BA. De méme, comme
AX> € Im(A) = Im (AB) il existe X3 tel que AX, = ABX3 = BAX3 donc AX; = BZAX3. Si B" = 0, on

continue comme ceci pour avoir I'existence de X;y1 € Mn,1(C) tel que AX; = B"AX;41 ce qui fournit une
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contradiction car B"AX;11 = 0 alors que AX; # 0.

On a donc montré que si (A, B) € My (C)? vérifie A # 0, B nilpotente et AB = BA, alors rang (AB) < rang (A).
b. Soit Aj,---, A, des matrices nilpotentes de M, (C) qui commutent 2 a 2.

e SiAy---An_1 =0, alors on a bien A;---A,, =0.

e SiA;---An_1 #0, comme A, est nilpotente et commute avec Aj---A,_1 par hypothese, on a 'inégalité
rang (Aq---Ayn) < rang(A7---Ap_1). Comme Aj---An_2 # 0 car Aj---An_1 # 0, que Ap_7 commute
avec Aq-+-An_2 et que A,_, est nilpotente, on a encore rang(Aj---An_1) < rang(A;---An_1). On
continue ainsi de suite pour avoir rang (A7 --- Ayn) < rang (A7 ---An_1) < ---rang (A1A2) < rang (A7). Mais
comme A7 est nilpotente, rang (A1) < n car A est non inversible et on montre par une simple récurrence a
partir des inégalités ci-dessus que Vk € [0;n — 1], rang (A7 ---An—x) < k+ 1. En prenant k = 0, on a donc
rang (Aq---An) <1 doncrang (A7 --An)=0et Ay ---Ay =0.

Ainsi, dans tous les cas, on a Aj---A, =0.

c. Soit n = 2 et posons Ay = (? 8) =Ey1et Ay = (g ;) = E72. A7 et A sont nilpotentes. On a

A1A2 = B2 et AxA; =Eq 7. Les matrices A1 et Ay ne commutent pas et AjAz # 0.
On peut généraliser avec n > 3 en prenant A; = E 1, Ay = E23,---,An =Enjcar Ay Ap =E11 #0

alors que toutes les matrices Ay sont nilpotentes.

a. Méthode 1 : supposons que la famille (f1,- -, f) est liée. Alors il existe (A1,---,An) # (0,---,0) € R™

tel que Z Aifi = 0. En notant L; la ligne i de Ay, on a donc par construction E AiLi = 0 ce qui rend les
lignes de AX liée, donc det(Ay) = 0. Par contre-apposée, si det(Ay) # 0, (f1,-- fn) est libre dans E.
Méthode 2 : soit (A1,--+,An) € R™ tel que Z Aifi = 0. On a donc Vj € [[T;n], Z Aifi(xj) = 0 en évaluant

i=1 i=1

A 0 M 0

en les x1,---,%xn, ce qui se traduit par *A, = : ]. On en déduit = | : | car, puisque Ay
An 0 An 0

est inversible par hypothese, YA, 1'est aussi. Ceci assure directement la liberté de (fq,-- -, fy) dans E.

b. Initialisation : sin =1, f; € E telle que (1) est libre, alors on sait que f; # 0 ce qui prouve 'existence
d’un réel x; tel que f1(x1) # 0. Ainsi, en prenant x = (x1) € R et Ax = (f1(x1)) € M1(R), on a bien
det(Ax) = f1(x1) #0.

Hérédité : soit n > 2 tel que pour toute famille libre (f1,---,fn_1) € EMT, il existe une famille de réels

x = (X1,...,xn_1) € R telle que det(A’) # 0 en notant A}, = (fl(x])) € Mn—1(R). Soit

1<i,js<n—1
maintenant (fy,- - -, fy) une famille libre de E, alors la sous-famille (fy,- -, fn_1) est libre done, par hypothese
de récurrence, il existe x’ = (x1,...,xn—1) € R™ tel quen notant A, ( )]<1]n ;€ Ma1(R),

on ait det(Al,) # 0. Pour xn, € Ret x = (x1,-+,Xn—1,%n), O0 pose Ay = (fi(xj))1<”<n € Mn(R)
qu’on développe par rapport & la derniére colonne pour avoir det(Ax) = o1fi(xn) + - - + anfn(xn) avec
on = det(Al,) # 0. Or la fonction «ify + -+ + anfpn est non nulle car (f1,---,fy) est libre donc il existe

xn € R tel que a1f1(xn) + -+ + anfn(xn) = det(Ax) # 0 ce qui clot les débats.
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Par principe de récurrence, si (fq,---,fn) est libre, il existe x = (x1,...,xn) € R™ telle que det(Ay) # 0.
a. Méthode 1: soit x € R3, comme f3+f = 0 par hypothese, f3(x)+f(x) = 0. Procédons par analyse/synthese.

Analyse : si x =y + z avec y € Ker(f) et z € Ker(f?> +id g3), alors f(y) = 0 donc f(y) = 0 et f2(z) +z = 0.
Ainsi, f2(x) = f2(y) +f?(z) = —z d’'otly = x —z = x + f%(x). Ceci montre déja I'unicité d’une décomposition,
donc le fait que la somme de Ker(f) et de Ker(f? +id g3 ) est directe.

Synthese : réciproquement, siy = x+f2(x) et z = —f?(x), on a bien y+z = x, y € Ker(f) car f3(x)+f(x) =0
et z € Ker(f2 +1id p3) car f*(x) + f2(x) = f(f3(x) + f(x)) = 0. Ceci assure Ker(f) + Ker(f? +id p3) = R3.
On conclut donc que R3 = Ker(f) ® Ker(f? +id g3 ).

Méthode 2 : soit x € Ker(f) N Ker(f* + id g3), alors f(x) = 0 et f2(x) + x = 0. Comme f(x) = 0, en
composant par f, on a aussi f2(x) = f(0) = 0 par linéarité de f donc 0 + x = 0 d’ott x = 0. Ainsi,
Ker(f) NKer(f? +id g3 ) = {0}. Comme (f? +id g3)of = > +f = 0, on en déduit que Im (f) C Ker(f* +id p3)
donc rang (f) < dim(Ker(f? 4 1id g3). Or, d’apres la formule du rang, on a dim(Ker(f)) 4 rang (f) = 3 donc
dim(Ker(f)) + dim(Ker(f? +id g3 ) > 3 = dim(R3?). Comme on sait déja que Ker(f) et Ker(f> + id s ) sont
en somme directe, cette minoration assure que R3 = Ker(f) @ Ker(f? + id gs).

La premiere méthode a ’avantage de marcher méme en dimension infinie.

Comme Tm (f) C Ker(f> +id g3) et que Im (f) # {0} puisque f # 0 par hypothese, on en déduit que
Ker(f? +id gs) # {0}. On pouvait aussi dire que si on avait Ker(f? + id g3) = {0}, comme 2 + id s est
un endomorphisme en dimension finie, on aurait f* +id g3 € GL(R3) donc 3 + f = fo (f> +id gs) = 0
impliquerait f = 0, ce qui contredit I’hypothése. Par I’absurde, on a Ker(f? +id g3 ) # {0}.

b. Soit x € Ker(f?+id g3 ) tel que x # 0 et (a,b) € R? tel que ax+bf(x) =0 (1). On a aussi af(x)+bf?(x) =
donc, puisque f2(x) +x = 0, on a af(x) —bx = 0 (2). En effectuant a(1) —b(2), on parvient & (a? +b?)x =0
donc a? + b2 = 0 car x # 0. Ainsi, a =b = 0 car a et b sont réels donc (x, f(x)) est libre.

c. Sif était injective, f € GL(R3) et f3+f = fo(f2+id g3 ) = 0 impliquerait f>+id g3 = 0 = 0 donc f? = —id g3
et, en passant au déterminant, on aurait det(f)> = (—1)3 = —1. NON ! Ainsi, Ker(f) # {0} donc on peut
prendre un vecteur non nul v; dans Ker(f). On a vu en question a. que Ker(f? +id g3) # {0} donc on peut
prendre un vecteur non nul v, dans Ker(f2 +id gs). On sait d’apres la question b. qu’en notant vz = f(v2) la
famille (v2,v3) est libre. De plus, Ker(f2 4id gs) est stable par f donc v3 € Ker(f2 +id g3 ). Comme Ker(f) et

Ker(f2 +id g3 ) sont en somme directe, B = (v1,v2,v3) est donc libre et, puisque dim(R3) = 3, B est une base

0 0 O
de R3. Par construction, f(vi) = 0, f(v2) = v3 et f(v3) = f*(vz) = —v, donc A = Matg(f) = | 0 0 —1
o1 0

b1 biz2 bi3
d. Soit g € £L(R3) et B = Mat 5(g) = b1 b22 by3z |,alorsonagof=fog<= AB = BA. Or, apres
b31 b3z b33

0 0 0 0 b1z —bi2
calculs, AB = | —b3; —b3> —b33z | et BA= [0 by3 —by; |. On dispose donc de I’équivalence
b2 1 b2 > by 3 0 b3z —bs2

AB=BA <= (bj2=bi;3=ba1=>b37=0, by =b3z3, by 3=—b32). Les matrices B vérifiant AB = BA
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sont donc de la forme B = by 113 + b3 2A + (by1 —b22)A%2 car A2 = [ 0 —1 0 | ce qui montre que si
0 0 -1

g commute avec f, alors g = by 1id g3 + b3 >f + (b1 — bzyz)f2 € Vect(id g3, f, fz). Comme les polynomes en
f commutent avec f, on a l'autre inclusion Vect(id g3, f,f2) C {g € L(R3) | gof = fog}.
Par double inclusion, on a donc {g € £L(R3) | gof = fo g} = Vect(id 3, f, f?).

On aurait pu, si gof = fog, dire que les deux sous-espaces Ker(f) et Ker(f +id g3 ) étaient stables par g donc
b1, 0 0

la matrice B = Mat g(g) est de la forme B = 0 by baz |. Or f(v2) = vz donc g(v3) = g(f(v2))
0 b3z2 b33
devient g(v3) = f(g(v2)) = f(b2,2v2 + b3 2v3) = —b3 2v2 + b2 2v3 et on arrive & la méme forme de B.
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ORAUX 2022 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

L’ensemble E contient la suite nulle et, siA € C et u = (un)nen €t v = (vn)nen sont des suites de E, comme

[un 4+ vn| < [un| + [val, la série > (un + vin) converge absolument par comparaison et, par linéarité de

n=0
—+o00 “+o0 —+o00
la somme de séries convergentes, Yk € N*, 3 (up +vn)275" = 3 upy27*™ + 30 v 275 = 0+ 0 donc
n=0 n=0 n=0

u+v € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de CN (et méme de ¢'(C)) donc E est un C-espace vectoriel.

Soit (un)nen de E, comme la série Y uy, converge absolument, la série entiere Y. unz™ est de rayon R > 1
n>0 n>0

car il y a convergence de Y unz™ au moins sur le disque B¢(0,1) = {z € C | |z| < 1} par comparaison. Posons
n>0

“+oo
f(z) = > unz™ quand il y a convergence. Par hypothese, Vk € N*, f(zl—k) = 0. Comme f est continue sur

n=0
] — 1;1[ car elle y est développable en série entiére, on a f(0) = kET@o f(;—k> = 0 donc f(0) = up = 0.
Soit un entier p € N, supposons qu’on ait déja montré que up = --- = up, = 0. Alors, on obtient
Vk € N¥ %O Up2 ™K = +Zoc up2~kn = 2"017“) +2w w2~k kP41 = 0 done, en changeant d’indice,
n=0 n=p+1 n=p+1
—io up 2 kntkp+l) — E%O Untpt12~¥™ = 0. Par conséquent, en posant fy(z) = E%O Un4p4+12", le rayon
n=p+1 n=0 n=0

de convergence de cette série entiere est a nouveau supérieur ou égal a 1 car Vz € B¢(0,1), f(z) = zPf,(2).
Ce qui précede montre que Vk € N*, f, (;—k) = 0 et, avec les mémes arguments que précédemment, le terme
constant de f, est nul ce qui montre que up1 = 0 et 'hérédité est établie.

Par principe de récurrence, Yn € N, u,, = 0. Ainsi, E est réduit a la suite nulle !

a. Procédons par récurrence sur n. Initialisation : par hypothese, ¥x € [0;1], fo(x) =0 donc up = 0 € [0;p].

Hérédité : soit n € N tel que fn est continue et positive sur [0;1] et un € [0;p[. Pour x € [0;1], on
a0 <p—u, <p+akx) —un < p+ a(x) par hypothese de récurrence donc f 11 est bien définie et
continue par opérations sur le segment [0;1] ce qui justifie I'existence de u, 1. De plus, on peut encadrer
0< fup1(x) = g = o < P___ ce qui montre le nouvel encadrement

p+alx)— f()] a(y)fn(y)dy S ptal)—un o ptalx)

2
0 < a(x)fni1(x) = p?:(ax()x) ps(—t)a—'(_xg

1
= p d’ol, par croissance de l'intégrale, 0 < un41 < fo pdx = p.

Par principe de récurrence, si n € N, la fonction f;, est bien définie et continue sur [0;1] et un € [0;p].
Procédons & nouveau par récurrence sur n. Initialisation : comme ugp =0 et u; >0, on a up < uj.

1
Hérédité : soit n € N* tel que up—1 < upn, comme up7 —up = fo a(x)(frn+1(x) — fr(x))dx , on obtient

—Uy = 1 a(x p _ p x = ! pa(x)(un —un,1) x. Or
Un+41 n j;) ( )(p+a(x)_un p—|—a(X)—un—1)d fo (p+a(x)—un)(p+a(x)—un_1)d . Ov
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pa(x)(un —un_1)
(p+alx) —un)(p+a(x) —un—1)

Par principe de récurrence, sin € N, u, < up4q donc la suite (un )nen est done croissante.
b.
c. .

a. La fonction f est dérivable sur R et f'(x) = (x4 1)e* > 0 donc f est strictement croissante sur I'intervalle

par hypothése de récurrence, Vx € [0;1],

> 0 donc up < up4-

R* avec lim f(x) =0et liT f(x) = +oo. Le théoréme de la bijection continue montre que f est bijective.
X X—+00

—+o0

Le graphe de f~! s’obtient & partir du graphe de f par une symétrie orthogonale par rapport & la droite
grap

D :y = x. Pour tout x € R, on a f(x) > x car e* > 1 d’oul, en appliquant =1 strictement croissante (car f
l'est) & cette stricte inégalité, on obtient f~1(f(x)) = x > f~'(x).

b. Comme f est bijective, la suite (un(a)) vérifie uo = a > 0 et Vn € N, unqi(a) = 7' (un(a)) donc

neN
elle est bien définie car R* est stable par ~'. De plus, d’apres a., Vn € N, un41(a) < un(a) donc la suite
+ +

(un(a))n cn st strictement décroissante. Comme (un(a)) est minorée par 0, le théoreme de la limite

neN

monotone montre que la suite (un(a)) est convergente tend vers £, > 0. Si on avait {, > 0, en passant

neN
3 la limite dans uny1(a)en+1(%) =1, (a), on aurait ¢ge'e = ¢, donc e'e = 1. NON!
Ainsi £, = 0 et la suite (un(a))n < tend vers 0 quelle que soit la valeur de a > 0.

c. Pour n € N, ungi(a) _ et +1(2) donc upyq(a) = In (M> =1n (unti1(a)) — In (un(a)). Ainsi, la

un(a) un(a)
nature de Y un(a), qui est la méme que celle de > uny1(a), est cellede Y (In (unt1(a)) —n (un(a))).
n>0 n>0 n>0
Par dualité suite/série, la nature de la série Y un(a) est donc celle de la suite (n (un(a)))n€ y- Or, d’aprés
n>0
la question précédente, lim In (un(a)) = —oo donc Y. un(a) diverge.
n—-4oo n=0

Question de cours : Soit f c[a;b] = K de classe C™*1 alors la formule de TAYLOR reste intégral est la relation

b-—a" £ (q fe) n @b —a) P (=" (g
= f t)dt.
f(b) = f(a)+-- -+ +f (hat= 3 5 +f (t)d
. 1 R R (L) d
a. Soit x > 0, les an, Al ) sont donc bien définis et an, oy Mol 2 onc n2>:O an converge par
comparaison aux séries de RIEMANN et f est bien définie sur R% . Soit, pour n € N, i : x ﬁ)
x+n
e La série ) f, converge simplement vers la fonction f par définition.
n=0
e Les fonctions f,, sont continues sur R? .
e Soit a > 0, comme fy, est positive et décroissante sur R*, on a ||fn /oo, [ai0o[ = fn(a) = m
donc > f, converge normalement sur [a; +oo[ d’apres ce qui précede.
n>0
Par un théoreme du cours, f est continue sur RY.
+oo
b. Ona Vx > 0, xf(x) = 3} ———. Soit, pour tout n € N, la fonction gn : R} — R définie par
n:On(X47n)
=X _ al =xtn-n_ 1 ___ 1M qoncg, est croissante et LU =1,
g (x) nl(x+n)’ alors gn(x) nl(x+n) n!' nl(x+n) In x> oo g (x) n!
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a. Soit a € R tel que (up)nen définie par u; = a et Vn € N* w7 =

Ainsi, ||gn||00,Rjr = i' ce qui prouve que ) gn converge normalement sur R%. Par le théoreme de la
n:

n>0
+oo
double limite, li f(x) = 1 — ¢ de sorte que f(x) ~ €.
uble limite, lim x (x) nzz:o i=¢ que f(x) ol
c. .
1\ n
Comme (%) est bornée si et seulement si |x| < 1 par croissances comparées, le rayon de
n neN
(—1)™x™ £ (—1)™x -
A—2 " vaut R = 1. On pose f(x) = >, ~~—~—"— pour x €] — 1;1]. En effet, la série converge
(=n"

si x €] — 1;1] d’apres le cours et converge aussi par le critere spécial des séries alternées car
)

n203n+1
1 ~ 1
3n+1 400 3n

( ! ) - est décroissante et tend vers 0. Par contre, la série ) ! diverge car
n

n+1 n>o3n +1
+oo (_1)nx3n+1

que la série harmonique diverge. Posons g(x) = xf(x3), alors g(x) = . Le rayon de cette série

n=0 3n + 1
+o0 1
entiere est aussi 1, on sait donc que g est dérivable sur | —1; 1] et que ¢’(x) = Z (—1)™3™ = T . Ainsi,
puisque g(0) = 0, par le théoreme fondamental de l'intégration, Vx €] —1;1], f g'( f T dt
01+t
Or, comme (1+X3) = (1 4+ X)(1 — X + X?), on peut décomposer 1 —_a 4 bX+c aeca b,

T+X3  (14+X)  1=-X+x?
des réels. En réduisant au méme dénominateur, en identifiant et en résolvant le systeéme, on trouve sans
. 1 1 2 X . . N L
eine = + . Ainsi, pour x €] —1; 1], en faisant apparaitre des dérivées usuelles,
PEME T2 T30+ x) T30 — X + X2) P =111 PP

_ [ 1 2—t ) _ 1 @t—T)dt 1 ¥ __dt
= dt = + - L7 —4 _ En mettant
9(x) fo (3(1+t)+3(l—t+t2) 3Jo 1+t 6f 1—t+t zfo T2 e
_ 2 (@13
1 t-l—tz Vg (22
V3

2t —1
Arctan (7)

V3

sous forme canonique, on a lexpression de g(x) & l'aide des fonctions usuelles

(14t (1 —t+t?)
o) = | 3 6 - V3

car Arctan (\%) = % On peut maintenant revenir & I’expression de f(x).

r = lln (M)jL \[Arctan(

0 6 1—x+x2 3

)\fn

3 18

w

Six =0, f(x) =1. Si x # 0, soit ¢/x 'antécédent de x par la bijection y +— y> de | — 1;1] dans | — 1; 1[, alors
2 3
B BNV~ | ( (1 +Vx) ) V3 (2\/;*1> V3n
f = = 1 Arct .
0 =9V = e Ty () e e T ) s

x

(R). On suppose que

+ 1
cette suite converge vers un réel £. En passant & la limite dans (R), on trouve £ = 0+ 1 =1. Soit b € R
et (vn)nen+ définie par vi =b et Yn € N*| v, = Yn_ 1 1. Comme Vn € N, unyq —vpyy = S —Yn,
n—+1 n—+1
on montre par une récurrence simple que ¥n € N*, up — vy = 21 =YL — @=b qone lim up — vy = 0.
n! n! n—-+oo

Ainsi, comme vy, = un — (un — v ), par somme, on a ET v, = 1.
n (oo}

Si la suite (un)n>1 converge pour un réel a, alors la suite (un)n>1 converge pour toute valeur de a vers 1.
3 3 11

b. Onauw =1, uy = 5 = 1,5, uz = S us = g = 1,375. Soit n > 1 tel que 1T < u, < 2, alors
T<upyt = nuib +1< % + 1 < 2. Par principe de récurrence, Vn > 1, un € [1;2] donc (un)n>1 est
Un

bornée. Ainsi, comme lim =0,ona Um uny; =1 ce quiéquivaut au fait que Um u, =1.
n—+oon + 1 n—-+oo n—-+oo
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c. Soit n > 1, alors s —niIki!—(nz? k! )+(n+ ! donc, comme (n+1)! = (n+1).n!, on
TGS D T LS e T )] ’

Sn
a s 1 =
nt n—+1

. La question précédente montre que (sn)n>1 tend vers 1.

d. Comme s, ~ 1, le rayon de convergence R de > sypx™ est, d’apres le cours, le méme que celui de
—+oo

n>1
+o0o
> x™, donc R = 1. Pour x €] — 1; 1], posons f(x) = >_ snpx™. La fonction f est alors dérivable sur | — 1; 1]
n>1 n=1
+oo
et f'(x) = Y, (n+snp1x™ Orvn =1, (n+ 1)spy1 = sn + (n + 1) dong, en reportant dans ’expression
n=0

+o00 +oo +o0
de f'(x),onaf(x) =1+ Y M+ Dsnpix" =1+ > (sn+ (n+1))x"=14+f(x)+ > (n+1)x". Comme
n=1

+oo 1 +o0 1
on sait que ¥x €] —1;1], Zox““ =—* =_—— 1 endérivant,onal+ > (n+1)x" = —— donc
=

1—x —x n=1 (1—x)
f(x) = f(x) + % (E). Les solutions réelles sur | — 1; 1] de ’équation homogene (Eo) : y’ =y sont les

(1-%)

fonctions y : x — Ae™® avec A € R. Par la méthode de variation de la constante, on trouve A'(x) =

e*X

(1-x)*

—t
e dt e solutions de (E) sur ] = 1;1] sont donc toutes les

X
et on peut prendre par exemple A(x) = fo W
—t
7dt> Comme f est solution de (E) sur | — 1;1] et que f(0) =0, on a A =0

t)*

—t
donc, pour tout réel x €] —1;1[, il vient f(x) = e* fox ﬁ.

fonctions y : x — ( * 4 f

a. Par une récurrence simple, u,, est bien défini et strictement positif pour tout entier n € N. Ainsi, In(uy)

est bien défini. Posons, pour n > 1, wy, = In(un) + %ln(n). Par dualité suite-série, la suite (wn)nen-

converge si et seulement si la série Y, wn41 — wy converge. Or wy 1 —wy = In (un7+1> + 31n (L"H)

n>1 Un 2
donc wn41 —wn =1n (2n+2) + = 3Sn (1 + 1 ) (1 —|—l> —1n (1 —|—i) 42 3Sn (1 + ) Ainsi, a ordre
2n+5 n 2n 2
2, Wn41 —Wq +— % — % + i + O(F) +:OC O(F) donc, avec RIEMANN, n§1 Wn41 — Wy converge. Par
conséquent, la suite (wn)n>1 converge et vérifie bien Vn € N*| In(un) = f% In(n) +wny.
b. Notons { = lim wy, alors u, = e™n) = exp ( 3 n(n)+t+o(1 )) _eleD et par continuité
’ n—-+oo m n “+o0 “+o0 3/2 “+oo n3/2

de 'exponentielle. Ainsi, & nouveau par RIEMANN, la série . u, converge.
n>0

c. Soit n > 1, pour tout k € [[0;n]], on a (2k+5)ury1 = (2k+2)uy done 2(k+ 1)ugy1 +3ux+1 = 2kuy + 2uy.

n n n
On somme pour avoir 2 Z (k + Dugyr +3 Z Ug = 2 Z kuy + 2 Z ug. On pose m = k + 1 dans les

k=0 k=
n+1 n+1
deux premiéres sommes et on a bien 2 Z kug +3 > u =2 Z kuy + 2 Z u.
k= k=1 k= k=0
041 041
On peut aussi le montrer par récurrence. En effet, on a 2 > kux +3 > ux = 2uy 4+ 3wy = 5u; mais
k=1 k=1
0 0
aussi 2 Y kug +2 > ux = 2up et on a bien u; = 2.0 + Zuo donc la relation est vraie pour n = 0. Soit
=, = 2045
n+1 n+1
>0 tel que 2 > kux +3 > ux = 2 Z kux + 2 Z uy, alors, par hypotheése de récurrence, il vient
k=1 k=1 k=0 k=0
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n+2 n+2 n+1 n L
2 Zkuk+3 Zuk_z Zkuk+3 Zuk+(2(n+2)+3)un+2 =23 kug +2 3wk + (2n 4 7ung2

= =1 k=1 k=0 k=0
n+2 n+2 n+1 n+1
donc 2 Y kux +3 > uwe =2 Z kuy + 2 E ux + (2n+4)up =2 E kug +2 > ux. Par principe de
k=1 k=1 k=0 k=0 k=0

récurrence, la relation 2 Z kug +3 Z ug =2 Z kuy + 2 Z ugest vraie pour tout entier n > 0.
k=1 k=1 k=0 k=0

+oo
d. Posons S,, = Z uk la somme partielle de Y upn. On sait que (Sn)n>o converge vers S = > un. La
k=0 n>0 n=0

¢
relation de la question c. s’écrit, apres télescopage, 2(n+ 1)un4+1 +3Sn4+1 —3uo = 251 (R). Or nu, fox €
o0

B

400
d’apres b., donc lim nu, = 0. En passant & la limite dans (R), 3S —3 =2S. Ainsi, S= > u, = 3.

n—+4oo n=0
a. Les fonctions f,, sont définies sur R. Pour x € R,ona lim f,(x)= lim  [xZ+ 1o ViZ= x| = g(x).
n—+oo n—+oo n

Ainsi, la suite de fonctions (fn,)n>1 converge simplement vers la fonction g sur R.

(W ~vR) (\/ﬁ +va2)
n n
b. Pour n € N* on a Vx € R, |[fa(x) — g(x F vxT =
1
\/Xz+ LV
n

x — 1 <1 Ppa conséquent, f, — g est bornée pour tout n € N* et

~X
[ 1. ~5 Vn
x2 + — 4+ vx2
n
1

on a ||[fn —glloo,r < ﬁ (on a méme égalité car f,,(0) — g(0) = ﬁ) donc nliTm [[frn — gl]oo,r = 0. La suite

done [ (x) — g(x)| = T

(fn)nen+ converge uniformément vers g sur R.

c. Les fonctions f,, sont de classe C* par opérations car Vx € R, x + I soet g n’est pas dérivable en 0.
n

On ne peut donc pas se passer de la converge uniformed de la suite (f,,)n>1 dans le théoréme de dérivabilité

des suites de fonctions qui suppose seulement la convergence simple de la suite (fr)n>1 sur L.

a. e Six<0,o0na liT un(x) = 400 donc > un(x) diverge grossierement.
n——+oo

n>0
eSix=0,ne N, up(x) =1mn(2) donc > un(x) diverge aussi grossierement.
n>0
eSix >0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et > e ™ converge (série géométrique, 0 < e X < 1).
n—-+oo “+oo n>0

Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7.

b. Soit a > 0, comme u, est décroissante et positive, |[un ||oo,[a;+00[ = Un(a) et D un(a) converge d’apres
n=0

ce qui précede. Ainsi, la série Y u, converge normalement sur [a;+o0o[. Comme toutes les fonctions un
n=0

sont continues sur [a; +oo[, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R’} =1 = U [a; 400l
a>0
Les un sont décroissantes donc, par convergence simple, f est décroissante. Comme ug(x) = In(2) et

ui(x) = In(1 4+ e7%), la fonction up + uy est strictement décroissante sur R%. Comme avant, > un
+oo +o0o N
est décroissante. Ainsi, si 0 < x < y, on a (uo +ui)(x) > (uo +u1)(y) et > un(x) = > un(y). En
= =2
+oo " +oo "
sommant, on obtient donc (ug + u1)(x) + > un(x) = f(x) > f(y) = (wo +u1)(y) + > un(y) donc f est
— n=2
strictement décroissante sur R* .

c. Comme f est décroissante et minorée par 0, f admet une limite finie en +o0o par le théoréme de la limite
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monotone. up(x) = In(2) et ¥n > 1, lim un(x) = 0. Par convergence normale de > un sur [1;+00] et

X—>+00 n>0
+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = > Um uy(x) =1n(2).
X—400 n—0 X—+oo

d. Comme f est décroissante et positive, ,}3& f(x) existe dans R par théoréme de la limite monotone. Pour
x > 0, on pose gx : t = In(1+ e~ ) d’olt un (x) = gx(n). Comme gy est continue, décroissante et intégrable
sur Ry car gy(t) ol e ™, on obtient Vn € N, gy(n+1) = unt1(x) < fnn-H gx(t)dt < gx(n) = un(x).
En sommant I'inégalité de gauche pour n € N et en rajoutant up(x) = In(2) (tout converge), on obtient

+
par CHASLES f(x) < In(2) 4+ fo ~ In(1 + e~*)dt. En sommant I'inégalité de droite pour n € N, on arrive

+ + +
directement & fo T (1 +em)dt < f(x). Ainsi, fo (1 e ™)dt < f(x) < ln(2)+f0 (1 e )t

. +o00 (7])n+1efnxt —nxt
Or,comme 0 < e ™™ <1sit>0,onaln(l+e )= > ~—~———— Comme les t — (—1)""1&—
=1 n n
. . , +oo e—nxtn 1 1

sont continues et intégrables sur Ry, que f dt = —— et que ), —— converge par RIEMANN,

0 n n-x n>1MN°x
P . . R Foo oo (—)nt! ?
on conclut par le th/éoreme d’intégration terme a terme que fo m(l+e ™dt= Y ~—5— = Tox
=1 nx X

2
d’apres Iénoncé. Ainsi, 'encadrement précédent montre que f(x) ~ Z— donc lim f(x) = +oo.

0 12x x—0+
nz z_.n . .
Pour n € N, comme z # 2, on peut poser u, = ez—2 = (eZ—Z) . La série Y un est donc une série

n>0

z
géométrique de raison a = ez—2 et on sait d’apres le cours que cette série converge si et seulement si

_Z_
la] = eRe (172) < 1, c’est-a-dire si et seulement si Re ( = 2) <0.

xszXersziy
(x—2)* +y?

2 _ _x4iy  _ (xtiy)x—2-1iy)
z=2 (x—2)+iy (x—2)% +v*

donc le signe de Re (%) est celui de x* — 2x +y? = (x — 1)% +y? — 1.
z

Or, si z = x + iy avec (x,y) € R?, il vient

nz_

Par conséquent, > ez-2 converge si et seulement si (x —1)2 +y2 < 1, c’est-a-dire si et seulement si le point
n>0

M d’affixe z = x + iy appartient au disque ouvert de centre A = (1,0) et de rayon R = 1.

a. Pour n > 1, on partitionne les involutions o de [[1;n + 2] en deux catégories :

- celles pour lesquelles o(n 4+ 2) = n + 2 sont au nombre de I,, 47 car il n’y a pas de choix & faire pour

o(n+2) qu’on impose égal & n + 2, ensuite o induit alors sur [[1;n + 1] une involution de [1;n + 1].

- celles telles que o(n +2) = k # n + 2 sont au nombre de (n + 1)I,, car pour les choisir de maniere

bijective, il y a n + 1 choix pour 'entier k qui est I'image de n + 2 par ¢ et, une fois ce choix effectué,

cela implique que o(k) = o(o(n+2)) = n+2 car o doit étre une involution, et on a alors I, choix pour

finir de déterminer o qui doit induire sur [[1;n+ 1] \ {k} une involution de cet ensemble & n éléments.

Cette partition implique la relation I, 42 = Iy11+(n+1)I, pourn > 1et, comme I =2 =14+1.1=1; +1.1
avec la convention choisie pour Iy, on a bien : ¥Yn 2 0, Int2 = Iny1 + (n+1)1,.

b. Comme les involutions sont des permutations et qu’il y a n! permutations de [1;n], on en déduit que

I, <nldouo < I—“' < 1. Comme la série entiere »  x™ a pour rayon 1, par comparaison, on a R > 1.
n! >0

c. Les calculs qui suivent sont valides car le rayon de convergence R est supérieur & 1 : pour x €] —1;1[, on a
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= Ly In + nIn 1 bt :
(T+x)e(x) = e(x)+xo(x) = > Z ( ) =1+ Z =1+ Z = ¢'(x).
n=0 M
d. On en déduit en intégrant I’équation différentielle linéaire du premier ordre mise sous forme normalisée

2
sans second membre, comme une primitive de x — 1+ x est x — x + X? sur 'intervalle | — 1;1[, que l'on a
Z

Vx €] —151], o(x) = X+ puisque @(0) = Iy = 1 par convention.

—+o0 —+o0 X
e. Alors Vx €] — 1;1], o(x) = (Z ]'x ) X (Z "]ZjXZJ>' Ces deux séries ont pour rayon +oo donc on
ol j=0)*

+oo
peut effectuer le produit de CAUCHY et obtenir S(x) = Y ( > n' .>x“. En identifiant (par unicité)

n=0 ‘i4+2j=n I!J!ZJ
les coefficients entre les deux expressions de S(x) sous forme de série entiere, Vn € N, I—T; = ,|.1'2j
i+2j=n v):
[n/2] '
donc I, = Puisque 2j < n et i=n —2j, on a la formule I,, = >, ———.
i+2j=n 1 '21 =0 (n—2j)412°

Pour expliquer cette relation de maniére combinatoire, on peut constater qu’'une involution o de [1;n] est
une application telle que pour tout entier x entre 1 et n, on a deux choix :

® 50it o(x) = x et x est appelé un point fixe de o.

e s0it o(x) =y # x et alors, comme o2 = id [1,,], on a forcément o(y) = x.

Ainsi, si 0 € Ay, le nombre f de points fixes de o a la méme parité que n de sorte qu’il existe 2j entiers de
[n/2]

[1;n] qui ne sont pas fixes par o avec f =n —2j avec 0 < j < {TZIJ . On peut donc écrire A;, = U An,j oll
j=0

An,;j = {0 € A | 0 admet f =n — 2j points fixes}.

Pour construire une involution o de A, ; :

e on choisit les n — 2j éléments de [[1;n] qui sont fixes par o : ( " 2.> = <;) choix.
n—2s )
e on choisit I'image y du plus petit élément x qui reste : (2j — 1) choix (et alors o(x) =y et o(y) = x).

e on choisit 'image t du plus petit élément z qui reste : (2j — 3) choix etc...

! 2j)!
Ainsi card (An ;) = n X(2j—1)x(2j—3) x---x3x1 = e X ( .J) en multipliant en haut et en bas
1=y -2 Dy
In/2) In/2| ,
par les termes pairs qui manquent. On retrouve bien I, = card (An) = > card(An;j) = > W
j=0 j=0 ML= 2)):27):

a. Pour x € R, fy : t— 41 = est définie et continue sur R si x > —1 et sur [0; In(—x)[U] In(—x); +o0[ si
x+e

x < —1. Comme fy(t) s et la fonction fy est intégrable sur Ry si x > —1. De plus, f_; est continue et

positive sur R et f_q(t) = % ~1 donc f(—1) n’existe pas par comparaison a une intégrale de RIEMANN.
e

—1lot
Comme f est définie sur | — 1;1[ et pas sur [—1;1], on en déduit que le réel o > 0 maximal tel que f soit

définie sur | — o; o[ est le réel o = 1.
1 =
b. Six € — 11, Vt > 0, fi(t) = et x —— = et Z( H™xMe ™t = Y u,(t) si on définit
1+ xe n=o
un(t) = (=1)™x™e~ (DY Lasérie S u, converge Simplement sur Ry d’apres ce qui précede. Les u, sont
n=0
+oo
continues et intégrables sur Ry car n 4+ 1 > 0 pour tout entier n € N. La fonction fx = > u, est continue
n=0
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n n n

x| n
= e el
3 o(]x|™) et que la

n—-1_n
1 ) =D"" 'x In(1+x)

M g 5 L

converge car
n—+1 nson+1

“+o0
sur Ry. De plus, pour n € N, j;) [un| =

série géométrique > |x|™ converge car |x| < 1. Ainsi, si x # 0, f(x) = ~ = car on
n>0 X n=0 n x
reconnait le développement en série entiére de x — In(1 + x) sur | — 1; 1[. Bien sir, f(0) = 1.

a. La fonction f est continue sur R%. On a f(x) ~ L/ donc f est intégrable sur ]0; 1] par RIEMANN (15 <1).

De plus, f(x) o % donc f est intégrable sur [1;+oo[ par RIEMANN (% > 1). Ainsi, f est intégrable sur
00 x

. 7’ +m
R* donc I'intégrale fo f(x)dx converge.

1_

—+o0
b. Dans I'intégrale convergente f] f(x)dx, on pose x = — = @(t) avec @ strictement décroissante, de classe

t
+<>o 0
1 et bijective de ]0; 1] dans [1; +o0], et f(x)dx = (l) ( l)dt = t)dt. Par
f \ﬁ t 2 f A /t3 +t f
+00 1
CHASLES, on a donc fo f(x)dx = f x)dx + f f(x)dx.
X — 1) (a—n 4T
c. D’apres le cours que Vx €] — 1; 1], Va € R, (1 +x)* ( >x avec ( ) = Aa—1) |((X n )
n!
Siuel—1;1] u? €[0;1[C] — 1;1[ donc Vu € [0;1], # Z (=1/2)(=3/2) "'(7n+(]/2))u4“ avec
v+ ut n=0 n:
o = f%. Classiquement, on factorise les 2, on multiplie au numérateur et au dénominateur par les termes
—1/2 —1)™(2n)! too () IThas
24.---.(2n), ce qui donne ( / ) = % et, enfin, ] = > ( l)zn(Zn).zu
n 27™(nl) \/1 +ut =0 2°"(nD)
d. Pour u € [0;1] et n € N, posons vy (u) = % La suite (vi(u))x>o0 est décroissante car si u €]0;1],
viel(w) _ (n+2)@n+1) 4 - m+14 _ _ - -
= t 0) =6no0.- L t tend
on a e A1) u =gt <le vn (0) n,0- La suite (vi(u))k>o tend aussi vers
0 si u € [0;1] puisque la série > (—1)®vi (1) converge d’apres c.. De plus, si w = 1, par STIRLING, on
k>0
VAmm (2n)2me2™ 1 . .
1) ~ ~ i 1)=0. A —1)™ve (1 1 ¢
a v ( )+oo 2% ) P T % donc nl_l}:r_l@ vn(1) = 0. Ainsi, ngo( )™ vn (1) converge par le critére
spécial des séries alternées. La série > (—1)™vy converge donc simplement sur [0; 1].
n=0
“+o0o
Posons maintenant Ry (u) = Y. (—=1)*v(u) pour u € [0;1] et n € N. D’apres le critére spécial des séries
k=n+1

alternées, [Rn(u)| < vny1(u) < vnpr(1). Ainsi, Ry est bornée sur [051] et [|Rn|[oo,j0;1] < Vi1 (1)-

e. On effectue le changement de variable x = u? = <p(u) avec @ strictement croissante, de classe C' et

G 1
bijective de [0;1] dans [0;1], et on a x)dx = (2uw)du =2 du
J) 90— [} ez [
Comme ||Rn||oo,j0;1] < vng1(1) et d’apres d., par encadrement, ].lT |[[Rnl[00,[0;1] = O donc la série de
n——+0oo
fonctions Y (—1)™vy converge uniformément sur le segment [0; 1] donc, comme toutes les v, sont continues
n>0
—+oo
sur [0;1], la fonction S = > (—1)™v, est continue sur [0;1] (on n’en a pas besoin ici). D’apres le cours,
n=0
1 +o0 1 +o0 (71)71(211)[ 1 1
du = du = ( - d): car My = :
Jy rmen= Jy stwau= 8 (f Cmvatan) = 5 o i can [ wnan = gt
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a. Six=0,onaVne N* u,(0) =

a4 _ 5% (=1)"(@n)!
=], Vi T ) n 1)

On aurait pu montrer cette relation par le théoreme d’intégration terme a terme !

_])n
n

+ 1
D’apres b., on en déduit que fo > f(x)dx =2 fo f(x)

—

donc > un(0) converge par le critére spécial des séries alternées
n>l

n

car (l) est décroissante et tend vers 0. Six > 0, comme lim mne”™* = 0 par croissances comparées, on
nxl

n n—-+oo

aun (x) =0 (ﬁ) donc la série %:1 un (x) converge par le critere de RIEMANN car 2 > 1. Pour étre complet,
nz

on peut constater que si x < 0, on a HT |un (x)| = 400 par croissances comparées ce qui prouve que le
n—+oo

domaine de définition de S est effectivement R;. Au final, > wu, converge simplement sur R.
n>1
b. Pour x > 0, la suite (un(x))nen- est décroissante, positive et tend vers 0 donc, d’apres le critere spécial

+oo
des séries alternées, en posant les restes Rn(x) = > ux(x), on a |Rn(x)| < [unt1(x)| < ﬁ donc Ry, est
k=n+1 n

ﬁ. La convergence de > u, est donc uniforme sur R;. Comme toutes
n nx1
=

les u,, sont continues, on en déduit d’apres le cours que S est continue sur R .

bornée sur Ry et ||Rn ||, m, <

c. Pourn > 1etx>0,onauj(x)=(=1)"""e ™. Soit a>0etn=T1,|[ulloato] = [Wp(a)]=e ™

et > e ™* converge (série géométrique) donc on a convergence normale de la série de fonctions ) u}, sur
n>1 nxl

[a; +00[ sachant que toutes les u,, sont de classe C' et qu’on a convergence simple (méme uniforme et méme

normale) de la série Y u, sur [a; +oo[. Par un théoréme du cours, S est de classe C! sur [a; +oo[ pour tout
n>1

+oo
a >0, donc S est de classe C' sur R% et Vx >0, S'(x) = Y (—1)"Fle mx,

n=1
+oo —X
d. Pour x > 0, §'(x) = e ™ > (—e )P = 1—7-7_)‘ =(-m(+ e"‘))/. Comme R’ est un intervalle, il
p=0 €
existe une constante k € R telle que Vx > 0, S(x) =k — In(1 + e~ ). Pour tout n € N*, liT un(x) =0 et
X—r+00
+oo
on a convergence uniforme de Y u, sur R} donc, par double limite, lim S(x) = > lim un(x)) =0.
n>1 X——+00 n—1X—+oo
Comme lim (—1In(1+4+e %)) =0, ceci impose k = 0. Ainsi : Vx >0, S(x) = —In(1 + e ).

X——+00

On pouvait constater, ce qui rend ces derniéres questions inutiles, que si x > 0, on a —e™* €] — 1; 1] donc,
comme on reconnait le développement en série entiere de x — In(1+x) qui est de rayon 1, on a directement

+o0 (_])n-i-:l(e—X)n _ 7S(X).

In(1+e™)= >
e. Comme S est continue en 0 d’aprés b., on a $(0) = lim S(x) = lim (—In(1 +e %)) = —In(2).

n=1
x—0t x—0t

a. Par une récurrence simple, on montre que la suite (un)n>o0 est bien définie et positive. Pour n € N,

(1/uZ + a2 —un)(y/u2 + a2 +un)
un+1—un:%(un—|— ui—i—a%)—un:%(\/uﬁ—l—aﬁ—un):%. n n s n n s

2 2
uy +an +up

en

2
a
1 < =2 car up = 0.

2(\/u$l +aZ +un)

w et on a bien upi; —un < O‘T“.

De plus, uniq —un = %(x/u% +a2 — un) > %(\/u% — un> =0 car aZ > 0 donc (un)nen est croissante.

a

multipliant par la quantité conjuguée donc up 1 —un =

Plus simplement, uZ + a2 < (un + an)? donc unyq <
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. ;. a . PETUREN L.
b. Sila série Y an converge, comme 0 < upy1 — Un < —2, par comparaison, la série & termes positifs

n>o0 2
> (un+1 —un) converge ce qui prouve, par dualité suite-série, que la suite (un)nen converge.
n=0
c. Pour n € N, posons u,, = % Alors la suite (un)nen est positive, croissante et elle tend vers 1.
n

Ainsi, comme (2un 11 —un)? —uZ > ufl_H —uZ > 0, on peut poser a, = \/(Zun+1 —up)?2—uZ >20. On
trouve alors (2un g1 — un)? = uZ + a2 ce qui, en passant & la racine (puisque 2un7 — un > 0), montre

que 2Uun41 — Un = JuZ + a? donc uny1 = 1E(un +/ud + a%t). Dans le cas particulier de cette question,

- — (2(n+1)7 n )27 n?  _ (2(“‘*‘1)7 2n )(z(n"‘])f n_,._n )paridentité
" n+2 n+1 (n—l—])z n+2 n+1 n+2 n+1 n+1

2 3 apres simplifications. Ainsi, an, oy 2 donc > a, diverge par RIEMANN. La
Rl n>0

remarquable donc a,, =

réciproque de la question b. est donc fausse.

a. Avec la condition de I’énoncé, Vn € N, Vx € I, (L) ‘ < el et la série géométrique > % converge

n n
2 2 n=0

donc, par comparaison, ». ¢ (ZL“) converge absolument donc converge.

n>0
Pour n € N, posons u, : x — cp(zn), avec la méme majoration, comme |x| < a pour x € I, on a

[unloo,—asa] < %“ et la série > %“ converge comme avant donc, par comparaison, Y. u, converge

n>0 n>0
normalement sur I. Or les u,, sont continues sur I par hypothese donc, d’apres le cours, S est continue sur I.

+oo
b. D’apres I'hypothese, comme 0 € I, on a [@(0)] < ¢[0] = 0 donc ¢(0) = 0. Ainsi, S(0) = Z ¢(0) =0. De

) = o(x)

OO OO
plus, d’aprés a., S est continue sur I. Enfin, pour x € I, S(x) — (2) E ( ) E (

apres simplification. Par conséquent, S est solution de (P).

c. Méthode 1 : soit f une fonction vérifiant (P) et x € I, Vk € N, k € I donc f(lk) - f( = ) ( )
2 2

En sommant pour k € [0;n], on obtient, apres télescopage, f(x) — f(z“%) (2 ) . Comme f

est continue en 0, on a lim f(%ﬁ) = f(0) = 0 donc, en passant a la limite dans (R), on a finalement
n—-+oo 2

+oo
f(x) = Zo @ (2%) = S(x) ce qui assure l'unicité.

n=
Méthode 2 : soit Sy et S deux solutions de (P). Posons d = S —S;, alors d est continue sur I par opérations,
d(0) = 51(0) — S2(0) = 0 et Vx € 1, d(x) — d(%) = S1(x) — S (g) —Sa(x) + sz(g) = ¢(x) — o(x) = 0. Soit
x € I, en itérant la relation d(x) = d(%), on montre par une récurrence simple que ¥n € N, d(x) = d(z“)

Comme d est continue en 0, en passant & la limite dans cette relation, on a donc d(x) = d(0) donc d est
constante. Mais comme on a vu que d(0) = 0, la fonction d est nulle sur I.

Ainsi, la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle ce qui assure 'unicité.

d. Comme S est solution de (P) avec la question b. et que deux solutions de (P) sont égales d’apres la
question c., on en déduit que S est la seule solution de (P).

e. Supposons ¢ de classe C! sur I. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

e D’aprés a., Y, un converge simplement (méme normalement) sur I.
n>0
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e Toutes les u,, sont de classe C' sur I car ¢ 'est.
1
21’1

bornée et on peut définir M = ||¢’||s0,1. On a donc ¥x € I, |uj (x)| < ZM“ donc v/, est bornée sur I,

ePourn € Netx € I, up(x) = @’(%) or ¢ est continue sur le segment I donc elle y est

[[ul oo, 1 < ZM“ et la série géométrique > ZM“ converge donc Y ul converge normalement sur I.
n>0 n>0

400
Si on suppose ¢ de classe C! sur I, alors S = 3 u, est aussi de classe C' sur I.
n=0

2
a. On a f(0) = 0 pour tout entier n € N. Pour x € R, on a fy(x) o DX — x et, pour x € R%, on a
oo NX

3
fn(x) ~ 2% =x donc la suite (fn)nen converge simplement vers la fonction f : x — x sur R.

+o0o nx
2 2 _
Six 20, 0nagn(x) =fn(x) —f(x) = 11an —x= ; 1(1]1;’— nx) _ . ;’;X par contre, si x < 0, il vient
(x) = fn(x) — f(x) = S x = e —x( ) | x Une petite étude de la fonction
In " 1+ nx? 1+ nx? 14+nx?’ P In

montre que gn, est négative, décroissante sur R et admet pour limite ~Len +00. De méme, g, est positive
n

sur R_, elle est croissante sur } — 00; —\Lﬁ} et décroissante sur [— \Lﬁ; 0} . De plus, gn (— ﬁ) = 2\% On

déduit de tous ces renseignements que g, est bornée sur R et ||gn||co,® = ||fn — f]loo,k = Max (l, #)
n’2y/n
Ainsi, Yn =2 4, ||fn — flloo,r = —1_ donc lim [[fn — f]loco,® = O ce qui montre la convergence uniforme de
’ 2y/n n—-+o0 ’

la suite de fonctions (fr,)n>o sur R vers la fonction f.

b. Par opérations, la fonction f,, est dérivable sur R*. Si x > 0, () =m0 _ _nx

_ 2
fn(x) = fnl0) _ _nx > — 0 donc fy, est dérivable en 0 avec f/,(0) = 0. Ainsi, f,, est dérivable sur R.

x—0 1+ nx* x—0-

= — Oet, six <0,
x—0 14+ nx x—o0+

2 4 nx) . nx?(3 + nx?)
On calcule, pour x > 0, f = (2 + nx) et, si x <0, =0 .22
pour x n(x) (1 + nx)? x n(x) (1+nx?)?

fonctions (f;,)n>o converge simplement sur R vers g : R — R telle que g(0) =0 et g(x) = 1 sinon.

. Comme avant, la suite de

c. Les expressions de f] (x) de a question précédente montrent que lin}) fl.(x) =0 = f,(0) donc f,, est de
x—
classe C! sur R car elle I'est par opérations sur R*. Comme toutes les f}, sont continues sur R, si on avait
convergence uniforme de () )n>o0 sur R (ou sur [—1;1]), on aurait continuité de sa limite, donc continuité
de g. NON ! Par l’absurde, (f/,)n>0 ne converge uniformément ni sur R, ni sur [—1;1].
a. f:t— ln(l%t) est continue sur | — 0o; 1] en la prolongeant par continuité en 0 avec f(0) = —1 puisque

In(1—1t) vt F est donc la primitive de —f qui s’annule en 0 donc F est au moins définie sur | — oo; 1].

Six =1, f(t) ~ In(1 —t) = o( ! ) donc f est intégrable sur [0;1] et F(1) existe par comparaison aux

v1i—t

intégrales de RIEMANN. Par conséquent, le domaine définition de F est D =] — oo; 1].
+oo £ +oo tn71

b. D’apres le cours, Vt €] —1;1], In(1—t) = — > * donc —f(t) = > (marche aussi si t = 0). Pour
n=1 "M n=1 M

x €] — 1;1], en intégrant terme & terme sur le segment [0;x] inclus dans l'intervalle ouvert de convergence,

i vient Fi) = [T (~fe)ar = [735 U lar = 5 M g = 550 5. Par défnition de |
il vient F(x) = —f(t))dt = t = t = X5 = S(x). Par définition de la
0 Opn=y M n=1v0 M n=1 n?
convergence d’'une intégrale, F(1) = lim F(x). Par continuité de F en —1, on a aussi F(—1) = limpr F(x).
x—1- X—>—
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n
En posant u, : x — ;‘1—2, on a ||un||e,j=1;1] = # donc Y u, converge normalement sur [—1;1] et, puisque

nxl
2
toutes les u,, sont continues sur [—1;1], S est continue sur [—1;1] donc F(1) = liql S(x) = S(1) = % et
X— 1
2
F(—1) = lim1+ S(x) =S(-1) = —T]t—z (classique en séparant les termes d’indices pairs et impairs).
xX—>—

On a bien Vx € [—1;1], F(x) = S(x).
2
c. Soit G : [0;1[— R définie par G(x) = % —In(x)In(1 —x) si x # 0 et G(0) = 0. Alors, par opérations

et comme In(x) In(1 —x) v X In(x) et lin}) xIn(x) = 0 par croissances comparées, la fonction G est continue
X—

In(1 —x)

sur [0; 1] et dérivable sur ]0; 1[. De plus, F est dérivable sur ]0; 1] avec F/(x) = donc, pour x €]0; 1],

x
(FO) + F(1 =) = 6()) = F/(x) = /(1 =) = /() = - 2U=x) il = (=), Il =) ()
x —x x —x
avec abus de notation usuel. Ainsi, la fonction x — F(x) 4+ F(1 —x) — G(x) est constante sur I'intervalle ]0; 1],
et en utilisant sa continuité en 0, elle vaut donc F(0) + F(1) — G(0) = F(1) = %
2
On a donc la relation Vx €]0;1], F(x) + F(1 —x) = % —In(x) In(1 = x).
a. Six €]0;1[, lim x™In(n) = 0" par croissances comparées donc, comme In(x) < 0, lim un(x) = —o0
n—+oo n——+4oo
et la série > un(x) diverge grossierement. Si x = 1, un(1) = 0 donc Y un(1) converge. Si x > 1,
n>2 n>z2
un (x) = o(x™™) donc Y un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
o0 n>2
400
Ainsi, Uensemble de définition D de > u, vaut D = [1;+00].
n=2
. - / 1—nln(x) .
b. Pour n > 2, uy est positive et dérivable sur [1;+oo[ et uf (x) = FF () donc u, est maximale en
x n(n
e!/™ et on a ||[un|leo.p = un(e'™) = — 1 Comme la fonction x — —— est décroissante sur D et
’ enln(n) x In(x)

qu’une de ses primitives x — In(In(x)) admet une limite infinie en +o00, la série de BERTRAND ) 1
n>2 nin(n)
diverge par comparaison série-intégrale. Ainsi, Y. u, ne converge pas normalement sur D.
n>2

Si a > 1, il existe ng > 2 tel que Vn > ng, e'/™ < a d’oll, avec ce qui précede, [[unlloo,[aitoo] = un(a). Or

> un(a) converge donc > u, converge normalement sur tout intervalle [a; +o0o[ inclus dans ]1; +o0].

n>ng n>2
. T 1 In(x) .
c. Soit x €]1;4+00[ et n > 1, alors 0 < Ru(x) = > uk(x) = ——————— et, pour tout entier
K=nt1 k=1 X In(k+1)
. 1 = l 1/x)"
k = n, In(k+1) < In(n+1) donc on peut majorer 0 < R (x) < #(:)1) k:%;r](]/x)k - anxl) % ITE(T/?-)F T
Or o< (1/x)™ < 1 et, comme Vx > 1, In(x) <x—1,0ona0 < ln(x]) < 1. Par conséquent, comme Ry (1) =0,
X —
VxeED, Vn>1, 0 < Ry(x) < — .
on a Vx € n n(x) Y
d. On en déduit que ||Rn||co,p < m et nEToo [IRnlloo,p = 0, la série né:zun converge donc uni-

formément sur D et, comme toutes les u,, sont continues sur D, la fonction S est continue sur D.

e. Pour x > 1, d’aprés la question précédente, 0 < S(x) = Rq(x) < Lnf? X {L/é)) +i@o( 3]/2). Ainsi, la

fonction S est intégrable sur D par comparaison a une intégrale de RIEMANN.

26



a. La fonction f : x > e~ est continue sur R et f(x) = o(%) par croissances comparées donc f est
oo \x

—+o0
intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc u, = 1 f

2 .
e X dx existe pour
n Jn2

2 P +oo 2 +o0 2 . 1 1
n € N*. Comme n g(nﬁ—]),onaf exdx>f e * dx donc, puisque — > ——, on a

n2 (n+1)2 n n+41
Un 2 Un41 donc la suite (un)n>1 est décroissante, positive, et elle tend vers 0 car, en tant que reste d’une
+oo 2 R .

m e=*’dx = 0. Et on a méme lim 1

intégrale convergente, U
n—+oo Jn? n—+4oo n

= 0. Par conséquent, avec le critere

- - . - -1 proe o2
spécial de séries alternées, la série =" f , € % dx converge.
n n
n>0

n
b. Pour n € N*, posons v,; = e dt et x = tn = o(t), alors la fonction ¢ est une bijection de classe
0

2

n
C! strictement croissante de [0;n] dans [0;n?] donc, par changement de variable, on a v, = 1 fo e dx
n

oo 2 L . -
donc, par CHASLES, v, = 1_ un en posant [ = fo e dx (intégrale de GAUSS). Ainsi, on peut écrire
n

_ n _ n
(=1) "y = (Gl (=1)™un. Or la série > (=1) converge par le critere spécial des séries alternées et
n n>1 n

. 7 7 z_. n —_— 2 2
> (=1)™uy converge par la question précédente. Par somme, la série > (—=1)™ fo e~ U™ dt converge.
nxl n>l
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ORAUX 2022 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES,

GEOMETRIE ET DERIVABILITE

a. Soit h : R — R définie par h(x) = x —cos(x). h est dérivable sur R et h’(x) = 1+ sin(x) > 0 donc, comme

R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux réels
a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule qu’en

les réels de la forme _72l + 2knt (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoreme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0, donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cosof = focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’aprés l'unicité montrée & la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f' x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient f'(x0)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par ’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

Soit f: R — R telle que Vx € R, f(x) = x*> — 2 de sorte que uny1 = f(u,). Par une petite étude de cette

fonction dont le graphe est une parabole, on constate que Uintervalle [—2;2] est stable par f. En effet, f est

paire et croissante sur [0;2] avec f(0) = —2 et f(2) = 2.

Méthode 1 cas réel : supposons a € R et traitons deux cas :

e si |a] < 2, comme | — 2;2[ est stable par f, Vn € N, |un| < 2 donc (un)nen est bornée.
esial >2, u = a? — 2 > 2 et, par une récurrence simple, ¥n > 1, unp > 2. Or, pour x > 2, on a

2 x—=2=(x+1)(x—2)>0donc upy1 = u2 —2 > u,. La suite (un)nen est donc

x2 —2>xcarx
croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors en passant a la limite dans la relation de
récurrence, on a €> = { — 2 donc £ = 2 ou { = —1, ce qui est absurde car up = a > 2. Ainsi, (un)nen
est croissante et non convergente, elle tend vers +o0o donc n’est pas bornée.

A nouveau, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a] < 2.

Méthode 2 cas réel : supposons a € R et traitons trois cas :

e si a € [—2;2], il existe un réel 0 tel que a = 2cos(0) car cos est surjective de R dans [—1;1]. Ainsi,
a = up = 2cos(8), puis u; = a? —2 = 4cos?(8) — 2 = 2cos(20) et on montre par une récurrence
simple que Yn € N, u,, = 2cos(2™0) ce qui montre aussi que la suite (un)nen est bornée.

e Si a > 2, comme ch est une surjection de R* sur |1;+o00[, il existe t # 0 tel que a = up = 2ch (t)
puis u; = a? —2 = 4ch?(t) — 2 = 2ch (2t). A nouveau, par récurrence, ¥n € N, u, = 2ch (2™) et,

comme t # 0, ceci justifie que lim u, = 4o0.
n—+oo
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e Sia< —2 il existe t # 0 tel que a = wp = —2¢h (t) puis u; = a? — 2 = 4ch?(t) — 2 = 2ch (2t).

Encore, par récurrence, Vn € N*| u, = 2ch (2™t) et, comme t # 0, ceci justifie que nl—i)Too Un = 400.
Ainsi, si a € R, (un)nen est bornée si et seulement si |a| < 2.

Cas complexe non réel : soit maintenant a € C\ R. On prolonge la fonction cos & C en écrivant, pour tout

iz —iz
z€ C, cos(z) = %. On va vérifier que cette fonction est surjective de C dans C. Soit (z,2') € C?,

. iz —iz
posons u = e'* #£ 0. Alors cos(z) = 2/ < & +26 = u+§1/u) =7 <= u? —22u+1 =0 Dapres

D’ALEMBERT-GAUSS, il existe au moins un complexe u qui soit racine de P = X2 — 2z/X 4 1, et ce u est
forcément non nul car 0 n’est pas racine de P. Soit donc u # 0 tel que u? — 2z'u+ 1 = 0. Or 'application
exp : v — e est surjective de C dans C* puisque si w = re!® € C* avec r > 0 et 8 € R, le complexe

In(r)+i6 In(r) 0 0

=w. Ainsi, soitve C

. iz —iz
tel que u = e” et z = —iv de sorte que v = iz et qu’'on ait u = e'* puis & "‘26 —ut g]/u) =2 = cos(z).

v = In(r) + 10 est un antécédent de w par exp puisque e =e x et® = rel

On a bien établi la surjectivité de cos de C dans C. Et on vérifie qu’on a toujours, méme pour z € C, la

formule ZCOSZ(Z) 1= z(eufzieﬂ)z 1= ZeZiZ + 4 —:}267212 —4 _ ei(zz) _Ee*i(zz)

= cos(2z).

a

Comme & € C et que cos est surjective, il existe b € C tel que a = up = 2cos(b). Alors on a comme

avant w3 = uj — 2 = 4cos?(b) — 2 = 2(2cos?(b) — 1) = 2cos(2b) et on démontre, par récurrence, que l'on a
Vn € N, u, = 2cos(2™b). Sion avait b € R, on aurait a = 2cos(b) = e'® +e7'® € R ce qui est contraire
& I'hypothése. Ainsi, b = by 4 ibs avec by € R et by € R* et on a donc u,, = 2cos(2™b) = et2"? 4 ¢7127b
eiznb] —2"b, + e—iZ“lerZ“bz .

qu’on peut aussi écrire u, = Traitons deux cas :

. . _9n . som _9yn som n n
esiby >0, alors lim e 2 ° =0donc lim et2"P172"b2 = ( et [e12"P1H+2702| = ¢2"P2 {onc
n—-+oo n—-+oo
. 1 n — n . . 7
lLT |et2"P1=2"b2| — 10 ce qui prouve, par somme d’une suite bornée car convergente et d’une
n——+oo

suite non bornée, que la suite (un)nen n'est pas bornée.

. . n . sy n s _on _9n
esiby <0, alors lim e? °2 =0 donc lim e P1#27b2 = g et [e127P1727b2| = ¢=2"P2 {onc
n—+o0 n—+oo
. 1 n n \ . 7
lim [et?"P172702] — 400 et & nouveau, par somme d'une suite bornée car convergente et dune
n—+4oo

suite non bornée, la suite (un )nen n’est pas bornée.
Sia ¢ R, la suite (un)nen n'est jamais bornée.

On a donc montré que Pensemble de JULIA associé & la constante ¢ = —2 était réduit au segment réel [—2;2] !

a. Supposons que f est K-lipschitzienne, alors sin > 1 et 0 < tg < --- < tn, < 1, par télescopage, on peut

n n
majorer ». ‘f(tk) - f(tk,1)| < Y (K(tk — tk—1)) = K(tn — to) < K. Ainsi, V(f) <K < 400 et f € BV.
k=1 k=1

N

b. Supposons f croissante (si f est décroissante, on remplace f par —f) et sin > 1 et 0 < to - <ty <1,

on trouve par télescopage é] () — F(tet)] = 30 (F(t) — f(teet)) = F(tn) — f(to) < £(1) — £(0) donc

V(f) < (1) = £(0) < +00 et f € BV.
c. Soit f: [0;1] — R définie par f(x) = xcos (l) si x > 0 et f(0) = 0. f est continue par opérations sur
X

10;1] et lim f(x) = 0 = f(0) donc f est continue sur [0;1]. Soit n > 2, ti 1

x—0+ = (n+] —k)7t sik € [[O;TL]],
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TL n
lors Vy = (t) — f(t = ( L ] ):l (1 L) t lim V
alors ¥ Z| K) (t— ]’ = (n—k)7'r+(n—|—1—k)7r nkE:] Jrk—l—l ST Y bar

divergence de la série harmonique. Ainsi, f est continue sur [0; 1] et elle n’appartient pas a BV.

d. SifeBVette [0;1],sin=1,ty=0ett] =t, kijl [f(tk) = f(t—1)| = [f(t1) = f(to)| = [f(t) —F(0)| < V(f)
donc |f(t)] = |f(t) — £(0) + f(0)| < |f(t) — f(0)| + |f(0;| < V(f) + |f(0)]. Ainsi, f est bornée sur [0;1].

e. D’abord, la fonction nulle f = 0 est a variations bornées car des que n > Tet 0 < tp < -+ < tp, < 1,

n
ona Y |f(tx) — f(tk—1)| = 0 donc V(f) = 0 < 400. De plus, si on prend un scalaire A € R et un couple
k=1

(f,g) € BVZ2, toujours pour n > 1 et 0 < to < --- < tn, < 1, on peut majorer par inégalité triangulaire
n n n
>0 (M 4 g) (1) — (M + ) (tie—1) | < AL DD [f(ti) — (1) | + 3 [g(ti) — g(ti1)| S AV(F) + V(g) < +o0
k=1 k=1 k=1

donc A + g € BV. Ainsi, BV est un sous-espace vectoriel de F([0; 1], R) donc BV est un espace vectoriel.

Homogénéité : soit f € BV et A € R, on a i () (t) — () ()| = A i [#(ti) — f(tier)] < V() si
n>let0<ty < - <ty <1 done V()\f)k; [A[V(f). SiA#0, on appliqlreice qui précede & % et Af pour
avoir V(%(Af)) < H’V(?\f) donc V(Af) = [A|V(f). Ainsi, V(Af) = |A|V(f) qui est aussi vrai si A = 0 car 0 = 0.

Ainsi, on a bien 'homogénéité N(Af) = V(Af) + [(Af)(0)] = A[V(f) + [A][F(0)] = |AIN(F).

Inégalité triangulaire : on a déja vu en montrant que BV était un espace vectoriel (en prenant A = 1) que

Z ’ f+g tk) (f—l—g)(tk 1)| Z ’f tk —f tk 1 |+ Z ’g tk —g(tk 1)| gV(f)+V(g) donc on déduit

que V(f+g) < V(f)+V(g). D'ou N(f+9) (f+9)+|(f+9)( )< V() +V(9) +[£(0)[+[9(0)] = N(f) +N(g).
Séparation : Si on suppose que N(f) = 0, comme V(f) et |f(0)| sont positifs, on en déduit que V(f) = 0 et

[f(0)] = f(0) = 0. Avec l'inégalité de la question d., Vt € [0; 1], |[f(t) — f(0)| < V(f) = 0 donc f(t) = f(0) et f
est constante. Comme f(0) = 0 donc f(0) = 0.

On peut donc conclure que N est une norme sur I’espace BV.

f. Soit f et g deux fonctions de BV, on peut définir d’apres d. les deux réels A = ||f]|,[0;1] = tg[LéP” [f(t)] et

B = |[9]|sc,[0:1] = Sup lg(t)]. Sin>1et0<tg < -+ <ty < 1, en faisant intervenir un terme intermédiaire,

Vk e [1in], [f(te)g(ti) — flt—1)g(tic—1)] = [f(ti)g(ti) — F(ti)g(tic—1) + f(ti) g (ti—1) — F(tie—1)g(ti—1)l.
Par inégalité triangulaire, [f(t)g(ti) — f(ti—1)g(tk—1)| < [f(ti)llg(t) — g(ti—1)| + [g(ti) [[(tic) — F(tr—1)]
donce |f(tx)g(tk) —f(tk—1)g(tk—1)] < Alg(tx)—g(tk—1)|+B|f(tx) — f(tk—1)|- En sommant, on arrive & majorer
2 [(9)(t) — (fa) ()| < 2 (Alg(ti) = o(timn)]| + Blr(tw) = (1)) < AV(g) + BVI(). Ainsi, g € BV
et Pespace vectoriel BV est bien stable par produit (on dit que ¢’est une algebre).

g. Soit f et g dans BV avec g : [0; 1] — [0; 1] monotone. Supposons que g est une fonction croissante (sinon
on remplace g par —g € BV). Soitn > 1et 0 < to < - <ty < 1. Comme g(0) >0, g(1) < Tetg
croissante, on a 0 < ty = g(to) <ty =g(t1) < -+ <ty = g(tn) < 1. Puisque f € BV, on a la majoration
kz] [fog(tk) —fog(tk_1)| = kz1 [f(ty) — f(tk—1)| < V(f) donc fog € BV.

h. Soit g : [0;1] — [0;1] définie par g(0) = 0 et g(x) = x? sin? (5) si x €]0;1]. Les variations les plus
X

importantes de la fonctions g sont atteintes quand on parcourt tous les creux et bosses de g, g est croissante
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sur tout segment C,, = [l; 2 ] pour n > 2 et elle est décroissante sur tout segment D,, = [ 2 ;l}
n 2n—1 n+1'n
avec n > 1. La variation de g sur C, est de ’g( 2 ) — g(l)‘ = % et celle sur Dy, est de
2n —1 (2n—-1)
‘g(l) - g( 2 )‘ = 4 . Ainsi, comme ) ( 4 > + 4 2) converge par RIEMANN car
n n+1 2n+1) ns2 \(2n+41) (2n—1)

4 4
(2n 4 1)? M (n—1)2 +

définie par f(x) = /x. Alors f est croissante donc f appartient & BV d’apreés b. et f o g(x

2, la fonction g est & variation bornée. Prenons maintenant f : [0;1] — [0;1]
sm( )‘

Ainsi, la condition “f monotone” n’est pas suffisante pour que fog € BV si (f,g) € BV? avec g : [0;1] — [0;1].

xR |=

x €]0; 1] et on peut montrer comme en question c., que f o g n’appartient pas a BV.

a. La fonction g7 : u — % est continue sur R et gq(u ),5, T donc lintégrale f g1(u)du converge

par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, f1 est bien définie sur R* . De plus, par CHASLES, on
1
aVt>0, fi(t) = fo g1(uw)du + f] g1(u)du et 1 € R donc, par le théoreme fondamental de I'intégration,

f1 est de classe C' sur R’ car g7 y est continue et on a f}(t) = gy (t) = CL\/(;).

+o00
b. Par intégration par parties, I'intégrale fo g1(u)du a la méme nature, puisque les fonction a : u — 1

v

et b = sin sont de classe C' sur R% et que lim a(u)b(u) = lim a(u)b(u) = 0 car sin(u) ~u et que
u—0+ u—+o00 0

. . s +oo sin(u ) stn(u) 1 sin(u) 1 .
sin est bornée, que I'intégrale fo u 377 d . Mais 372 ¥ Vi e SN ol @] (W) donc la fonction
sin(u)

u — SWEL est intégrable sur R’ par comparaison aux intégrales de RIEMANN et on en déduit que les

+0 cos(u)

+oo
intégrales fo sm3/2 du et f cos du convergent. Ainsi, BHIOO fit) =1 = fo o du.
On admet d’apres 'énoncé que f, est bien définie et de classe C! sur R avec f5(t) = Sl\nfit), que l'intégrale

+oo gin(u oo stn
du converge et que hm fz =1 =
Jo TR Js
c. D’apres le cours, comme f : t — (ﬁ( ),f2(t)) est de classe C1 sur [t1;tz2], la longueur de I’arc paramétré
t t
— (f1(t),f2(t)) entre les points de parametres t; et t; vaut L = j; ’ [[f'(t)|]dt = ft ’ ()2 + 5 (t)%dt
1 1

doncl_—f2 dt _ VA =2yt — 2.

Cette courbe s’appelle une spirale de CORNU, pour t = 0, on est au point Mg = f(0) = (0,0), on tend quand
t tend vers 400 vers le point limite A = (I1,12) et on note My = f(t). Alors L est la distance entre My, et

My, sur la courbe et cette distance tend vers +oo quand par exemple, t;1 = 0 et t, tend vers +oo.

. too cos(u) , 51n _ 1 —
d. En écrivant ft i du=1; —f1(t) et f =1, —f2(t), F est de classe C' par opérations
2cos t +o0 cos(u 2sin(t +oo sin(u
et F(t) = 20 (1)(I1 — f1(1)) — 25(1)(1z — £2(1)) = — Jg ) L \/(a>du - ff ) [ s,
+ — +
quon regroupe en F(t) = _71" o cos(t) cos(u )fsm(t) sin(u Zf o0 cos )du On pose
u

u=x+t= @(x) avec ¢ qui est une bljeCthIl C1 strictement croissante de Ry dans [ ,+oo[ et on a par

—+oo
changement de variable F/(t) = —2 f cos( ———_dx comme attendu.
—|— tx

V12
. w2 cos(u) . s 7™ cos(u)
e. Si(a,t) € (RY)%, u— ——=== est continue sur le segment [0;7] donc I'intégrale I = f

va-+tu 0 va—+tu v
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7/2 cos(u) cos(u
existe. On écrit pose I = f f du et on pose u=m—v = @(v) avec ¢ de classe
n/2 \/a + tu tu

\/athu

. . 7/2 cos(u) cos v)
C! sur [0' 3}7 ce qui donne par changement de variable I =
2 d b & v fO \/a—i—tu fﬂ/Z \/a+t71—tv( v)
/2
qu’on regroupe, puisque cos(m —v) = —cos(v) en [ = fo cos(u)(\/ ]—|—t -7 +l n )du. Or cos et
a+tu a+tr—tu

1 1
— —
v \/a—i—tu \/a—i—’m— tu

sont continues et strictement positives sur }O; % { oilu<m—udoncI>0.

y (k17 cos(x) o
f. Par CHASLES, F/(t) = -2 Z f dx et, en posant dans chaque intégrale le changement

V2 + tx

+0o too
de variable x = s 4 kmt, on obtient F/(t) = =2 > fﬂ cos(u + k) du= > (

_ _])kf ~cos(s)
k=070 42 4 t(s + k) k=0 Vi + kn + ts

/2
Posons uy = f __cos(s) ds = f cos(u)( 1 — 1 )du, alors uy > 0
V2 +km+ ts V2 4k tu \/t2+(k+l)n+tu
d’apres e. et (ui)ikso est strictement décroissante car 1 - 1 vaut, avec

Ve ittt 2 g ko Dn-

i
\/t2—|—k7t—|—tu\/t2—|—(k—|—1)7t+tu( t2 4k + tu + \/t2+(k+1)7t—|—tu)

quantité décroit strictement quand k augmente pour toute valeur de u € [0; g} Par le critere spécial des

la quantité conjuguée, et cette

séries alternées, F/(t) = —2 > (—1)%uy est du signe du premier terme de cette série, donc F/(t) < 0 car

—2up < 0, ce qui prouve que F est strictement décroissante sur l'intervalle R .

a. x et y sont définies sur R donc le domaine de définition de cet arc est R. Réduisons le domaine d’étude :

e Les fonctions x et y sont 2n-périodiques donc on n’étudie cet arc que pour t € [—m; 7] et on repassera
une infinité de fois en chaque point (sans pour autant dire que ce sont des points multiples).

e x est paire et y est impaire donc on peut n’étudier cet arc que pour t € [0; 7] et on obtiendra toute
la courbe en effectuant une symétrie orthogonale de la courbe obtenue par rapport a la droite (Ox).

oVt € [0;m], x(m—t) = —x(t) et y(m —t) = —y(t) donc on peut n’étudier cet arc que pour t € [O; %}

et on obtiendra toute la courbe en effectuant une symétrie centrale par rapport a O.
b. Comme x et y sont dérivables et quon a x'(t) = —3sin(3t) et y’(t) = 2cos(2t), la fonction x est

décroissante sur {O; %}, croissante sur [g, %} et la fonction y est croissante sur {0; %] et décroissante sur

[%; %} Les fonctions x’ et y’ ne s’annulent pas en méme temps donc il n’y a pas de point stationnaire, par
contre, la courbe admet des tangentes horizontales en le point ( - %, 1) pour t = % quand y’ s’annule, et

des tangentes verticales (1,0) et ( -1, ?) pour t =0et t = gl quand x’ s’annule. Bien str, par symétrie,

on obtient d’autres points a tangente horizontale ou verticale.

c. On trace le tableau de variations de x et y et on relie les points pour avoir la courbe avec les symétries
vues précédemment. I' est une courbe de LISSAJOUS.

La voir sur Wolfram en tapant (cos(3t),sin(2t)) dans “parametric plot”.
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ORAUX 2022 THEME 5
REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Analyse : Soit E un tel sous-espace. Distinguons selon la dimension d = dim(E).

e Dans le cas ot d =0, on a E = {0} donc E\ GL,(C) = {0}.
e Dans le cas olt d = 1, E est une droite qu’'on peut écrire E = Vect(A) avec A # 0 et, comme
E\GL,(C) = {0}, on a forcément A inversible sinon A appartiendrait & E\ GL,,( C). Toutes les matrices
non nulles de E s’écrivent oA avec « # 0 donc elles sont inversibles car det(xA) = a™det(A) # 0.
e Dans le cas ot d > 2, E contient au moins un plan F = Vect(C,D) avec (C,D) libre. Comme
avant, les matrices C et D sont forcément inversibles puisque sinon 1'une d’entre elles ferait partie de
E\ GL,(C). Soit A € C et A = AC — D, alors det(A) = det(AC — D) = det(C(Al, — C~'D)) donc
det(A) = det(C)det(Al, — C7'D) = det(C)xm(A) ot M = C~'D. Or le polynome xpm est scindé dans
C[X] par le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS car deg(xm) = n > 1, il existe donc Ag € C tel que
xm(Ao) = 0 ce qui montre que la matrice A = AoC — D n’est pas inversible puisque det(Ao) = 0 et
pourtant elle est non nulle car (C, D) est libre. Ainsi, Ag € E\ GL,(C) ce qui fournit une contradiction.
Synthese : réciproquement, E = {0} ou E = Vect(A) avec A inversible vérifient la condition E\ GL, (C) = {0}.
Par double implication, les seuls sous-espaces E de My (R) tel que E\ GL,,(C) = {0} sont le sous-espace {0}

réduit au vecteur nul (de dimension 0) ou toutes les droites Vect(A) avec A inversible (de dimension 1).

2p
a. e Sin est pair, en notant 2p = deg(P) et P = Y axX* avec azp # 0, on a P(x) ~ azpx?P donc
=0 x—=00
XE?OOP(x) = 400 siazp >0 et XEEXJP(X) = —o00 si azp < 0. Supposons azp > 0 (le cas azp < 0 se traite en

remplacant P par —P) de sorte que Xhi?m P(x) = +oo. Par définition de la limite, pour ¢ = 1 par exemple, il

existe a < 0 tel que Vx < a, P(x) > 1 et il existe b > 0 tel que Vx > b, P(x) > 1. Comme P est continue sur le

segment [a;b], elle y est bornée et y atteint sa borné inférieure m = A/[lin} P(x). En posant ¢ = Min(1, m),
x€[a;b

on a Vx € R, P(x) > ¢ puisque P(x) > 1 > ¢ si x €] —o0;a] U [b;+oo[ et P(x) = m > ¢ si x € [a;b]. Ainsi,

P(R) C [c; +00[ donc P n’est pas surjective de R dans R.

2p+1
e Sin est impair, en notant 2p+1 = deg(P) et P = > axX* avec azp11 # 0, on a P(x) ~ azp1x?PH1 ce
i lim P(x) = lim P(x) = —o0 si lUm P(x) = — lim P(x) =
qui prouve que Um (x) = +ooet m (x) oo siazpy1 > 0et Jim (x) coet lim (x) = 400

si azp41 < 0. Supposons que arp41 > 0 (Pautre cas est symétrique), soit x € R, il existe (a,b) € R? tels

que Yy < a, P(y) <x—1 (car lim P(x) =+o0) et Vy 2 b, P(y) =x+1 (car lim P(x) = —o0). Comme
X—+00 X—>—00

P(a) < x < P(b), par le théoreme des valeurs intermédiaires, 3z € R tel que P(z) = x. Ainsi, P est surjective.

Par conséquent, P est surjective de R dans R si et seulement son degré est impair.

b. Si deg(P) < 0, P est constant donc P n’est pas injectif. Supposons maintenant P non constant donc

deg(P’) > 0, c’est-a~dire P’ # 0. Comme P est continue sur un intervalle, on sait d’apres le cours que
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P est injective si et seulement si P est strictement monotone. Décomposons le polynéme P’ en produit de

polynomes irréductibles de R[X] en écrivant P = A H (X — )2 H (X — By )2met] H (X% +arX+by)P* o

k=1 k= k=
A#0, (r,5,t) € N3, «q,---, « sont les racines réelles de P’ de multiplicités paires 2mq,---,2m,, B1,---, s
les racines réelles de P’ de multiplicités impaires et X2+ a1 X+by, -, X2+ ae X+ by les diviseurs irréductibles

de degré 2 (avec ay, by réels et aﬁ —4by < 0). Si on avait s > 1, alors P/ changerait de signe au voisinage de
B1, ce qui contredirait la monotonie de P’. Réciproquement, si s = 0, P’ est du signe de A # 0 sur R et ne
s’annule qu’en des points isolés (pas sur un vrai intervalle), et ceci montre que P est bien injective sur R.
Par conséquent, P est injective sur R si et seulement si P’ n’a aucune racine réelle de multiplicité impaire.
c. Soit P € R[X] tel que deg(P) > 2. Traitons plusieurs cas :

e si P admet deux racines réelles distinctes o et B, alors P = (X — o)(X — 3)Q avec Q € R[X], et on a

donc P(A) = f(A) = f(B) = P(B) =0 si A = «l et B =pI;. Comme A # B, f n’est pas injective.

e si P admet une racine double réelle «, alors P = (X—a)?Q avec Q € R[X],si A = al; et B = alz+Eq 2,

on a P(A)=f(A)=f(B) =P(B) =0 car E%’z = 0. Comme A # B, f n’est pas injective.

e si P admet une racine complexe non réelle z = z1 + iz (avec z; # 0), donc que P = (X% + aX +b)Q

avec (a,b) € R? tel que a®? —4b < 0 et Q € R[X] et z2 + az+ b = 0, en posant A = (? —le)
2z

z% — z% —2z122

(analogue des matrices de rotations), on a A? = ( > donc A% + aA + bl = 0 car

22122 z% — zz

23 — 23 4 2iz1z2 + azy +iazz +b = 0. De méme, B2 + aB + bl = 0si B = < Z; ?) Ainsi,
—Z2 1

P(A) = f(A) = f(B) = P(B) = 0 et, comme A # B, f n’est pas injective.
Comme tout polynéme de R[X] de degré supérieur ou égal & 2 est de I'une des trois formes précédentes, on

en déduit que si deg(P) > 2, 'application f : M(R) — M2 (R) définie par f(M) = P(M) n’est pas injective.
d.

a. Comme xa € C[X] est scindé d’apres le théoréeme de D’ ALEMBERT-GAUSS, on sait que A est trigonalisable

et semblable & D = diag(A1,---,A1,--,Ap, -, Ap) ol chaque valeur propre A; est répétée n; fois si ny est

la multiplicité de ?\1 dans le polynome xa. Pour k € N, la matrice A* est semblable a la matrice D¥

P Nk
donc Tr (AX) = E AR = m)\k(] + Yy M (&) ) Par hypothese, lim ( ( ) ) =1 car
i=1 i—2 1 \M k—-+o0 = zm

. P . S\ K
Vi € [2;7p], ;\‘—1 < 1donc dko € N, Vk > ko, | > h(h) ‘ < % ce qui prouve que Vk > ko, Tr (A¥) # 0.

1 i=2

Tr (AFH) . o
Alors, pour k > ko, tx = ——— est bien défini.
p = K0, tk Tr (Ak)
1}\kJH
On a méme Tr (A¥) ~ m)\k donc ty ~ ——— =A; ce qui prouve que Um tx =Ay.
+o0 +oo myAj k—+00

1 0

0 —1 > 1l est clair que Sp(A) = {—1,1} avec AZ* =1, et

b. Prenons par exemple n = p = 2 avec A = <
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AZKtT = A Ainsi, comme Tr (A) =0, on ne peut pas définir t si k est impair.

Cela vient du fait que, dans ce cas particulier, M| =1 =1=|—1] = |Az].
X—=1 0 0 X_3 1
c. Onaxa=| 2 X-3 -1 |= (x-1)‘ 4 X+1’: X=1N[(X=3)(X+1)—4] = (Xx=1)°
—4 4 X41
0 0 0
donc Sp(A) = {1} et on n’est pas dans le cas de la question a.. Comme A —I3=| -2 2 1 |,ona
4 -4 22

rang (A —I3) = 1 donc dim(Ker (A —I3)) = 2 d’apres la formule du rang et, clairement, E1(A) = Vect(vy,v2)
en posant vi = (1,1,0) et vz = (0,1,—2). Comme Ej(A) # C3, A n’est pas diagonalisable mais elle est
trigonalisable car xa est scindé (dans R[X] et dans C[X]). Cherchons un vecteur vz tel que Avz = vy + v3,
ou encore (A — I3)v3 = v, et on constate sur la troisieme colonne de la matrice ci-dessus que vz = (0,0, 1)
convient. Comme v3 ¢ Eq(A) = Vect(vi,v2), on a (vi,vz2,v3) libre donc B = (vq,v2,v3) est une base de

C3 et, par construction, Mat ¢ (f) = T si f est I’endomorphisme canoniquement associé &4 A. Par formule de

1 0 0
changement de base, avecP = [ 1 1 0 | la matrice de passage de la base canonique & B, on a A = PTP~!
0 -2 1

donc A et T sont semblables.

k k .
d. Comme T =I3+E;, 3 et I3E, 3 = E; 313, par le bindme de NEWTON, on a Tk = (I3 +Ez,3)k => ( > 5‘3-

i=0 \1
Mais E3 3 = 0 donc T = I3 + kEz 3. Comme A = PT*P~!, on a A* = P(I3 + kE; 3)P™' =13 + kPE; 3P~
k
Mais E» 3 = T — I3 donc PE; 3P~ ! = P(T — Ig)P_1 = A — I3, ce qui montre que lim AZ A I3 car on
s ) k—4o0 k

a A7k _ I3 +k(A—I3)
k k
sachant que les matrices I3 et A — I3 commutent et que A — I3 est nilpotente d’indice 2.

=A—-13+ % On pouvait directement effectuer le binéme avec A = I3 + (A — I3)

a. Si P € R[X], par composition, P(X + 1) est aussi un polynéome réel. De plus, si (P,Q) € (R[X])? et A € R,
alors fAP + Q) = AP + Q)(X + 1) = AP(X + 1) + Q(X + 1) = Af(P) 4+ f(Q) donc f est linéaire. Ainsi, f est
bien un endomorphisme de R[X].

b. Comme g = f —id g[x], g est aussi un endomorphisme de R[X.

e Soit P € Ker(g), alors P(X 4+ 1) = P(X), si P admet une racine complexe «, alors P(«) =0 = P(« + 1) donc
a+ 1 est aussi racine et, par une récurrence aisée, Vn € N, a+n est racine de P ce qui donnerait une infinité
de racines pour P. NON ! Ainsi, P n’admet pas de racine complexe ce qui impose que P est constant d’apres
D’ALEMBERT-GAUSS. Réciproquement, si P = A € Rp[X], f(P) = P donc g(P) =0 et P € Ker(g).

e Soit Q #0 € R[X] et n =deg(Q) € N, si P € R[X], les termes de plus haut degré de P(X + 1) et P(X) sont
les mémes donc deg(g(P)) < deg(P). Ainsi, 'application gn : Rn41[X] = Rn[X] définie par gn (P) = g(P) est
bien définie et elle est linéaire par linéarité de g. D’apres la formule du rang, rang (g ) +dim(Ker(gn)) = n+2.
Or Ker(gn) = Ker(g) N Ry4+1[X] = Ro[X] donc rang (gn) = n + 1 ce qui montre que gn est surjective. Ainsi,
il existe un polynéme P € Ry, 41[X] tel que gn(P) = g(P) = Q. On peut donc conclure & la surjectivité de g.
Au final, on a Ker(g) = Ro[X] et Im (g) = R[X].

c. Puisque g est surjective, g* est aussi surjective donc Im (g*) = R[X].
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Pour les noyaux itérés, on effectue une récurrence sur k. Soit k € N*, supposons que Ker(g*) = Ry_1[X].
Soit P € Ry[X], on a déja vu que deg(g(P)) < deg(P) donc g(P) € Ryx_1[X], ce qui, par hypothese de

récurrence, montre que g(P) € Ker(g*), donc que P € Ker(g*t!). Réciproquement, soit P € Ker(g**!), ceci

d .
s’écrit aussi g*(g(P)) = 0 donc g(P) € Ker(g¥) = Ry_1[X]. Si P non constant, en écrivant P = Y a;X*
i=0
d . d . d _h AN
avec deg(P) =d > 1donc aqg #0, g(P) =P(X+1)—=P(X) = > ai(X+ 1" = > aiX* = > ai( > ()XJ)
i=0 i=0 i=0 j=0 \J

par le binéme de NEWTON donc g(P) est de degré d — 1 avec un terme en X4~! qui est dag # 0. Ainsi,
deg(g(P)) < k—1 montre que deg(P) < k ou encore que P € Ry [X]. Par double inclusion, Ker(g*') = Ry [X].

Par principe de récurrence, pour tout k € N*, Ker(g*) = Ry_1[X].
. i J . i .
d. Puisque Vj € [0;n], f(X)) = (X+1) = > (?)Xl, onaA= (<]>) . Comme A est triangulaire
i=o \1 o<i,jgn
k

supérieure avec des 1 = (k sur la diagonale, on a det(A) = 1. Ainsi, Sp(A) = {1}. Si A était diagonalisable,
elle serait semblable a la matrice diagonale n’ayant que des 1 sur la diagonale, c’est-a-dire I, 1, on aurait
donc A = 1,41 ce qui est faux puisque n > 1. Par conséquent, A n’est pas diagonalisable.

e. Comme B = A'A, B! = (*A)"TA"! =Y(A=")A~!. Oron aclairement f~' : P~ P(X—1) donc A~ ! est la

. . ; o . < _ it (7
matrice de la famille ((X—1)3)._._ écrite dans la base canonique, c’est-a-dire A~" = ( —1)tH) )
(( ) )og;gn q ( ) i 0<i,j<n

o8

:1;

car (X — 1)) = (—1)]'_1(]>X"L et (1)t = (—1)*L SiB~! = (Ci‘j)0<ij<n’ par définition du produit

1

matriciel ¢ij = Y (— 1)‘“‘( ) k+] (i) Comme B et B~ sont symétriques, on peut se contenter de
k=0
(-

() () =07 2 () ) = ()

d’apres la formule de VANDERMONDE qul se montre en identifiant le terme en X, par le binéme de NEWTON,

i
ne considérer que le cas i < j, ¢y j Z

dans la relation ki]o (i:’)Xk X+ D = (X+ 1) (X +1) = (k]io (]ka])(kzzjjo (kjl>xk2).

Questions de cours :

e Soit X une variable aléatoire réelle positive admettant une espérance finie et ¢ > 0, alors 'inégalité

de MARKOV annonce que P(X > ¢) < M
€

e Soit X une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2 et ¢ > 0, alors 'inégalité de

BIENAYME-TCHEBYCHEV est P(|X — E(X)| > ¢) < V(ZX).
£

e Soit E un espace euclidien et 1 un endomorphisme symétrique de E, alors x4, est scindé dans R[X] et il

existe une base orthonormale de E formée par des vecteurs propres de u, en particulier 'endomorphisme
u est diagonalisable.
a. L’endomorphisme nul de M, (R) est clairement dans C car 0 = 0.
Soit (fq1,f2) € C2 et (A1,7A2) € R2, alors on a A1f; + A2fy € C car pour toute matrice M € Mn(R),
(A1 +A2f2)(MT) = A (MT) 4+ A2f2(MT) = A fr (M)T + Aaf2(M)T = (A1 + A2f2)(M)T. Ainsi, C est un
sous-espace vectoriel de £(My (R)) donc est lui-méme un espace vectoriel.
b. (=) Soit f € C. Soit M € Sn(R), alors f(M) = f(MT) = f(M)" car f € C donc f(M) est symétrique.
Soit M € S, (R), alors f(A) = f(—AT) = —f(AT) = —f(A)T car f € C donc f(A) est antisymétrique.
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Ainsi, Sy (R) et A (R) sont stables par f.

(<) Si f € L(Mn(R)) est tel que Sn(R) et Ay (R) sont stables par f, soit une matrice M € My (R) qu’on
: e M — _ M+MT _M-MT ¢ Tindai
décompose M. = S + A avec S = 5 € Sp(R) et A = 5 € An(R), comme f est linéaire,
f(MT) = f((S+A)T) = (S — A) = £(S) — f(A) et, comme f(S) = £(S)T car £(S) symétrique et f(A)T = —F(A)
car f(A) antisymétrique, on a f(MT) = £(S)T +f(A)T = (£(S)+f(A))T = f(M)T par linéarité de la transposée.

Par double implication, f € C si et seulement si Sn(R) et Ay (R) sont stables par f.

n(n+1) nn—1)

c. On a dim(Sx(R)) = — et dim(An(R)) = TR Soit une base B adaptée a la décomposition

Mn(R) = Sp(R)BAn(R), alors f € C <= (H(u,v) € M) (R)XMongn_) (R), Matn(f) = (‘g \"/) )

d’apres la question précédente et la traduction matricielle de ces stabilités. On peut prendre par exemple

B =(Ei,1, 5 EnmyEr2 B2y Encin + Enne1, E12 —E21, -+, En1n + Enn—1). On a donc défini
une application ¢ : My n41) (R) X Mpym_1) (R) = C par ¢(U,V) = f tel que Mat 3(f) = (;1 3) Ce qui
n(n+1) nn-1)

2
précede montre que @ est un isomorphisme donc dim(C) = dim (Mn(n_H) (R)) +dim (Mn(n_n (R)) et on
2 2

a donc dim(C) = (W)z n (n(nz— 1))2 _ HZ(H; +1)

d. Soit n > 2 et f € C 'endomorphisme de M (R) tel que Mat 5(f) = Eq 2, c’est-a-dire f = ¢ ' (E1,2). On
a f2 = 0 alors que f # 0, comme 0 est la seule valeur propre de f, on a xf = X™ mais rang (f) = 1 donc
dim(Eo(f)) = n? — 1 < n? donc f n’est pas diagonalisable.
X-1 -3 0
a. Apres calculs, onaxa =| -3 X+2 1 |=X=1)(X=3)(X+4) donc Sp(A) = {—4,1,3}. Comme
0 1 X—1
XA est scindé & racines simples, A est diagonalisable et K3 = E1(A) @ E3(A) @ E_4(A). On peut aussi dire
que A est symétrique et réelle donc, d’apres le théoréme spectral, A est diagonalisable dans M3(R), donc a
fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théoréme spectral, les sous-espaces propres de A
sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.
On résout les trois systeémes AX = X, AX = 3X et AX = —4X avec X € M3,1(K) pour trouver les trois droites
propres E1(A) = Vect(vy), E3(A) = Vect(va) et E_4(A) = Vect(vz) avec vi = (1,0,3), v2 = (3,2,—1) et

v3 = (3,—5,—1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en

1 3 3 1.0 0
A=PDP lavecP=|0 2 —5]etD=[0 3 0 par formule de changement de base.
3 -1 -1 0 0 —4

Méthode 1: F = {0} et F = K> sont clairement des sous-espaces de R3 stables par A et il n’y a pas d’autres
sous-espaces de R3 de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par
des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(Af) ou F = E3(AfF) ou F = E_4(Af). Comme, A est
symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois
plans stables qui sont F = E1(Af)t ou F = E3(AfF)® ou F = E_4(Af)t, clest-a-dire F = E3(A) ® E_4(A),
F=E(A)BE_4(A) ouF =E;(A) B E3(A).

Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait
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étre diagonalisable d’apres le cours. On sait aussi que xa, divise xa. Traitons alors plusieurs cas :
e si dim(F) = 0, alors F = {0}.
e si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que xa, = X —1 ou xa, = X —3 ou xa, = X + 4 car
deg(xa;) = 1. Comme Ar est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc
F=E1(Ar) ou F = E3(Af) ou F = E_4(Af). Mais, par exemple si xa, = X — 1, 1 est valeur propre de
Ar donc vi € Fet on a F = Vect(vy) = E1(A). Ainsi, on a F=Ej(A) ou F=E3(A) ou F = E_4(A).
e si dim(F) = 2, alors on ne peut avoir que xa, = (X — 1)(X —3) ou xa;, = (X —=1)(X +4) ou
XAr = (X—=3)(X+4) car deg(xa,;) = 2. Ar est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces
propres et on a donc F = E1(A) @ E3(A) (car vq et v, sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs
propres de Ap) ou F =E1(A) @ E_4(A) (idem v; et v3 sont dans F) ou F = E3(A) @ E_4(A).
e si dim(F) = 3, alors F = K3.
La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R?) alors que la méthode 2 est plus
générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).
Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possedent tous une base de vecteurs
propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.
b. La matrice 0 appartient & C(A) donc C(A) # () et C(A) € M3(R). Si (M,N) € C(A)? et A € R, alors
A(AM + N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A donc AM + N € C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace
vectoriel de M3(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel
donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 € C(A), C(A) est une sous-algebre de lalgebre M3(R).
Méthode 1 : Soit M € M3(K) et N = P~'MP, alors M € C(A) <= AM = MA ce qui donne en remplagant
M € C(A) <= PDP'PNP~! = PNP~'PDP~! <= DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on
identifie, on trouve sans peine que M € C(A) <= N est diagonale.
Méthode 2 : Si M € C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l'on a

Mvy € Vect(v1), Mva € Vect(vz) et Mvs € Vect(v3) donc il existe (x1, a2, a3) € K3 tel que Mvy = aqv1,

Mv, = ayvy et Mvy = azvs. Ainsi, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé & M et que
o1 0 0

B = (v1,v2,v3), comme N = Mat 5 (u) = diag(x7 2 a3),onaM=P| 0 o« 0 |P"
0 0 a3

Comme ¢ : U+ PUP~! est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des

matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.
c. Si M € M3(R) vérifie M2 = A, alors MA = M3 = AM donc M € C(A). Ainsi, M = PD'P~! avec
D’ € M3(R) diagonale. Or M? = A équivaut & D’> = D ce qui est impossible car —4 < 0 ne peut étre le carré

d’un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M € M3z (R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc
M € C(A). Ainsi, M = PD’P~! avec D’ € M3(C) diagonale. Or M? = A équivaut & D'? = D et, en écrivant
D’ = diag(« B v), D'?> = D implique «? =1, B2 =3 et y?> = —4 et on a donc 8 matrices D’ qui conviennent,
ce sont les D’ = diag(£1 ++/3 £2i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M? = A,
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ce sont les matrices M = Pdiag(+1 £+/3 £2i)P~ "
a. Si A est diagonalisable, en notant Sp(A) = {A1,---,A+}, il existe une matrice inversible P € GL,(R)

et une matrice diagonale D = diag(7\1,--~,?\1,---,)\n,~--,7\n) € Mn(R) telles que A = PDP~!. Alors on
a classiquement A3 = PD3P~! donc B = PD3P~! 4 PDP~! 4+ PP~! = P(D3 + D + 1,,)P~!" et la matrice
D' = D3+ D + Iy = diag(f(A1), -+, f(A1), -, f(An), - -+, f(An)) est diagonale avec f:x — x> +x + 1.

Or la fonction f est dérivable sur R avec f'(x) = 3x? 4+ 1 > 0 donc elle y est strictement croissante et on a

clairement lim f(x) = +oo et lim f(x) = —o0o. On conclut avec le théoreme de la bijection que f réalise
X——+00 X—+—00

une bijection de R dans R donc que le spectre de B contient autant de valeurs propres que celui de A,
c’est-a-dire qu’on a Sp(B) = {f(A1), -, f(A+)} (pas de répétition).

Soit L le polynéme d’interpolation de LAGRANGE de R,_1[X] tel que Vk € [[1;7], L(f(Ax)) = Ak ; on sait

LS T X — f(?\i)
ue L = Ak —_—
E k§1 % f(Ak) — f(M)

(voila pourquoi on a besoin de l'injectivité de f sur R) mais 'expression
importe peu ! Alors L(B) = PL(D/)P~" = Pdiag(L(f(A1)), -+, L(f(A1)), -+, L(f(An)), - -+, L(f(An))) P~ ce qui
donne L(B) = PDP~! = A comme attendu.

b. Le probleme dans C vient de la non injectivité de f méme si elle reste surjective d’apres le théoreme
de D’ALEMBERT-GAUSS. Le polynéme Q = X3 + X + 1 (associé & la fonction polynomiale f) admet trois

racines complexes. Comme Q' = 3X? + 1 s’annule en :I:\i@ et que ces deux valeurs ne sont pas des racines

de Q, Q n’admet que des racines simples «, B et y. Posons par exemple A = diag(e, B, &, «, -+, ) (matrice

diagonale avec un mélange des racines de Q). Alors B = diag(Q(«),Q(B), Q(«), -+, Q(«)) = 0 et, quel que

+oo
soit le polynome U = > apX* € C[X], on a donc U(B) = apl,, # A car « # B.
k=0

Ainsi, on peut trouver des matrices diagonalisables A € M (C) telles qu'en posant B = A3 + A + I,,, la
matrice A ne puisse pas s’exprimer comme un polynoéme en B.
eSin=1et A= (a)#0, B=(b)#0, alors ABAB = (a?b?) # 0. Rien & signaler.

eSin=2et A#0,B#0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou égal
4 2. Mais on a aussi (BA)> = BABABA = B(ABAB)A = BOA = 0 donc BA est aussi nilpotente. Comme X3

est annulateur de BA, on sait d’apres le cours que Sp(BA) C {0} car 0 est la seule racine de X3. Mais comme
le spectre complexe est non vide d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS, on a donc Sp¢(BA) = {0} ce qui montre que
xBA = X?. D’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a donc (BA)? = 0 donc BABA = 0.

e Sin=3et A0, B #0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA l'est aussi.

Mais la méme démarche conduit & (BA)®> = 0, on va construire un exemple tel que I'indice de nilpotente de

01 0
AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal 8 3. Soit N= |0 0 1 | =E;+E23, alors N2 = Ei3#0
0 0 0
et N3 = 0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle que BA = N
1 0 0
alors que (AB)?2 =0. Sionprend A=N=FEj;+Ex3etB= [0 1 0] =Ey;+Ez2 =N, alorsona
0 0 0
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comme attendu BA =N et AB = = E,» donc BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

S © O
oS O O

1
0
0
. . N 0 N’ 0
e Sin >4, on construit par blocs A = et B = et on a comme dans le cas n = 3,
0 0n73 0 0n73

par des calculs par blocs, AB = Eq 2, BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

a. uet v ont bien de My, (R) dans lui-méme et sont clairement linéaires. Ainsi, u et v sont des endomorphismes
de M, (R). Pour M € M, (R), on a u?(M) = u(u(M)) = u(MA) = (MA)A = MA? = MA = u(M). Ainsi,
u est aussi un projecteur ce qui prouve que u est diagonalisable car le polynome scindé a racines simples
P = X(X —1) = X? — X annule u. De méme, v> = v donc v est aussi diagonalisable.
b. Soit A € Ret M # 0 € My (R) tels que w(M) = AM — MA =AM (E). En multipliant par A & gauche
(resp & droite), comme A2 = A, on a AM — AMA = AAM (1) (resp. AMA — MA =AMA (2)). Avec (1) et
(2),on a AMA = (1—A)AM = (1+A)MA. SiA # 1, alors AM = 1+ AMA done, en reportant dans (E), on a

1T—A
%MA ~MA = %MA =AM d’ott MA = %M (3)siA #0et AM = %M (4). En multipliant (3)
par A a droite, comme A% = A, il vient MA = 1%AMA donc MA =0si1# 1 ;}‘, c’est-a~dire si A #£ —1.

Ainsi, si A ¢ {—1,0,1}, MA =0 donc AM =0 et w(M) =AM — MA =0=AM ; NON car A # 0 et M # 0.
Par conséquent, les valeurs propres de w ne peuvent étre que —1, 0 ou 1.

c. Comme Sp(w) C {—1,0,1}, on est amené & évaluer P(w) si P = (X + 1)X(X — 1) = X3 — X. Pour une
matrice M € M (R), w2(M) = w(AM — MA) = A(AM — MA) — (AM — MA)A = AM — 2AMA + MA donc
w3 (M) = w(AM — 2AMA + MA) = A(AM — 2AMA + MA) — (AM — 2AMA + MA)A et, en développant,
w3 (M) = AM — 2AMA + AMA — AMA +2AMA — MA = AM — 2AMA + MA = w(M). On a bien w3 = w

donc le polynéme scindé a racines simples P annule w ce qui prouve que w est diagonalisable.

a. g est bien définie par définition de 'image de f. De plus, g est linéaire car f ’est.

e Soit x € Ker(g), alors x € H et g(x) = f(x) = 0 donc x € Ker(f). Comme H N Ker(f) = {0}, on a
x = 0 ce qui montre que Ker(g) = {0}. Ainsi, g est injective.
e Bien siir, on n’utilise pas la formule du rang pour montrer la surjectivité car on est en train de prouver
le théoreme du rang. Soit y € Im (f), alors il existe x € E tel que y = f(x). Comme E = H + Ker(f), il
existe a € H et b € Ker(f) tels que x = a + b. Ainsi, y = f(a +b) = f(a) + f(b) = f(a) = g(a) donc
y € Im (g). Ainsi, g est surjective.

L’application g : H — Im (f) définie par g(x) = f(x) est un isomorphisme.

b. Posons r = rang(f), alors dim(H) = dim(Im (f)) = rang(f) = r. Soit une base B} = (vi,---,v;) de

H, alors B’ = (f(v1),---,f(vy)) est une base de Im (f) avec la question a.. On complete pour avoir une

Bz = (f(v1), -+, f(v¢)y Wrg1, -, wn) de C™. Soit (vyy1,--,vn) une base de Ker(f), comme E = H & Ker(f),

B1 = (V1,**,VryVrt1,- -+, V) est une autre base de C™. Par construction , 'image des r premiers vecteurs de

. . I
B donne les r premiers vecteurs de B, et celle des n—r derniers donne 0 donc Mat 5, 5, (f) = ( OT g) =T
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c. Si u est 'endomorphisme canoniquement associé a C, si P est la matrice de passage de la base canonique

N

de C" a B, et Q la matrice de passage de By a la base canonique de C™, par formule de changement de
base, Mat ¢cqn(u) = C = PJ,Q = PMat 5, 5, (u)Q.

d. Par hypothese, avec les notations de la question c., on a APJ,Q = PJ, QB donc (P"'AP)J, = J.(QBQ™").
En posant A’ =P~ TAP et B’ = QBQ ™ 'B, on a A’J, = J,B et, comme A et A’ (resp. B et B’) sont semblables,

o A A B B « .
on axa = xas (resp. xg = xp’). Ecrivons A’ = ! 2) et B = ! 2 (avec les mémes tailles
Az Ag B; By

des blocs que pour J;), de sorte que A’J, = J,. B’ se transforme en <21 g) = <BO1 Boz) donc A = By,
3

A1 Ay

A3z = 0 et B, = 0. La matrice A’ = ( 0 Ay

) est triangulaire par blocs donc xa» = XA = XA, XA,. De

By
B3z Bs
T et qu’il est en facteur de xa et de xg, A et B admettent au moins r valeurs propres en commun (comptées

méme, comme B’ = < >, on a xp’ = XB = XA, XB, = XB,XB,.- Comme le polynéme x, est de degré

avec leurs ordres de multiplicité).

e. Si AC = CB et que rang (C) = n, alors C est inversible donc A = CBC™', A et B sont semblables donc

XA =XB et A et B admettent exactement n valeurs propres en commun.

X =1 0 0
a. En développant par rapport a la premiere ligne, xa = | -1 X—-2 -1 |=(X-1) ’
-2 2 X+

donc xa = (X = 1)[(X = 2)(X+1) + 2] = X(X — 1)%. Ainsi, Sp(A) = {0,1}. Deux méthodes :

X-2 -1
2 X+1

1 0 0 1 0 0 0 0 0
e Comme A(A—I3)=A2-A=[5 2 1 |]—-|1 2 1 |=|4 0 0] #0, dapres
-2 =2 -1 2 =2 -1 —4 0 0
le cours, la matrice A n’est pas diagonalisable.
0 O 0
e Comme A—Iz3= |1 1 1 | est de rang 2, on a dim(E1(A)) =3 —rang (A —I3) =1 < 2 avec
2 =2 =2

la formule du rang donc A n’est pas diagonalisable.

b. Comme xa est scindé dans R[X], on sait d’apres le cours que A est trigonalisable dans M3(R) d’ou
I'existence de P € GL3(R) et de T € M3(R) triangulaire supérieure telles que A = PTP~!.

c. Tl est clair que vy = (0,1, —2) € Ker(A) = Eo(A) et que va = (0,1, —1) € Ker(A—I3) = E;(A). Etant donnée
la matrice T, on cherche un vecteur vz tel que Avy = —3vi+4vy+vs, ou (A—I3)vy = —3vi+4vy = (0,1,2) et la

premiere colonne de A — I3 nous permet de prendre vz = (1,0,1). Ainsi, en posant B = (v1,v2,v3), on vérifie

0 0 1
facilement que B est une base de R3 et, par formule de changement de base, en notant P = 1 1 0]la
-2 -1 0
0 0 =3
matrice de passage de la base canonique de R3aBetT=[0 1 4 |,onaA=PTP ! car T=Matg ()
0 0 1
si f est canoniquement associé a A.
a b ¢ 0 b c—3a+4b —3g 3h —3i
d. PourN=|d e f|],onaNT=|0 e f—3d+4e | et TN=|d+49 e+4h f+4i | donc
g h i 0 h i—3g+4h g h i
NT=TN <= (b=d =g =h=0,e =1ic = 3a—3e). Les matrices qui commutent avec T sont de la

42



a 0 3a-—3e

forme N=| 0 e f . Cet ensemble s’appelle le commutant de T, noté C(T), c’est un sous-espace
0 0 e
vectoriel de M3(R) (c’en est méme une sous-algebre). D’apres l'expression précédente, dim(C(T)) = 3 car
1 0 3 0 0 -3 0 0 0
C(T) = Vect(Ny,N2,N3)avecNy= [0 0 O0|,Na=[0 1T 0 |,N3=[0 0 1] etquelafamille
0 0 0 0 0 1 0 0 0

(N1, N2,N3) est clairement libre.
e. Soit M € M3(R) et N = P"'MP. Alors M € C(A) += AM = MA <= APNP~! = PNP~'A donc

M € C(A) <= P7TAPN = NP7'AP <= DN = ND <= (I(«, B,v) € R3, M = P(aN7 + BNz + yN3)P~ ).
Ainsi, on a C(A) = Vect(M7,M2,M3) oit My = PNiP~', My = PN,P~! et M3 = PN3P~'. Comme
(M1, M2, M3) est libre car image de (N7,N2,N3) par 'automorphisme ¢ : N = PNP~! dim(C(A)) = 3.

a. Pour P € R[X], le polynéme ((aX + B)P)/ est bien défini donc ¢ 'est aussi. De plus, si (P,Q) € (R[X])? et

AE R ona @(AP+Q) = ((aX+B)AP+Q)) = (AMoaX+B)P+ (aX+B)Q)) = A((aX+B)P) + ((aX+)Q)’

par linéarité de la dérivation donc ¢ est bien un endomorphisme de R[X].

b. Méthode 1 : soit A € R et P € R[X], alors ¢(P) = AP <= P + (aX + B)P’ = AP. Traitons deux cas :
esiA=a,ona@(P)=aP < (aX+B)P  =0<= P =0 car aX+ B # 0 donc E4(¢p) = Vect(1) et o
est bien valeur propre de .
esiA# x,ona@(P)=AP <= (A— )P = (X + B)P’ (1). Si P de degré n € N vérifie cette relation,
en identifiant le terme en X™ dans (1), on trouve A — o = an donc A = (n + 1)«. Réciproquement, si
A=(n+1 )oc et naP = (aX + B)P’ et si z est une racine d’ordre v > 1 de P de degré n, si on suppose

que z # —7, alors z est racine d’ordre v de naP et d’ordre r — 1 de (X + B)P’ ce qui est absurde.
Ainsi, la seule racine possible de P est ~B donc p = k(aX + B)™ ol ka™ est le coefficient dominant
x

de P. On vérifie que @ ((aX 4+ B)™) = (n + Ta(aX + )™ = (n + 1)aP donc P est vecteur propre de ¢
associé a la valeur propre (n + 1)a.
Les deux cas se confondent en une méme conclusion, Sp(¢) = « N* = {«, 2«, - - -} et, pour tout entier naturel
n, le sous-espace E(mi1)a(@) est la droite Vect( (X + B n)
Méthode 2 : soit A € R et P € R[X], alors ¢(P) = AP <= (aX+ )P’ = (A — «)P ce qui équivaut au fait que P

est solution sur R de I’équation différentielle (E) : (at+p)y’—(A—a)y = 0 qu’on résout sur I = } — 00; _B [
o

et I, = } - E;—I—oo [ Comme une primitive de t > A—« A—
o4 at+ o4

X n(Jat + B|), les solutions de (E)

In(jot + [3|)) = Ax|at + [5|%_1 avec Ax € R. Pour que cette

fonction soit polynomiale, il est nécessaire et suffisant que A ¢ N* done que A € aN*et, si A = (n+1)x avec
o

sur Iy sont les fonctions t — Ay exp (A —
o

n € N, les polynémes P et Ax(aX + )™ coincident sur I, (ensemble infini) donc sont formellement égaux ce

qui prouve a nouveau que Epn1yo = Vect((aX + B)™).
c. Si P € Ry[X], deg ((aX + B)P) < 1+ n donc deg (((«X + B)P)’) <1+n —1=n ce qui justifie bien que

Rn[X] est stable par ¢ donc que @ est bien définie. Comme B = ((aX + B)k)0<k<n est une famille libre
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(de degrés échelonnés) de cardinal n 4+ 1 dans Ry [X] donc B est une base de Ry, [X] constituée de vecteurs

propres de ¢ donc de @,,. La matrice de ¢, dans la base B est la matrice diagonale diag(e, 20, - -+, (n+1)x)
donc det(@n) = (n+ Nla™ et Tr (on) = w

Soit A € Sp(M), alors xpm(A) = P(A) = 0 donc distinguons deux cas :

n

e si [A| < 1, alors comme an = 1 car xpm est unitaire, on a clairement [A| < 3 |ak].
k=0
n—1 n—1
esi|A| > 1,onaA™ = — > apAX donc, par inégalité triangulaire, il vient [A|™ < 37 |ax|[A[% or |A[* < |A™!
k=0 k=0

n-1 n—1
donc A[™ <A™ Y |ay] et il suffit de diviser par |A| > 0 pour avoir I'inégalité [A| < > |ax| dont découle
k=0 k=0

n
Pinégalité |A| < >  |ax| souhaitée.
k=0
a. f est bien définie de R™ dans R™. De plus, si A € R, x = (x1,-+,xn) € R" et y = (y1,---,yn) € R",

n

on a le calcul f(Ax +y) = Ax +y — <k§1 (Axk —|—yk))v = Ax — A(kzz:] xk)>v +y-— (g; yk>v = M(x) + f(y).

Ainsi, f est bien un endomorphisme de R™.

b. Soit y € R™. Il est clair que si f(y) =y, alors y = f(y) € Im (f). Réciproquement, si y € Im (f), il existe
n
un vecteur x € R™ tel que y = f(x) = x — ( > xk)v. Par linéarité de f, f(y) = f(x ( xk)f . Mais,
par hypotheése, on a > vi =1 donc f(v) =v — 1.v = Ogn puis f(y ( > xk) ( > xk) n=v.
k=1 k=1 k=1
Par double implication, on a bien montré I’équivalence : y € Im (f) <= f(y) =
c. Soit y € Im(f) N Ker(f), alors d’apres la question précédente, on a f(y) =y car y € Im (f) mais aussi

f(y) = Ogn car y € Ker(f). Ainsi, y = Ogn d’olt Im (f) N Ker(f) = {Ogn} et Ker(f) et Im (f) sont en somme

directe. De plus, par la formule du rang dim(Im (f)) + dim(Ker(f)) = n donc ce qui précede permet de

conclure que R™ = Im (f) @ Ker(f). Ainsi, soit x = y+z € R™ avec y € Im(f) et z € Ker(z), alors

f(x) = f(y) + 0 =y d’aprés b. car y € Im (f) et on a alors f?(x) = f(y) = y = f(x) donc f est un projecteur.
n

n
d. Comme f(x) = x <= > xx =0carv # Ogn et que @ : x — »_ xk est une forme linéaire non nulle
k=1 k=1

(e(v) =1#£0)sur R™, E(f) = Im (f) = Ker(¢) est un hyperplan de R™. Ainsi, dim(Eo(f)) =n—(n—1) =1
et v € Eo(f) donc Eo(f) = Ker(f) = Vect(v) est une droite.

n

Par conséquent, f est la projection sur 'hyperplan {(x1,---,xn) € R™ | > xx = 0} parallelement a la droite
K=
Ker(v). Dans le cas particulier ol n = 1, f est 'endomorphisme nul de R.

d

a. Soit A € Sp(M) et P = Y axX® un polynéome annulateur de M. Il existe X # 0 € My 1(C) tel que
k=0

MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = AKX. Ainsi, on peut calculer

d d
0=PM)X =3 axM*X = Y aA¥X =P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A) = 0.
k=0 k=0

b. Si M est symétrique, M> + M — I, = 0 donc P = X?> + X — 1 annule M. Or P = (X — «)(X — B) avec

o= 71%\/5 et p = 71%\/5 donc P est scindé a racines simples d’ol1, par théoreme, M est diagonalisable.
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c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéome annulateur de degré supérieur. En
transposant, on obtient (*M)2+M = I, donc (I, —M?)2+M —1, = M* —2M? +M =0 et Q = X* —2Xx% +X
annule M. Or Q = X(X = 1)(X2+X—1) = X(X = 1)(X — «)(X — B) qui est & nouveau scindé & racines simples.
Ainsi M est encore diagonalisable.

d. Puisque (*M)? = I,, — M, en passant au déterminant, on a det(*(M?)) = det(M)? = det(I,, —M) = xm(1).
Ainsi, det(M) # 0 <= xm (1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

a. L’application ¢ est bien définie de K, _71[X] dans K™ et elle est clairement linéaire (il suffit de I’écrire).
Comme dim(K;,_1[X]) = dim(K™) = n, ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢ est injective. Or, si
P € Ker(g), on a ¢(P) = (P(A1),--+,P(An)) = (0,---,0) donc P(A1) = --- = P(An) = 0 et A1, -+, Ay sont des
racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polynéme de degré inférieur ou égal a n, on sait d’apres
le cours que ceci implique P = 0. ¢ est donc un isomorphisme de K;,_1[X] dans K™.
Pour (B1,--+,Bn) € K", l'unique polynéme P € K, _1[X] qui vérifie o(P) = (B1,---,Bn) s’appelle le

n n
polynéme d’interpolation de LAGRANGE et on a classiquement P = )" B5 [] %
=1 = AN

i#]

b. Soit v un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, comme A est valeur propre simple de f, on sait
d’apres le cours que Ex(f) = Vect(v). Alors, f(g(v)) = g(f(v)) = Ag(v) donc g(v) € Vect(v) = Ex(f). Alors
3B € R, g(v) = Bv donc v est un vecteur propre pour g (associé a la valeur propre B). Par conséquent, tout
vecteur propre de f est un vecteur propre de g (mais la réciproque n’est pas forcément vraie).
c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une
base B = (v1,+-+,vn) composée par des vecteurs propres de f. D’apres la question b., ces vecteurs sont aussi
des vecteurs propres pour g. Ainsi, B est une base de E composée de vecteurs propres communs a f et & g.
d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices
diagonales D = diag(A1,---,An) et D’ = diag(B1,--+,Bn) telles que D = Mat 5 (f) = D et D’ = Mat 5(g).
Pour P € K,_1[X], on a g = P(f) <= D’ = P(D) <= (Vk € [1;n], Bx = P(Ax)) <= (B1, -, Bn) = ©(P).
D’apres la question a., il existe un unique polynéme P € Ky, _;[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).
e. C(f) C L(E) et C(f) est non vide car idg € C(f). De plus, si A € K et (g,h) € €(f)?, alors Ag + h € C(f)
car fo(Ag+h) =Afog+foh=Agof+hof=(Ag+h)of. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de £(E)
(méme une sous-algebre) et la question précédente montre que application ¥ : K;,_1[X] — €(f) définie par
P(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(CR(f)) = dim(K,_1[X]) =n.

a. Soit n € N* et A € M, (K), alors xa(A) =0 (théoréeme de CAYLEY-HAMILTON).

b. Si A et B sont semblables, il existe Q € GL,(R) telle que A = QBQ~'. On montre par une récurrence
+00 oo
simple que Yk € N, A% = QB*Q~' donc, pour un polynéme P = > axX* € R[X], on a P(A) = 3 apA¥

k=0 k=0
o0 +oo
donc P(A) = ¥ arQB*Q " = Q( > akBk)Q’1 = QP(B)Q ! donc P(A) et P(B) sont elles aussi semblables.
k=0 k=0
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, . Ak kAk
c. Par une récurrence simple et un calcul par blocs, on montre que Yk € N, M* = ( ) Pour

0 Ak
400 400 +o0 +oo
un polynéme P = > aqpX* € R[X], on a P/ = kapX*™1 donc XP' = Y kapXx* = kapX®. Ainsi,
k=0 k=1 k=1 k=0
5 a5 kaat
akA ax
+oo /
P(M) = Y axMk = [ =0 =2 donc P(M) = (PéA) A;(/(S))
k=0 On > agAk "
k=0

d. Si M est diagonalisable, il existe d’apres le cours un polynéme scindé a racines simples P tel que P(M) =0
donc P(A) = 0 d’apres la relation de la question précédente. Ainsi, le polynéme scindé & racines simples P
annule A ce qui prouve que A est aussi diagonalisable.

e. Avec ce méme polynéme P, on a aussi AP'(A) = 0 d’aprés c. donc XP’ est annulateur de A. Si A est
une valeur propre de A, comme P et XP’ annulent A, on sait d’aprés le cours que P(A) = 0 = AP’(A). Mais
comme les racines de P sont simples par hypothese, P et P/ n’ont pas de racine commune d’olt A = 0 et 0 est
la seule valeur propre de A. Comme A est diagonalisable et que Sp(A) = {0}, la matrice A est semblable &
la matrice nulle donc A = 0.

Réciproquement, si A = 0, alors M = 0 donc M est diagonalisable. Par conséquent, la conclusion de cet

A

A diagonalisable si et seulement si A = 0.
On A

exercice et que M = (

a. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable par le théoreme spectral. Dans le détail,

1 1

M| 1]=2[1],etM+I3 est clairement de rang 1 donc, par la formule du rang, dim(E_;(M)) =3—-1 = 2.
1 1

Comme E;(M) et E_7(M) sont en somme directe d’aprés le cours, on a R3 = E;(M) @ E_1(M) et la matrice

M est diagonalisable par définition. Une base de vecteurs propres est B = (vi,v2,v3) avec les vecteurs
vi = (1,1,1),va = (1,—1,0) et v3 = (1,0,—1) par exemple.

b. Par définition des opérations matricielles, on a R(a,b) = al3 + bM.

2 0 0
c. D’apres a., M est semblable a la matrice diagonale D = | 0 —1 0 donc M™ est semblable a la
0 o0 -1

matrice D™. La trace de ces deux derniéres matrices sont donc égales et on a u, = Tr (M™) = Tr (D™) donc
un =2"+2(—1)" € Net on a clairement lim un = +00.
n—+oo
d. Si M = PDP~! avec une matrice inversible P (et la question a. nous permet de prendre pour P la
1 1 1

matrice P= | 1 —1 0 |), on a R(a,b) = al3 + bPDP~! = aPP~! 4 bPDP~! = P(al3 + bD)P~' donc
10 -1
R(a,b)™ = P(al3 +bD)™P~'. Ainsi, v, = (a +2b)™ +2(a — b)™. Les suites géométriques ((a—i—Zb)“)nGN et

((a—b)“)nGN convergent si et seulement si —1 < a+2b < 1et —1 < a—b < 1 et les points (a, b) font partie

d’un losange plein (avec ou sans les arétes selon que c’est < ou <) L = UVWX avec U = (1,0), V = (f 1 ;),

3’3
W= (-1,0) et X = (%, 7%) a+2b=1, a—b=—1. Comme L # (), Par exemple, on peut bien choisir a et
b de sorte (a,b) € L et que la suite (vn)nen converge.
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a. Soit By une base fixée de E. Pour P € GL,,(K), soit B la base de E telle que P est la matrice de passage
de Bo & B. Par hypothése, A = Mat g, (f) = Mat 5 (f). Mais on sait d’apres le cours que Mat 5 (f) = P~TAP
par formule de changement de base. Ainsi, P"'AP = A donc, en multipliant par P & gauche, PA = AP.

b. Soit B € M, (K), L’application xg : A — det(Al,, — B) est, d’apres le cours, une fonction polynomiale de
degré n, donc ce n’est pas la fonction nulle et il existe donc une infinité de scalaires A tel que xg(A) # 0 (c’est
méme mieux que ¢a, xg ne s’annule qu’en un nombre fini de valeurs, les valeurs propres de B). Ainsi, pour
ces valeurs de A, on a AL, — B qui est inversible, donc B — Al l'est aussi. Il existe donc A € K (on peut méme
choisir A # 0 mais ¢a n’a aucun intérét) tel que P = B — Al € GL,,(K). D’apres la question précédente, on
a PA = AP donc (B —Al,)A = BA — AA = AB — AA = A(B — Al,) et, en soustrayant AA, BA = AB.

c. Pour k € [I;n], comme Ex A = (8ikak,j)i<ij<n = (8j,kaik)1<ijen = AEr d’apres la question
précédente, on en déduit, pour j = k et 1 # k, que ajx = 0 et, pour i = k et j # k, que axj = 0. Par
conséquent, en faisant varier k, la matrice M est diagonale.

Pour (1,j) € [1;n]]?, comme E; jA = AEj, on en déduit ai,; = aj; (voir la case (i,j) des deux produits) donc
A = a1l donc f = aj,7id g. L’endomorphisme f défini comme ceci est I’homothétie de rapport a77.

n

a. SiX € Mn,1(R) vérifie ) x;C;j = 0, alors par définition du produit matriciel on a AX = 0 donc X € Ker(A).
=1

b. Clairement, on a rang (A) = 2 donc, d’apres la formule du rang, il vient dim(Ker(A)) =5—2 = 3. En

notant Cq, Cz, C3, Cyq, Cs les colonnes de la matrice A, ona C; —Cs = C; —C4 = C; —C3 = 0 donc les vecteurs
colonnes V7, V3, V3 sont dans Ker(A) =si*V; = (1000 —1), "V, = (100 —-10) et *V3 = (1 =1 000). Comme
(V1, V2, V3) est visiblement libre, c’est une base de Ker(A) et Ker(A) = Vect(Vy, V2, V3). Or on constate qu’en
notant Vy4 le vecteur colonne tel que *V4 = (1000 1) on a AVy4 = 2V4. Comme Tr (A) = 5, la derniére valeur
propre cherchée est 1 =5—2—0—0—0 et on trouve sans peine que AVs = Vs en posant le vecteur colonne
Vs tel que *V5 = (=3 111 —3). Comme Eo(A), E1(A) et E2(A) sont en somme directe d’apres le cours, on
a forcément Eg(A) = Ker(A) = Vect(V1, V2, V3) de dimension 3, Ez(A) = Vect(Vs) et E1(A) = Vect(Vs) de

dimension 1. La matrice A est bien diagonalisable par définition car R> = Eo(A) @ E2(A) ® E1(A) et on a

00000 1 1 1 =3
00000 0 0 -1 0 1

A=PDP lavecD=]0 0 0 0 0|etP=] 0 0 0 0 1 [|.Deplus,xa=X3(X-1)(X-2).
00020 0 -1 0 0 1
000 0 1 -1 0 0 1 -3
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ORAUX 2022 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

a. Soit la fonction h ;] —oo; 1]— R définie par h(u) = —u—1n(1—u). h est dérivable sur | — oo; 1] et on calcule

h(u) =-1+ 1 17 donc h est croissante sur R_ et croissante sur [0; 1], elle est donc minimale en
0 out h(0) = 0. Par conséquent, h est positive sur | — oo; 1] et on a bien Vu €] — o0; 1, In(1 —u) < —u.

2\
b. Pour n € N* soit f;, : Ry — R définie par f,(x) = (1 fx—> six € [0;y/n] et fn(x) =0six > /n. fn est
n

. vn K2\" . . +oo
continue sur le segment [0; /n] donc I,, = fo (1 — —) dx existe et, par construction, I,, = f i (x)dx.
n

0
2

2\ n
e Soit x € RY, desquen > x?, onafy(x) = (I—X—)
n

2
exp (n In (1—%)) donc lim fu(x)=e *

n—+oo

2 2

car In (1 - X—) ~ —X% . De plus, ¥n € N*| f,(0) =1 = e=%". Ainsi, la suite (fn)n>1 converge
n/+oo n

simplement sur R4 vers la fonction f: x — e

e Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur Ry et la fonction f est continue sur R,.

2
eVn =1, ¥x =0, |[fo(x)] = 0si x> > n et [fr(x)| = fn(x) = exp (nln (1 - X;)) <e ™ = f(x)

2
d’apres a. car —*~ €] —o00; 1] et f est continue sur Ry et f(x) = o(e™™) donc f est intégrable sur R.
n o
L. . +00 Vv Xz n 400 +00 5
Par théoreme de convergence dominée, lim fn= Um (1 77) dx = f f= f e ™ dx.
n—+oo J0 n—+oo J 0 n 0

c. Pour n € N* dans l'intégrale I, on pose le changement de variable x = y/ncos(t) = ¢(t) et ¢

est une bijection de classe C' strictement décroissante de [O; %} dans [0;4/n]. Ainsi, d’aprés le cours, on

aly, = fo (1 — cos?(t))™(—y/nsin(t))d \Ff

/2

71/2

2T1+1(t)dt_;v ynx T \F d’apres
o0

“+oo
I’équivalent admis. Ainsi, lim I, = i et, par unicité de la limite, j;) e X dx = ﬁ

n—-+4oo

ixt _ 1
t

e Pour tout t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C' sur R.

+
a. Soit f: R x R% — C définie par f(x,t) = et de sorte que F(x) = fo ~ f(x,t)dt si elle converge.

e Pour tout x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry car fy(t) = o(e‘t) et que
oo

fx se prolonge par continuité en 0 en posant f,(0) = ix car e'** — 1 Nixt si x # 0.
af (

-t 1xt

e Pour tout x € R, la fonctlon t est continue sur RY.

e Pour (x, )GRXRJr,

xt)—le

ax (x,t ’ =e "= ¢(t) et ¢ est intégrable sur RY.

+oo .
Par le théoréme de dérivabilité sous le signe somme, F est de classe C! sur R et F/(x) = j; ie(x=tqg,

L. s (ix—=1)t7+o0 . 1+1X .
b. Ainsi, F/(x) = {%}o = —lix (1 2 ) _ -3 —:xz + —i}xz' Comme F(0) = 0 et que R est

un intervalle, en intégrant, Vx € R, F(x) = ; In(1 +x?) +1iArctan(x).

2n+1 /> 1 2n+1 /2 1
a. Par le binéme de NEWTON, P, = > ( n: )ianka -2 < nkJr )(—i)anka et les termes
k=0 k=0
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en X¥ s’éliminent dans les deux sommes quand 2n + 1 — k est pair, donc quand k est impair. Par contre, les

termes s’ajoutent quand k est pair. On pose donc le changement d’indice k = 2p avec p € [[0;n] pour avoir

noo/2 1 no/2 1
Pn - Z ( n + >12n+1—2pxzp — 23 Z < n -+ )(_1)n—pX2‘p — ZlQn(XZ)

p=0 2p p=0 2p
.\ 2n+1
D’abord, i n’est pas racine de P, car P, (i) = (21)?™*!. Pourz € C\{i}, ona Py (z) = 0 <= (Lﬂ) =1
z—1
et le cours sur les racines (2n + 1)-iémes de l'unité nous donne, comme 7"*'? £ 1 = e Péquivalence
z—1
2n+1 2ik ST
. . ikt : n+
(27-1-1) =1 <=3k e[l;2n], 2L = 2T = Fke [1;2n], z = w = cotan( Lus )
z—1 z—1 eI il _ 1 2n+1

Comme cotan est injective sur ]0; 7, les racines de Py sont les 2n réels cotan <2k7”1) avec k € [[1;2n] et,

2n
puisque le coefficient dominant de Py, vaut 2i(2n+1), on a P, = 2i(2n+1) [] (X—cotan (2 ki ; )) Comme
k=1 n

on dispose de P (X) = 2iQn(X?), les réels cotan 2 (ani 1) = cotanz(W) avec k € [[1;n] sont

des racines de Qn qui est de degré n donc ces n réels sont exactement les n racines de Q. Puisque le

n
coefficient dominant de Qy vaut (2n+1), on a donc Qn = 2n+1) [] (X — cotan ? (Zk%))
k=1 n
n
b. D’aprés la question précédente, T, = > % est la somme des racines de Q.. Par définition
k=1 tan
2 1 2 1 2 1
de Qn, on a Qn = n xm— (" + Xy ( Hn- nt XP, donc la somme des racines de
2n n — 2p

z
(2n+1> ( )

s _\2n-2 2n+1)(2n)2n—-1) n(2n-—1)
Qn vaut, d’apres le cours, T, = (2n+1> (2n+1> = 2n+1) = 3 .

2n 1

c. Comme les fonctions sin et tan sont positives sur }O; g [, I'inégalité de 1’énoncé est équivalence a

I’encadrement Vx € }O; % {, sin(x) < x < tan(x) ce qui est évident par deux petites études de fonctions

ou par le théoreme des accroissements finis appliqué & sin et tan entre 0 et x car sin’ <1 et tan’ > 1. Par

exemple, Vx € }0 ”[ dc €]0;x], tan(y) — tanf0) _ tan’(c) = + > 1 donc tan(x) > x.
x—0 cos“(c)
d. Pour n > 1, remplagons x par 3 kj_] € }O 72[[ (pour tout k € [[1;n]) dans I'inégalité précédente et
n
n n 2 n
sommons, ce qui donne T, = Y ékn < > (2112;21) < Y (1—&-%“) = n+Ty,. Ainsi, en
k=1 tan? ( ) k=1 K K=1 tan? (
2n+1 5 2n+1
posant Sy, la somme partielle de la série > 1—2, on a n2n—1) < n t ) Sn < n+n(2TL —1) = n(n+1)
Sin 3 - 3 3
— I 2
ce qui revient & M < S, < M Comme Um M = Um M — L7
32n+1) 32n+1) no+too 3(2n+1) nsitoo 3(2n +1)? 6
+o0 2
par encadrement, on a Z ]— = lim Sp,=T7-.
n— 1n n—+o00 6

1
e. Soit n € N, gy : x = In(1 +x™) est continue sur le segment [0;1] donc I, = fo In(1 + x™)dx existe.

f. On considére l'intégrale I, sur ]0;1] et on pose x = t'/™ = @, (t) pour n € N*. Comme ¢, est une

1
bijection strictement croissante de classe C' de ]0;1] dans ]0;1], In = fo In(1 + t)(lt“/“)’])dt donc
n
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] " 1/n
nln = [ %dt- Soit fr :]0;1] — R définie par fn(t) = M

sur |0; 1].

o La suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f : t — m(]%t)

e Les fonctions fy, et la fonction f sont continues sur |0;1].

1/n
o Vn € N* VYt €]0;1], |[fn(t)| = tn(1 +tt)t < ln(]:_ Y _ @(t) car 0 < t'/™ < 1 et la fonction ¢

est continue et intégrable sur ]0; 1] car elle se prolonge par continuité en 0 en posant @(0) = 1.
Par le théoréme de convergence dominée, lim f 1 fn(t)dt = f 1 f(t)dt. Ainsi, lim nl, = f ] Mdt.
"nS4o0do 0 "nS4oo 0 t
+oo (_] )n+1 "

4+oo (_q\yn+1,n—1
g. Pour t €)0;1[, on a In(1 +1t) = > donc f(t) = n(+1) _ > (1)7‘[ Pour tout

=1 n t n
(_] )n—H tm
entier n € N* définissons la fonction u, :]0; 1[— R par un (t) = ~———
n
e la série > u, converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).
n>1
e les fonctions u,, sont continues et intégrables (car polynomiales) sur |0; 1.
e la fonction f est continue sur ]0;1].
1 1
* 1 -1
N == | thldt= — etl .
e pour n € N*, fo [un] - fo —etla série ; —7 converge
. . 1 +oo 1 +o0 (_])n+1
Par le théoreme d’intégration terme & terme, f f(t)dt = f up(t)dt= > ~—5— =S.
0 n=1+0 n=1 n
n (7])k+1 2n (7])k+1 2n 1 n S
Posons Ty = ). ~—45—. Alors Ton = Y, ~—5— = > — — E donc Ton = San — 2 ce qui,
=K k=1 Kk k=1k k=1 ) 2
2 2
en passant a la limite quand n tend vers 400, donne S = % — 7;— = % ar (San)nen+ est une suite extraite
Lo Tin(1+1) py (—1)““ m 2
de (S A L In = ——dt = Sy = t-a-di In ~ =—
e (Sn)nen. Ainsi, JHm nln fo " n§1 2 =1 , c’est-a-dire que N T

In(x) In(1 — 1

La fonction x +— x) est continue sur J0; 1[. f(x) N —21n(x) S 0<7) donc f est intégrable sur
X

]O; ﬂ De plus, f est intégrable sur B;] [ car f(x) T(X — 1)In(1 — x) donc se prolonge par continuité en 1

+o00 n
en posant f(1) = 0. Comme on a le développement en série entiere Vx €]0;1[, In(1 —x) = — > *— il vient
n

o In(x) In(1 — 1A _ 1 Eee X" n(x)
I_fo— f an )dx = fﬁ—i—f an x)dx avec fn(x) = —
Pour n > 2, f, est continue sur [0, 1] en prolongeant par contmulte en 0 et en 1 en posant f,,(0) = 0 et

fn(1) = 0. de plus, f,, est dérivable sur ]0;1] et Vx €]0;1], f (x) = —%((n —1)x" 2 1n(x) + x“_z) donc,

__1
avec le tableau de variations de f,,, on trouve ||y ||oc,[0;1] = fn (e (“*1)> -1 . Ainsi, > fn
i en(n—1) foonZ 2

converge normalement sur [0; 1] par RIEMANN. En posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), u et v sont bien de classe

C' sur ]0;1] et liT(])1+ u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 2 donc, par intégration par parties, on
x—

n 1 1
obtient f fn = [— %} +1s f x"~1dx = T sin > 2. Par convergence normale (donc uniforme) de
n 0 mn~Jo n
+oo 1
la série de fonctions Y f;, sur le segment [0; 1], on a f Z f(x)dx = Z f fn(x)dx = Y —5 =¢(3)—1.
n>1 n=2T
De plus, f f1=— f In(x)dx = [x —xIn(x)]) =1 donc I =1+ Z =((3) ~1.202.
0 0 =n

On pouvait utiliser le théoreme d’intégration terme a terme.
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sin(t)

+oo
a. Soit f: (R%)? — R définie par f(x,t) = e X' de sorte que F(x) = fo f(x,t)dt (si elle converge).

e Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C' sur R’ par opérations.

e Pour tout x > 0, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* car elle se prolonge par

continuité en 0 en posant fx(0) =1 car lim sin(t) _ 1 et fx(t) = O(e™™") (avec x > 0).
t—0+ t +oo
e Pour tout x > 0, la fonction t — %(x, t) = —sin(t)e " est continue sur R*.

e Pour a >0 et (x,t) € [a;+00[x R,

%(x, t)‘ <e " =1Pg4(t) et Pq est continue et intégrable sur RY.

+oo
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme, F est de classe C! sur R} et F/(x) = — f . sin(t)e *tdt.
+oco . i—x)t7+o0
Ainsi, F'(x) = —Im (f e(“")tdt> — —Im [6.(1 X } —Im (#) S
0 (i—x)lo (i—x) 1T+ x
sin(t)

b. La fonction fg : t — est continue sur R et prolongeable par continuité en 0 en posant fo(0) =1

car sin(t)fgt. En posant u : t — % et v it 1 — cos(t), les fonctions u et v sont de classe C' sur

2
R* i tv(t) = 1—cos(t)~ & i tv(t) = 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales
1 oet tl_l)’rg1.+ u(t)v(t) = 0 car cos(t) NS et tl}jrnoou( Jv(t) = 0 par cos( )+OOO( ). Les intégrales
1 — cos(t)

400 ¢ +oo 1 —
fo L:(t) dt et fo T%(t)dt sont donc de méme nature. Or go : t — —Z est continue

tZ

et positive sur RY, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = % toujours car 1 — cos(t) Y7 et

2 . . o .. [T 1 —cos(t)
lg(t)| < 77 ce qui garantit son intégrabilité sur R, . Ainsi, fo Tdt converge car elle converge

too
absolument, fo > %dt converge aussi donc F(0) existe et on a F(0) = fo "

too 1 — cos(t
1= cos(t)

e—xt

Méthode 1 : pour x > 0, en posant u:t— 1 —cos(t) et v:t— , les fonctions u et v sont de classe C'

sur RY et lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties a
t—0+ t—+oo
o0 1 —
nouveau, comme V' (t) = —%e"‘t, on a F(x) = fo > ]:%(t) X (14 tx)e *tdt.
. 1 — cos(t) xt .
e Pour t > 0, la fonction x — —z X (14 tx)e™*! est continue sur R, .

e Pour x > 0, la fonction t — 175%(0 X (14 tx)e™ ™" est continue et intégrable sur R% (déja vu).
e Posons h : s — (1 +s)e™*, alors h est dérivable sur Ry et h/(s) = —se™® < 0 donc h est positive

1 — cos(t)
2

et maximale en 0 donc Vx € Ry, Vt > 0, ’]_i%(t) X (14 tx)e ™ < go(t) = car

(1+tx)e ™ =h(xt) < h(0) =1 et go est intégrable sur R*.
Par continuité sous le signe somme, F est continue sur R, notamment en 0.

(kD)7 sin(t)e ™"

—+ o0
Méthode 2 : Par CHASLES, pour x > 0, F(x) = > f dt et, en posant t = u + kmr dans

k=0 Y k7T
“+oo T o —Xu T of —Xu
chaque intégrale, F(x) = Y (—1)ke Fm™ fo %du. Posons uy : x +» e KX fo %du.
k=0 u u
) . krtx 7 sin(u)e” " ) I .
Pour x > 0 fixé, les suites (e Jken et (fo BT du en sont décroissantes (car sin(u) > 0 et
: —Xu
(u + km)ken croit), de plus, pour k > 1, j:t %du’ < foﬂ u—:kndu < kT;r = % donc (uk(x))ken
—+ 00
est décroissante et tend vers 0. Par le critere spécial des séries alternées, en notant Ry (x) = > (=1)*u(x),
k=n+1

o1



ona |[Rn(x)] < unti1(x) < ﬁ donc [[Rn|]so, ry < ce qui prouve que la série de fonctions continues (la
n

1
n+1
continuité des uy se montre par application du théoréme de continuité sous le signe somme sur un segment)

3" (=1)*uy converge uniformément vers F sur R, donc, d’apres le cours, F est continue sur R,
k>0

c. Par une petite étude de fonction, on montre classiquement que Vt > 0, |sin(t)| < t. Ainsi, [f(x,t)] < e **

o 400 ¢ e~ Xt +o0 1
et, par inégalité de la moyenne, |F(x)| < f e *tdt = [——} = -. Par encadrement, lim F(x)=0.
0 x 10 X X—+00
Comme R est un intervalle et que F/(x) = —]_:72, il existe A € R telle que Vx > 0, f(x) = A — Arctan(x).
X

Or lim F(x) =0donc A = 721 Ainsi, Vx > 0, F(x) = % — Arctan(x) = Arctan (l)
X

X——+00

+
Par continuité de F en 0, on a aussi F(0) = lim F(x) = T = f sin(t )dt (intégrale de DIRICHLET).
x—0F 2 0 t

e—(1+t2)x2
14t
o Vt € [0;1], x > h(x,t) est de classe C' sur R par opérations.

a. Soit h: R x [0;1] — R définie par h(x,t) =

eVx € R, t— h(x,t) et t — gh (x,t) = —2xe~(1+)%* sont continues donc intégrables sur le segment [0;1].

o V(x,t) € R x [0;1], g]; (x, t)’ < 2|x|e*"z. Orb:x— 2|x|e’XZ est continue et positive sur R, et elle tend

vers 0 en oo par croissances comparées, on en déduit classiquement que b est bornée sur R et on note

M= Sup(Z\x|e_xz). Ainsi, V(x,t) € Rx[0;1], a—;‘(x, t)‘ < @(t) = M et @ est intégrable sur le segment [0; 1].
x€R

Par le théoreme de dérivabilité sous le bigne somine, 1a fonction f est de classe C! sur R et on a la formule
de LEIBNIZ, & savoir Vx € R, f/(x) = —Zf e~ (%% gt

Par le théoreme fondamental de I'intégration, comme a : t — et est continue sur R, la fonction g est de

classe C! sur R car c’est la primitive de a sur R qui s’annule en 0. On a donc Vx € R, ¢/(x) = e,

b. Pour x € R*, f/(x) = -2 f 0+ 4t = —2¢ f()] e~ (1) xdt = —2e%° fox e du = —2¢ " g(x)
en posant u = tx = ll)(t) si x # 0 avec VP qui est une bijection de classe C! strictement monotone (croissante
si x > 0 et décroissante si x < 0) de [0;1] dans [E,VX] Mais si x = 0, on a clairement f'(0) = 0 donc
/(0) = —26_029(0) est encore vrai car g(0) = 0. Alors, Vx € R, f/(x) = —2¢’(x)g(x). Comme R est un
intervalle et que (f 4+ g2)’ = 0 sur R, il existe une constante C € R telle que Vx € R, f(x) + g*>(x) = C. Or

1
£(0) = fo 1 +]t2 at = [Arctan(t)]§ = 7 et g(0) = 0 donc ¥x € R, f(x) +¢%(x) = .

c. Pour x > 0, vVt > 0, 0 < e~ (THEX%  oox? o

<1 donc0<f()<f1 4t = e et
T+¢2 7 Ss o € ¢

-’ =0 donc, par encadrement, hm f(x) = 0. Comme g est une fonction positive, on a donc

Um e
x—+00

+
Vx € R, =/g / ) donc hm g(x) ? = fo Fetat=1.

a. La fonction f : t s ST n(t) est continue sur R et, comme on sait que sin(t) Y sh (t) T f est prolongeable

sh (t)
t -t t
par continuité en 0 en posant f(0) = 1. Comme sh(t) = &=¢— ~ € on a f(t) ~ 2sin(t)e”* donc
2 +oo 2 +oo
f(t) = O(e™!) et, par comparaison, f est intégrable sur R* . D’aprés le cours, er Mdt converge.
+00 * 0 Sh( )
. 1 2 2e " B -2t ; —(2n+1)t
b. Sit >0, (@ e 2e nZ::Oe "t (car e”“* < 1) donc f(t) = nz 2sin(t)e” et
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Posons, pour tout entier naturel n, la fonction f,, : t +— 2 sin(t)e’(Z“Jr])t.

e > fn converge simplement vers f sur R (on vient de le faire).
n=0

e Les fonctions f;, sont continues et intégrables sur R* car elles sont prolongeables par continuité en

(e7).

0 en posant fn, (0) = 0 et que f(t) = 0
oo

e La fonction f est continue sur R .
, e +oo oo (@nt
e Comme |sin(t)| < t, par inégalité de la moyenne, I,, = fo [fn(t)]dt < ZL/; te~(n+Dt par
e—(Zn-H)t
n—+1
classe C! sur R% et que lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, il vient
t—0+ t—+oo

une intégration par parties en posant uw : t — tet v :t — — , comme u et v sont de

2 T (2nant _ 2 1
0< I, < e = ——= - ~ —— donc I,, converge.
S fo (2n +1)? +o0 2n° EO " &
P . X +oo sin(t) X ptoo
Par le théoreme d’intégration terme a terme, I = dt = fn(t)dt. Or, pour n € N,
& fo sh (t) Eofo n(t) pout m

+oo +oo . 400 . i—(2n+1))t7+oo
[ e = 2mm ([ etemra ) < am ([ eli-Gn) z[M] ce qui donne

) i—(n+nlo
>0 _ 1 _ it ) _ 2
I fn(t)dt—ZIm( ) —Zlm(( + 1+ ) =1

2n+1—i MA1)7 +1 412417
+ : +oo
On a bien I’égalité attendue, f > sin(t) dt= > % ~0,72.
o sh(t) n=ol+(@2n+1)

a. Soit x € Ry et n € N. La fonction f,, : t — chT]‘(t) est continue sur le segment [0;x]| donc I,,(x) existe.

La fonction I,, est donc bien définie sur Ry. Comme f,, est continue sur R, I,, est la primitive de f,, qui

s’annule en 0 donc elle est méme de classe C! sur R,.

b. Pour x € Ry, la suite de fonctions (fn )nen converge simplement sur [0;x] vers la fonction f: [0;x] = R
définie par f(0) =1 car ch(0) =1 et f(t) = 0sit > 0 car ch(t) > 1. Les fonctions f, et la fonction f sont
continues sur [0;x]. ¥Vn > 0, Vt € [0;x], |[fn(t)] < @(t) = 1 et @ est continue et intégrable sur [0;x]. Par

x X
conséquent, par le théoréme de convergence dominée, ¥x € R, 1111 fo fa(t)dt = fo f(t)dt = 0.
n—+oo

Ainsi, (In)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle.
X
c. Pour n =0, fo(x) = fo dt = x donc fp n’est pas bornée sur R,. Par contre, dés que n > 1, la fonction
_ettet e

fn est continue sur Ry et, comme ch (t) = =

,on a fn(t) ~ 2"e™ ™" donc f,, est intégrable

+oo 2 +o0

o0

sur Ry car —n < 0. Ainsi, HT In(x) = fo fn(t)dt = Jn (voir question e.). Comme I, est positive et
X—>+00

croissante sur Ry car f,, est positive et I}, = fr, ||[In — 0f|oc, R, = Jn-
) et +00 et Hoo 1
Méthode 1 : comme ch (t) > bR il vient 0 < f —] = Par

+o0
< n,—nt n [ _
In(2) fr(t)dt < fl 2Me Mdt =2

n(2) n lin)
“+o0
CHASLES, on obtient J,, = I,(In(2)) + fn(t)dt donc lim J, =0car lim I,(In(2)) =0 d’aprés b.
n(2) n—-+oo n—-+oo
. oo _ . 1 _ . _
et nl_lﬂrloc In(2) fn(t)dt = 0 par encadrement car nl_l)T_iT_loo o= 0. On a donc nl—l>Too [|[In = 0|oo, R, = 0.

Méthode 2 : comme avant,(fn)nen converge simplement sur R, vers la fonction f : Ry — R définie par
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f(0) =1 car ch(0) =1 et f(t) =0sit >0 car ch(t) > 1. Les fonctions f, et la fonction f sont continues sur

Ri. Vn>1, Vte Ry, [fn(t)| < fi1(t) = ch1(t) et f1 est continue et intégrable sur Ry. Par le théoréme de
d . re 1» +m ]' +Oo d .
convergence dominée, lim f fn(t)dt = LHm Jn = fo f(t)dt = 0 donc nE;Too [[In = O]foo, R, = 0.

Avec les deux méthodes, (I, )nen converge uniformément sur R, vers la fonction nulle.

1
——— et
ch2(t) ¢

donc Inya(x) = j: u(t)v/ (t)dt = f u/(t)v(t)dt par intégration par parties

d. Soit n € Net x € Ry, en posant u = f,, et v = th, uwet v sont de classe C' sur [0;x] avec v/(t) =

nsh (t)
Cthr] (t)
et on a Ih42(x) = ;EJE]E) —i—n‘ﬁ; %dt donc, comme th (t) = :EEB et sh?(t) = ch?(t)— 1, on a

x ch?(t) — sh (x
tnia) = sl fy Gt 8= ot )~ Tna(0).
sh (x) " nly (x)
(n+1)ch™(x)  n+1"

u(t) =—

La relation cherchée entre I, (x) et I, 12(x) est donc I, 12(x) =

. sh (x)
e XBTOO (n+1)ch™(x)
o] = fo+<>° Chd; )dt _ fo+°° ﬁfdt)z = [2Arctan(e!)]{>® = % Pour n = 2p + 1 > 1 impair, on a
szp, -1y J’—Jz == =1 p =3 1oy, En multipliant
2p 2p -2 2p 2p—2 2
(2p)(2p —1)(2p —3)---3.1 T (2p)! T
[(2p)(2p —2)--- 2] 20 2%(ph)? T2

+o00o
= dt = + = = A
o> fo Ry dt = [th (t)]g*> . Pour n = 2p > 2 pair, Jzp = LZp J2p—2 et, par récurrence,

Jop = =2y % x J2. En multipliant par les termes pairs au dénominateur, on arrive a

2p —1
_[ep=2)2p-4)(2p—3)---2° P2 ((p—nh? 2P 2(ph%2p 2PN (pl)?
)! p”(2p)!

—0sin>1d d. — lim I N i I (x) = M
n > T done, avee du, s = limTpa(s) =~ tim I(x) =

Jop+1 =

par les termes pairs au numérateur, Jop41 =

= T e - 232 (- ! p(2p)!
(2p)! P n _m
_ @) o EIY Pour 1
2P (p2 2 5 27Pep s/TTtp)z( ap o 2p 1) O

2p—=1/.1\2 2p—1/ / 2/ _p\2_.2p
indices pairs, J2p = 2 (p!) ~ 2 (v/27p) ?Z) g c ~ T__ . En général, ]n 2
o \/2n’

Pour aller plus loin, J2p41

p(2p)!  +oo p(eP)*VAmp(2p)?P  +ee\[2(2p)

a. Pour x € R, soit gx : R} — R définie par gy (t) = ’8‘(1]74—‘[) La fonction positive g, est continue sur RY,

gx (1) N tix donc gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x < 1 et gx(t) o donc gy est intégrable
o0

1
tx—i—]
sur [1; 400 si et seulement si x41 > 1. Par conséquent, gy est intégrable sur R si et seulement si 0 < x < 1.

Or f(x) existe si et seulement si gx est intégrable sur R* donc le domaine de définition D de f est D =]0; 1[.

+oo
b. Définissons g :|0; 1[x R* — R par g(x,t) = — 1 desorte que f(x) = g(x, t)dt.
+ t*(1 4+ t) 0

e Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est continue sur ]0; 1] par opérations.
e Vx €]0; 1[, la fonction g : t — g(x,t) est continue (et intégrable) sur R d’apres a..

e Soit (a,b) €]0;1[* tel que 0 < a < b < 1, V(x,t) € [a;b} x RE, Jg(x,t)] = g(xt) < @qp(t) avec
1 1

Pab(t) = Ry sit€]0;1] et @qp(t) = 010 sit>1. Or @q,p est continue et intégrable sur R*
d’aprés RIBMANN car gau(t) ~ tlb (et b <1) et gapn(t) v talﬂ (et a+1>1).
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Par théoréme de continuité sous le signe somme, f est continue sur D =]0; 1].

c. Six € D =|0;1], on a clairement 1 —x € D. Dans l'intégrale définissant f(x), on pose t = 1= o(u)
u

avec @ qui est une bijection strictement décroissante et de classe C! de R% dans R% et, par changement de

0 “+o00
Variable, on a f(X) = f+oo m( — &)du = fO ﬁdu donc f(] — X) = f(X)

1
. . . 1 1 ;
d. Méthode 1 : pour x €]0;1[, par CHASLES, f(x) = fo Iy dt f S dt. De plus, on majore

<f171 at < [ lae = [ 2 gy tit f17dt—o1 Dans 1
SJo (141 S Jo v T [1—x}o Ty, quesramnaue Jo sq oo (1). Dans la
seconde intégrale, on pose u = t* ou t = u!'/* = @(u) avec ¢ qui est une bijection strictement croissante
1 _1 [t 1 (/)14 1 [T

d d t —_— T du P —t
e [1;4o0[ dans [1; 400 e f 1+t) f] 1+u1/")u f —|—u_1/")
Or pour tout réel u > 1, ona 1 —u!/* < ]_'_]7_1/)( < 1 dong, par croissance de 1’1ntegrale, on a la double

u
—+o0 1 _ u*]/X

. 7’ . ’ +m +m
inégalité f] Tdu = I—X_T_ T= x—]I— 7 <x f] ’8‘(1]7—|—t)dt <1= f] 12 du. Par encadrement,

+oo
1
on a donc _—
f1 (14+1)
Méthode 2 : en effectuant le changement de variable u = t* sur R* pour x € D, on aurait obtenu comme

dt~ 1. Par somme, on a donc f(x) ~ 1. Drapres c., on a aussi f(x) ~ .
0x 0 x 11 —x

+
ci-dessus xf(x) = fo ~ ﬁdu. Soit une suite (xn)nen de réels de D qui tend vers 0, alors

ot e . 1
Xnf(xn) = fo =0 +u71/xn)du = fo gn(u)du en posant gn : u — 20Ty
1

; . , _ _ 1

e Ona ngToogn( u)=0siu€l0;1[,Vne N> g,(1) = > et nEToogn( u) = —zsiu> 1 donc (gn)nen

converge simplement vers g : R% — R définie par g(u) =0siu <1, g(1) = % et g(u) = iz siu>1.
u

e Les g, sont continues et intégrables sur R’ d’apres a. et g est continue par morceaux sur RY.

e En notant « = Sup (xn) = Mag}c(xn) < 1 (qui existe car (xn)nen tend vers 0), Vn € N, |gn(u)| < @(u)
neN ne

avec ¢(u) = Siu<l,(p(1):%et cp(u)gizsiu>1.
u

1
u2(1 +u71/oc)

Comme ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R car ¢(u) o Lz et @(u) Y ]
cou

T avec 2 — — < 1,
W= x
PPN s . too +oo du
le théoreme de convergence dominée permet de conclure que Um  xnf(xn) = f g(u)du = f & =1.
n—-+oo 0 1 u

Ainsi, par caractérisation séquentielle des limites, on a Hm+ xf(x) = 1 donc, & nouveau, f(x) o 1
x—0 oo X

a. Pour x € Ry, la fonction gy : t — t*e™ " est continue sur R et prolongeable par continuité en 0 en
posant go(0) = 1 ou gx(0) = 0 si x > 0. De plus, par croissances comparées, gy (t) +Ooo(J: ) donc gy est
intégrable sur R’ . La fonction f est définie sur [0; +ool.

b. Définissons g : Ry x R% — R par g(x,t) = t*e~" de sorte que f(x) = f:oo g(x,t)dt.

e Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est continue sur R, par opérations.

e Vx > 0, la fonction gy : t = g(x,t) est continue (et intégrable) sur R* d’apres a

e Soit a € R%, V(x,t) € [0;a] x RY, |g(x,t)] = g(x,1) < @a(t) avec @q(t) =e ' sit€]0;1] et pq(t) =t "
sit>1. Or @4 est continue et intégrable sur R% d’apres a..

Par théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur R,.
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c. Soit x > 1, dans I'intégrale définissant f(x), on pose w:t+> t* et v:t > —e~t wet v sont de classe C'

sur RY et lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties,
t—0+ t—=+o0
+
on trouve bien f(x) = [u(t)v(t)]§> + fo Tt Tetdt = xf(x —1).

+oo
d. Pour x € Ry, la fonction gy est continue, positive et non nulle sur R* donc f(x) = fo gx(t)dt > 0.
Ainsi, d’aprés a., la fonction h : u — In(f(u)) est continue sur R} et on note H une de ses primitives.
Comme ¢(x) = [H(u)]X_; = H(x) — H(x — 1), la fonction ¢ est dérivable sur [1;+o0[ et on a la relation

x—1 =

Vx =21, o'(x) =H'(x) —H(x—1) = 1n(f( )) - ln(f(x - 1)) = In(x) d’apres c..

X
e. D’apres la question précédente, ¢(x )+ f1 o'(t)dt = (1) + f] In(t)dt = @(1) + [tIn(t) — t]} ce
qui montre que lim ¢(x) = +o0. Comme vn = @(n ), on a donc lim vy, = 0 et, avec le critere spécial
X——+00 n——+oo
_ n
des séries alternées, on conclut a la convergence de ) (=1) .
n>1 VYn

a. Soit x > 0, posons u : t — 1 —cos(t) et v : t — % Alors u et v sont de classe C' sur R et le
x

crochet [uv]§™ converge car lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 puisque 1 — cos(t)

~ L Ainsi les intégrales
t—0+ t——+oo 0o 2

+oo
fo u'vet f . wv’ sont de méme nature. Or uwv’ est continue en 0 si x > 0 et se prolonge par continuité en

0 si x =0 car u(t)v'(t) = —1_1:%@ — —% donc wv’ est intégrable sur ]0;1]. De plus u(t)v/(t) = 0 (t]—z)
o0
“+o0
donc wv' est intégrable sur [1;+oo[. Par conséquent, uv’ est intégrable sur R* , 'intégrale fo wv’ converge

+ +o0 gi
donc, tout comme fo Sy = fo = %dt (de méme nature). De plus, comme le crochet est nul, on a
X
oo sin(t 1 ) +o0 1 — cos(t)
Gt = — (1— -1 at= ——cos dt.
J; x-l—t == J5 0 eos) < CETA Jo arp? &
b. Soit maintenant g : Ry x R% — R définie par g(x,t) = %.
x

e Vt > 0, la fonction x — g(x, t) est continue sur R .

e Vx > 0, la fonction t — g(x,t) est continue et intégrable sur R’ (déja vu avant).

1 — cos(t)
tZ

o V(x,t) € Ry x RY, [g(x,t)] = g(x, t) < = ¢(t) avec ¢ intégrable sur R* (déja vu avant).

On peut donc conclure par continuité sous le signe somme que f est continue sur R, .

% sin(t)
dt =
t 2

c. Utilisons le théoreme de dérivation sous le signe somme deux fois.

. ’ ) +
L’intégrale de DIRICHLET est f(0) et vérifie f(0) = fo

e Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C? sur R%.

(
(

e Vx > 0, la fonction t > g(x,t) est continue et intégrable sur R (voir a.).

— 2 _
o Vx>0,t— %!(x,t) w et t — a—g(x,t) = 6(]7&.54(;()) sont continues sur RY .
x (x+1) ox (x+1)
« |0 _ 4 g 12
OVa>O,Vx,t€a;+me,jxt‘< et’ xt‘éiz t) et les
(x,t) €[ + ax( (a+t) = @alt ) (a+t)4 Pa(t)

fonctions @4 et 4 sont continues et intégrables sur R% par RIEMANN.

400 — +oo —
Ainsi, f est de classe C% sur R* et que f'(x) = — fo Wdt et f/(x) = fo W

1 1
———— etv:t— 6(1 —cos(t)), uetvsont de classe C
3(X t)3 ( ( ))a

dt.

Dans cette derniere intégrale, on pose u : t — —
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sur Ry et u(0)v(0) = lim u(t)v(t) = 0 donc, par intégration par parties, f’(x) =

):f+°° cos(t

t—+oo
pose cette fois-ci u: t +— f% et v = sin et, avec les mémes arguments, ' (x
2(x+1t)
. +00 cos(t) — 141 +oo 4t
conséquent, f’(x) = — Tt = —f(x) + At _f(x) + {_
q (X) j;) (X + t)Z (X) j;) (X + t)z (X)

ce qui montre que la fonction f est solution sur R* de I’équation différentielle (E) :

o7

o (x+1t)




ORAUX 2022 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

a. Soit les familles F = (vi —vj)i<ij<n €6 § = (vi — vi)2gign de vecteurs de R™.

Méthode 1 : card (§) = n — 1 et, directement, dim(Vect(5)) < n — 1. Comme vi —vj = (vi —v1) — (vj —v1),
on a Vect(F) C Vect(G). Mais comme § C F, on a aussi Vect(§) C Vect(F). Au final Vect(F) = Vect(9) est
bien un sous-espace de R™ tel que dim(Vect(F)) <n —1.
Méthode 2 : Traitons deux cas :
e Sila famille B = (vq,- -+, vn) est liée, on a dim(Vect(B)) < n—1. Or les vecteurs de F sont engendrés
par ceux de B donc Vect(F) C Vect(B). Ainsi, on a bien dim(Vect(F)) < n —1.

e Si B est libre, comme elle comporte n vecteurs, c’est une base de R™. Notons H 'hyperplan de R™

n
défini par H={y = > yxvk | y1 + -+ +yn =0} = Ker(p) ot ¢ : R™ — R est la forme linéaire non
k=1

nulle telle que ¢(y) = i yk avec les notations ci-dessus. Tous les vecteurs de F sont dans H car leurs
coordonnées dans B sl(;r:m] de la forme (0,---,0,1,0,---,0,—1,0,---,0) (si i < j). Ainsi, Vect(F) C H
(car c’est le plus petit sous-espace de R™ qui contient F) et, a nouveau, dim(Vect(F)) <n — 1.
a. On sait déja que Im (a?) C Im (a), comme par hypothése on a aussi rang (a) = rang (a?), par inclusion
et égalité des dimensions, on en déduit que Im (a) = Im(a?). Soit x € R™, alors a(x) € Im(a) donc
a(x) € Im(a?) ce qui prouve l'existence de y € E tel que a(x) = a?(y). Ainsi, a(x — a(y)) = Og donc
x = a(y) + (x — a(y)) € Im(a) + Ker(a). On vient d’établir que R™ = Im (a) + Ker(a). Or la formule
du rang donne n = dim(Ker(a)) + rang(a) dont on déduit que R™ = Im(a) @ Ker(a). Soit une base

B = (Vi, Vi, Vet1, -, vn ) adaptée & la décomposition précédente, c’est-a-dire Im (a) = Vect(vy, -+, vy).
et Ker(a) = Vect(vy41, -+, vn). Comme Im (a) et Ker(a) sont stables par a, il existe une matrice C € M, (R)
telle que Mat g(a) = (g g . Or Im (a) est un supplémentaire de Ker(a) et le théoréme du rang nous

apprend que Papplication induit par a dans Im (a) est donc un automorphisme de Im (a), dont la matrice

C dans la base (vi,---,v;) de Im (a) est donc inversible. En notant P la matrice de passage entre la base

canonique de R™ et la base B, par la formule de changement de base, on a donc P € GL,,(R) et C € GL.(C)
_p(€ 0o

tellesqueA—P(o O>P .

¢t o

b. («<=) si rang (a) = rang (a?), avec les notations précédentes, posons B = P < o 0

) P~'. On vérifie

I, 0

par blocs que AB =BA =P ( o 0

> P~!, A = ABA et B = BAB donc B est un pseudo-inverse de A.

(=) si A admet un pseudo-inverse B, alors en notant b I’endomorphisme de R™ canoniquement associé
4 B,onaA = ABA = A?B car AB = BA ainsi a = a2 ob. Six € Im(a), il existe y € R™ tel que

x = a(y) = a?(b(y)) donc x € Im (a?). Ainsi, Im (a) C Im (a?) et, comme on a toujours Im (a?) C Im (a),
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on en déduit que Im (a) = Im (a?) donc rang (a) = rang (a?).

Par double implication, A admet un pseudo-inverse si et seulement si rang (a) = rang (a?).

c. Par hypothese, (AB)> = (ABA)B = AB donc (aob)? = aob ce qui prouve déja que a ob est un
projecteur. Si x € Ker(a ob), alors ABX = 0 donc BAX = 0 puis ABAX = 0 donc AX = 0 d’ou1 x € Ker(a).
De plus, si x € Im(aob), il existe y € R™ tel que x = aobly) = a(b(y)) € Im(a). On vient de
prouver que Ker(aob) C Ker(a) et Im(aob) C Im(a). Avec la formule du rang appliquée & aob et a,
dim(Ker(aob))+rang (aob) = dim(Ker(a)) +rang (a) = n alors que les inclusions précédentes montrent que
dim(Ker(aob)) < dim(Ker(a)) et dim(Im (aob)) < dim(Im (a)). Par conséquent, ces inégalités ne peuvent
étre que des égalités et, par inclusion et égalité des dimensions, Im (a o b) = Im (a) et Ker(a o b) = Ker(a).
Ainsi, a ob est la projection sur Im (a) parallelement & Ker(a).

d. Par hypothése, A admet un pseudo-inverse donc rang (a) = rang (a?) d’apres b. et R™ = Im (a) @ Ker(a)

d’aprés a. et il existe une base B = (vi,---,Vy, V41, -+, vn) adaptée & cette décomposition. On sait que

A=P (g g) P~T avec P € GL,,(R) la matrice de passage de la base canonique de R™ & B et C € GL,(R)

la matrice de lapplication induite par a dans Im (a). Posons A’ = (g g) Soit B un pseudo-inverse de

A et B’ = P~'BP de sorte que B = Mat 5(b) par changement de base. Les conditions AB = BA, A = ABA
et B = BAB deviennent A’B’ = B’A’, A’ = A’B’A’ et B’ = B’A’B’ en simplifiant par P et P~'. Comme
a et b commutent, Im (a) et Ker(a) sont stables par b donc on a, par blocs de méme taille que pour A’,

B = <E)1 3) Or B’ = B’A’B’ impose V = 0 et A’ = A’B’A’ impose C = CUC donc UC = I, car C est
c!' o

inversible. Ainsi, seule la matrice B (vu en b.) définie par B =P < o o

> P~ est pseudo-inverse de A.

, T
e. D’aprés CAYLEY-HAMILTON, xc(C) = 0. Ecrivons xc = Y. axX* avec ap = xc(0) = (—1)"det(C) # 0
k=0
car C inversible et a, = 1. Posons Q = (1 — a—‘)xg de sorte que, par un petit calcul, le terme en X de
ao

-1

Q est nul donc Q(C) = 0 avec Q = ag — baX? — --- — by 1 X", En multipliant Q(C) = 0 par C—, on a
ao

c' o

r4+1
c'=3 bicck=1 Sjon reporte dans ’écriture par blocs B = P ( 0o 0

r+1
> P~ onadoncB = by k-1
k=2 @0

k=2 @0

0 0

Avec xc directement, on aurait eu C~' en fonction de I, ce qui aurait donné B en fonction des puissances

de A mais aussi de AB =P <IT 0

ck o R
car Ak =P < > P~! pour k > 1 donc B est un polynéme en A.

0 0> P~ et on n’aurait pas pu conclure.

f. Soit x € E, alors |[a(x) — y[|* = ||a(x —v +v) —y||* = |Ja(x = v) + aob(y) —y|[?. Or a(x —v) € Im (a) et
a(aob(y) —y) = a(boa(y) —y) = Ogn car ABA = A donc aob(y) —y € Ker(a) = Im (a)* par hypothese.
Par la relation de PYTHAGORE, ||a(x) — y||* = [la(x — v)||? + ||a(v) — y||? = ||a(v) — y]|* ce qui prouve que
f:x+— ||a(x) —yl|| est minimale en v.

12

De plus, siw # v € R™ vérifie f(w) = f(v), d’apres le calcul précédent, ||a(w —v)||* = 0 donc w—v € Ker(a).

Ora=boa?etb=aob? donc Im(a) C Im(b) et Im(b) C Im(a) d’ott Im (a) = Im (b). Ainsi, il vient
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v = b(y) € Im(a) = Ker(a)® donc, toujours d’aprés PYTHAGORE, on peut conclure que ||w|| > ||v|| car
Wl =[lw —v+vl? = [lw = v[|2 + V]| > ||[v]|* car [[w —v|| > 0.

a. Il est clair que B 4+ nl, est de rang 1 (matrice avec des colonnes non nulles et toutes égales) donc —n est

valeur propre de B et E_,,(B) est de dimension n — 1 par le théoréeme du rang. Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable dans M;, (R) et, puisque Tr (B) =n(1 —n) = (n — 1) X (—n), la derniére valeur
propre est 0, ce qui est évident quand on calcule BU = 0 avec *U = (1 --- 1). Ainsi, xg = X(X +n)"" 1.
b. Soit A € C tel que A soit une valeur propre de A, alors il existe X € My (C) tel que X # 0 et AX = AX.
On conjugue et on transpose et, comme A est réelle et symétrique, AX = AX donc *(X)*A = Y(X)A = AY(X).
Ainsi, Y(X)AX = AY(X)X = A||X||? d’une part, et Y(X)AX = Y(X)(AX) = AY(X)X = A||X||? d’autre part en
notant [[X|[2 = 3° [xe[2 > 08 X = (x1 --- xn). Comme A||X||2 = A|[X|]2, X = A donc A est réel.

k=1
Par conséquent, le spectre de A est inclus dans R.

© =}
9] N

94| a. Comme A est symétrique réelle, par le théoreme spectral matriciel, il existe une matrice diagonale

D = diag(A1,- -+, An) (contenant les valeur propres de A) et une matrice orthogonale U telles que A = UD*U.
Comme Sp(A) = {A1,---,An} C R%, posons A = diag(y/A1---,v/An) et R = PA'P de sorte que R est bien
inversible par produit et, comme 'R = R, on a 'RR = R? = PA'PPA'P = PA2!p = PD'P = A.

b. Analyse : supposons que de telles matrices P et D existent, alors '"PP = 'RR d’aprés la question b.
donc (*R)~"*PPR™T = Y*(PR™1)(PR™') = I,, ce qui montre que Q = PR™! € 0, (R). Comme P = QR, on a
B = 'PDP = 'R*QDQR d’ot1 *QDQ = (*R)"'BR™.

Synthese : Soit S = (*R)™'BR™', comme B est symétrique, 'S = (*R)"1*BR™! = S donc S est symétrique réelle
ce qui montre, par le théoreme spectral version matricielle, qu’il existe une matrice orthogonale Q et une
matrice diagonale D (dont les termes diagonaux sont les valeurs propres de S) telles que S = *QDQ. Posons
P = QR, alors P est inversible car Q et R le sont et, comme R = Q7 'P = 'QP, on a A = 'RR = 'PQ'QP = PP
car Q est orthogonale. Comme S = *QDQ = (*R)"'BR™', on a B = *‘R*QDQR donc B = *PDP car P = QR.
Il existe donc bien P € GL,(R) et D € M (R) diagonale telles que A = 'PP et B = 'PDP.

c. Posons D = diag(p1,- - pn) ol les py sont les valeurs propres de S. Soit, pour k € [[1;n]], Xk un vecteur
propre de S associé & py. Ainsi, SXy = (*R)"'BR™'Xy = Xy done ' SXy = X (*R)TTBR™T Xy = e[| X ||

n
Or si on décompose R™"X; = >~ yiVi dans une base orthonormale de vecteurs propres de B, par hypothese
i=1

n
BV; = o;V; avec oy > 0 donc on trouve Xy (*R)“TBR™'Xyx = (RTIXk[BR™'Xy) = 3 oiy? = wi|[Xk|[? = 0
i=1
et, comme [|X|| > 0, ux > 0. Par conséquent, det(A + B) = det(*PP + 'PDP) = det('P)det(I,, + D)det(P)
ce qui donne det(A + B) = det(P)%det(I,, + D). De méme, det(A) = det(P)? et det(B) = det(P)?det(D)

donc 'inégalité & établir se ramene & det(I, + D) > 1+ det(D) car det(P)> > 0. Or, en développant,
n

n n
det(In +D) = [0+ wm) =1+ [[ mx+ I minj+---+ [[ px. Comme tous les termes apres les
k=1 k=1 1<i<j<n k=1
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n n
deux premiers sont tous positifs, on a bien [] (14+pk) =1+ [] pk donc det(In +D) > 1+ det(D), et enfin
k=1 k=1

det(A 4+ B) > det(A) + det(B).

a. Soit (x,y) € EZ et X,Y les vecteurs colonnes associés des coordonnées de x et y dans la base By. Comme
Bo est une base orthonormale, on a (p(x)ly) = *(AX)Y = *X*'AY = *X(*AY) = (x|q(y)).
b. Par définition, Tr (q o p) est la trace de la matrice de q o p dans n’importe quelle base, choisissons la

base B. Comme B est une base orthonormée, B = Mat 5(q op) = ((vi|qop(vj))) ce qui montre que

1<i,j<n
n

n
Tr(qop)=Tr (B) = Y (vklgop(vk)). = 3 |lp(vi)||? avec la question a. avec x = vy et y = p(vy).
k=1 k=1

c. Sip est un projecteur orthogonal, Im (p) et Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux dans E donc il existe

une base orthonormée B = (vi,- -, vy, Vyy1,---,vn) de E telle que (vi,---,vy) (resp. (Vyy1,---,Vvn)) soit une

n
base orthonormée de Im (p) (resp. Ker(p)). Si on applique b. avec B, on a Tr (qop) = 3 |[p(vk)||* = r car
k=1

Vk € [1;7], p(vk) = vk car Im (p) = Ker(p —idg) et Vk € [r+ 1;n], p(vk) = 0. Or, Mat 3(p) = (Ior g)

donc Tr (p) =rang (p) = et on a bien Tr (qop) =Tr (p).
d. Dans le cas général, on prend une base orthonormée (vi,---,v;) de Im (p) qu’on compléte en une base

n n
orthonormale vy, - - -, vy, ) de E. Alors, toujours d’aprés b.,ona Tr (qop) = 3. |[p(vi)|> =+ > |lp(vi)||?
k=1 k=r+1

n
car, comme avant, Vk € [1;7], p(vk) = vi. Comme > |[[p(v)||? = 0 et qu'on a encore Tr (p) = r, on a

k=r+1

n
bien Tr (qop) =r+ 3> [p(w)l]> =r=Tr (p).
k=r+1

n
e. Avec une base orthonormée B choisie comme dans b., comme Tr (qop) =+ > [[p(vi)||?, on a
k=r+1

n
I'équivalence Tr (qop) =Tr (p) <= 3 |[lp(vi)|]? =0 <= (Vk € [r + 1;n], p(vi) = 0g). Cette condition

k=r+1
revient & Vect(vy41,--+,vn) C Ker(p) ou encore, par égalité des dimensions car Vect(vy41,--+,vn) et Ker(p)
sont des supplémentaires de Im (p), & Vect(vy41, -+ -, vn) = Ker(p). Mais comme Vect(vyi1,--+,vn) = Im (p)+

par construction, on a bien I’équivalence Tr (qop) = Tr (p) <= p est orthogonal.

a. D’apres le théoreme spectral version matricielle, si M est symétrique réelle, elle est ODZ. Réciproquement,
gil existe D € M (R) diagonale et P € O(n) telles que M = PD'P, alors *M = P'D'P = PD'P = M donc M
est symétrique et M € My (R). Ainsi, M € M, (R) est ODZ si et seulement si M est symétrique.

b. Si N(0) est OTZ, alors N(8) est semblable & une matrice triangulaire T donec, comme T, N(0) admet deux
X — cos(0) sin(0)

—sin(8) X —cos(0)| (X — cos(0))? + sin?(8) = X* —2cos(0)X + 1

valeurs propres réelles. Or X (o) =
donc xn() = (X — e®)(X — e719) donc e*? € R ce qui impose 0 = 0 [n].

Réciproquement, si 8 = 0 [27] (resp. 0 =« [27]) alors N(8) = I, (resp. N(0) = —I2) qui est OTZ.
Ainsi, N(0) est OTZ si et seulement si 6 = 0 [n].

c. Si M est OTZ, alors M est semblable a une matrice triangulaire T donc xm = xr1 est scindé dans

61



R[X]. Réciproquement, si xpm est scindé dans R[X], on sait d’apres le cours que M est trigonalisable donc
il existe une matrice inversible U et une matrice triangulaire supérieure T’ telles que M = UT’'U~'. Si f
est ’endomorphisme canoniquement associé & M et si U est la matrice de passage entre la base canonique
Bo et une base B = (v1,---,vn), la formule M = UT'U~" montre que T' = Mat 5(f) car M = Mat g, (f).
Par orthonormalisation de GRAM-SCHMIDT, il existe une base orthonormale (dans R™ euclidien canonique)
B’ = (f1,---, fn) telle que Vk € [[1;n], Vect(vi,---,vx) = Vect(fy,- -, fx). Sion note Q la matrice de passage
de B & B’, la condition précédente montre que Q est triangulaire supérieure. La formule de changement de
base montre que Mat ¢/ (f) = Q7'T'Q. Comme Q est triangulaire supérieure et inversible, Q™' est aussi
triangulaire supérieure donc, par produit de trois telles matrices, T = Mat g/ (f) est triangulaire supérieure.
Si on note P la matrice de passage entre les deux bases orthonormales By et B’, on sait d’apres le cours que

P € O(n) et on a aussi M = PTP~! = PT'P ce qui clot la preuve.
Ainsi, M est OTZ si et seulement si xp est scindé dans R[X].

Méthode 1 : un vecteur normal au plan P est le vecteur unitaire vz = %(1, 1,1) et on peut prendre la base

orthonormée B = (v1,v2,v3) de R3 en prenant v; = %(1,—1,0) et vo = i(1,1,—2). Par définition de

NG
1

1 1

1
V2o Ve V3

1 0 0
1 1 1
p,onaD=Matg(p)=|0 1 0]. SionnoteO= V2 Ve V3 la matrice de passage de la
000 . 5 1

V6 V3

base canonique can = (e7, ez, e3) a la base B, on sait que la matrice de A de p dans la base canonique vaut
A = Mat cqn(p) = 0~ "DO. Mais comme O est la matrice de passage entre deux bases orthonormées, on a
2 -1 -1
O orthogonale donc O~! = 0. Ainsi, A = 'ODO = % —1 2 —1 ] aprés calculs.
-1 -1 2
Méthode 2 : soit q : v+ v — (v|[n)n avec n un vecteur normal unitaire de P. Alors q(n) =n — |[n||*n =0 et

q(v) =vsiv L n. Ainsi, comme q est linéaire par bilinéarité du produit scalaire et coincident avec p sur P

et en n = v3, on en conclut que p = q. Comme p(ey) = e; — (e1]|v3)vs = (1,0,0) — %(1,1, 1) = %(2,—1,—1)7
plez) = ez — (ealv3)vs = (0, 1,0)—%(1,1,1) = L(=1,2,=1) et p(e3) = e3— (e3lvz)vs = %(—1,—1,2) de méme,

W |—

2 -1 -1

on en déduit a nouveau que A = Mat cqn(p) = L .

-1 -1 2
a. Comme A € My p(R) et *A € My, n(R), ona B =*AA € M, (R). Soit X € Mp,1(R) tel que BX = 0, alors
tAAX = 0 donc, en multipliant par *X & gauche, *X'AAX = 0 donc ||AX]||? = 0 donc AX = 0. En notant f

lapplication linéaire canoniquement associée & A, on a f € L(RP, R™) et rang (f) = rang (A) = p donc f est
injective car son rang vaut la dimension de son espace de départ. Par conséquent, AX = 0 implique X = 0 et
on a montré que Ker(B) = {0} donc B est “injective”. Comme B est une matrice carrée, B inversible.

b. On calcule aisément P2 = AB~'*tAAB~'*A = AB""BB"''A = AB~"*A = P € M, (R) donc P est une

matrice de projection de I’espace R™.
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e Soit Y € Myu,1(R), comme A est “injective” et B~ est inversible, on a 1’équivalence suivante
PY =0 <= AB~'*AY = 0 <= 'AY = 0 qui prouve que Ker(P) = Ker(*A).
e Comme P = AB~'*A, on a clairement Im (P) C Im (A). Or, avec la formule du rang, on trouve que
rang (P) =n — dim(Ker(P)) =n — dim(Ker(*A)) mais rang (A) = rang (*A) = n — dim(Ker(*A)) donc
rang (P) = rang (A) = p. Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (P) = Im (A).
Plus précisément, P est la projection de R™ sur Im (A) parallelement & Ker(*A). Soit (Y, Z) € Im (A) xKer(*A),
alors 'AZ = 0 et il existe X € Mp,1(R) tel que Y = AX et (Y|Z) = (AX|Z) = Y(AX)Z = *X'AZ = *X0 = 0 donc
Im (A) et Ker(*A) sont orthogonaux. Plus précisément encore, P est la projection orthogonale sur Im (A).
On pouvait aussi le prouver en constatant que ‘P = *(AB~1*A) = A(*B)"'*A or B est symétrique (matrice
de GRAM) donc *P = AB~'*A = P ce qui montre aussi que P est une projection orthogonale car la base

canonique de R™ est orthonormale.
a. Soit a un vecteur unitaire de D, on compléte (a) en une base orthonormée directe de R* avec (b,c) une

base orthonormée directe de P (pour 'orientation de P induite par celle de D par a). Ainsi, B = (a,b,c)
1 0 0

est une base orthonormée directe de R3 dans laquelle on sait que R = Mat 5(r) = | 0 cos® —sin® | si
0 sin® cos®

0 est ’angle de la rotation r autour de D orientée par a. Par définition de la réflexion s, comme a € Pt et

-1 0 0 -1 0 0
(b,c) €P?,onasS=DMatg(s)=| 0 1 0]. On vérifie que RS =SR= [ 0 cos® —sin® | donc
0 0 1 0 sin® cosH

sor=ros et les isométries r et s commutent et ros = s or est la rotation-miroir autour de D, d’angle 6.

b. Supposons que sor = ros. Comme r et s commutent les sous-espaces propres de s sont stables par
r et vice-versa. Or Eq(r) = D, Eq(s) = P et E_1(s) = PL. En évaluant en a, s(a) = s(r(a)) = v(s(a))
donc s(a) € Eq(r) = D car r n’est pas l'identité. Comme s est une isométrie, |[s(a)|| = ||a|]] = 1 or

s(a) € D = Vect(a) qui ne contient que deux vecteurs unitaires : a et —a. Traitons les deux cas :

e Sis(a) = —a, alors a € E_1(s) = P* donc D L P et on est dans le cas de la question a..
e Sis(a) =a, alors a € E1(s) = P donc D C P. Soit b un vecteur unitaire normal & P, alors s(b) = —b
donc, comme r(s(b)) = s(r(b)), on a s(r(b)) = —r(b) donc (b) € E_;(s) = P+ et, comme r est une

isométrie, r(b) = £b. Traitons a nouveau les deux cas :

— Sir(b) =D, alors b € E1(r) = D = Vect(a) ce qui est absurde car a L b.
2 0 0

— Sit(b) = —b,alorsb € E_1(r). Or det(r+idps) =|0 1+4+cos® —sin® | =4(1+cos9).
0 sin @ 1+ cosB

Comme b # 0 € E_q(r), on a6 = 7 et r est un demi-tour. Sic = aAb, B = (a, b, c) est une base

1 0 0 10 0
orthonormée directe, R=Mats(r)=| 0 —1 0 |JetS=Matg(s)=|0 1 0 |etona
o 0 -1 0 0 -1
1 0 0
bien RS =SR= [ 0 —1 0 | doncros = sor est la réflexion de plan P’ = Vect(a,c) = P+ @®D.
0 0 1

1l existe deux fagons pour qu’'une rotation r autour de D et une réflexion de plan P commutent :
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e Soit D L P et r et s commutent quel que soit ’angle 0 de la rotation.

e Soit D C P et r est un demi-tour alors s or = r o s est aussi une réflexion.

a. Comme u est un vecteur unitaire de E euclidien orienté de dimension 3, il existe une base orthonormée
directe B = (u,v,w) de E (et méme une infinité). On obtient f(u) = (u|ju)u = u, f(v) =vAu = —w et
f(w) = wAu = v donc I'image de la base orthonormée B est B’ = (u, —w, v) qui est aussi une base orthonormée
directe (on l'obtient & partir de B en échangeant deux vecteurs et en changeant le signe de I'un d’entre eux)

1 0 O 1 0
donc f est une isométrie directe de E d’apres le cours. Matg(f) =A =10 0 1| = ( ), on
_ 0 Rz
0 1 0
peut donc conclure que f est la rotation d’angle 7% autour de la droite orientée par le vecteur wu.
b. Analyse : soit g € £(E) tel que g2 = f. Alors fog = g> = gof donc, la droite Vect(u) = Eq (f) = Ker(f—id ¢)

1

et le plan Vect(v,w) = Vect(u)* = Ker(f?> +id ) (car A2 = <0

OI >) sont stables par g car f —idg et g
—Iz

commutent et que f2 +id g et g commutent. Ainsi, il existe « € R tel que g(u) = au et il existe (B,y) € R?

tel que g(v) = pv+yw. Comme f(v) = —w, on a g(w) = —g(f(v)) = —f(g(v)) = —Bf(v) —yf(w) = —yv+Bw.

x 0 0

Ainsi, Mat 3(g) =B = [ 0 B —vy | et, comme g2 = f, B> = A dott «? =1, B2 —y2 =0 et 2py = —1
0 v B

donc o = +£1 et B:iﬁ:—y.

2

1 0
o V2

o
|
o
N}
S

Synthese : les matrices By =

(&}
\

o
oo foe
G
I
S
=
|

—1 0 0
o V2 _A\2
By = 2 2 vérifient B2 = A et ces matrices sont des matrices orthogonales.
NV S
2 2

En conclusion, il y a quatre endomorphismes g (en fait des isométries) de E tels que g?> = f. Les deux
isométries directes (associées & By et By) sont les rotations autour de la droite orientée par le vecteur u et

d’angle —% et %TT[ Les deux autres isométries sont des rotations-miroirs.

a. det(M(*MM)2) = det(M)det(*M)det(M)det(*M)det(M) = det(M)? = det(I,) = 1 par multiplicativité
du déterminant et par hypothese sur M donc, comme t  t° est injective sur R, on en déduit que det(M) = 1
donc det(M) # 0 et M est bien inversible.

b. Comme *(*MM) = *M*(*M) = *MM, la matrice ‘MM est symétrique (matrice de GRAM associée & la
matrice M) et elle est inversible d’apres a. donc son carré est aussi symétrique et l'inverse de son carré est
aussi symétrique. Ainsi, comme M = ((*MM)?)~" est symétrique.

c. La relation M(*MM)? = I, devient donc, puisque M est symétrique, M> = I,,. Le polynéme P = X> — 1
est donc annulateur de M donc les valeurs propres de M font partie des racines de P. Or on sait avec le

théoreme spectral que les valeur propres de M sont toutes réelles. Les racines de P sont les racines cinquiemes
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de I'unité dont une seule est réelle, 1. Ainsi, 1 est la seule valeur propre de M et, M étant diagonalisable par

le théoreme spectral, M est semblable (et méme orthosemblable) & la matrice I,, donc M = I,.

a. Les matrices appartenant & D (R) s’appellent les matrices & diagonale propre.
La matrice A étant triangulaire supérieure, on a xa = (X — 1)™ donc Sp(A) = {1,---,1} (1 répété n fois)
donc A € D (R). Plus généralement, toute matrice triangulaire est dans D, (R). Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral et, comme rang (B) = 1, on a dim(Ker(B)) = n —1 par
la formule du rang donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. La derniere valeur propre A vérifie donc
Tr(B)=0+:--4+0+A=AdoncA=net B¢ D,(R) car la diagonale de B ne contient pas 0,---,0,n.
b. D1(R) = M;(R) est bien un sous-espace vectoriel de M;(R). Dés que n > 2, Dy(R) n’est pas un

sous-espace vectoriel de My, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet, A; = ((1) : ) et By = (1 ?)

1 . N
sont dans Dz (R) alors que Az — By = (_O] 0) n’appartient pas & D2(R) car xa,_p, = X? + 1 donc ses

valeurs propres sont +1i alors que les deux termes diagonaux de A, — By sont 0 et 0. On peut généraliser

pour un entier n > 3 en prenant A,, = (AOZ g) et B, = <BOZ g) avec les mémes justifications.

c. Si A est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (*AB), on

a [[Al[* = Tr (*AA) = ]<Z< af;. Or, d’apres le théoréme spectral, on a A = PD'P avec P orthogonale
\I’J\n

et D diagonale contenant les valeurs propres de A (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient [|[A||? = Tr (*AA) = Tr (PD?'P) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or

Tr (D?)= 3. ma(A)A? ce qui donne bien la relation Z aiz‘j = 3 ma(AA (1)
AESP(A) 1<i,jsn AESP(A)
SiA €Dy (R)NS,, onadonc [[A|2= 3 ma(A)A? mais, par hypothese, les valeurs propres de A sont
AESP(A)
n
ar1, oy ann donc Y maA(AA = 3 a?, (2). Ainsi, Y aizj =0 (1) — (2) ce qui montre que
AESP(A) i=1 I<igign

V(,j) € [1;n]?, i #j = ai,j = 0 et enfin A diagonale. Ainsi, Dy,(R) NS, = Dy, (les matrices diagonales)

car réciproquement, les matrices diagonales (donc triangulaires) sont symétriques et & diagonale propre.

n

d. Si A € D (R)N Ay, alors par hypothése xaA = [] (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une matrice
k=1

antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, A™ = 0 donc A est nilpotente. Comme A? est symétrique

donc diagonalisable et qu’elle est aussi nilpotente, elle est forcément nulle car elle est semblable a une matrice
diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi A2 =0 = —*AA donc *AA = 0 ce qui donne ||A[|> = Tr (*tAA) =0
donc A = 0. Par conséquent D, (R) N A, = {0}.

. 1 2
a. Par un calcul matriciel par blocs, on trouve ‘MM = +lIcl] t 0
0 CC+1In

a M) donc det(*MM) = (1 + ||C||?)det(I,, + C*C). OrtCC = 0si C = 0 et *CC est de rang 1 (toutes les

colonnes de C*'C sont proportionnelles & C) sinon.

) (matrice de GRAM associé

e S5i C =0, M =147 donc M est inversible.
e Si C # 0, C'C est symétrique et de rang 1 donc, d’apres le théoréme spectral, CtC est diagonalisable

avec 0 valeur propre de multiplicité n — 1, I'autre valeur propre étant Tr (C*C) = Tr (*CC) = ||C||?
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donc C*C est semblable & diag(0,---,0,||C||?) donc I, + C*C est semblable & diag(1,---,1,1+ [|C||?)
d’ott det(I, + C'C) = 1+ ||C||?. Par conséquent, det(M)? = det(*MM) = (1 + [|C||?)? > 0 donc
det(M) #£ 0 et la matrice M est bien inversible.
1 ='C
C I,
b. Comme *(M~") = (*M)~", on a 'NN = M! (M~ )M~ TtM = M(M*M)~"*M. Mais on vérifie par calcul
14|c|? 0

0 C'C+1,
'NN = I, 1 T4 1 = Iy et la matrice N est bien orthogonale par définition. De plus, N est une matrice de

rotation (isométrie directe) car det(N) = det(M~") x det(*M) = jeigxg =
e

Dans les deux cas, que C = 0 ou C # 0, la matrice M = ( ) € Mn11(R) est inversible.

que MM = MM = ( ) Ainsi, 'NN = M(*MM)~"*"M = MM~ (*M)~"M~" donc

n
a. Comme idg et uy,---,u, sont des endomorphismes symétriques de E, par somme, v = ( > uk) —idg
k=1
n
en est aussi un donc, d’apres le théoreme spectral, ( > uk) — id g est diagonalisable.
k=1
b. Soit A une valeur propre de v, alors il existe x # 0g € E tel que v(x) = Ax. Or, par hypothese, on a

v(x)x) = i (uk (x)]x) —||x||? = 0 donc, comme (v(x)|x) = Al|x||?, on a A = 0 car ||x|| > 0. Ainsi, Sp(v) = {0}

n
donc, comme E = Eo(v) puisque v est diagonalisable, on a v =0 donc Y ux =ide.
k=1

n n
c. Soit x € E, d’apreés la question précédente, on a x = idg(x) = > uk(x) donc x € > Im(uyx). On a

k=1 k=1
n n n n
donc déja E = > Im (uy). Comme, dim(E) = dim( > Im((uk)> = > dim(Im (uy)) = > rang (ux) par
k=1 k=1 k=1 k=1
n
hypothese, un théoreme du cours nous permet de conclure que cette somme est directe, E = @ Im (uy).
k=1

d. Soit y € Im (u), alors y = ux(y) + > ui(y) d’apres b.. Ainsi, par unicité de I'écriture vue en c., on en
i=1

ik
déduit que y = ui(y) et Vi € [1;n], ui(y) = O si i # k. Par conséquent, pour x € E, en notant y = uy(x),

on a uk(y) = uf(x) = uk(x) =y et Vi # k, u; oux(x) = ui(y) = Og. Les uy sont donc des projecteurs et,
comme les uyg ont été supposés symétriques, les uy sont des projecteurs orthogonaux.
De plus, les sous-espaces Im (uy) sont orthogonaux deux & deux car si (i,j) € [1;n]* avec i # j, alors
Im (u;) C Ker(uy) car ujouy = 0 d’apres ce qui précede, ainsi Im (u;) C Im (uj)* puisqu u; est un projecteur
orthogonal. On a donc bien établi que Im (ui) L Im (u;) des que i # j.

a. Par hypothese, P = X3 + 9X est annulateur de A. Or X3 + 9X = X(X — 31)(X + 3i) et on sait que les

valeurs propres de A font partie des racines de tout polynéme annulateur de A, done Sp(A) C {0, 31, —3i}.
b. Comme le polynéme P est scindé & racines simples dans C[X] et annulateur de A, on sait d’apres le cours
que la matrice A est diagonalisable dans My (C).

c. Si A est diagonalisable dans My, (R), alors elle n’admet que des valeurs propres réelles donc Sp(A) = {0}.
Elle est donc semblable & la matrice nulle puisque diagonalisable donc A = 0. Ainsi, A est diagonalisable

dans M (R) si et seulement si elle est nulle.
d. Si n est impair, comme A3 = —9A, en passant au déterminant, det(A)> = (—1)"9™det(A). Si on avait

det(A) # 0, on aurait det(A)? = (—1)"9™ < 0 NON ! Si n est impair, det(A) = 0 donc A n’est pas inversible.
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e. Si A est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans My (R) d’apres le théoreme spectral donc elle est

nulle avec la question b.. Ainsi, il n’existe aucune matrice symétrique réelle non nulle telle que A3 +9A = 0.

(=) Si p est le projecteur orthogonal sur F, pour tout x € E qu’on écrit x = y+z avecy € Fet z € F1, alors
P CIIIZ = 1lyl1? < |Jyll? + ||z]|* = ||x||* par PYTHAGORE. Ainsi, en passant & la racine, on a ||p(x)|| < ||x||-

(«<=) Supposons que Vx € E, [|p(x)|| < ||x|| et notons F et G les sous-espaces de E tels que G = Ker(p)
et F = Im(p) = Ker(p —idg). Soit y € F et z € G, alors pour tout réel t, on a p(ty + z) = ty donc
[Ip(ty +2)[] = ltyl| < llty + z[| donc ¢2[lyl|* = [[tyl|* < [[ty +2I1* = lyl|* + 2t(y|z) + ||z[|* ce qui prouve
que la fonction affine t ~ 2t(y|z) + ||z||? reste positive sur R. Or ceci n’est possible que si (y|z) = 0. Par

conséquent Ker(p) L Im (p) et la projection p est bien orthogonale.

Par double implication, on a bien p est un projecteur orthogonal si et seulement si Vx € E, |[p(x)|| < [|x]]-

a. Soit (x,y) € (R™)? et les vecteur colonnes associés X et Y, alors, avec 'abus classique entre matrice (1,1)
et réels, on a (x|f(y)) = 'X(AY) = —*X*AY = —(*AX)Y = —(f(x)|y) car A est antisymétrique par hypothese.
b. Par définition, det(f) = det(A) = det(—'A) = (—1)"det(*A) = (—1)"det(A) = (—1)"det(f) toujours car
A est antisymétrique et parce que det(A) = det(*A).
On en déduit que si n est impair, on a det(f) = —det(f) donc det(f) = 0 et f n’est pas un automorphisme.

c. Soity € Im (f), alors f(y) € Im (f) par définition donc Im (f) est stable par f. Il est donc licite de considérer
l’endomorphisme g induit par f sur Im (f), il s’agit de g : Im (f) — Im (f) définie par g(x) = f(x). Soit
x € Ker(g), on a donc x € Im (f) par définition de g et g(x) = f(x) = 0 par définition du noyau donc x € Ker(f).
Ainsi, il existe z € R™ tel que x = f(z) et on a donc ||x||* = (x|x) = (x|f(z)) = —(f(x)|z) = —(0]z) = 0 ce qui
prouve que x est le vecteur nul. Ainsi, Ker(g) = {0} donc g est un automorphisme de Im (f).

Pour (a,b) € (Im (f))2, on a aussi (a|g(b)) = (a|f(b)) = —(f(a)|b) = —(g(a)|b). Soit une base orthonormale

B = (vi,--+,vy) de Im(f), alors B = Mats(g) = ((g(vj)vi)) donc B est aussi antisymétrique car

1<hjsr

‘B = Mat 5(g) = ((9("1”"1'))1@)]'@ = (f(vj|g(vi)))Kingr = —B. Ainsi, d’apres b., comme g est inversible,

on a forcément r pair donc, d’apres la formule du rang, det(Ker(f)) = n — r est de la méme parité que n.

d. Comme n = 3, on ne peut avoir d’apreés c. que dim(Ker(f)) = 1 ou dim(Ker(f)) = 3.
e Si dim(Ker(f)) = 3, alors Ker(f) = R3 donc f = 0, la matrice de f dans n’importe quelle base est la
matrice nulle qui est de la forme annoncée avec a = 0.
e Si dim(Ker(f)) =1, soit v un vecteur unitaire de Ker(f). Comme en c., si (x,y) € Ker(f) x Im (f), il

existe z € R3 tel que y = f(z) et on a (x|y) = (x|f(z)) = —(f(x)|z) = —(0]z) = 0 donc Ker(f) L Im (f).

Soit v, un vecteur unitaire de Im (f) (Im (f) est un plan), alors comme (f(v2)lvz2) = —(v2|f(vz2)), on
a f(vz2) € Im(f), f(v2) # 0 car va ¢ Ker(f). Posons donc vz = Higz;H de sorte que [|vs|| = 1.
2

Par construction, B = (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R3 et f(v2) = avs. On a vu en

précédemment que la matrice de application g induite par f dans Im (f) était antisymétrique dans

une base orthonormale de Im (f) et que justement (v2,v3) en est une, on a forcément f(v3) = —avy.
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0 0 0
Ainsi, A=Matg(f)= | 0 0 —a | doncxa = X(X? + a?) = X(X + ia)(X — ia) avec a # 0.
0 a O
Comme ia ¢ R, f (ou A) n’est diagonalisable que si f est nulle.

a. Par définition, la distance de x & F est le réel défini par d(x,F) = Im;(||x —y]|) et on a vu dans le cours
ye

que d(x,F) = ||[x — p(x)|| ol p est la projection orthogonale sur F.
b. Posons U = (1 0 ) et v = <0 ]). Comme on sait que (A[B) = Tr (ATB) = > aji,jby,; (avec
0 -1 10 1<ig<2

des notations logiques), on voit que (U|V) = 0. Il suffit donc de normer ces deux matrices pour avoir une

base orthonormale de F. Or ||U||? = ||V||*> = 2 donc B = (L, L) est une base orthonormale de F.
V2' V2

Nommons P le projeté de M sur la plan F. Comme B est une base orthonormée de F, on sait que

c.
— (m]AL) L Vv 1 —lug3v=1(7" 3) Ainsi
Pf(M|\/§)ﬁ+<M|ﬁ)ﬁfz((M|U)U+(M|V)V)f 2LlJr2V2<3 1>.A1n51, comme on a

o (V1YY a1 3N 1 (3 1Y TR | .
M P—<2 2) 2<3 ]>_2(] 3>,11v1entd(M,F)_|M P||—2\/9+1+1+9—\/§.
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ORAUX 2022 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

a. Une aréte dans ce graphe est caractérisée par les deux sommets qu’elle relie. On a n sommets et il faut

.. . . . n A
en choisir deux parmi ceux-ci, cela fait exactement (2) aretes.

b. Sik € [1;n], on note Ry le nombre de sommets qui sont reliés au sommet k (le degré de ce sommet). Par
n

définition, on a Ry = Y Ty (n—1 termes dans cette somme). Or les Ty sont mutuellement indépendants
i=1
i#k

et suivent la loi de BERNOULLI de parametre p par hypothese. D’apres le cours, Ry suit la loi binomiale

1\ . .
B(n —1,p) ce qui signifie que Vj € [0;n — 1], P(Rx =j) = (n ) )p](1 —p)~ 1
)

n
c. Aucune aréte ne part du sommet k si et seulement si Ry = 0. Ainsi, comme Z = ) T (g, —¢), on déduit
k=1

n n
de la linéarité de D’espérance que E(Z) = Y- E(N(g,—0)) = > P(Rk =0) =n(1 —p)"~".
k=1 k=1

d. Méthode 1 : on peut appliquer I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV & la variable aléatoire Z qui
admet bien un moment d’ordre 2 car elle est bornée. Ainsi, avec ¢ = E(Z) > 0, on obtient la majoration

P2 E(2)| > B(2) < g Or (2~ B(2)| > B(2) = (2<0) U (2> 2E(2)) = (2= 0) U(Z > 2E(2)

car Z est une variable aléatoire positive. Ainsi, on a I'inclusion (Z = 0) C (|2 — E(z)| > E(Z)) donc, par

croissance de la probabilité P, P(Z =0) < P(|Z — E(z2)| =2 E(2)) < I;?(ZZ))Z

et on a l'inégalité voulue.

Méthode 2 : comme Z(€2) C [[0;n] par construction, V(Z) = E((Z— E(2))?) = Z P(Z = k)(k— E(2))? par
théoréme de transfert. Tous ces termes de cette somme sont positifs, ainsi V(Z _) est supérieur au premier,

V(Z) > P(Z =0)(0 — E(2))? = P(Z = 0)E(2)? donc P(Z=0) < g’t(zz)g

car E(Z) > 0 d’apres c..

e. E(Z)=n(1—p)" " =nexp ((n—]) In (1 —CM>) or, comme Um n(n) _ 0, on a le calcul suivant :
n notoo M

) = n(l - l) ( — cm + O(@)) = —cln(n) + o(1) (apres regroupement).

n—1) (l—c
foo n n n +oo

n

Ainsi, exp ( n—1) ( —CM)) = e~cnmto(l) — p=ceoll) « n=¢ donc E(Z) ~ n'~¢.
n e’}

+oo +oo +oo
n
f. Comme Z est & valeurs entieres, E(Z) = E P(z>x)= > P(Z=>%). Ainsi, P(Z > 1) < E(Z). Or
k=1

lim E(Z) =0carc>1et E(Z) o n'—¢ donc P(Z>1)=1— P(Z=0) tend vers 0, ce qui montre que
o0

n—+oo

lim P(Z=0)=1sic>1. On n’a presque stirement aucun sommet isolé quand n tend vers +oo si ¢ > 1.

n—+oo
n
g. V(z)= ]E(ZZ) — E(Z)z et 72 = ( > "(Rk:O)) Z “(Rk 0) +2 > T (r;=0)T(r;=0) ce qui donne
k=1 k=1 1<i<i<n
2=FE(Z)+2 Y T(Rr—o)n(r;=0) Aot E(z?) = E(Z) + > PRi{=0,Rj =0). Il y a une aréte
1<i<j<n 1<i<j<n

possible entre les sommets i et j, et n — 2 autres arétes possibles arrivant en i et n — 2 autres arrivant

)271—3

en j. Par indépendance mutuelle, on a P(Ry = 0,R; =0) = (1 —p . Ainsi, en reportant, on obtient

V(Z)=n(1—p)" T +nn—1)1—-p)2"3 —n?(1 —p)?™"2 donc, en factorisant par rapport aux puissances
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de 1 —p, cela donne V(Z) = n(1 —p)" (1 — (1 —p)"2) + n?p(1 — p)?*~3. Comme (1 —p)*~ " ~ n=¢

—+o0

et im (1—p)=1,(1—-p)n3= (—pyn? ~ n72¢ donc n?p(1 —p)?™"~3 ~ cn'"2¢1n(n). De plus

n—+oo ’ ]—p +oo —+o0 : ’

: (1 —p\—2) — _ —(1—=p)"2) ~ n1=C PN n2 _p)2n-3 _ 1—c

comme nl_1>1100(] (—p)* ) =1, onan(1—p)" 1(1—(1—p) )+Oon d’oun“p(1—p) +Doo(n )

. _ . V(z) 1 V(z) . .
V(Z) ~ n'"c. P t, ~ d li =0 <1.D

ce qui prouve que V(Z) o ar conséquen E(2)? 1% n1 ¢ onc lim E(z)? sic apres

la question d. et par encadrement, on a donc liT P(z =0) = 0. Il y a presque slirement au moins un
n—-+oo

point isolé si ¢ < 1T quand n tend vers +o00 (en fait il y en a beaucoup puisque HT E(Z) = +0).
n——+oo

a. On sait d’apres le théoréme spectral que M est diagonalisable dans My +1(R) et, par hypotheése, M
n’étant pas simple, il existe une valeur propre A de M telle que Ex(M) soit de dimension supérieure ou égale

a 2. Soit (v1,v2) une famille libre de vecteurs de Ex(M). Sil'un des deux vecteurs vy ou v, a sa (n+ 1)-ieme

composante nulle, on a trouvé un vecteur propre v associé a A qui convient en posant v = vi ou v = vj.

Sinon, en notant vi = (V]y] yre ,Vn+1‘1) et vy = (V])z, e ,vn_H,z), on a v #0 et V1,2 # 0 et on peut
A% . N . .

poser v = vy — -1tb1y, et ce vecteur v = (Vi,- -+, vnt1) appartient & Ex(M) qui est un sous-espace vectoriel
Vn+41,2

v .
de R et vpq = Vngl,1 — M\)n+]yz = 0 donc le vecteur v convient.
Vn+41,2

)

b. Pour un tel vecteur propre v (comme dans la question précédente), notons V le vecteur colonne associé

qui est de la forme V = (V:) par construction. Or MV = AV donc AW = AW avec W # 0 car V # 0. Ainsi,

A est aussi une valeur propre de A.
a. Les relations de I’énoncé s’écrivent aussi matriciellement V,, = A, Uy, en notant *U, = (ug «-+ un),

W = (vo -+ vn) et Ay = ((l>)0 € Mn+1(R). Or *A, est la matrice dans la base canonique
) <hjsn
de Ry, [X] de I'endomorphisme f,, : P+ P(X 4+ 1). Or f, est clairement bijective avec f;! : P = P(X — 1)

donc (*An)" ' =YHAL") = ( ( >) € Mny1(R). Ainsi, comme U,, = A;;'V,,, on a la formule

n n
d’inversion de PASCAL, Vn € N, u,, = Z (— ) (E)vnk =(=N"> (—1)k<z)vnk.
k=0 k=0

b. On note S, 'ensemble de toutes les permutations de [1;n]. On sait que card (Sn) = n!. On partitionne

(ou plutét on partage) Sn selon le nombre de points fixes des permutations. Notons donc Sy x l'ensemble
n

des permutations de S,, qui ont exactement k points fixes. Alors S, = U Sn,k (réunion disjointe) avec
k=0
Sun-1= () car si une permutation a au moins n — 1 points fixes, c’est forcément 'identité donc elle a en fait

n points fixes. On a donc card (Sn,) =n!l = E card (Sn,k)-

n
Pour dénombrer S, k, on choisit les k points fixes parmi les éléments de [[1;n] ce qui fait (k) choix ;

ensuite on choisit une permutation des n — k éléments restants sans point fixe, elles sont au nombre de

dn_x par définition (le nombre de dérangements, c’est le nom des permutations de Sy o, ne dépend que du

nombre d’éléments de 'ensemble qu’on “dérange”). On obtient donc card (Sn k) = (E) dy. Ainsi, il vient

n n n (_1\k
YneN nl=3 (T]:) dn_. Dapres a., ¥n € N, dp = (=)™ 3. (—1)k(z> (n — k)l =n! kgo%.

k=0 k=0
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—+o0
a. Comme = N*| les conditions imposées & A € R sont Vn > 1, P({n}) € [0;1] et > P({n}) =1. On
n=1

+oo
doit donc prendre A > 0 et A vérifiant la relation > An~° = Al(s) = 1 (la série de RIEMANN converge car
n=1
justement s > 1). La seule valeur A telle que la famille ()\n*s)

Vn =1, P({n}) =M% est donc A = 1

neN® définit une loi de probabilité sur N* avec

o(s)
b. Par définition, la variable aléatoire X admet une espérance finie si et seulement si la série > nP(X =n)
n>1
—s
converge. Or nP(X =n) = nt— = % Ainsi, d’apres les résultats sur les séries de RIEMANN, on

¢(s)  ¢(s)n®

sait que X admet une espérance finie si et seulement si s — 1 > 1, ¢’est-a~dire si et seulement si s > 2.

c. Par définition, A, = U {pn} et, par o-additivité, on a donc
ne N*

P(A) = 3 B({pn}) = 3 R LS as

Soit p et q deux nombres premiers distincts. Il est clair qu'un multiple de pq est un multiple a la fois de

p et de q donc Apq C Ap N Aq. Réciproquement, soit un entier n a la fois multiple de p et de q. La
décomposition en produit de nombres premiers de n contient donc au moins p' et q', ce qui fait que n est
aussi un multiple de pq et on a établi que A, NAq C Apq. On aurait pu dire que puisque p et q sont

premiers entre eux, on a (p/n et gjn) <= pq|n) mais ce n’est pas au programme dans notre filiere. Par

double inclusion, Apq = Ap NAq donc P(A, NAg) = P(Apq) = ( ;)S = %# = P(Ap)P(Aq) donc les
p p

évenements A, et Ag sont indépendants par définition.
Plus généralement, on se donne une famille py,,---,pi, une liste de nombres premiers tous différents.

.
e Un multiple de [] pi, est (par transitivité de la divisibilité) un multiple de chaque p;i; pour j € [1;7].
k=1

e Réciproquement, si n est un multiple de tous les pi,, - -, pi,, alors la décomposition en produit de nombres
T

_donc n est un multiple de m = [] ps,. Par double inclusion,
k=1

premiers de n contient au moins p{] X o -pg

T
comme ci-dessus, on a Ay, = ﬂ Aj, donc
k=1

=
=

Par définition, les évenements (A} )pep sont mutuellement indépendants (pour la loi précédente).
+oo
d. Tout entier n > 2 est le multiple d’au moins un nombre premier donc N*\ {1} = U Ap, ce qui donne,

k=1
—+oo

—+oo
en passant au complémentaire, ﬂ Ap, = {Vk € N*, px /n} = {1}. On peut écrire {1} = ﬂ In avec
N=T

k=1
N

In = ﬂ Ay, et la suite des (In)N>1 étant décroissante pour I'inclusion, on peut conclure avec le théoréme de
k=1
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continuité décroissante que P({1}) = —= = lim P(In). Or les (Ap, Jxen+ étant indépendants mutuelle-
0(s)  No4oo
N N :
ment, les (Ap, )ken- le sont aussi ce qui montre que P(In) = [[ P(Ap,) = ]I < - —) On a bien, en
k=1 k=1 P

400
passant a linverse : ((s) = th H ] 75 qu’on note ((s) = [] (1 — is)
—toop=1 I =Py k=1 Pk
1

e. On va montrer que la série & termes positifs > 1 diverge. Si s > 1, la fonction t — © est continue
n>1Pn

et strictement décroissante sur R* donc, pour k € N*, on a 1

kS

WV

f 75 par comparaison série-intégrale.

+oog: |:t1—5}+00_ 1
t* 1—s

On somme pour k € N* (tout converge) et on trouve avec CHASLES C(s) P> ‘f] ' T
s —

Ainsi, par encadrement, lim ((s) = +o0.
s—1+

N

Soit A > 0, il existe donc o > 0 tel que Vs €]1;1+a], A+1 < ¢(s). Or ¢(T4+«) = lim ] %17 d’apres
N—+oo =1 1T —py
N

la question d., donc il existe un rang Ny € N* tel que VN > No, ¢(14+a) —1< [] ]ﬁ(g 1+ «)).

n=1 "7

N : N : N ] "N
Par conséquent, VN > No, [[ ——==— = A. Or [] PR— > [[ ——==x donc H — 7 = A
P

n:]l_n n=1 n n1]_n e _pn

Ceci montre que lim % = 400 ce qui s’énonce aussi  lim Z n (1 - i) = —00 en passant
N*}JrOOTL 1 1 —pn *}+OOTL 1 Pn

au logarithme. Ainsi, la série ) In (1 — i) diverge. Or, comme il existe une infinité de nombres premiers,
n>1 Pn

im pp = 400 donc In (1 — L) ~ -1 <0 doula divergence de ) 1.
n—+oo Pn/ +©  Pn n>1Pn

N

n—1
a. Pourne N, (T=n) = ( ﬂ Xy = 1)) N (Xn = 0) donc, par mutuelle indépendance des Xi, on a

k=0
=y 1 ~ 1
P(T=n)= (kl;lo E) X 3= SnaT: De méme, comme (T>n) = kOO(Xk =1),ona P(T>n)= ST
+o0 B
b. Comme (T = +00) = ﬂ (T>n) et que la suite ((T > n))neN est une suite décroissante d’évenements,
n=0

par continuité décroissante, on a P(T = +o00) = liT P(T > n) = 0 d’aprés a.. Plus simplement, pour
n——+oo

tout entier n € N, on peut dire que (T = 4+00) C (T> n) donc P(T = 4+00) < P(T>n) = 2“% donc, par

—+o0
encadrement, on en déduit que P(T = +00) = 0. On pouvait aussi écrire (T < +00) = U (T =n) (réunion
=0
1) IS N
incompatible) donc, par c-additivité, P(T< +o0) = Y P(T=n)= >, JRFT = 5 % =) =1 donc on
n=0 = -

retrouve a nouveau P(T = +00) =1— P(T< +00) =1—-1=0.

c. On sait d’aprés le cours que T admet une espérance finie si et seulement si la série > P(T > n)
n>0

converge, ce qui est le cas car c’est une série géométrique de raison L 1, et qu'on a alors la relation

+00 +o0 1 n+1 1 1
ET)= > P(T>n)= > (E) =X T = 1. De méme, T admet une variance finie si et
n=0 n=0 ( / )

seulement si T admet un moment d’ordre 2, ce qui équivaut par la formule de transfert a la convergence de la

série > n?P(T =n). Or

n>0

o +1 = o( ] ) par croissances comparées donc T admet une variance finie. On
foo \n?
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sait qu'alors V(T) = E(T?)—E(T)? = E(T(T—1))+E(T)—E(T)? = E(T(T—1)) car E(T) = 1. Par le théoréme

+oo +oo 1 n+1 1 +oo
de transfert, E(T(T—1))= > n(n—1)P(T=n) = En(n—l)(f) . Or Vx €] - 1;1], = > x"
n=0 n=2 2 T—x n=0
+oo
qu’on dérive deux fois (sur l'intervalle ouvert de convergence) pour avoir ﬁ = Y nn—1)x""2et
-X n=2
2t 1 | 201/2)°
enfin —*— = 3" n(n—1)x"*'. En prenant x = -, E(T(T - 1)) = —/~.—= =2 donc V(T) = 2.
(1-x° = 2 (- (1/2)°
Beaucoup plus simplement, Yn > 1, P(T+1=n)=P(T=n—-1) = zi“ = 2n1_1 X 15 donc T + 1 suit la loi
géométrique de parametre 1 Ainsi, d’apres le cours, E(T+1) = S R V(T+1) = ]_(7]/22) = 2.
2 (1/2) (1/2)
Comme E(T+1)=E(T)+1et V(T+1)= V(T), on retrouve E(T) =1 et V(T) = 2.

d. Par définition de T,

e (T"=1)=(Xo =1,X7 = 1) done, par indépendance de Xo et X7, P(T' =1) = All

o (T"=2)=(Xp =0,X; =1,X2 = 1). Par indépendance mutuelle de Xp, X7, X2, on a P(T' =2) = 1§
e De méme, (T =3) = (X3 =0,X; = 1,X3 = 1) (peu importe Xo) donc, comme avant, P(T" =3) = %
e A nouveau, (TM=4)UXo=1,X1 =1,X2=0,X3 =1,Xg =1) = (X2 =0,X3 = 1,X4 = 1) done, par
incompatibilité de ces deux événements, P(T' =4) + ;—2 = % ce qui donne P(T' =4) = 3‘?’—2

e. Il est clair que si on a T/ > n, on a a fortiori T/ > n — 2 et on ne peut pas avoir Xn_1 = X;, = 1 sinon on

aurait T" < n. Ceci se résume en l'inclusion (T" >n) C (T" >n —2)N (Xn—1 =1,Xn =1). Or T’ ne dépend

que des variables Xg, -+, Xn—2 done, par le lemme des coalitions, (T' > n —2) et (Xn_1 =1,X,, = 1) sont
!
indépendants. Ainsi, P(T" > n) < P(T" >n —2) x P((Xn_1 = 1,Xn = 1)) = M.
—+oo
f. Comme avant, la suite ((T" > n))n>0 est décroissante et on a (T' = +o00) = m (T" > n) donc, par
n=0
continuité décroissante, P(T' = 400) = lim P(T" =n). Comme la suite (P(T’ > n)) est décroissante et
n—+oo n=0
. , N 1l , 3P(T' >n —2)
positive donc converge vers un réel ¢ > 0, en passant a la limite dans U'inégalité P(T' > n) < —————==

4 )
il vient ¢ < % ce qui impose { = 0. Ainsi P(T' = +00) = 0 et, comme attendu, T’ est presque stirement finie.

g. Siona T = n pour n > 2, on ne peut pas commencer par Xo = X7 = 1 sinon ¢a donnerait T' = 1. Ainsi, on
peut écrire (T' =n) = (T =n,Xo = 0)U(T =n,Xo = 1,X; = 0) (réunion de deux événements incompatibles)
donc P(T" =n) = P(T" =n,Xo = 0) + P(T" = n,Xo = 1,X; = 0). Par les probabilités conditionnelles,
P(T" =n) = P(Xo = 0) X Pxo=0)(T" =n) + P(Xo = 1, X7 = 0) X Pixy=1,x,=0)(T" = n). Si Xo =0, c’est
comme si on repartait au point de départ apres un tirage donc P(x,—oy(T" =n) = P(T' = n—1). De méme, si
Xo = 1 et Xy = 0, on repart au point de départ apres deux étapes donc Px,—1,x,=0)(T' =n) = P(T' =n-2).
On a donc bien P(T' =n) = %]P’(T’ =n—1)+ %]P’(T’ =n-2).

Pour étre totalement “rigoureux”, mais la méthode précédente suffit largement a l’oral, on peut écrire
n—1

Pégalité (T = n,Xo = 0) = (Xo = 0) N ( ﬂ X = X1 = 1)) N (Xn = Xn—1 = 1) donc, par le lemme
k=2

73



n—1
des coalitions, P(T" = n,Xp = 0) = P(Xp = 0) x P(( ﬂ (X = Xy—1 = 1)) N(Xn = Xno1 = 1)) Mais

k=2
n—1 n—2
]P’(( N X=X = 1)) N (Xn = Xn1 = 1)) - IP’(( N X=X = 1) N (Xnor = Xn2 = 1))
k=2 k=1
car la famille de variables aléatoires (X1,--+,Xy) suit la méme loi que (Xo,---,Xn—1). Et comme on a

(T"=mn-1) = ( ﬂ Xk = Xy-1 = 1)) N (Xn—1 = Xn—2 = 1) par définition de T’, on en déduit que

P(T'=n,Xo =0) = P(Xo = 0)P(T" =n—1) = -P(T" = n —1). De la méme maniére, on montre que

1
2
P(T' =1,Xo = 1,X; = 0) = P(Xo = 1) P(X; = 0)P(T' =n — 2).

De nouveau, on retrouve la relation P(T' =n) = %P(T’ =n-—-1)+ Ipr=n-— 2).

n
h. Comme P(T' >0) =1 et IP’(T’ >1) = % d’apres d., par récurrence avec e., ¥n € N, P(T' > 2n) < (§>

4

et P(T" > 2n 4 1) (%) . Ainsi, la série > P(T’ > n) converge (comme une série géométrique car

n=0
P(T" > n) = O((%) ), ce qui assure l'existence d’une espérance finie pour T’ (& valeurs dans N). Et
oo

+oo +o0 1 1

E(T)= > nP(T =n)= P(T'=1)+ 3 n(E BT =n—1)+ BT =n- z)) Qapres g.. Comme les
n=1 n=2

+o0 T

deux séries convergent, E(T') = P(T' =1) —+—% Snh=1+1)P(T =n-1) —1—% Sn—242)P(T = n—2)>
n=2 n=2

ce qui devient, aprés séparation des séries convergentes et ré-indexation et comme T'(Q) C N* U {+oo0} donc

+oo
S P(T' =n) =1dapres f., E(T') = P(T' =1) + %E(T’) + % + %E(T’) + %

On trouve finalement, puisque 1'on sait que P(T' =1) = %, la valeur E(T’) =5.

a. Soit X une variable aléatoire réelle positive admet une espérance finie et ¢ > 0, alors P(X > ¢) < (X)
En effet, on dispose de I'inégalité X > el (x>¢) puisque si X(w) > ¢, elle se résume a X(w) > ¢ x 1 = ¢ e,
si X(w) < g, elle revient & X(w) > ¢ X 0 = 0 qui est vrai car X est positive. Par croissance et linéarité de

I'espérance, on a E(X) > e E(T(x>¢)) = eP(X > ¢) et on divise par ¢ > 0 pour avoir I'inégalité de MARKOV.
b. D’apres I’énoncé, S (2) = [0;n] donc S, — % est une variable aléatoire bornée mais pas toujours

positive. Par contre (‘Sn — %‘ > s) = (Sn — % > e) U (Sn — % < —e) = (Sn — % > e) U (Si1 — % > e)

n

en notant S, = > (1 — Xi). En notant Yx = 1 — Xy, la famille (Yq,--+,Yy) est une famille de variables
k=1
n

aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi de BERNOULLI de parametre % donc S, — 5 suit la

méme loi que S, — % Par conséquent, comme les événements (Sn - a) et (Sn -0 < 75) sont

2

incompatibles, on a P(’Sn — %‘ > e) = ZIP’(Sn — % > e). Comme $,, est bornée, elle admet un moment

n
d’ordre 2 donc, puisque E(S,) = Z E(Xyx) = % et d’apres I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV, on a
P n V(Sn) o 1 N
( Sn — 5 > e) < —z mais V(Sn) = > V(Xy) par indépendance deux a deux des Xi,---,X; donc
k=1
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V(Sn) = % et, comme (’Sn - s) C (’Sn - n‘ > e) et par croissance de PP, on a donc la majoration

2 2
]P’(‘Sn—%‘ >£) < 21 donc P(Sn—%>e> <y

116
a. Le nombre de victoires V de Pierre parmi les 2n premieres parties suit (les parties sont indépendantes
P qe . . 2n n 2n—n n n
mutuellement) une loi binomiale B(2n,p). Ainsi ayn = P(V=n) = pt(1—p) = PO—-p)™.
n n
Bien sir, il ne peut pas y avoir d’égalité du nombre de victoires apres un nombre impair de parties.

s (Z(n N U)v”*] (1—p)t!

n41 o 22n+1)

- 2n i +1
T
n
tend vers € = 4p(1—p)x?. Par la régle deD’ ALEMBERT, si |x| < I

————alors{ < 1donc Y u, converge
Vap(1—p) n>0

b. Soit x # 0, si up = azpx?™, alors 0 < p(1 —p)x? qui

ce qui prouve que Rq > 1 g x| > ——1  onat>1et, par D’ALEMBERT, Y u, diverge
4p(1—p) 4p(1—p) n>0
donc Ry < 1 Pa conséquent, le rayon de convergence de Y aanx?™ vaut Ry = SN E—
4p(1—7p) n>0 4p(1—p)

Il vaut donc Rq = +00 si p =0 ou p = 1 qui sont des cas inintéressants ou 'un ou l'autre des deux joueurs

gagne presque surement toutes les parties.

c. Sip# %, on adp(l —p)=1—(1—-2p)? <1 (parabole atteignant son maximum en %) donc Rq > 1 et

A(1) est bien défini car 1 €]Rq; Rq|[ (intervalle ouvert de convergence).

2n
L . . 1 (2n)! V4mm(2n) 1 e2n 1
Réciproquement, si p = <, alors = ~ X —— X ~ avec la formule
prod P=3 dan 22" (n!)? +oo e’ 2°™ 7 (2 )™ foo y/mn
de STIRLING donc Y azn diverge d’aprés RIEMANN et A(1) n’est pas défini.

n>0
En conclusion : A(1) existe si et seulement si p # 1

f:o ()" (Zn) . Pour x €] —Rq;Ra[, y = —4p(1 —p)x? €] — 1;1],

d. On sait que Yy €] — 1;1], \/1+y )2
n=0

+oo (_ +oo |
= 5 CEB ampna —prnmen = 5 B pna —pynt — A + 1. Onen
\/1 —4p(1 —p)x2  n=0 4™ (nl) n=o0 (n!)
1l 1s 1
déduit bien que Vx €] — Rq;Ra[, A(X) = —F/———= —1.
| RaiRaly AG) = s
e. Pour n > 1, posons les événements B,, = “il y a égalité pour la premiere fois apres n parties” tel que

bon = P(Ban) et Ay, = “il y a égalité aprés n parties” tel que azn = P(A2n). On pose ap = by = 0.
Pour n > 1, §’il y a égalité du nombre de parties gagnées apres 2n parties, alors il y a eu égalité pour

la premiére fois du nombre de parties gagnées au bout de 2k parties avec k € [1;n]. Ceci nous donne la
n

partition suivante : Az, = U (A2n N B2k). Comme ces événements sont incompatibles, on en déduit que
k=1

n
axn = P(Azn) = Y, P(A2nNBak) = Z Pg,, (A2n) P(B2k). Clairement, pour tout entier k € [[1;n — 1], on
k=1 k=1

a Pg,, (A2n) = az(n—k) (si on a égalité aprés 2k parties, avoir égalité apres 2n parties revient a avoir égalité

sur une période de 2(n —k) parties - elles sont indépendantes mutuellement). Par contre, comme By, C Agq,

75



n—1

ona Pg, (Azn) =1. Ainsi azn = bon + Z b2kar(n—k) = ban + Z b2k as(n_k) car on a posé ap = bo = 0.
=1

Sous réserve de convergence, c’est- a—dlre si|x] <RouR= Mm(Ra, Rb) (avec des notations évidentes), on a

par produit de CAUCHY de séries absolument convergentes :

A(x)B(x) = (+ZOO aznx? )( Z bon XZ“) = :2:) (kgobZkaz(n,k))xzn) = A(x) — B(x).

n=0
Comme Ban, C Agn, on a0 < bay < azn done Ry < Rp. On a done Vx €] — Rq;Rq[, B(x) = LXJ)F d’apres
1

S —
V1 —4pgx?

la relation de la question b.. Ainsi: Vx €] — Rq;Rq[, B(x) = —g —— =1-VI- dpax?.
V1 —4pgx2?

n-—1
(1)~ (n)! y™. Pour x €] — Ra;Ra[, y = —4p(1 —p)x? €] — 1;1]

f. Or,vye]—I;le—HZW

© (=1 T (2n)! ey n)!
done B(x) = 7;1 %4%%1 () — :; %pnm — p)"x2", On peut

A . i n\p"(1—=p)" . ..
identifier car les rayons sont strictement positifs et Vn > 1, bay = ST (inutile ici).
n n—
Mais cette expression de by, nous permet de trouver Ry. En effet, pour x # 0, en posant v, = by x?™, on a

2(n+]) n+1 _ n+1 n —
. ( )p 0 —p)™an 1)

n+ 1 5, 2(2n—1)

0< - N\ - == p(1—p)x? qui tend aussi vers £ = 4p(1—p)x?.
o1 - p) e )

Comme 2 la question c., on a Ry = Rq = —————. Si P # 15 €] — Rp; Ryp[ donc B(1) existe. Sip = 1

4p(1—p) 2 2

ol
bop = —— e p™(1 —

= o P (T=p)" ~ z\f
Notons I’événement ] = “ne jamais obtenir égalité du nombre de parties gagnées par Pierre et Marie”. Alors

~—= 377 avec STIRLING a nouveau donc B(1) existe pour tout p € [0;1].

+o00o
on a clairement | = U B2n (réunion d’éveénements deux & deux incompatibles) donc P(]) = E P(Ban) (ce
n=1 n=1

qui prouve que B(1) existe dans tous les cas comme on 'a vérifié ci-dessus).
— —+00
Ainsi, par o-additivité : 1 = P(J) =1 — P(J) =1 — > ban = 1 —B(1). Or, en posant f, : x = bapx?"
n=1
on a |[fn|lec,j0;1] = b2n et D ban converge, ainsi par convergence normale de ) fn sur [0;1] et continuité

n=0 n>0

de toutes les fn, on a B continue sur [0;1] (ce qui était évident si R, > 1 mais pas clair si p = %) Ainsi

n=1-B(1)=1— lm B(x) =+/1—4p(1 —p).

a. Bien str, les variables aléatoires X; et X, ne sont pas indépendantes.
En effet, (X; =n,Xz =n) = 0 donc P(X; =n,Xz =n) =0 alors que P(X; =n) = p™ (par indépendance
des personnes appelées) et P(X; =n) = P(X; =0,X2 =n) = P(Xz =n|X; =0)P(X3 =0) =p™(1—p)™ # 0.
Par conséquent, P(X; =n,X; =n) # P(X; =n)P(Xz =n).
b. X; suit naturellement la loi binomiale B(n,p) par indépendance des réponses des n personnes. La famille

n

((X1 =1j))ogjgn constitue un systeme complet d’évenements donc P(X; = k) = Y P(X; =j, X, = k) pour
j=0

tout pour k € [0;n]. Or P(X3 = j,X2 = k) =0sin—j < k et, comme la loi de X, sachant (X; = j)

est la loi binomiale B(n —j,p) sin —j > k, on a P(Xz = k|X; =j) = (nlz))pk(l —p)™ 7R Ainsi,
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P(X; = k) = TEI: (n N ])pkU —p)nE <?)pj (1-p)"7 = <Tk1) (1—p)p" ?Z_I: (n J_ k) (1=p)) 75
done Bixz = 1) = (7)o =p) (0 =920 = (1) (0 =900 =9+ X2~ B0 -9
Y; est le premier succes dans une répétition infinie de variables aléatoires suivant une loi de BERNOULLI
de parametre p donc, d’apres le cours, Y; suit la loi géométrique de parameétre p pour tout i € [[1;n] donc
Ym>1, P(Yi=m)=p(1—p)™ "

c. Par construction, pour k > 3, on a Xy (2) = [0;n] et, sij € [0;n], pour que I'on ait Xy = j, il est nécessaire
et suffisant qu’exactement j clients vérifient Y; = k (eus au téléphone exactement lors de 'appel k) et n —j
clients vérifient Y; # k (pas eus lors de appel k). Ainsi, (Xx =j) = U (ﬂ(Yi =k)N (](Y;L # k))

coshind, el il

Cette réunion est disjointe, comporte (n) termes de probabilités égales car les (Yi)1<n sont mutuellement
indépendants et suivent la méme loi. Or P(Y; = k) = p(1 —p)*~! car Y; suit la loi géométrique de parametre
p et donc P(Y; # k) = 1—p(1 —p)*~'. Par conséquent, P(Xy =j) = (T;) (pO—p)* Y (a—p—p)<hHn
donc Xy suit la loi binomiale B(n,p(1 — p)*~"). Plus simplement, on aurait pu écrire que Xy = Z (v, =x)

i=1
et les variables aléatoires (1l (y,—x))1<i<n suivent la loi de BERNOULLI de parametre p(1 —p)*~" d’aprés la

question b. puisque Y; suit la loi géométrique de parametre p. D’apres le cours, la somme Xy de ces n
variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi B(p(1 —p)*~') suit la loi B(n,p(1 —p)*~).
d. Par définition, pour k € N*, on a S (2) = [[0;n] et, sij € [[0;n], pour que l'on ait Sy = j, il est nécessaire
et suffisant qu’exactement j clients vérifient Y; < k (eus au téléphone avant ’appel k) et n —j clients vérifient
Y; > k (pas eus lors des k premiers appels). Ainsi, (Sx = j) = U (ﬂ(Yi < k)N ﬂ(Yi > k))
el el igl
car =)

n
Cette réunion est disjointe, comporte () termes de probabilités égales car les (Yi)1<n sont mutuellement
)

indépendants et suivent la méme loi. Or P(Y; > k) = (1—p)* car Y; suit la loi gébométrique de parametre p et

n . .
done P(Y; <k) =1—P(Y; > k) = 1—(1—p)¥. Par conséquent, P(Sy =j) = (_)(1 —(1=p)*) (1 —p)k=)
)
n
donc Sy suit la loi binomiale B(n,1— (1 —p)¥). Plus simplement, on aurait pu écrire que Sk = Y Ty, <k)
i=1
et les variables aléatoires (T (v,<k))1<i<n suivent la loi de BERNOULLI de parametre 1 — (1 — p)* d’apres
la question b. puisque Y; suit la loi géométrique de parametre p. D’apres le cours, la somme Sy de ces n
variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la loi B(1 — (1 —p)*) suit la loi B(n, 1 — (1 —p)*).

e. Par définition de la variable aléatoire N, on a N = Max(Yy,---,Yy) de sorte que, pour k € N*, on a

= ﬂ k) done, par indépendance mutuelle entre les personnes appelées, on parvient & la relation

P(N <k) = H P(Yi <k)=(1—(1—p)*)™. Comme, pour k € N*, ona (N<k)=N=k)UN<k—1)
i=1

(incompatibles), on a P(N = k) = ( <K -PNKk-1)=1-(1-p) )" =1 =1 —p)hHm
On aurait aussi pu écrire que (N = (Sx = n) avec directement P(N = k) = (1 — (1 — p)*)™ avec la
question d. ou que (N =k) = (Sx =n) \ (Sk—1 =n) (le premier instant ol on a contacté les n personnes)

avec (Sx—1 =n) C (Sx =n) donc P(N =n) = P(Sx =n) — P(Sk—1 =n) avec la méme conclusion.
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On sait que N admet une espérance finie si et seulement > P(N > k) converge. Or, avec ce qui précede,

k>0
il vient P(N > k) =1 - P(N < k) =1—(1—-0=p)9)" =1—exp(nln(l — (1 — p)¥)) et, comme
In(1—(1-p)k) = —(1T=p)*+0o((1—p)¥) et que e* ?1 +u+o(u), en composant les développements limités
d’ordre 1, on a P(N > k) = n(] —p)*+o((1 =p)k) ~ n(1 —p)k = o(iz) donc la série > P(N > k)
+oo +oo k k>0
+oo

converge. Ainsi, N admet une espérance finie et E(N) = >° P(N > k). Or, par le binome de NEWTON,

0
P(N>K) =1—(1—(1—p)<)n i(-]) < )((1 )Y = 3 (1) (?)(1 —p)¥ et toutes les séries

j=1
géométriques > (1 —p)¥ convergent pour j > 1 car [(1 —p)’| < 1. Ainsi, par somme d’un nombre fini de
k>0

séries convergentes, on a E(N) = 3° ((-1)1‘+1 C‘) 0 _p)ki) S (_WH(J)

=1 k=0 =1 1—(0-p)

Sin =1, la seule permutation de [1;1] = {1} est l'identité donc Fy =1 et E(Fy) =1, V(F;) = 0.

Sin > 2, soit k € [[1;n], on définit '’événement Ay = “k est fixe” et on pose Xy = M, de sorte que X =1
n

si k est fixe et X = 0 8’il ne lest pas. Par définition, on a F, = > Xy donc, par linéarité de I’espérance, on
k=1

n n
a E(F,) = E E(Xx) = Z P(Ax). Parmi les n! permutations de [1;n], il y a en a (n — 1)! qui laisse fixe
Pélément k (il faut permuter les n — 1 autres éléments), ainsi, comme on prend les permutations selon la loi
—1)!
uniforme, on a P(Ay) = M =1 Alors, E(Fh) =1.
n! n

n
Comme V(Fn) = E(F3) — E(Fn)?, on calcule F2 = S X2 + > XiXj; = Z Xk +2 > XiXj car
k=1

1<1#]<n 1<i<i<n
17)
—2)!
X§ =Xi. Or,sii#j, XiX; = Ma, WA, = Ta,na, donc E(XiXj) = P(A;NAj) = (n—21_ ! comme
i A iNA; n! nn—1)
avant. 11y a @ couples (i,j) € [1;n] tels que i < j, d’out E(Fﬁ) =nx %—1—2 X Tl(nz_ 1) X T'L(n]— 3 =2

et V(F,) =2 -1 = 1. En ce qui concerne 'espérance et la variance, c’est comme si F,, suivait la loi de
Po1ssoN de parametre A =1 car E(F,) = V(F,) =1.

En notant d,; le nombre de dérangements de S, c’est-a-dire les permutations sans aucun point fixe, alors

( ) X dn—k
P(F, =k) = kil car il faut d’abord choisir les k points fixes parmi les n entiers de [[1;n] et ensuite
n!

“déranger” les n — k autres entiers pour ne pas faire évoluer le nombre de points fixes. On se rappelle que

=nl! Z (G0 ) donc d, ~ nl Ainsi, pour k fixé, dés que n > k, on a P(F, = k) = 1 Tl (e qui
+oo e ek! k!

prouve que la suite de variables aléatoires (Fn)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi

de POISSON de parametre 1 comme attendu.

a. Soit un entier n € N*  par définition d’une probabilité conditionnelle, on a déja u, € [0;1]. Si on
PX=n,X>n—-1)
P(X>n-—1)
X=nX>n—-1=X=mn). Or X>n—-1)=(X=mn)U (X >n) et ces deux évenements sont

avait un, = =1, on aurait PX =n, X>n—-1)=PX>n—-1) = P(X =n) car
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incompatibles donc P(X >n —1) = P(X =n) + P(X > n) et on aurait donc P(X > n) = 0 contrairement &

Ihypothese de ’énoncé. On a montré par 'absurde que u,, # 1 et on a bien u, € [0;1].

De plus, comme (X >n—1) = (X > 1)N(X > 2)N---N(X > n—1), d’aprés la formule des probabilités composées
k-1 n—1

etcar [J(X>1)=(X>k—1)pourk € [Zn—1],ona PX>n—1)=P(X>1) [] P(X>kX>k—1). A
i=1 k=2

nouveau, pour k € [l;n—1],ona (X >k—1) = (X=k)U(X>k) donc P(X>k—1) = P(X=%k)+ P(X > k)

ce qui, en divisant par P(X > k — 1), devient 1 = P(X = k|X > k= 1) + P(X > k|X > k — 1) puis

P(X > k[X >k —1) =1 —ug. Ainsi, comme P(X > 1) = P(X > 1|X>0) =1—uj car (X > 0) = {2 sachant
—1
que X est a valeurs dans N*, on a bien P(X >n —1) = H (1 —ux).

K=1
n—1
b. D’apres la question a., In(P(X > n—1)) = > n(1 —uk). Or la suite d’événements (X >n —1)) _,
k:] =

—+o0
est décroissante et ﬂ (X >n —1) =0 car X est a valeurs dans N* donc, par continuité décroissante, on a

n=1
lim PX>n—1)=P@®) =0dou lim Wn(P(X>n-—1))= —oo ce qui justifie avec le relation précédente
n—-+oo n—+oo
que la série > In(1 —u,) diverge car la suite de ses sommes partielles tend vers —co. Traitons deux cas :
ne N*

o si (un)n>1 ne tend pas vers 0, alors Y uy diverge grossierement.
n>l

o si (un)n>1 tend vers 0, alors In(1 —upn) ~ —uyn < 0 et, par comparaison, » uy diverge.
too n>1
P

Dans les deux cas, on a la méme conclusion, Y uy diverge.
n>l1

c. On admet qu'une telle variable aléatoire Y & valeurs dans N* existe si on arrive a trouver une suite

+oo
(pn)nen- telle que Vn € N*, p,, € [0;1] et > pn =1 et qu’on impose Vn € N*, P(Y =n) = py,.

n=1
n—1 n n—1
Posons, pour tout entier n € N*, p, = [[ (1 —w) — [ (1 —vk) = vn [[ (1 —vk). Par hypothese, on a
k=1 k=1 k=1

bien p,, € [0;1[. De plus, p1 = vy, p2 = v2(1 —vy) done p1 +p2 =vi +va —viva =1 — (1 —v1)(1 —v2),
n n

ce qui nous fait conjecturer que Y px =1— J] (1 —vx). Cette relation est vérifiée si n = 1. Supposons-la
k=1 k=1

n
vraie pour un entier n € N*| alors pn+1 = vny1 [[ (1 — vk) done, par hypothese de récurrence, il vient
k=1
n

n+1 n+1
> Pk =Pnt1 + Z Pk = Vnil H (T—=vi)+1=JI (0 =vk) =1—= T (1 —vk). Par principe de récurrence,
k=1 N L k= N k=1 N
vn € N*, Z prk=1—J] (1—vk). Orin ( 1@ —vk)) = > In(1—vg) < Z k par I'inégalité classique
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n
In(1 4+ x) < x pour x > —1. Comme Y v, diverge, par encadrement, lim In ( 10 - vk)) = —oo donc
n>1 n—+oo k=1
n +oo
nl_l)Too k1_[1(1 —vk) =0 et on a donc nETOO E Pk = nz] pn = 1 comme attendu.

11 existe donc une variable aléatoire Y & valeurs dans N* telle que Vn € N*, P(Y =n) = py,.

+o00 n—1 n—1 too
Pourne N, P(Y>n—1)= > p=1- 3 p= [[(1—-vk)>0car (Y>n—1)= | J(Y=k) (réunion
= k=1 k=1 Kken
PY=n,Y>n—1)

incompatible) et Vk € [1;n — 1], vk < 1 par hypothése. Enfin, P(Y =n|Y>n—1) =

PY>n—1)
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n—1

Vn H(] _Vk)

Y=n,Y>n—-1)=(Y=n)donc P(Y=n|]Y>n—-1) = nE:]— = vy, avec ce qui précede.

(] — vk)

~
Il

121

a. D’apres ’énoncé et par indépendance mutuelle des n = 5 tirages puisque les tirages se font avec remise,

comme la probabilité de tirer une boule blanche est de p = zzﬂ = %, la variable aléatoire X suit la loi
binomiale B(n,p) = B(S, %) D’apreés le cours, E(X) =np=1et V(X) =np(1 —p) = %

b. Le nombre de boules noires tirées vaut X' = 5—X et, d’apres 'énoncé, Y = 2X—3X" = 2X—3(5—X) = 5X—15.
Ainsi, Y(Q) = {-15,-10,-5,0,5,10} et Vk € [0;5], P(Y =5k —15) = (i)pk(lp)Sk. Par linéarité de
l'espérance, E(Y) = 5E(X) — 15 = —10. De plus, on sait que V(Y) = V(5X — 15) = 52 V(X) = 20.

c. Cette fois-ci, comme il n’y a plus remise, on a X(2) = {0,1,2}. Or, en notant By = “on tire une boule
blanche ou tirage k”, on a (X =0) = B; NB2 NB3 N B4 NBs donc, par la formule des probabilités composées,

on obtient P(X = 0) = % X g X g X % X 2 = 150>;49 % De méme, on peut décomposer 1’évenement

(X =1) en les cing événements incompatibles suivants :
e B; N B, NB3 NB4sNBs : une boule blanche au premier tirage et, apres, des boules noires.
e B1NB, N B3 NB4s NBs : une boule blanche au second tirage uniquement.
e B1 NB; NB3NBs NBs : une boule blanche au troisiéme tirage exclusivement.
e B1NB, N B3 NBsNBs : une boule blanche au quatrieéme tirage seulement.

e B1 NB, NB3 N B4 NBs : quatre boules noires d’affilée et on termine par une boule blanche.

Alinsi, toujours par la formule des probabilités composées, on obtient P(X = 1) sous forme de somme avec
P(X=1)= Zx8xIx6 5+‘7>< . 6 5+4,z 2.6 5+4,7 6,2 5+4, «6x 552

109876 9876 9876 9876 9876

5

ce qui donne apres calculs P(X =1) = o car ces cing évenements sont la méme probabilité qui vaut 5. Enfin,

comme (X=0)UX=1UKX=2)=Q ona PX=2)=1-PX=0)—PX=1)=2.

9
On revient & la définition de Pespérance E(X) = > xP(X=x)=0x %—H X 3—1—2 X % =1 (comme dans le
x€EX(Q)
cas “avec remise”) et de la variance V(X) = E((X — E(X))?) = (0—1)? x %—&— (1-1)2x 34— (2—-1)2 % = g

d. A nouveau, on a Y = 5X — 15 donc E(Y) =5E(X) — 15 = —10 et V(Y) = 25V(X) = 1%

a. Comme rang (U'U) < Min(rang (U),rang (*U)) < 1 car U est une matrice colonne, on a rang (M) € {0,1}.
Or Tr (M) = Tr (U*U) = ||Uu]|?> donc si M = 0, on a U = 0 et, si U = 0, il est clair que M = 0. Ainsi,

M =0 <= rang (M) = 0 <= U = 0 donc rang (M) suit la loi de BERNOULLI de parametre q = P(U # 0).

n
Comme (U =0) = m (Xx = 0) et que les variables aléatoires X1, - -+, Xy sont mutuellement indépendantes,
k=1
n
P(rang(M)=0)=P(U=0)= [[] PXx =0)=(1 —p)™ dott P(rang(M)=1)=1—(1—p)".
k=1

Ainsi, rang (M) suit une loi de BERNOULLI B(q) de parameétre ¢ =1 — (1 —p)™.
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n n N
De plus Tr (M) = Y. X2 = Y X; car comme X; suit une loi de BERNOULLI, on a X} = X;. A nouveau,

k=1 k=1
comme X7y, -+, X sont mutuellement indépendantes et suivent toutes le loi de BERNOULLI de parametre p,
on sait d’apres le cours que Tr (M) suit la loi binomiale B(n,p).
b. Classiquement, on a M? = Utuutu = u(tuu)tu = |[u||?M et |[U]|? = Tr (*uu) = Tr (UtU) = Tr (M)
donc M? = Tr (M)M. On en déduit que (M? = M) = (Tr (M) = 1) U (M = 0) (réunion disjointe) donc
P(M2 = M) = P(Tr (M) = 1)+ P(M = 0) mais d’apres la question a. ona P(Tr (M) = 1) = <T>p(1 —p)n!

car Tr (M) suit la loi binomiale B(n,p). La probabilité que la matrice M soit une matrice de projection est

donc P(M? =M) =np(1 =p)" '+ (1 =p)" = (1 =p)" " (n = T)p +1).

c. Oncalcule S = > XiXj =Tr(M)+2 > XiX;, il s’agit de la somme de toutes les cases de
1<ij<n 1<i<i<n
la matrice M. Par linéarité de l'espérance, E(S) = E(Tr (M)) +2 > E(Xiy) E(Xj) car Xi et Xj sont
1<i<ign

indépendantes. Il y a M couples (i,j) € [1;n]? tels que i < j, E(X;) = p et E(Tr (M)) = np d’aprés

la question a. donc E(S) =np + Zn(nf_])pz =np(1+ (n—1)p).

On sait que V(S) = E(S?) — E(S)%. Or $? = ( 3 xixj)( ) xkxe) = > XiXjXxXe. En
1<i,jsn 1<k, i<n 1<i,j,k,e<n
considérant les quadruplets (i,j, k,¢) selon le cardinal de A = {i,j, k, ¢}, la contribution & E(S?) est :
e np pour les n quadruplets (i,1,1,1).
e 4n(n —1)p? pour les 4n(n — 1) quadruplets (i,1,1,j)," -, (j, 1,1,1) avec i # j car X3 = X; et que X; et
X; sont des variables aléatoires indépendantes.

4

e 3n(n — 1)p? pour les 3n(n — 1) = (2

) <T2l> quadruplets (i,1,,j), -, (3,j, 1,1) avec i # j car i et j
jouent des roles symétriques.
e 6n(n —1)(n —2)p3 pour les 6n(n — 1)(n —2) = 12n (n ; ]) quadruplets (i,1,j,k), -+, (j, k, i, 1) tels
que card (A) = 3 car j et k jouent des roles symétriques.
en(n—1)(n—2)(n—3)p* pour les n(n —1)(n — 2)(n — 3) quadruplets (i,j,k,¢) tels que card (A) = 4.
Comme il y a n* quadruplets (i,j,k,€) € [1;n]*, on vérifie qu’on n’a oublié aucun quadruplet ci-dessus car
n=n+dnmn—-1)+3nmn-1)+6nn—1)n-2)+nn—1)(n—2)(n—3).
Ainsi, E($?) = np+7n(n—1)p? +en(n—1)(n—2)p3 +n(n—1)(n—2)(n—3)p* et, avec la formule de KONIG-
HUYGENS, on adonc V(S) = np+7n(n—1)p2+én(n—1)(n—2)p3+n(n—1)(n—2)(n—3)p* = (np(1+(n—1)p))?.
a. Par définition, N(2) = N et, comme X < N, on a X(2) € N. On suppose qu’il y a indépendance
mutuelle pour le genre des N enfants. Soit (n,k) € (N*)?, traitons deux cas :
e Si k > n, comme X < N par définition, on a P(N =n,X =k) = 0.
e Si0<k<n,aN =n fixé, le nombre de filles suit, par I'indépendance mutuelle supposée, la loi

binomiale de parametres n et p de sorte que P(N =n,X=k) = P(N =n) x P(X =% |[N = n) donne

—Ayn
la loi conjointe P(N =n,X =k) = € '}‘ X (E)pkﬂ — )k
n!
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+oo
b. Pour k € N,ona (X =k) = U (X = k,N = n) (réunion incompatible) donc, par c-additivité, on a
n=k
400 400  _Aam n )\kpke—?\ 400 (}\(1 _ ))n—k
PX=k =5 PN=nX=k =Y &2A x Kq—p)nk = P . Bi
=0 = £ EN=nx =y = & N (F)pra ) ™
sur, comme ((N = n))n cn est un systeme complet d’évenements, la formule des probabilités totales donne

n=k
Npfe ) §F (0 —p)) _ ApRe g _ (p)e
K= i Kl Kl

+00 oo
aussi P(X=k) = > PN=n,X=%k)= > P(N=n,X=%) car P(X=%N =mn)=0sln < k. On pose
n=0

i=n—ket PX =%k) = en reconnaissant une

série exponentielle. Ainsi, X suit la loi de POISSON de parameétre Ap.

a. Comme Y est a valeurs positives, on a 0 < X < Z. Et comme Z suit une loi géométrique, Z admet une
espérance finie. On en déduit par comparaison que X admet aussi une espérance finie.
De méme, Z2 admet aussi une espérance finie car Z admet une variance finie. Ainsi, comme 0 < X? < Z?, la
variable aléatoire X2 admet une espérance finie donc X admet une variance finie.

Par linéarité de I'espérance et d’apres le cours, E(Z) = - = E(X)+ E(Y)+1 = 2E(X)+1 donc E(X) = 1-p

1
p 2p
Puisque X et Y sont indépendantes, V(Z) = 1—_29 V(X+Y) = V(X)+ V(Y) = 2V(X) donc V(X) = %B
p p

b. Comme le rayon de convergence de toute série génératrice est supérieur a 1, et que d’apres le cours

Vte]—1;1], Gz(t) = —PE—— onaVte]— 11, Gxayer(t) = E@XTYH) = EtXHY) = t EX*Y) par

1—(1—p)t’
linéarité de I’espérance. De plus, comme X et Y sont indépendantes, E(tXTY) = Gx,vy(t) = Gx(t)Gy(t) donc

Gx1v(t) = tGx(t)Gy(t). Mais comme X et Y suivent la méme loi, on a Gx = Gy donc Gz(t) = tGx(t)?. On

en déduit donc que Yt €] — 1;1[, Gx(t) = /ﬁp—)t car Gx est positive sur | — 1;1].
— =P
—1

+oo n |
(=1)"(2n)! x™ ce qui donne, en remplagant x par —(1 — p)t,

c. On sait que Vx €] — 1;1 e e
que Vx €] b 7 = a2

w(i])n“ —p)™M" = Z f(Zn)(()z— p)” t™. En identifiant les
n=0 :
= VREUIO —p)

coefficients, comme le rayon R de convergence vérifie R > 1, on a ¥n € N; P(X i 172
n

/—\

Yt € [-1;1] Gx(t) = \fzo

a. Ona Y(Q) C (N*U{+o00}) \ {1} par construction. Pour k > 2, en notant N; le numéro du jeton obtenu

au tirage i, on a (Y = k) = U (Ny =a,---,Nk_1 = a,Ni =b) (on tire d’abord tout le temps le numéro

1<a,b<3
a#b

a et enfin, au tirage k, on obtient le numéro b). Ces événements étant incompatibles, comme il y a 6 couples

(a,b) possibles, que les N; sont mutuellement indépendantes par hypothése et suivent toutes la loi uniforme
+oo

k—1
sur [1;3], P(Y =k) = 6( IT P(N; = a)) P(Ny =b) = 3% (Y # +00) = U (Y =X) (réunion incompatible)
i=1 k=2
e _65% 1 6, 1
donc, par o-additivité, P(Y # 4o00) = > F =2 > =7 = 2 X ————= . Comme attendu, on en
k=23 ?¢=23 ? 1—(1/3)

conclut que P(Y = 4+00) =0 (il est presque siir d’arriver & avoir deux numéros différents).

k—1
b. D’apres la question précédente, (Y —1)(2) = N* et Vk € N*, P(Y -1 =%) = 3k6+1 = % (l)

3
donc Y — 1 suit la loi géométrique de parametre % Ainsi, d’apres le cours et par linéarité de ’espérance,
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+1:%et V(Y)ZV(Y_U:#:%

c. Pour (myn) € (N*)2, ona P(Y =m,Z=mn) =0si n < mousim=1 par construction. Si n >m > 2,

EY)=ENY-1)+1=

N [

ona(Y=m,Z=n)=(Y=m,Z—Y =n—m) et Z— Y représente le temps d’attente du troisitme numéro

une fois obtenus les deux premiers. Z — Y et Y sont donc indépendants et Z — Y suit la loi géométrique de

stre ] 6 (2" 12
parametregdonc IP’(Y:m,Z:n):IP’(Y:m)]P’(Z—Y:n—m):—X<7) x3= .

3™\ 3n!
n—1
d. Par construction, Z(Q) C (N* U {400})\ {1,2}. Pour n > 3, (Z=n) = U (Y =m,Z = n) (réunion
m=2
n—m n-2 n-1 n—-2 1 — (]/2)”*2 21171 2
i tible) donc P(Z = =2 1 =21 x =
mcompatl e) onc ( ) Z 3n— 1 3n 1 =, Zm 2 3n- 1 1 — (]/2) 3TL—1
N oo +oo 1 +oo -3 +o00
A nouveau, (Z # 400) = U (Z =n) donc P(Z # +o00) = >, 2“ni]—2 4 2:_3 -2 > n1_3 donc
n=3 3 9 n=3 3 9 n=3 3
n=3

P(z #0) = 3 %—%x]_zil/g):%—%zl Comme attendu, on a P(Z = 400) = 0 (il est

presque sur d’arriver & avoir les trois numéros). > nP(Z = n) converge car, par croissances comparées,
n>3
212 1 o +oo too -1,
TlP(Z = Tl) = Tls.ni_] —0—:000(“2)' A1ns1, ]E(Z) = n:3Tl]P>(Z = Tl) = n2::3n3r17_1. OI', pour tout
+o0 +oo ! 1 ! 1
el —-11 3 T = ( > x“) = ( —1 —x—xz) = ——— — 1 — 2x en dérivant terme a terme
n=3 n=3 T—x (1—x)
+oo 2 n—1 + n—1
a 'intérieur de l'intervalle ouvert de convergence. En écrivant E(Z) = n(g) -2 n(f) ,ona
=3
donc E(z) = —1— — —2(2/3)—2(17 1/3) 1
(1-(2/3))* (1-(1/3))°

On pouvait dire, par indépendance de Y et Z—Y, que E(Z) = E(Y)+ E(Z—Y) = % + 3 puisque Z — Y suit

la loi géométrique de parametre ;

a. Par la formule des probabilités totales, comme {A;,Bn,Cn} est un systéme complet d’événements,

on a P(Ant1) = P(Ant1|An) P(An) + P(An41|Bn) P(Bn) + P(An41]|Cn) P(Cr) donc, d’apres 1'énoncé,

P(Ani1) = %(]P’(Bn) + ]P’(Cn)> car la puce “change” de point. Par conséquent, ¥n € N, Upyq = %Mun.

b. La matrice M est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral. Comme
1 1 1 1 1 1

Ml1]=2(1], M| -1 ]==|-1]eteM| 0 |=—=| 0 |,etqueB=(vy,vz,v3) est une base de
1 1 0 0 —1 —1

R3 sivy = (1,1,1), v2 = (1,—1,0) et vz = (1,0, —1), par la formule de changement de base, M = PDP~! avec

1 1 1 2 0 0
P=1[|1 -1 0 etD=|0 —1 0 |. Classiquement M™ = PD™P~! or, comme vi + vy +v3 = 3eq,
1 0o -1 0o 0 -1
1 1 1
vi —2v) +v3 = 3e etv1+vszV3:3e3,onaP4:% 1 =2 1
1 1 -2

24 2(=1)™ 2t — (=)™ 2 — (=)™
Par un calcul fastidieux, on a donc M™ = % 2 — (=)™ 2M 4 2(-1)™ 2 — (=)™
2n— (=)™ 2 — (=)™ 2n42(—-1)™

c. Il est clair que J3 = 3] donc P = X(X — 3) est annulateur de J. On écrit la division euclidienne de
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(X —=1)™ par P, a savoir (X —1)™ = PQn + Rn avec Ry = anX + by, car deg(Ry) < deg(P) = 2. En évaluant
n p— p—
en 0 et en 3, on a donc le systéme (—1)™ = by, 2™ = 3an + by donc by, = (=1)" et a, = 2" - ()"

3
no_ (_ n
Ainsi, (X =1)" =PQn + MX + (—1)™ ce qui, en remplacant X par A, devient comme & la question

4 n 2" — (_1)n n
précédente, car P(J) =0 et M =] — I3, M™ = st (—1)"s.
d. Comme Vn € N, Up4q = %Mun, par ne récurrence simple, on montre que Yn € N, U, = LM“uo
1 M4 2(—1)n 1/3
Par hypothese, Ug = | 0 | donc, avec b., U, = 3172“ 2" —(=1)™ | donc lim U, = | 1/3
0 x pAS (S DL noee 1/3
a (a+b+c)2™+ (2a—b—c)(-1
e. Silp = | b | n’est pasimposé, avec le méme calcul U,, = 3 ><1 S (a+b+c)2™"+(2b—a—c)(— )
c (a+b+c)2"+ (2c—a—b)(—1)"
1/3
Comme on a tout de méme a+b+c = P(Ag)+ P(By) + P(Cp) = 1, comme ci-dessus, lim Up = [ 1/3
n—-+oo ]/3

a. Par construction, (Xn,Yn)(Q) = {(x,y) € [1;n]? | x > y}. Et comme on peut supposer que la loi
de X;, est uniforme sur [[1;n] et que la loi de Y, sachant (X;, = x) est aussi uniforme sur [1;x], on a
Ve [in], Yy € [, P(Xn =x Yo =y) = PXn =) P(Yn =y | Xn =x) = Lx 1 = 1.

n
b. On a Yn(R2) = [1;n] et, pour y € [1;n], (Yn =y) = U (Xn =x,Yn =1y) (car on ne peut tirer la boule
y

x
numéro y que dans une urne de numéro x tel que y < x < n). Comme ces événements sont incompatibles,

n n
omaP(Yp=y)= > PXn=xYn=y)= > .
x=y K=y X
n n n
c. Y est bornée donc admet une espérance finie, E(Y;,) = Z P(Yp,=y)=> S L= S Lo,
y=1 y=1x=y NX 1<y<x<n X
n
en inversant les sommes doubles, E(Y,) = Z ( Z y) 1 Z =L (n nt1) + n) nt3
= n .= m\ 2 4
On vérifie bien que sin =1, on a E(Y7) =1 ce qui est loglque car, dans ce cas on a X7 =Y; = 1 stirement.

Z y? P(Y, = y) par la formule

/—\
\_/U‘

d. De méme, Y2 étant bornée, elle admet une espérance finie et E(Y

y=1
de transfert. Comme avant, E(Y2) = i i lﬁ = > y? = i XX: }ﬁ 1 i (l XX: yz) donc
y=1x=y NX 1<y<xgn X x=1y=1NX M x=1 \X y=1
E(Y2) = %Xi; e N)@x+1) 1)22x+ ) = i Zi:(ZxZ—i—Sx—i—l) = é( n(n+1 )3( nt1) —|— + ]) +n ) et on trouve
E(Y2) = % Par la formule de KONIG-HUYGENS, comme V(Y ) = E(Y ) E(Yn)?, on obtient
V(Yn) = an? + ;2“ +17 _ (n 1’ 3>2 _(n- 1)](47; +13) apres calcul. Encore une fois, c’est logique qu’on

retrouve V(Y;) = 0 car Y7 est constante.
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ORAUX 2022 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. Soit x € [a;b] et wy : R — R3 définie par wy(t) = vi(x) = (x, @(x), @4 (x)) = v(x) + (0, @(x), ¢’ (x)).

Comme les trois coordonnées de wy sont affines en fonction de t, elles sont continues sur R donc w, 'est
aussi par théoréme. Or wy (0) = vo(x) = v(x) € U par hypothese et U est un ouvert donc il existe ¢ > 0 tel
que B(v(0),e) C U. Par continuité de wy en 0, Ja > 0, Vt € [—a; ], [wy(t) — wx(0)] = [ve(x) —v(x)| < e.
Ainsi, Vt € [—o; a, [ve(x) —v(x)] < & donc vi(x) € B(v(0),€) C U d’otr v¢(x) € U.

b. D’abord, l'intégrale I, est bien définie car, par opérations, x — f(v¢(x)) = f(x, @ (x)+tg(x), ¢’ (x)+tg'(x))
est continue sur le segment [a;b]. Dérivons sous le signe somme et définissant ¢ : [—a; o] X [a;b] = R par
la relation @(t,x) = f(ve(x)) = f(x, @(x) + tg(x), @’ (x) + tg’(x)).

o Vx € [a;b], t = @(t,x) est de classe C! sur [~«;a] par la regle de la chaine et on a la relation

suivante : %‘g( t) = (x) ( t(x)) + g’ (x )g;(\’t(x))

oVt € [—a; af, x — @(t,x) est continue sur le segment [a; b] donc y est intégrable. De plus, I’application

X > %ﬁg(t, x) est continue sur [a;b] par opérations.

u g

classe C' sur [a; b], @ est de classe C' sur [a; b] donc (t,x) + vi(x) = (x, @(x)+tg(x), @’ (x)+tg’(x)) est

e Comme f est de classe C? sur y sont de classe C' donc continues. Comme ¢ et g sont de

continue sur le fermé borné K = [—«; «] X [a; b]. Par opérations, %(tg est continue sur K donc elle y est

326, 1) <M =w(y)

bornée par le théoréme des bornes atteintes. Il existe M > 0 tel que V(t,x) € K,

et P est continue et intégrable sur [a;b].
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, h est dérivable sur [—a; «] donc en particulier en 0 ou l'on
b b
’ _ of w W _ of
a0 = [ (90 (vo(x)) +¢'() & (vo) ) ax. Ainsi, W(0) = [ 900 Evix)ax+ [ ¢/() 3 (v())ax
par linéarité. Dans la seconde intégrale, on pose u(x) = g(x ) et w(x) = g—;(v(x)), u et w sont bien de classe
C! sur [a;b] car f est de classe C? sur U. Comme w ( ) = i <gi( (x ))) u(a) = u(b) = 0, par intégration
. fb 1) Of _ Q
par parties, on trouve g'(x) 5, (v(x))dx = d dx de sorte qu’on a comme attendu
b
1) — of of
W)= [ [ we) - L (8 <v<x>>)}g<x)dx.

+oo

a. Soit r > 0 tel que ¥x €] — r;7, y(x) = Y. anx™ avec (1 4+ x?)y”(x) + 2xy’(x) — 2y(x) = 0 et y(0) = 1,

n=0
y’(0) = 0. Comme y(0) = ap et y'(0) = a7, on a déja ap = 1 et a; = 0. De plus, comme on peut dériver

o)
terme & terme sur l'intervalle ouvert de convergence, pour tout x €] — r;7[, on a y/(x) = > napx™"!
+o00 —+oo +oo -
donc xy’(x) = 3 napx™ (nul pour n = 0), y”(x) = > n(n — Nanx™ 2 = 3 (n +2)(n + Dangp2x™
n= n=2 n=0
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—+o0
donc x%y”(x) = 3. n(n — 1anx™ (nul pour n = 0 et n = 1). Ainsi, en reportant dans (E), on obtient
n=0

400
Y (x) +x2y" (x) + 23y’ (x) = 2y(x) = > [(n+2)(n+1)an+2 +n(n—1)an +2nan —2a,|x™ = 0. Par unicité
n=0
du développement en série entiere, (n 4+ 2)(n + 1)any2 + n(n — 1)an + 2nan — 2a, = 0 pour tout entier
n—1
n+1
Comme aj = 0, on obtient par une récurrence simple azn+1 = 0 pour tout entier n € N.

("

2n — 1

naturel n donc Vn € N, anir = — an.

Comme ap = 1, par une récurrence simple aussi, on prouve que Vn € N, azn =

a. On définit f: R® — R par f(x,y,z) = z — g(x,y) de sorte que S : f(x,y,z) = 0. Les points réguliers

M = (x,y,z) de S sont ceux pour lesquels on a vV = grad f(x,y,z) # (0,0,0) et ce vecteur ¥ est alors normal

au plan tangent II & la surface S en M. Or grad f(x,y,z) = X - %%( ,y)_'> - %3( )_'> de sorte que g

vérifié la propriété (P) si et seulement si (grad f(x,y)|W) =0 < 2%% + % =0 car B est orthonormée.

Alnsi, g vérifié (P) si et seulement si g est solution de (E).

b. ¢ est clairement un endomorphisme de R? et ¢(x,y) = (0,0) <= x =y = 0 donc Ker(¢p) = {(0,0)} de

sorte que @ est injectif. C’est donc un automorphisme car R? est de dimension finie. On résout le systeme

X, y) = e(xy) = (x = 2y,y) <= (x =% +2y',y' =y). Ainsi o~ (x,y) = 0(,y') = (' + 20',y).

c. Sion pose h(s,t) = go(s,t) = g(s + 2t,t), alors h est de classe C! par composée car g et { le sont puis

%—}sl(s,t) = %}%(s + 2t,t) et aat[L(s t) = 2j(s +2t,t) + j(s + 2t,t) par la regle de la chaine.

d. Soit g : R? — R solution de (E), alors V(x,y) € R2 Zaj( y) + j( y) = 0. Comme ¢ est une
R? z

3 (b(s, 1) +
oh

€ ( (s,t)) = 0 ce
s . N . 0 0
qui, d’apres la question c., s’écrit aussi V(s,t) € R2, Zgg(cp(s,t)) + j( (s t)) = a—( ) = 0. On a donc

bijection de R? dans R? d’aprés b., on peut aussi écrire V(s,t)

Y(s,t) € R?, h(s,t) = f(s) avec f de classe C! sur R donc V(x,y) € R?, g(x,y) = h(o(x,y)) = f(x — 2y).

Réciproquement, si V(x,y) € R?, g(x,y) = f(x — 2y) avec f de classe C' sur R, alors g est de classe C! sur
0 0

R? et V(x,y) € R2, Zﬁg(x,y) + @q(x,g) =f'(x —2y) — 2f'(x — 2y) = 0.

Les solutions de (E) sont donc, par analyse-synthese, les fonctions g : R? — R telles qu'’il existe une fonction

f: R— R de classe C' avec ¥(x,y) € R?, g(x,y) = f(x — 2y).

132

133

134

135 ] a. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de l'intégration, ¢ : (x,y) — f t)dt est de

classe C' sur R? car %i%(x,y) = —f(x) et %‘S—(x,y) =1(y) et aa et %y sont donc continues sur R? comme
la fonction f. Comme (x,y) — y —x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D par définition,
g est de classe C! sur D par opérations.
9 1 E f(x) 1 Y
De plus, V eD, 54 = f(t)dt — = ( t)dt — (y — x)f ).Comme
plus, ¥(x,y) € D, glxy) = oy [ a0 R J. fat =y =)
ona (y—x)f(x) = fy f(x)dt, on a la formule plus compacte ( y) = ﬁ fy (f(t) — f(x))dt.
x — X

X
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De méme, on a @9( Xy) = _(y—]ix)z fxy f(t)dt + v Xf(y) = ﬁ((y —x)f(y) — fX‘J f(t)dt), ou encore

%g(x,y) = (yjix)z fxy (f(y) — f(t))dt, relation qu’on aurait pu obtenir aussi car g(x,y) = g(y,x) ce qui

montre, en dérivant ceci par rapport & x par la régle de la chaine, que %%( y) = %Jq(y,x).

. 1 ath . +h
b. Soit h # 0, g(a,a+h) — g(a) = E(f f(t)dt) — f(a). La fonction F: h — f f(t)dt est de classe
a a

C% sur R car F/(h) = f(a+h) (f est de classe C' sur R) et on a Yh # 0, g(a+h,a) —g(a) = thf@).
D’apres TAYLOR-YOUNG, puisque F ebt de classe C? sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0
est donné par F(h)iF(O) + F(0)h + (O)hz + o(h?). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f(a), donc

F(h) —hf(a)

/ / /
S Ha) (Za) h? +o(h?) d’oit g(a,a +h) —g(a,a) _ T (Za) +0(1). On en déduit que %(a, a) = Ha) (a).

h 2
C (a+ha)=g(a,a+h) i 9(q,0) = 10)
omme ¢g(a ,a) =g(a,a ; on a aussi 37(a,a) = 5

c. Six # vy, d’apres a., on a ﬁq(x y) = %f (f(t) — f(x))dt. En posant uw : t — f(t) — f(x)
X (y —x)

et v : ( —t), les fonctions u et v sont de classe C' sur [x;y] donc, par intégration par parties,

%g( %) f ))dt = ﬁ([u( wOR+[" -0 )dt) - ﬁfx (y—t) (t)dt.

2
Or %,%(a» (1) = (2 @) f'(a) x (1_4—17x)2 fxy(y—t)dt car fxy(y—t)dt = [—ME Ainsi, en soustrayant

2
. 9 9 y .
les deux expressions, @%(x,y) - aq(a, a) = (13—17@2 fx (y—t)(f'(t) — f'(a))dt si (x,y) €D
d. Comme f est de classe C! sur R, f’ est continue en a. Soit ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que
Vt €]la — oa+ «f, [f'(t) —f'(a)| < 2e. Soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (a, a)|| < «, traitons deux cas :
/ /
e si x =y, alors %%(x,y) - %%(a)a)‘ _ 1) = #(a)| <ecar|x—a|l <o

2
e si x # y, avec la question précédente et par inégalité de la moyenne, on obtient la majoration

%%(x,y) - %g(a, a)‘ < (13—17@2‘ fxy(y —1)|f(t) —f’(a)|dt‘ < o —CX)ZH:_ —(yz—t)z]z’ .

Ceci prouve que g% est continue en (a,a) pour tout a € R done, avec a., que g% est continue sur R?. De

méme, %S est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C' sur R?.

a. On cherche une fonction y :]0;7[— R (avec r > 0) solution de (E) et développable en série entiere qu’on

+oo “+o0
éerit Vx €]0;1], y(x) = . anx™ = > an_2x""? avec v > 0 . On sait d’apres le cours que y est de classe

400 400
C* sur |0;r] et que ¥x € R, y'(x) = Z nanx™ et y’(x) = 3 n(n —ax™ 2.
n=2
Pour x €]0; r], y est solution de (E) donc xzy”( )—6xy’ (x)+(124x%)y(x) = x2y" (x) —6xy’ (x) +12y(x) +x%y(x)
—+o0 —+o0 —+oo —+oo
quon écrit Y n(n—1)anx™—6 > nanx™+12 > anx™+ > an_2x™. Ainsi, en isolant les deux premiers
n=2 n=1 n=0 n=2

+oo
termes, x%y” (x) —6xy’ (x) + (12+x?)y(x) = 12a0+12a1x—6arx+ > [n(n—1)an—6nan+12an+an_2]x™ = 0.

n=2
Par unicité du développement en série entiere, ap = a; =0et Vn > 2, n(n—1)an —6nan +12an+an_2 =0
donc (n—3)(n—4)an, = —an—2. Pourn =2, 0onaa; =0. Pourn > 5, = —Gn-2 donc les termes

T = 3)(n—4)

azn pour n > 2 dépendent de as et les termes azn4+1 pour n > 1 dépendent de as.
(=1)"aq
(2n —3)!

(_]>n+1 as

et que n 2 ], aAn+41 = m

On montre par une récurrence simple que ¥n > 2, axn =
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_1)71 2n (_-I)n+1xln+1 +o0 (_1)nX2n—3 3 +oo (_])n—HXZn—Z

Ainsi, y(x) = a4z +a32—:a4x327 B

5 (2n—3)! n=1 (@n=2)! n=2 (2n-3)! =1 (n=2)!
et on reconnait des développements usuels d’olt y(x) = asx> sin(x) + a3x> cos(x).
Réciproquement, si y est définie sur R par y(x) = Ax3 sin(x) + ux3 cos(x), posons une nouvelle fonction

zZ:x % = Asin(x) + pcos(x) qui est C? sur R* et qui vérifie classiquement z” + z = 0. Calculons

Z(x) = y'(sx) —39(1) et 2" (x) = UN(SX) - 6y/( x) + 12y( x) donc y”(x) 6y ( ) + 12y( x) + y( ) _ 0 ce qui,

en multipliant par x°, devient x2y” (x) — éxy’(x) + (12 +x?)y(x) = 0 et y est bien solutlon de (E) sur R%.
Les solutions réelles de (E) sur R* sont toutes les fonctions y :— Ax3 sin(x) + px® cos(x) avec (A, p) € R2.
Comme les fonctions x — x3 sin(x) et x — x3 cos(x) définies sur R* forment une famille libre, et qu’on sait
que I'ensemble des solutions sur R de cette équation différentielle (E) linéaire normalisée homogene est une
plan vectoriel d’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, on a trouvé toutes les solutions de (E), elles sont
donc toutes développables en série entiere.

b. De méme, les solutions réelles de (E) sur R* sont les y :— A'x3 sin(x) + /x> cos(x) avec (M, 1) € R2.
Analyse : si y est solution réelle de (E) sur R, alors ses restrictions a R* et a R* sont solutions de (E)
done, avec ce qui précede, il existe (A, A, 1) € R? tel que Vx € R, y(x) = M3 sin(x) + px3 cos(x) et
Vx € R*, y(x) = Mx3 sin(x) + 1'x3 cos(x). On a aussi y(0) = 0 en prenant x = 0 dans (E).

Synthese : soit (A, 1, A, 1) € R* et y : R — R définie par y(0) =0, Vx € R%, y(x) = A3 sin(x) + x> cos(x)
et Vx € R*, y(x) = N'x3 sin(x) +u'x3 cos(x), alors y est bien deux fois dérivable sur R avec y’(0) = y”(0) = 0
(avec les taux d’accroissements ou parce que y est développable en série entiere sur Ry et R_ et que ceci
donne les dérivées successives en 0) donc y est solution de (E) sur R.

Ainsi, l'espace des solutions réelles de (E) sur R est de dimension 4, il s’agit de Vect(y1,y2,y3,ys) avec

y1(x) = 0six > 0etyi(x) =x3sin(x) si x <0, y2(x) = 0si x =0 et y2(x) = x> cos(x) si x < 0, y3(x) = 0 si

x <0 et ya(x) = x3sin(x) si x > 0, ya(x) = 0 si x < 0 et ya(x) = x> cos(x) si x > 0.

a. Avec sin(x—t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme toutes les fonctions sont
continues sur le segment [0;x] : Vx >0, g(x) = f(x)+sin(x) [ cos(t)u(t)f(t)dt—cos(x) [ sin(tyu(t)f(t)dt.
Par le théoréeme fondamental de l'intégration, la dérivée de la fonction x +— fox cos(t)u(t)f(t)dt est la
fonction x — cos(x)u(x)f(x), et , avec 'abus de notation classique, (fox sin(t)u(t)f(t)dt)/ = sin(x)u(x)f(x),
donc ¢'(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)u(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)u(t)f(t)dt. On recommence pour obtenir
g (x) = " (x) —sin(x) fo" cos(tu(t)f(t)dt+cos(x) [ " sin(t)w(t)f(t)dt-+cos? (x)u(x)f(x) +sin(x) (x)f(x) donc
g’ (x) =f"(x) + f(x) — g(x) + u(x)f(x) = —g(x) donc (F) : g”" 4+ g=0sur R;.

b. Les solutions sur R, de cette équation différentielle (F) sont les fonctions g : x — A cos(x) + B sin(x)
pour lesquelles |g| < |A| + |B| = ¢ donc ces solutions g sont bornées sur R.
Comme Vx > 0, f(x) = g(x) — fox sin(x — t)u(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec I'inégalité de la

moyenne, on a Vx > 0, |f(x)| < |g(x |+f | sin(x — t)[Ju(t)|[f(t)|dt < c+f £(t)|dt car |sin| <
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c. Posons h : x — fox [u(t)f(t)|dt, alors h est dérivable sur R et h'(x) = [u(x)||f(x)| < clu(x)| + |u(x)|h(x)
d’apres la question b.. En notant U(x) = fx [u(t)|dt, on a (e’u(")h(x))/ < clu(x)[e U =¢( - e’u(")),.
On integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir Vx > 0, e”U™h(x) < ¢(1 — e7U™) < ¢ par croissance de

Iintégrale. Alors Vx > 0, h(x) < ce U() et comme u est intégrable sur R, U est croissante et possede une
limite finie en 400 donc U est bornée sur R .

Ainsi, h est bornée sur R, et enfin, comme on a |f| < ¢ + h, la fonction f est aussi bornée sur R.

a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C>) sur ouvert D = R? \ {(0,0)}. Comme

[f(x,y)| < |xy|—L Ix|ly| < |[(x,y)||3 donc, comme  lim  [|(x,y)|[2 = 0, par encadrement, on
+y* (x,4)—(0,0)
trouve ( l)lm(o 0 f(x,y) = 0 =f(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R2.
ny — Y
b. ?(0, 0) = limw = g—f(0,0) = limw = 0 en revenant a la définition et,
X t—0 t Y t—0 t
4 2.2 4 4 2.2 4
Ax“y~ —y”) of x(y" +4xy” —x")
ar un calcul brutal, on a f (x = y(x” +4x7y Y ) o = — . Le second
p aX( 'Y) (Xz+y2)z ay( X Y) (Xz+yz)z
calcul n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %(x,y) = —g—;(y,x) en dérivant (1)
of

par rapport a x avec la régle de la chaine. De méme x et ay sont continues sur 'ouvert D. De plus,

4
af(x y)’ [yl (2" + 4 y +Zy ) _ 2ly| < 2||/(x,y)|]2 et, comme en a., % est aussi continue en (0,0).

ox (x +y )
Comme f (x,y) = =& (y,x), o est ti (0,0)
x \%Y) = oy Y, X y est aussi continue en (0,0).
Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
of of of of
52¢ @(t,o) - @(0,0) 52 5.0, = —-(0,0)
C. axag(o»o) = l‘f}) n = lg%{ =1et ayax(o 0) = Pi% n = —1. On peut
of of of of
% 7(t30) - 7(0)0) a ai(ow t) - 37(0’ O)
aussi calculer 2-1(0,0) = lim 9 ox =0et 2%(0,0) = 1im oY y —0
0x t—0 t ay t—0 t

d. D’apres la contre-apposée du théoreme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C2 sur R?.

a. Comme f et g sont continues, le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ permet d’affirmer qu’il existe une
unique solution au probleéme de CAUCHY y’ + fy = g avec y(a) = b. Si on note F une primitive de f, les
solutions sur R de I’équation homogene (Eo) : y’ + fy = 0 sont les fonctions y : x + Ae™ " avec A € R. Par
variation de la constante, les solutions sur R de (E) sont lesy : x — (A + fox g(t)eFMat)eF™ avec A € R.
Parmi celles-ci, 'unique solution qui vérifie y(a) = b est telle que (A + fa t eF(t)dt)e*F(a) = b d’ou
A = bef(®) foa g(t)e"Mdt. Cest donc la fonction yo : x — (be" (@) — f g(t)eF®Mat + f eFMdt)e—F)
ce qui se simplifie par CHASLES en yo(x) = e T f eFWat 4 pefla)- F(X).

b. En prenant f: x — —a et g =h, f et g sont continues sur R donc, d’apres a., les solutions sur R de (E)
sont les fonctions y : x — (?\—l—fox h(t)e~*tdt)e™*. D’abord, comme ¥t > 0, |h(t)e™*'| < |[h||oo, Re™ " = @(t)
et @ est intégrable sur R, d’apres le cours donc, par comparaison, f;oo h(t)e™*tdt converge. Pour avoir

y bornée sur R, comme hT e** = 400 car « > 0, on doit forcément avoir une indétermination et avoir
X—>+00
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+oo . . +oo
A+ fo h(t)e~*'dt = 0. La seule fonction candidate est yq : x — —e® f h(t)e~*tdt. Pour x > 0, par
X

+
I'inégalité de la moyenne, |y1(x)| < ||h||oo, R€** fx - e tdt = [[h]|oo, e[~ ¥ 1 = ||h]|o0, R
+oo

Par conséquent, (E) possede une unique solution bornée sur R qui est yy : x — —e** f h(t)e™*tdt.
x

a. Comme f est développable en série entiere sur R, d’apres le cours, f y est de classe C* ainsi que toutes

+oo +oo
ses dérivées avec Vx € R, f/(x) = 3 nanx™ et f/(x) = Y n(n — 1)anx™ 2.
n=1 n=2
b. Pour x € R, x*(1 — x)f""(x) — x(1 + x)f'(x) + f(x) = x*f"(x) — x3f"(x) — x*f'(x) — xf'(x) + f(x) qu’on
—+oo —+oo —+oo +oo +oo
éerit > n(n — Nanx™ — 3 nn — Danx™ — 3 nanpx™ — 3 nanx™ + Y2 anx™ Or n(n — 1) est
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0

nul pour n = 0 oun = 1 et n est nul pour n = 0 donc on peut faire commencer toutes ces sommes a

n = 0. Dans la seconde et la troisieme, on effectue le changement d’indice p = n + 1 ce qui permet d’écrire
+o0

X2(1=x)f"(x) =x(1+x)f' (x) +f(x) = ao+ > [n(n—T)an—(n=1)(n—2)an_1—(n—1)an_1 —nan+an|x™
n=1

—+oo
Par conséquent, on a ¥x € R, x2(1 — x)f"(x) — x(1 + x)f'(x) — f(x) = ao + 3. bn(an — an_1)x™ avec

n=1

bp=Mn—1)72puisque n(n —1) —n+1=Mn-1)2et(n—1)(n—-2)+(n—-1)=(n—1)>2

c. Soit f une solution développable en série entiére de (E) sur | —1;1[, d’apres la question précédente, ap = 0
+oo

et Vn > 2, an = an—1 donc f(x) = 3 a1x™ = ]C”X (série géométrique). Réciproquement, si on pose
n=1 —X

Y1 ix e ix =-1+ ]1?, onavyj(x)= ﬁ et yi(x) = ﬁ donc pour tout réel x €] — 1;1], on

; 2 2 2 1 \

obtient x*(1 —x)y¥ (x) —x(1 +x)y] (x) +y1(x) =x"(1 —x) x o —x(1+x) x G + 3 ix =0 d’on

K21 = () = x(1 4049 +y1 ) = 2 (lt8) £3(1 =)

d. On vient de voir qu’en fait yq : x +— ; est solution de (E) sur chaque intervalle o (E) est sous

=0 : yj est solution de (E) sur ] — 1;1].

X

forme normalisée, & savoir 11 =] — 00;0[, I =]0; 1] et I3 =]1; +oo[. Effectuons une variation de la constante,
A
1—x
intervalles Iy.. En remplacant dans (E), x*(1 — x)A”(x)y1 (x) + 2x2(1 — x)A (x)y} (x) — x(1 + x)A'(x)y1(x) = 0

cherchons les solutions de (E) sous la forme y : x — = A(x)y1(x) avec A deux fois dérivable sur I'un des

car yj est solution de (E) donc les A(x) s’éliminent. Comme yj(x) = : X et yi(x) = (1]7)2, apres
—x —x
simplifications, la fonction A vérifie (F) : xA”(x) + A’(x) = 0. Les solutions sont les fonctions A telles que

N(x) = @ avec a € R donc A(x) = aln(|x|) + b avec (a,b) € R?. Les solutions de (E) sur I'un des trois
x

x(ak In(|x]) + bk)

: avec (ax,by) € R?.
—x

intervalles Iy sont les fonctions yy : x —

A détailler mais en termes de raccord, I'équation (E)

lf‘ avec b € R sur | — oo; 1[.

aln(x)
1

e admet comme solutions les fonctions y : x —

e admet comme solutions les fonctions y : x — avec a € R sur ]0; +o0].

e admet sur R seulement la fonction nulle.
La dimension de l'espace des solutions de (E) sur I est donc :

®2siI=]—00;0[ oul=]0;1[ ou I =]1;+o0].

e 15sil=]—o00;1[oul=]0;+0o0].

90



e 0sil=R.
a. Comme les deux fonctions t — cos(t)e™ V't et t — sin(t)e” vt sont continues sur R, par le théoréme

fondamental de 'intégration et par opérations, la fonction yo est de classe C' sur R, et on a I’expression
yo(x) = cos(x) fox cos(t)eVidt + sin(x) fox sin(t)e~Vidt + sin(x) cos(x)e™V* — cos(x) sin(x)e”V* donc
yo(x) = sin(x) fox sin(t)e~Vtdt + cos(x) fox cos(t)e"Vtdt. De méme, yh est de classe C! sur R, et on a
yg(x) = —sin(x) fox cos(t)e™VEdt + cos(x) fox sin(t)e”Vidt + sin?(x)e™V* + cos?(x)e VX = —yo(x) + e~ V¥
donc yo est bien solution sur R de I'équation différentielle (E).

b. Les solutions sur R% de I'’équation homogene (Eo) : y” +y = 0, comme les solutions de I’équation
caractéristique z2 4+ 1 = 0 sont z = +i, sont les fonctions y : x + acos(x) + bsin(x) avec (a,b) € R?. Par
théoréme de structure, comme on connait une solution particuliere de (E) d’apreés a. et que, par linéarité de
lintégrale, yo(x) = fox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))e Vidt = fox sin(x — t)e~Vtdt, les solutions de (E) sur
R* sont les fonctions y : x = acos(x) + bsin(x) + fOX sin(x — t)e~Vtdt avec (a,b) € R2.

c. La fonction g : t — e~ V1 est continue sur R par opérations et que g(t) = o(iz) car Um ute =0
—+o0 t u—-+o0

par croissances comparées, la fonction g est intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
d. Bien siir, si {g = &, = 0, il est clair que f : x — a(x)cos(x) + b(x)sin(x) tend vers 0 en +oc.

Réciproquement, si f : x — a(x) cos(x) +b(x) sin(x) admet une limite finie £ en 400, comme 1111 f(nm) = ¢,
n—+oo

ona lim (—=1)"a(nm) = { ce qui prouve que {, = { = 0. De méme, comme lim f(mr + E) ={, ona
n—+oo n—+4o0 2

nETw(—1)"b (mr + %) = { ce qui prouve que {, = ¢ = 0. Par double implication, on a bien montré que
pour deux fonctions a,b : Ry — R ayant des limites finies {4 et {p respectivement en +o0, la fonction
f:x — a(x)cos(x) 4+ b(x) sin(x) admet une limite finie en +o0 si et seulement si £, = {p = 0.

e. Les deux fonctions f1 : t — cos(t)e ™Vt et f5 : t — sin(t)e V" sont continues sur R, et, comme
1f1(t)] < e Vet [f2(t)] < e VY, on en déduit que f; et f, sont intégrables sur R, par comparaison avec
la question c.. On peut écrire y : x — (a - fox sin(t)e"/{dt) cos(x) + (b + fox cos(t)e*\/{dt> sin(x)
les solutions de (E) et les fonctions x — a — fox sin(t)e Vidt et x — b+ f: cos(t)eVidt admettent

[e’e] “+o0
respectivement pour limite £, = a — fo sin(t)e"Vidt et £, = b + fo cos(t)e Vidt en +oo. D’apros
la question d., la fonction y admet une limite finie en 400 si et seulement si £, = £, = 0 c’est-a-dire
. . o Vi too Vi . .
si et seulement si on a a = fo sin(t)e”Vldt et b = —fo cos(t)e”Vtdt. Ainsi, la seule fonction y
solution de (E) sur R qui admet une limite finie en +o00 est la fonction y; dont 'expression est donnée par

Y1 i x — (fooo sin(t)ef‘/{dt — fox sin(t)ef‘/fdt) cos(x) — (f;_oo cos(t)eiﬁdt — fox cos(t)eiﬁdt) sin(x)

+
qui se simplifie en y7(x) = cos(x) foo sin(t)e”Vidt — sin(x) f > cos(t)e Vidt = foo sin(t — x)e~Vidt.
X X X
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