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[PARTIE 1 : UNE PROPRIETE DE PERRON-FROBENIUS)

1 it1q1
Comme on a \[;) ttdt = [t+ 1}0 = - Jr] si i € N, par linéarité de l'intégrale, pour un vecteur colonne
i i

X € Mu,1(R) comme dans I'énoncé tel que *X = (xo x1...%n_1),

fo] (X(1))%dt = j: ( > ijkthrk) dt = > Xj XK f()] Jkdt = > _ X%k

0<j,k<n—1 0<j,k<n—1 0<j,ken—1J +k+1

‘ 1~
On constate que Hy, est symétrique réelle. Par calcul matriciel, *XHp X = > L L T f (X(t))?at.
0<j,ken—1J +k+1 0

1~
Comme fo (X(t))?dt = 0, on a *XH,X > 0, ce qui garantit que H, est symétrique positive. De plus, si
1 -
YXHn X = 0, alors j;) (X(t))?dt = 0 et, comme X? est une fonction continue et positive sur [0; 1], on en déduit

~ n—1
que X est la fonction nulle sur [0;1], donc que le polynéme > xX* admet une infinité de racines ; il est
k=0

donc nul et on a bien X = 0 ce qui prouve que ’Hn est symétrique définie positive. ‘|

D’apres le théoreme spectral, H,, n’admet que des valeurs propres réelles car son polynéme caractéristique
est scindé dans R[X]. De plus, soit A € Sp(Hy), alors il existe un vecteur X # 0 € My 1(R) tel que
HnX = AX. Alors *XH,X = A'XX = A[|X||? > 0 d’aprés la question précédente. Or ||X||> > 0 car X # 0 donc

_ YHLX
- 2
I1X]|

A >0. On a bien |Sp(Hn) C R}.

(=) Si X € V, alors H,X = p, X par définition, donc on a directement *XHn X = pf XX = py [|X]|2.

(<=) D’apres le théoréme spectral, en notant Ay < Az < ... < A, = py les différentes valeurs propres

de H, classées dans lordre, on a R™ = éE;\i(Hn). Ainsi, pour un vecteur X € My 1(R) = R™ tel
i=1
que *XHpX = piXX = pn||X||%, il existe (Xi,...,Xy) € Ex,(Hn) X -+ X Ex,(Hyp) tel que X = ij]xi,
i=
alors *XHuX :t< i] Xi) ( i] 7\ij) = ki1 A Xk Xk par bilinéarité et car 'X;X; = 0 si i # j. La condition
i= = =
XHpX = pt XX donne donc pp Er:] [[Xi|]? = ZT:I Ai||Xi]|%, ou encore ZT:](pn —A)|[Xi||? = 0. Ces termes étant
i= i= i=

tous positifs, Vi € [1;7 — 1], (pn — Ai)|[Xi||* = 0 implique X; = 0. Ainsi, X = X; € E,, (Hn) = V.

Par double implication, on a bien prouvé que ’X € V si et seulement si *XH, X = pn ||X]|%.

Pour (<=), on pouvait aussi dire que si *XH,X = (X|H,X) = pn||X||?, avec I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

T 2 T 2 T
on a pal[X|[2 < [X]] [HnX]l sauf aue [[HnXI2 = || 3 HaX;||" = || 52 A%]|” = 3 A2113112 par Pyraacore
=1 =1 =1

,
donc, comme 7\]-2 < A2 = p2, cela donne |[HpX||? < p2 Z 11X5]]> = p2IX||? d’ott |[HnX|| < pnl[X||- Ainsi,
]:

—_

onl X[ < X[ [[HnX|| < pnl|X||? et ces inégalités sont des égalités. D’aprés CAUCHY-SCHWARZ, on en



déduit que (X, HnX) est liée. Soit X = 0 et alors X € V. Soit X # 0 et alors HnX = AX mais ||[HnX]|| = pn]|X]|
implique, comme A > 0 d’apres 1.3, que A = p,,. Dans tous les cas, on a bien X € V.

XjXk

Comme H, est positive, on a *XoHnXo = [*XoHnXo| = —-x
0<j,iken—1) +k+1

. On utilise alors I'inégalité

triangulaire pour avoir |*XoHnXp < > M =" |Xo|Hn|Xo]-
0<j,ken—1J +k+1

Comme Xo € V par hypothése, d’apres la question 1.4, *XoHnXo = pn||Xo||* donc pn||Xo||* <* |Xo|[Hn |Xo
T

d’apres 'inégalité ci-dessus. En décomposant comme avant |Xo| = Vi avec Vi € E,,(Hn), comme
i=1
.
la famille (V1,...,V;) est orthogonale, on a |||[Xo|||> = 3 |[Vil|>. De plus, comme les carrés des com-
i=1

'
posantes des vecteurs Xo et |Xo| sont les mémes, Xo et [Xo| ont méme norme donc ||Xo||? = Y ||Vi]|?, d’ou
i=1
T T
“Xo[Hn|Xol = 3 AtViVi < pn 3 [IVill* = pnl[Xol[?. On obtient done pnl[Xo||* <* [Xo[Hn[Xo| < pnlXoll?.
i=1

i=1

Ainsi, YXo[Hn|Xo| = pn||[Xo|||? ce qui montre, avec 1.4, que ||Xo| € V.

Xo est non nul, or tous les coefficients de Hy, étant strictement positifs et |Xo| ayant des coordonnées positives

et non toutes nulles, cela impose que ’toutes les composantes de Hy |Xo| sont strictement positives. |

Alors, comme |Xo| € V d’aprés la question 1.5, on a Hn|Xo| = pn|Xo| et, puisque pn, > 0, cela implique que

’toutes les composantes de |Xo| sont strictement positives, celles de X sont donc toutes non nulles. |

Soit Xo = (x0,.--,%n—1) un vecteur non nul de V. Soit Y = (yo,...,yn—1) un autre vecteur de V. Comme
xo est non nul d’aprés la question 1.6, on peut former le vecteur X = Y — Y9X, qui appartient & V par
X0

structure d’espace vectoriel de V. Or, par construction, la premieére composante de X est nulle, et la question

1.6 montre alors que ce vecteur ne peut étre que le vecteur nul. Ainsi, Y = 30X, € Vect(Xp). On vient de
X0

montrer que V C Vect(Xo). L’autre inclusion étant évidente, on a ’V = Vect(Xp) est de dimension 1. |

(PARTIE 2 : INEGALITE DE HILBERT)

ud T imoq7 imm —_1)m _
Comme on a f 1d0 = et f etmOdp = [e' } = —1_ ( ],) lsime N*, on a par linéarité,
0 0 mm 1o immn imm

T (ei00i04g — [ i (41)0 g0 — SN o [T i1 — i SN G [yl
LP@)ew—Jg;ﬁe d&jg%ﬁe d&—%§0+M(U 1.

. g gmt1 ]! 1T— ()™ o o .
Mais on a aussi f : t™mdt = [ T J = 1 si m € N, et par linéarité de I'intégrale, on obtient
m — m

les relations 1 P(t)dt = Ed: a; 1 tdt = i G - (=)t =1 7rP(eie)eiede (pas d’intégration
=1 I =0 G+1) 0 P &
= j=

par parties complexe méme si formellement cela coincide).

) 1 7T . . 7T .
Comme |—i| = 1 = |e'?] et par inégalité de la moyenne, ‘f : P(t)dt‘ = ‘fo P(e‘e)e‘ede‘ < fo |P(et9)|de.




1 T -
Gréce a la question 1.1, *XH,X = fo IX(t)|?dt < f 1 IX(t)|?dt car X(t)? = 0 et —1 < 0 ol 'on a posé

~ n—1 n—1
X(t) = 3 xth = Q(t) avec Q = Y. xiX*. En appliquant ce qui précéde au polynéme P = Q?, comme
k=0 k=0

Pe)] = [QEe®) = [K(O), |xHux < [ Qx(ar< [T 1o (e®)]as = [ [X(e'®)ae.

Comme [X(e9)]? = X(e'®)X(el®) = X(e'®)X(e %) car X est une fonction polynomiale réelle et que e?® = e~ .

S n—1 X n—1 . .
Ainsi, |X(e®)2 = ( > xpelvﬂ)( > qu“m) =Y xpxgei® 90 dioi
p=0 q=0 o<p,qsn—1
T T n—1 (—1)P~9 —1
X(e'®)|>de = > XpX et®P=d0q9 = S X2+ > XpXq—7———-
j;) 0<p,q<n—1 P qfo moo 0<pAqEn—1 PR A(p —q)n

en distinguant selon que p = q ou p # q dans la somme précédente et avec les intégrales calculées en 2.1.

—1)P—9 _
Comme les xy sont des réels, la quantité > XpXq (1)71
0<p#q<n—1 i(p—q)m
T o~ . n—1
cette quantité vaut aussi f o IX(e*®)[?de —m > x2, qui est un réel, on en déduit que cette quantité est nulle
m=0

est clairement un imaginaire pur. Or,

(car iRN R = {0}) d’on foﬂ IX(e*®)|?de = m 3 x2,. Ainsi, avec I'inégalité de la question 2.1, on obtient

m
m=0

bien | XHaX < [ () 2d0 = 0 S <2, = X2
m=

m

Autre méthode : comme la fonction 8 — [X(e!®)|? = X(e!®)X(e~'°) est paire, on a facilement la relation

T o~ T o~ . ud T imoq7
fo IX(e®)|2d0 = % [ IX(ei)2d0. Or [ 1de=2met [ emOde = [e, } =0sim =0, donc
—7T —7T —7T 1im —7T
T o~ T n-1
JoXE®)Pdo= ¥ xpxq [ elP®%0 = Y 2mxd,
- 0<p,q<n—1 - m=0
-~ . n—1
Par conséquent, plus simplement qu’avant, on trouve aussi fon IX(e'®)|2de = %(271 Zo x%) = 7||X]||2.
m=

Comme la sous-matrice contenant les n premieres lignes et les n premieres colonnes de Hn 1 est la matrice

H,,, on va pouvoir trouver un lien entre p, et pnyi. En effet, soit X,, # 0 € V un vecteur propre de Hy,
Xn
0
XnHnXn = XH; 11X en effectuant le calcul. D’aprés la question 1.4, "X Hy X, = pn||Xn||2. Comme a la

associé a la valeur propre p,, on pose alors le vecteur X = ) € Mn41,1(R), alors X # 0 et on trouve

question 1.5, il vient aussi *XHn 41X < pny1]|X||2. Tout ceci implique que ppn|[Xn|[? < pny1||X]|? or il est
clair que [|X|| = |[Xn|| donc, comme |[Xy||> > 0, on a pn < pna1 et la suite (pn)nen- est croissante. De plus,
si X € V non nul, d’aprés les questions 1.4 et 2.2, *XH,X = p|[|X||?> < ||X||* donc p,, < m car ||X||? > 0.

Ainsi, la suite (pn)n>1 est croissante et majorée par m.

D’apres le théoreme de la limite monotone, ’ (pn)n>1 est croissante et converge vers un réel ¢ < 7. |




[PARTIE 3 : UN OPERATEUR INTEGRAL

Comme K;, est une fonction polynomiale donc continue sur le segment [0; 1], elle y est bornée et on peut
définir M = ||Kn||oo,[0517- En fait, comme K, est croissante et positive sur [0;1], on a M = K (1) = n mais
¢’est sans importance. Soit f € E, alors pour tout réel x € [0; 1], la fonction @y : t — Ky (tx)f(t) est continue
sur [0;1] et Vt € [0;1], |ox(t)] < M|f(t)| car xt € [0;1]. Par conséquent, comme @y (t) = O(f(t)), le théoreme
de comparaison montre que @ est intégrable sur [0; 1] donc que la fonction Ty, (f) est bien définie sur [0;1].
Pour la continuité de T, (f), on a le choix entre deux approches :

1 1 ,n—1
e Pour x € [0; 1], alors T (f)(x) = fo Kn (tx)f(t)dt = j;) ( > thk>f(t)dt or toutes les fonctions t — t*f(t)
k=0

n—1

sont intégrables sur [0; 1] car Vt € [0;1[, [t*f(t)] < |f(t)], ainsi To(f)(x) = > (fol tkf(t)dt>xk par linéarité
de l'intégrale et la fonction Ty (f) est polynomiale donc continue sur [0;1 [.k:O
e Soit h: [0;1[?— R définie par h(x,t) = K, (tx)f(t) de sorte que T, (f) = j: h(x,t)dt.
- Pour t € [0;1], la fonction x — h(x,t) est continue sur [0;1] car Ky lest.
- Pour x € [0;1], la fonction t — h(x,t) est continue et intégrable sur [0; 1] (on vient de le faire).
- Pour (x,t) € [0;1[%, [n(x,t)] < M|f(t)| et f est intégrable sur [0; 1.
Par théoréme de continuité sous le signe somme, T, (f) est continue sur [0;1] : T,, va bien de E dans E.

De plus, si (f,g) € EZ et A € R, par linéarité de I'intégrale, pour tout réel x € [0;1], on a

Ta(M 4 9)(0) = [ Kn(b) (1) + g()at = A [ Kn(00r(0)at + [ Kn(6)g(t)at = ATa(H)() + T (g) (x)

ce qui montre que Ty (Af + g) = AT (f) + Tn(g) donc que T, est linéaire.

Enfin, comme on a vu que T, (f) est une fonction polynomiale, elle est intégrable sur [0; 1] (sur [0;1] aussi

d’ailleurs car elle y est continue). Tout ce qui précede justifie bien que |T, est un endomorphisme de E. |

E est un espace de dimension infini puisqu’il contient toutes les fonctions polynomiales par exemple. En
notant R, _1[x| le sous-espace de E formé par les fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n — 1,
on vient de montrer ci-dessus que Im(T,) C Rp_1[x]. L’endomorphisme T, ne saurait donc étre injectif. En
effet, méme sa restriction & Rn[x] C E ne lest pas car dim(Rp[x]) = n+1 > n = dim(Rn_1[x]) grace a

la formule du rang. Il existe donc une fonction non nulle f € E (et méme mieux f € Ry [x] \ Rn—_1[x] donc

polynomiale de degré n exactement) telle que T, (f) = 0 ce qui montre que ’O est une valeur propre de Ty,. |

(m)

Autre méthode : dans la méme veine que les polynémes de LEGENDRE, en posant f : t — [(t(t —1))"]

f est polynomiale de degré n exactement donc non nulle, et on a, en effectuant des intégrations par parties
1
successives, Vk € [0;n — 1], fo t*f(t)dt = 0 donc T, (f) = 0 ce qui montre & nouveau, mais de maniére

constructive, I’existence d’un vecteur propre de T,, associé a la valeur propre 0.



[3.2] En notant X = (xo -+ xn_1), pour x € [0; 1], To(X)(x) = f; K ()X (t)dt = f (z tix 1)(1.12; xjt)dt donc
=

WO = % by [ves  y X
X) = X X5 t t= P E—
" 0<ijn—1 ' Jo o<ijen—1t+ji+1
Or on se rappelle avoir déja vu ce style de calcul matriciel en question 1.1, et en posant Yx € Mn 1(R) le
vecteur colonne tel que 'Y, = (1 x---x™ "), on a Tn(X)(x) =t YyHnX = XHp Yy.
On a vu en question 1.1 que H;, est définie positive, donc 0 n’est pas une valeur propre de Hy, alors qu’on

a vu a la question précédente que 0 est une valeur propre de Ty .

e Soit un réel A valeur propre de Hy, il existe donc X € My 1(R) non nul tel que *X = (xo x1...xn—1) et

HnX = AX. Si on reporte ceci dans 1'égalité ci-dessus, T, (X)(x) =' YoHnX = AV, X = A 3 xexk = AX(x),
k=0

donc T, (X) = AX avec X # 0 qui est un vecteur propre de T, : A est une valeur propre de Ty,.

e Soit un réel non nul A valeur propre de Ty, il existe donc une fonction non nulle f € E telle que T, (f) = Af

ce qui justifie, comme A # 0, que f = %Tn(f) € Ry_1[x]. Ainsi, f est une fonction polynomiale de degré

n— ~
inférieur & n — 1. On peut donc poser Vx € [0;1], f(x) = Y xkx* = X(x) =" YyxX en posant X € My, 1(R)

tel que *X = (x0 %7 ...xn_1). Comme f est non nulle, ses coefficients ne sont pas tous nuls donc X # 0. A
nouveau, si x € [0; 1], Tn(X)(x) = AX(x) = AV, X =t Y,H,X. En notant *(H,X —AX) = (ap aj...an_1), 0n a

n—1 n—1

Vx € [0;1], 3= arx® = 0 ce qui prouve que le polynéme > aiX* admet une infinité de racines ; il est donc
k=0 k=0

nul et ap =--- = an—1 =0 d’ou HLX = AX et A est une valeur propre de Hy car X # 0.

Remarque : on a établi que si A € R*, alors X est un vecteur propre de Hy, associé & A si et seulement si X

est un vecteur propre de T,, associé a A.

Toujours est-il que, par double implication, |T, et H,, ont les mémes valeurs propres non nulles. |

e Puisque pn # 0 et que c’est une valeur propre de Hy, il existe un vecteur X € My 1(R) non nul qu’on
écrit *X = (xg..xn_1) tel que HpyX = pX. Avec les notations de la partie 1, X € V mais on sait d’apres les
questions 1.5 et 1.7 que |X| € V et que V = Vect(X). Ainsi, |X| et X sont colinéaires ce qui justifie d’apres 1.6

que les coefficients de X ont méme signe strict. Quitte a remplacer X par —X, on peut supposer que X a tous

- n—1
ses coefficients strictement positifs : X = |[X|. On a vu & la question 3.2 qu’en posant f = X : t = > xt¥, on
k=0
avait f € E et Tn( )= pnf La fonction f est strictement p051tlve sur [0;1] d’out f € A et, puisque Tn (f) = pnf,
on a Vx €]0;1], = f Kn (tx)f(t)dt = F(x) donc Sup f Kn (xt)f(t)dt = pn, (F est constante).

e Soit ¢ € A quelconque, a fortiori ¢ € E donc, pour x 6]0;1[, Tn(e)(x) = fo Kn (tx)e(t)dt existe comme
1 1
o(x) ®(x)
donc continue sur le segment [0; 1], comme est continue la fonction

1
fo Kn (xt)@(t)dt. De plus, Tn (@) est polynomiale
1

car @(x) > 0 donc on peut considérer la quantité

par hypothése sur ce méme segment ;

t)dt se prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1],

1
elle y est donc bornée ce qui justiﬁe lexistence du réel S(¢) = Sup ( ] f Kn(tx)cp(t)dt>.
x€]0;1] (p(x) 0



Pour obtenir I'inégalité de ’énoncé, il suffit de montrer que p, minore I = {S(¢) | ¢ € A}, c’est-a-dire

que pour toute fonction ¢ € A, S(¢) > pn, ou encore qu’il existe x €]0;1[ tel que ®(x) = pn = F(x) (voir
les notations introduites ci-dessus). Pour x €]0;1[, et méme pour x € [0;1] puisque ces deux fonctions se

prolongent par continuité au segment [0; 1], travaillons 'expression ®(x) — pn, = P(x) — F(x) :

®(x) — F(x) = ] f Kn(xt)p(t)dt — 16(17) fol Kn (tx)f(t)dt = f(]T) f cp(t)Kn(xt)( f(x)) - @)dt.

o(x) Jo 0 o(t)

Or la fonction ¢ = £ est continue sur le segment [0;1] (en tous cas elle s’y prolonge par continuité) donc
)

elle y est bornée et y atteint ses bornes. En considérant a € [0;1] tel que ¥(a) = 7\4[(()171(] (¥(t)), on a donc
tel0;

1
®(a) —F(a) = f(]—) fo o(t)Kn(at) (Ib(a) —P(t))dt > 0 car f(a) > 0 et Vt € [0;1], Kn(at) > 0 et $b(t) < W(a).
a
Ainsi, ®(a) > pn = F(a) donc TV[[BD]Q]((I)(X)) > pn et, par continuité de @ sur [0;1], S(®) = Sup (P(x)) = pn.
x€[0; x€]0;1[
Par conséquent, I’ensemble I est une partie non vide de R minorée par p,, sa bornée inférieure existe et,

1
étant le plus grand des minorants, |Inf(I) = Inf Sup 1 Kn(tx)e(t)dt = Inf Sup P(x) = pn-
) @A xelo:.1[ @ (%) f" n(tx)o(t) PEA xe]0:1 () > on

On a vu au début de la question que si ¢ =f € A, ona F:x+ py donc Sup (F(x)) = pn donc le minorant
x€]0;1]

1
pn de I est dans I ; cette borne inférieure est donc un minimum et |p,, = Min Sup 1 f Kn (tx)@(t)dt.
eeA xeloi1] @(x) Jo

De méme, avec b € [0;1] tel que ¥(b) = Min (¥(t)), ®(b) — F(b) = 1 fo] @(t)Kn(bt) (W (b) — P(t))dt <0

te[0;1] f(b)
donc M[éq](q)(x)) < pn qui montre & nouveau que I]})ﬂ [(<I>(x)) < pn. Comme avant, on en déduit la majo-
xe€|0; x€|0;
ration Sup I]T(L)f1 [(<I>(x)) < pn. Puisqu’on a égalité en prenant ¢ = f, cela donne aussi ’égalité dans la majo-
feA x€J0;

1 1
ration précédente, a savoir =S Inf —— Kn(t t)dt =M Inf —1— K (t t)dt.
P P e xelon] o (x) fo n(tx)e(t) 0EA xel01] @ (x) f" n{tme()
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(PARTIE 1 : CAS PARTICULIERS)

En identifiant My (R) et RV, A€ M ({=1,1}) étant un n?-uplet de +1, |card (Mn({—1,1})) = b

Comme il ne contient par la matrice nulle, ’Mn({—h 1}) n’est-pas un sous-espace vectoriel de My, (R). |

Notons A = (ai,j)1<i)j<n € Mn({,]’]})’ X = (Xi)1<i<n € {7],]}“ et Y = (yj)1<j<n{f],]}n. Alors

n n
XAY = Y ( xiai,jyj) est un entier relatif comme somme d’entiers relatifs, par inégalité triangulaire,
1

i=1 \j=
[*XAY]| < i (i \xiai,jyﬂ) = i (i 1) car Y(i,j) € [1;n]?, Xi,Yj, ai,j € {—1,1}: ’S(A) C [-n?;n?].
i=1 “j=1 i=1 Yj=1

Pour tout (X,Y) € ({—1,1}™)? et A € M ({—1,1}), notons E = {(i,j) € [1;n]? | xiaijy; = 1}, e = card (E),
F={(i,j) € [1;n]? | xiai,jy; = —1} et f = card (F). Il est clair que (E, F) forme une partition de [1;n]? donc

e+ f =mn?. De plus, on a vu ci-dessus que 'XAY = e — f donc 'XAY = n? — 2f a la méme parité que n? d’on

’S(A) C {n? —2f | f € [0;n]} strictement inclus dans [-n?;n?]| (par exemple, n?> —1 ¢ S(A)).

Enfin, si k € S(A), alors il existe (X,Y) € ({—1,1}™)? tels que k = 'XAY et, en prenant X' = —X € {—1,1}™,

on a *X’AY = —*XAY = —k € S(A), donc ’S(A) est bien un ensemble symétrique par rapport a 0. |

Si k € S(B), alors il existe par définition (X,Y) € ({—1,1}")? tels que k = *XBY. En posant X' = CX et
Y = DY, X' et Y sont dans {—1,1}™, car 'ensemble {—1,1} est stable par multiplication, on en déduit que
k € S(A) car 'X’AY' = '(CX)A(DY) = 'X'CADY = 'XCADY = 'XBY = k. Par conséquent, S(B) C S(A).
Comme C? = I et D? = I, les matrices C et D sont leur propre inverse. Puisque B = CAD, on a donc
CBD = C2AD? = A. D’aprés ce qui précede, on a donc aussi S(A) C S(B).
Par double inclusion, si (A, B) € My ({—1,1})? et s'il existe des matrices diagonales C et D ne contenant que

des 1 et des —1 sur la diagonale, telles que B = CAD, on a |S(A) = S(B).

Soit X = (X],Xz) etY = (y1,y2) dans {—1,1}2. Alors 'XIY = x1yYy1 +x1y2 +x2y1 +x2y2 = (X] +X2)(y1 +y2).
Comme (x7 + x2,y1 +y2) € {—2,0,2}%, on a *XAY € {—4,0,4} : S(I) C {—4,0,4}. De plus, pour X = (1,1)
et Y= (1,1), il vient *XIY =4, donc 4 € S(I). Pour X = (—1,1) et Y = (1,1), *XIY = 0 donc 0 € S(I). Enfin,

S(I) est un ensemble symétrique par rapport a 0, donc —4 € S(I). Au final, on a ‘S(I) = {-4,0,4}. |

De méme, 'XJY = x1y1 +x1y2 +x2y1 —x2y2 = (x1 + x2)(y1 +y2) — 2x2y2 donc *XJY € {—6,—2,2,6}, ainsi

E{—4,0,4} G{—Z,Z}
S(J) € {—6,—-2,2,6}. De plus, d’apres la question 1.2, on a S(J) C [—4;4] donc S(J) € {—2,2}. Or 2 € S(J)

en prenant X = (1,1) et Y = (1,1), donc —2 € S(J) par symétrie. Par conséquent, |S(J) ={-2,2}.



En choisissant judicieusement C et D, on peut, en effectuant le produit CAD, multiplier les lignes et les
colonnes de A par 1 ou —1 de toutes les manieres possibles. Par exemple, en prenant D = diag(—1,1) et
C = diag(1,—1), on multiplie la deuxie¢me ligne de A et la premiere colonne par —1 en calculant CAD. De
plus, ces opérations laissent S(A) inchangé d’apres la question 1.3.

e Les matrices qui contiennent exactement 0, 2 ou 4 fois le chiffre 1 s’obtiennent en partant de I et vérifient
S(A) = S(I) = {—4,0,4}. Par exemple, <_]] 11> = diag(—1,1) x I x diag(—1,1).

e Les matrices qui contiennent exactement 1 ou 3 fois le chiffre 1 s’obtiennent en partant de | et vérifient

S(A) = S(J) = {-2,2}. Par exemple, (_]1 :]) — diag(1,—1) x | x diag(1,~1).

Au final, on n’a que deux choix sin =2 et A € M ({—1,1}), c’est ’S(A) ={-4,0,4} ou S(A) = {-2,2}. |

On peut penser a tourner ces implications dans les deux sens. Commencons dans le sens direct :

(i) = (it) Pour (X,Y) € ({=1,1})% avec 'X = (x1 x2 --+ xn) et 'Y = (y1 y2 -+ yn), la matrice 'XAY s’obtient &
partir de A en multipliant les lignes Ly de A par x; et les colonnes Cj par yj (& gauche on modifie les
lignes, et & droite les colonnes). Ainsi, si n? € S(A), avec les notations de 1.2, cela signifie que f = 0 :
il n’y a pas de —1, donc que des 1, dans tous les termes a; jx;y;. Ainsi, en notant D = diag(x1,- -, xn)
et D’ = diag(yr,--+,yn), on a DAD’ = (aijxiyj)i<ijen = ) = (1)i1<ij<n. Comme ] = U'U avec
U= ---1),D=D""et D' =D, cela donne A = DUtUD’ = X'Y (faire le calcul matriciel).

(i) => (iit) Si A = X'Y avec (X,Y) € ({—1,1})?, les colonnes de A sont les y;X # 0, d’ot rg(A) = 1.
(iii) = (i) Si rg(A) = 1, comme toutes les colonnes de A sont non nulles, il existe, pour i € [1;n], un entier

yi = *1 tel que C; = yiCy (avec y; = 1). En notant Y le vecteur colonne tel que 'Y = (y1 y2 -+ yn),

n
la matrice AY est la matrice colonne contenant nCy puisque » yjz = n. Par conséquent, en notant
j=1

X =Cy € {-1,1}" 'XAY = n'C1Cy =n||C1||2 = n? € S(A).
Mais on pouvait aussi bien str le faire dans le sens inverse :
(iii) = (ii) Si A est de rang 1, en notant Cy,...,Cy les colonnes de A, comme C; # 0, les autres colonnes sont

multiples de C; et il existe donc, pour i € [1;n]], un entier y; = 4t = +1 tel que C; = y;C; (avec
a

y7 = 1 bien sur). Ainsi A = Cy X (y7 y2 *-- yn) et, en notant X et Y les deux vecteurs colonnes de
{=1,1}" tels que X =Cq et 'Y = (y1 y2 - yn), alors A = X'Y.
(it) = (i) Si A = X'Y avec (X,Y) € ({—1,1}™)?, alors 'XAY = X(X'Y)Y = (*XX)(*YY) = [|X||?||Y||* = n? € S(A).

(1) = (iii) Sin? € S(A), alors il existe deux vecteurs colonnes X et Y de {—1,1}™ tels que 'X = (x1 x2 -+ xn) €t
n

n
Y = (y;yz2 -+ yn) et n? = XAY = 3 (Z ai,jxigj). Or, pour (i,j) € [1;n]?, xiai,jy; € {—1,1},
i=1 Vj=1
n n ' !
donc la condition n? = 3 (Z ai,jxiyj> se traduit par V(i,j) € [1;n]?, ai,jxiy; = 1 (somme de
i=1 Vj=1
n? termes, chaque terme valant au plus 1). Par suite, comme (xi,ai‘j,yj) S {—1,1}3 pour tout

(1,j) € [1;m]?, on en déduit que x;y; = aij. On a donc, pour tout j € [1;n]], y;X = Cj (colonne j de

A) donc toutes les colonnes de A sont multiples de X. Comme A # 0, on a bien rg(A) = 1.

On a bien montré I’équivalence : ‘nz €S(A) <= (3(X,Y) € {-1,11)2 A =X'Y) < rg(A) = 1.




Les matrices A € My ({—1,1}) vérifiant n? € S(A) sont exactement celles de rang 1 d’apres la question 1.5.
Pour les dénombrer, on établit un protocole de choix bijectif :
e On choisit la premiére colonne Cq de A : 2™ choix (n cases de +1).
e Pour j € [[2;n]], on choisit le terme en case (1,j), les autres termes de la colonne j de A s’en déduisent

puisque C; = LIS 1 : cela fait 2 choix pour chaque colonne donc 2™~! choix (ils sont indépendants).
aj

’

22n—1 1 1
2

- ~Sm-nT

Il y a donc 22! telles matrices, donc |la proportion cherchée est 5
om —2n+1

(PARTIE 2 : MAJORATION |

La variable aléatoire Uy est finie, de méme que e pour A € R, donc eM!' admet une espérance finie et,

d’apres le théoreme de transfert, avec la loi de Uy donnée par I’énoncé, on obtient
1
E[e* ] =e *P(U; = —1) + e P(Uy =1) = E(e#‘ +¢e) =ch(p).

Ainsi, (A) = In(ch(A)) et @ est de classe C™ sur R avec ¢’(A) = sc}li(();\)) = th(A) et ”(A) = 1 — th(A)?2.

2
On pose ¥ : t — o(t) — %, 1V est aussi, par opérations, de classe C* sur R et on dérive deux fois :

P'(t) = th(t) —t, P"(t) = —th?(t) < 0. Ainsi, P’ est décroissante sur R, comme {’(0) = 0, |’ est positive

sur R_ et négative sur R} d’ot1 ¢} est croissante sur R_ et décroissante sur R . Par conséquent, { maximale

2
en 0 ou elle vaut ¥(0) = In(ch(0)) = 0. ¥ est donc négative sur R donc |VA € R, ¢(A) = E[e?1] < )‘?

2
On pouvait aussi, comme on I’a vu cette année, comparer E[e*!1] = ch()) et exp (7‘?) en passant par les

!
séries entieres. En effet, comme ¥n € N| (2] I < 2“] ;car (Zn') =Mm+1)x---x(2n)>=2x---x2=2"

pour n > 1 et 0! = 290! = 1, il vient
VA€ R, ch(\) = 5% AT o §F AT
€ R, =
ch(d) 2 (2n)! T = 2™l

n=0

et on utilise ensuite la croissante de la fonction In pour retrouver le résultat.

Soit t € R, comme exp est strictement croissante et A > 0, (S > t) = (ASx > At) = (eMSk > M) d'ou

k
I’égalité des probabilités P(Sy > t) = P(e?S* > ). Comme Sy = Y U;, Sy admet une espérance finie par

i=1
K k
somme et, par mutuelle indépendance de Uy, ---, Uy, E[e?x] = [] E[er] = [] e®P) = k@M puisque
i=1 i=1
les U; suivent la méme loi que Uy. Comme e*S* est positive et admet une espérance finie, d’apres I'inégalité

ASi
t'> 0, comme attendu, |P(Sx >t) = P(eM* > M) < % = exp(k@(A) — At).

de MARKOV, comme e*




Soit t > 0, la majoration de la question précédente est d’autant plus intéressante que le majorant est petit,

2
en les valeurs de A € R*. pour lesquelles k@ (A) — At est minimale. Or k@ (A) — At < k% — At =0(A) d’apres

2
la question 2.1 et 8’(A) = kA — t. 0 est donc minimale pour A = i > 0 en lequel 9(%) = —;—k. D’apres 2.2,

2
en prenant A = i, on trouve donc I'inégalité de HOEFFDING, |P(Sx >1t) < exp ( - ;—k)

—At
Bien stir, étudier le minimum de la fonction o : A — k@ (A) —At = kIn(ch(A)) —At = kIn (ch(A)eT> serait

plus précis mais le majorant n’aurait pas une expression aussi simple. En effet, «’(A) = kth(A) — t donc,

comme th est strictement croissante sur R et bijective de R dans | — 1;1[, on considére trois cas :
—At
e sit > k, a est strictement décroissante sur R et, comme lim ch(A)e k = —oco car ch(A) ~ &
A—+oo +oo 2

—At
donc ch(A)e & o % exp ((1 — %)) En faisant tendre A vers +o0o dans la majoration précédente, on
oo

obtient P(Sy >t) < 0 donc P(Sk > t) =0 ce qui est évident puisque S (2) C [—k; k]

e sit <k, a est minimale en Ao tel que kth(Ag) = t, c’est-a-dire en Ay = Argth (i) = %ln (%)

t—k —t—k
Ainsi, grace a 2.2, P(Sx > t) < exp(ke(Ao) — Aot) = (1 — i) - (1 + i) - (apres calculs).

Comme C suit une loi uniforme, toutes les matrices M € My, ({—1,1}) ont la méme probabilité A > 0 d’étre

image de w € Q par C. Ainsi, C est surjective et card (C(2)) = card (M, ({-1,1})) = 2™*. On peut résumer :
1
e Pour tout M € M,,({-1,1}), P(C=M) = o — A

e Pour E € Ma({-1,1}), (C € E) = | (C = M) (disjoints) donc P(C € E) = 3 P(C = m) = <d(E)
MeE MeE n
Il est clair que chacune des variables aléatoires x;y;Cy,j est a valeurs dans {—1,1} car {—1,1} est stable par

2

produit. Pour tout (i,j) € [1;n]“, comme les événements (xiy;Ci,; = 1) et (Cij = xqyj) sont égaux, on a

P(xiyjCij =1) = P(Cij = xiyj)-

Or, Eij = {C € Mn({—1,1}) | Ci,; = xiyj} est une partie de M, ({—1,1}) de cardinal 27"~ car pour chacune
des n? — 1 cases différentes de la case (i,j), on a le choix (indépendant) de 41 dans celle-ci. Ainsi,
card (Eij) 2V 11

P(xiyjCij = 1) = T e g Play;Cij = —1) =1- PlayiCiy =1) =1- =

Par conséquent, lles variables aléatoires xiy;Cy,j suivent donc bien la loi uniforme sur {—1,1}. |

e Pour k € [1;n?] et toute famille des cases (ip,jp)1<p<k € ([1;n]*)* formée d’éléments distincts et toute

famille correspondante (ap)1<p<k € {—1,1}*, on a

k k 1 1
H P(xi,Yj, Ci,jp, = %p) = H 2Tk
: 2
p:] i=1



d’une part, et

ley]p ipyip = = lp»jv = (pripyjp) = P(C € Ek) = 2 = %

||Dw
||Dr

d’autre part car Ex = {C € My ({-1,1}) | Vp € [1;k], Ci

2
R Cus i n°—k
i,,jp = XpXi,Yj,} est de cardinal 2 (car cela

correspond au choix d'un £1 dans chacune des n? — k cases qui ne sont pas les (ip,jp)1<p<k € ([1;1]%)%).

On a donc bien, pour tous ces choix de parameétres,

k k
ﬂ ley]p ipyjp — H ley]p ipyip — (Xp)

ce qui est la définition de ’l’indépendance mutuelle de la famille des variables aléatoires (xiiji’j)lgi,jgn. |

E e Remarquons déja que I'inégalité montrée en 2.3 est encore valable pour t = 0, car P(Sx > 0) < 1 est clair.

e Pour tout t > 0, pour tout w € €2, on a
M(C(w)) > tn®? <= (3(X,Y) € ({=1,1}™)?, XC(w)Y > tn>/?,
ce qui se traduit au niveau des évenements par

(M(C) > tn3/?) = U (txcy = tn3/2).
(X,Y)G({*],]}")z

Par suite, par la propriété de sous-additivité (il n’y a aucun raison que ces événements soient incompatibles),

P(M(C) > tn3/%) < > P(tXCY > tn3/2).
(X V)e(=1,1}m)>2

e Or, pour (X,Y) € ({-1,1}™)? fixé, 'XCY = Y>> xiy;Cyj, ot les variables (xiy;jCij)1<i,j<n sont a
(L,i)eln]?

valeurs dans {—1, 1}, indépendantes mutuellement et de loi uniforme d’apres la question 2.4. Par conséquent,

d’apres 'inégalité de HOEFFDING, puisque tn3/2 > 0, on obtient la majoration

s (tn3/2)2 tZ
P(tXCY > tn / ) — ]P( Z Xiyjci,j > tn3/2) < exp ( — 72) = exp (_ Tn)
(L)eDin]? m

e En ré-injectant ce résultat dans I'inégalité obtenue ci-dessus, on obtient :

2 2
P(M(C) > tn3/2) < > P(tXCY > tn3/2) < > exp (f Lﬂ) — 22 exp ( - tJ)
X V)e(=1,13m)2 X, V)e({=1,1}m)2 2 2

3/2 t*n t2
donc | P(M(C) = tn°/4) < exp (Zn In(2) — T) = exp ( - (? —21ln 2)n) comme attendu.

Suivons l'indication : soit un réel ¢ > 0, posons t = 24/In(2) + ¢ > 0, alors grace a la question précédente :

2v/In2 +¢)?
2

P(M(C) > ,m3/2) < exp (— (( —21n2)n) = exp <— (2£m+ Ezz)n) <1



car —2ey/In2 — % < 0. On en déduit que P(M(C) < (2v/In2+ e)n®>/?) =1 — P(M(C) = tn3/?) > 0 ce qui
montre que I'événement (M(C) < (2vIn2 + e)n3/2) n’est pas vide.

1l existe donc w € Q tel que M(C(w)) < (2v/In2+¢)n3/2. En notant A = C(w), on a donc A € My ({—1,1})
et M(A) < (2v/In2 + ¢)n3/2. Par définition de M(n), on a donc M(n) < M(A) < (2v/In2 + ¢)n3/2. Ceci

étant valable pour tout ¢ > 0, en faisant tendre ¢ vers 0 dans cette inégalité stricte, on obtient I'inégalité

large souhaitée, & savoir |M(n) < 2¢/In2n3/2.

(PARTIE 3 : MINORATION|

Pour A = (aij)1<ijen € Ma({—=1,1}) et Y = (yi)1<icn € {—1,1}™ fixés, on a pour tout X € {—1,1}™ noté

n
X = (xi)1<i<n €t en notant V.= AY = (vi)1<ign avec vi = »_ ajjyj par définition du produit matriciel,
i=1

3

n
XAY = (X|AY) = (X|V) = Y xivi donc 'XAY < ['XAY| < 3 |y
i=1

i=1

n

par inégalité triangulaire et car |xi| = 1 par définition. Ainsi, la quantité M = Y |vi| est un majorant de
i=1

lensemble fini Ey = {*XAY | X € {—1,1}"}. De plus, en définissant le vecteur X = (xi)1<i<n par x;i = 1 si

vi 2 0et xi = —1slvi <0, on a par construction X € {—1,1}™ et Vi € [[1;n], xivi = |vi| ce qui montre que

n n
M= 3 |zi] = > xizi = 'XAY € Ey. Par conséquent, M est un élément de Ey qui majore Ey : c’est donc le
i=1 i=1

n n n
maximum de Ey d’ol, par définition de ga(Y), |[ga(Y) =Max(Ey) =M= > |zi|= > ‘ > ai‘jyj‘.
=1!j=1

i=1 i=1

Soit i € [[1;n] fixé. Comme & la question 2.4 en remplacant R’ par R™, on montre que puisque Z est une

variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {—1,1}™, alors (Z1, - - -, Z,,) est une famille de variables aléatoires
mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {—1,1}. Comme la famille (ai 1, -, an,1)
ne contient que des £1, d’apres le cours, (ai,1Z1, -+, an,1Zn) est aussi une famille de variables aléatoires

mutuellement indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur {—1,1} (car —Z; a la méme loi que Z;).

1+ ai‘ij 1
2

En posant, pour j € [1;n], Bj = , alors Bj(2) = {0,1}, puis P(B; = 0) = P(ai,jZ; = —1) = > et

PB; =1) = PlaijZ; =1) = 15 donc Bj est une variable aléatoire suivant la loi de BERNOULLI de parametre

%. Encore une fois, (By,- -, By) est une famille de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant

n
toutes la loi de BERNOULLI de parametre % donc, d’apres le cours, S, = ) Bj est une variable aléatoire
j=1

n
suivant la loi binomiale B(n,1/2). Or, en posant T, = _ a;jZ;, comme a;;Z; =2Bj —1,ona T, =25, —n
=1

]7
donc, puisque S»(Q2) = [0;n], il vient To(Q) = {—n,—n +2,---,n —2,n}. Comme T, est finie, elle admet

une espérance finie qui, par le théoréme de transfert, en notant h : k — |2k — n|, vaut

|

= E[25, — ] = E[(Sn)] = 32 P(Sn = k)|2k —n|

n
2. iz 2

j=1




. D . n\ /1\k 1\n—k 1 /n .
ce qui, en se souvenant de la loi binomiale, P(S, = k) = (7> (1 — 7> =l ) devient

n ] n
zll = 1n<n)|2k—n = — (“>|n_zk|.
=02 k 2™ =0 \k

d’apres la question 3.1 donc la variable aléatoire ga(Z) admet une espérance

n
D Qi
j=1

n
>, aijZ
j=1
finie comme somme finie de variables aléatoires admettant une espérance et, par linéarité de ’espérance, on a

n n
= Z Ln > |n — 2| I Z " In — 2k| | car, dans la somme,
-1 \2" =0 \k "2 k

n
ces espérances E“ > aijZ; H ne dépendant pas de i.
j=1

Enfin, ga(Z2) = >

i=1

E

E[ga(2)] = Z ai,jZ;

-

Simplification de E[ga (Z)]

—1
(3.3.1] Montrons par récurrence que, pour m € [0;n — 1], on a Z (n— 2k)< ) = n(n > (Hm)-
k=0 k m
o -1
e Pour m=0, > (n—2k) (2) =(n-0) <g) =n= n(n 0 > donc Ho est vérifiée.
k=0

e Soit m € [0;n — 2] tel que Hyy est vraie. Alors

L) = (Ee-m) oz ) =) rinmmea()

par hypothese de récurrence donc, en revenant aux factorielles,

m+1 n n— ! n!
Z(n—Zk)<k> - n(—1))!+(n—2m—2)(m+1)(n'_ —

n! n!
= M T i —mo T T D G i —m =)

qui se simplifie en

K=0 (m+Nln-—m-=1)! (m+ln—-—m-2)!

et on a bien prouvé que H, 11 est vraie.

m —1
Par principe de récurrence, on a bien |[VYm € [0;n—1], > (n — 2k) (2) = n(n )
k=0

Séparons les cas n pair et n impair :

e Si n est pair qu’on écrit n = 2p, alors {TZLJ =p et, d’apres la question 3.2, on a

Bloa@l =3 3 (F)in-2= 2 £ (P)n-2e 2 2 (F)in-

k=0 k=p+1



en découpant en deux compte tenu de la valeur absolue. Ainsi, commen —p—1=p—1,

Elga(2)]

n—-p—1

P
12(Z>(nzk)+; > (n’ij)pjﬂ en posant j =n —k <=k =n —j,

n P n n rl n . s . .
5 (n—2k)+ — | (n—=12j) car sij <p—1, alors 2j — n <0,
2 k=0 k 2 ]':0 ]
P=l /n n Pzl /n
o n—2k)+ n—2j carn—2p =0
ol W LEETRP S WSS p=o
=1 /n
2L S (n —2k) car j est une variable muette
™ \k
2 n—1
22_1 ( ) avec 3.3.1 et m = L%J—] =p—1.

P
Elga(2)] oy < )|n — 2| + - (n> [n — 2k| en coupant en deux

27 ¢S 27 2 p+ k

n o« (n -1 n . .
I (n—2k) + \2)—n| enposant j=n—k<=k=n—j,
2 k=0 k ]:0 n—

P P

T}lz<n)(n2k) 1Z<n>n2) carsij<n—p—1,alors 2j —n <0,
27 = \k i=0 \J

n - (n . .

o~ 3 (n —2k) car j est une variable muette

2 -1

o (n ) avec 3.3.1 et m = |n/2] =
2 P

n2 <n - 1>
2n71 n

)
2 (n—1
Dans les deux cas, comme souhaité, on a bien | E[ga(Z)] = ZTTL] (nLnJ >
2

On pouvait plus simplement dire que, puisque si n = 2k, on a o ( ) |2k —n| = 0, alors, et dans tous les cas

pour la parité de n, on a

EQ)r-n=g (om0 g (o

ce qui, en posant j = n — k dans la seconde somme, donne

n n
puis, puisque ( > = <> et que j est une variable muette, grace a la question précédente,
n-—j )

(=2 g (Jo-z=n(ly))



Minoration de M(n)
Soit A € My ({—1,1}), alors comme M(A) = Max({ga(Y) | Y € {—1,1}"}) d’apreés énoncé, la variable
aléatoire ga(Z) vérifie ga(Z) < M(A). En passant & 'espérance, on trouve E[ga(Z)] < E[M(A)] = M(A)

car I’espérance d’une variable aléatoire constante vaut cette constante. D’apres la question précédente, on

n—1 . .
n ) Ainsi, cette constante majore toutes les valeurs de M(A) pour
2

2
en déduit donc que M(A) > 221(

I

2 —1
A € Mn({—1,1}) donc, par définition |M(n) =Min{M(A) | A € Mua({-1,1})}) > 22—1<nnJ > car le
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minimum est le plus grand des minorants d’une partie.
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On pose an, = 2;‘—71 (n N > Cette quantité {TZLJ nous fait considérer deux cas :
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e Sin est pair, on Iécrit n = 2p, | B | =pet an:azp:—ﬁp_—l P = quu:%(@z
2 2°P p 2P Tplp =Ml 277 (p!)

donc, avec la formule de STIRLING et quand p tend vers 400, n tend vers +o0o en étant pair :
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apres les simplifications habituelles.
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e Sin est impair, on Pécrit n = 2p + 1 et {;J =p donc an = azpy1 = (pzzp)<p = o) ce
qui donne & nouveau, comme (2p 4+ 1) ~ 4p?, a ~ 2
) P too P Q2p+1 Lo \/77[ .
. , . , . . a2p _ 4 _ ;
Si on résume les deux renseignements précédents, on a pBToo (2p)3/2 = 23/2\/71 = \/; et, comme
3/2 . 93/2,3/2 . a2p+1 _ 4 _ ]2 . . :
(2p+1) +OOZ P>/, pEToo L1 T PR \/; Comme une suite (un)n>1 tend vers € si et
. ) P . an _ /2 _
seulement si les deux suites (uzp)p>1 €t (u2p41)p>0 tendent vers €, on en déduit que nBToo ns—‘}z =5 = C
2 n—1 2
- o _n 3/2 _ ~.3/2
ce qui se traduit directement par |an, = 2n_1< By ) iod \/;n =Cn>/~.
. (2n +1)? 3/2 3/2
Par un calcul simple, on montre que ayn41 = ~“———3—a2n donc arnt1 ~ azn. Or 2n+1) /2~ (2n)3/2,
(Zn) too +o0

donc il suffit de montrer 1’équivalence précédente dans le cas pair ou dans le cas impair pour conclure.
L’équivalent trouvé de ce minorant de M(n) est (heureusement) inférieur au majorant trouvé dans la partie

2. Comme \/7 ~ 0,798 et 24/In2 ~ 1,665, on trouve en gros un facteur 2 entre ces deux quantités. Mais
i
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surtout, on a le bon ordre de grandeur pour M(n) qui tend vers +oco “comme” n et il y a fort a parier

qu’il existe une constante \/7 < a < 2¢/1n2 telle que M(n) o an3/?,
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