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ORAUX 2023 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

ENS Cachan PSI 2022 Camille Pucheu I

Soit C une partie non vide et bornée de R.

a. Montrer qu’il existe une suite (xn )nen d’éléments de C qui converge vers Sup(C).
On pose X = {|x —y| | (x,y) € C?}.

b. Montrer que X admet une borne inférieure et une borne supérieure.

c. Exprimer Sup(X) en fonction de Sup(C) et de Inf(C).

Centrale Maths1 PSI 2022 Lola Belle Wangue

Soit f et g deux fonctions continues de [0;1] dans R .

1
Pour n € N, on pose a,, = j;) ™ (t)g(t)dt et uy = 2ntl

an
a. Rappeler 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
b. Montrer que la suite (un)nen est majorée.

c. Etudier la monotonie de (un)nen. Indication : on comparera anan42 et aﬁH.

n
d. Montrer si une suite (vn)nen+ tend vers {, alors lim (l > vk> = (.
n—+oo \n k=1

e. Btudier la monotonie de la suite ( ,"/an)neN.

Centrale Mathsl PSI 2022 Jade Mirassou
+oo dt

Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = f

o V(1 41)
a. Montrer que le domaine de définition de f est I = ] — %; % [
b. Montrer que f est paire.

On admet que f est de classe C2 sur I et que f”(x) s’obtient par la formule de LEIBNIZ.

c. Montrer que Vx € I, f(x) > m.

f‘ dt B 1
o tVE(14+1)  (1/2) —x

e. En déduire que f(x) ~ —1

17 (1/2) = x

d. Montrer que Vx € I N Ry,

Mines PSI 2022 Tony Géreaud 11
Soit une fonction continue f :]0; +0o[— R telle que V(x,y) €]0; +oo[?, f(xy) = f(x) + f(y) (1).
a. Calculer f(1). Pour x €]0; +00[, comparer f(x) et f(’l()
b. Montrer que ¥x €]0; +-00], f(x) = + fo f(t)dt — IZ f(t)dt.
x Jx 1

c. Montrer que f est dérivable sur ]0; +o0o[ et en déduire f.
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Mines PSI 2022 Colin Herviou-Laborde I

a. Montrer que la fonction cos admet un unique point fixe sur R.
b. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

c. Montrer qu’il n’existe aucune fonction f: R — R continue telle que f o f = cos.
@ Mines PSI 2022 Thomas Lanne 11

, . . , oo X 1 —+oo ]
Etudier les convergences des intégrales fz/ n (sm (7)) dx et fz/ n (cos (7)> dx.
s X T X

Mines PSI 2022 Anatole Rousset I
Soit 6 € R\ nZ.

n_ike 1 ing,n
. Mont e = 0y loe * gt
a. Montrer que kZ::1 . fo e T o0,
o . o 1kO oo ike 1,10
b. En déduire que la série >, &— converge et montrer que Y = f o dt.
k>1 =1 k 0 1—e"t
, 1 _ . . _
c. Btablir f co;(e) t4isin@), _ 1., (2 - 2cos(6)) + i Arctan (M) +iArctan (C9s(9) )
0 t°—2tcos(0) 41 2 sin(0) sin(0)
+oo +0oo
d. En déduire que si 0 €]0;7[, > cos(ke) _ —1n (2 sin (Q)D et Y sin(k0) _ m _ 9
=k 2 =k 272

Mines PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche 11

Soit n € N.

. +oo 1-4
a. Montrer l'existence et donner la valeur de j; e~ (I-Utgngy,

+oo /4
b. Trouver la valeur de j;) et sin(t!/M)tnat.



ORAUX 2023 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

(9) X PSI 2022 Olivier Courmont 1
Soit n € N* et (A,B) € Mzn(C)? tel que A2 = B? =0 et rang (A) > n et rang (B) > n.

Montrer que A et B sont semblables.

X PSI 2022 TLucas Lacampagne 11

Soit n € N* et B = (e1,---,en) la base canonique de R™.
Soit u € L(R™) tel que u(e;) =eiy1 sii€ [I;n —1] et u(en) = 0.

Trouver les sous-espaces de R™ stables par u.

ENS Cachan PSI 2022 Olivier Courmont

Soit n € N* et Uy, = {wo, -+, wn_1} avec wy = e IRE pour k € [0;n — 1]. On pose wn = wp.

Soit E le C-espace vectoriel des fonctions de U,, dans C.

|
-

n

Pour (®, V) € E?, on pose < &, ¥ >= > &(w)¥(w) = O(wi)¥(wy) et [|D]| = V< @, >.
weUp k=0
k
Pour k € [[0;n — 1], on définit xx : U — C par xx(z) = %

Si & € E, on définit & : U, — C par &(wy) =< &,xx > pour tout k € [0;n — 1].
a. Comparer xm (wy) et xx(wm) pour (k,m) € [0;n —1]2.
b. Calculer < xm,xx > pour (k,m) € [0;n — 1]%.

c. Calculer xy et X pour k € [0;n — 1].
n—1

d. Montrer que V® € E, ® = > &(wg)xe.
(=0

e. Montrer que V(®,¥) € B2, < &, ¥ >=< &, >.
f. En déduire que E est de dimension n, que 'application L : E — E définie par la relation L(®) = d est un

automorphisme de E et que l'on a V& € E, ||| = ||®]|.

Centrale Mathsl PSI 2022 Olivier Baesen et Lucas Lacampagne

n
Pour n € N*, on pose P, = [[ (X — k).
k=0

a. Montrer qu'il existe un unique t €]0; 1] tel que P, (rn) = 0.

/
b. Trouver une expression sous forme de somme de Engxg six € R\ [0;n].
n\x

c. Déterminer la limite de la suite (rn)nens-

d. Trouver un équivalent de ry,.

n
e. Comment établir que Hy, = > 1 _ In(n)+vy+o(1)?
k=1 k +oo



Centrale Maths1 PSI 2022 Nais Baubry
Soit n € N*, Q € Ry [X] et u: Rny[X] = Ry [X] défini par u(P) = P’.
a. Trouver une base de R, [X] dans laquelle la matrice de u ne contient que des 0 et des 1.
b. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € Ry [X] tel que P — P’ = Q.
c. Montrer que si Q ne prend que des valeurs positives sur R, alors I'unique polynéme P de la question
précédente a la méme propriété.

d. Montrer que si P est scindé & racines simples dans R[X] alors Q 'est également.

Mines PSI 2022 Louis Bardinet II

Soit E = F(R, R) et n € N*, on se donne des fonctions fy,---,f, de E.

Pour une famille x = (x1,--+,xn) € R™, on définit la matrice Ax = (fi(x)) € Mn(R).

1<i,j<n
a. Montrer que si det(Ay) # 0, alors la famille (fq,---,fy) est libre dans E.
b. Réciproquement, montrer par récurrence que si la famille (fq,-- -, f) est libre dans E, alors il existe une

famille de réels x = (x1,...,xn) € R™ telle que det(Ay) # 0.

Mines PSI 2022 Anna Decrock I1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £(E).

+oo +o00
Pour n € N, on pose K = Ker(f*) et I, = Im (f™). On pose aussi K = U Kn et I= ﬂ L.
n=0 n=0

a. Montrer que I et K sont des sous-espaces vectoriels de E.
b. Montrer existence d’un entier N < dim(E) tel que Vk > 0, Kyxyn = KN
c. Montrer que E = 1@ K, que K et I sont stables par f.

d. Montrer que f; est un automorphisme de I et que fx est nilpotent.

Mines PSI 2022 Thibault Le Gal I

Soit E espace de dimension finie, f € £(E) et P € K[X] tels que P(f) =0, P(0) = 0 et P’(0) # 0.
a. Montrer que si E est de dimension finie, Ker f et Im f sont supplémentaires.
b. Qu’en est-il en dimension quelconque ?

Mines PSI 2022 Baptiste Savarit I

Soit n € N*, A € M, (R) et @ : Mn(R) = My, (R) défini par (M) = AMA.
Calculer det(¢). Indication : on pourra s’intéresser & f : M — MA et g: M — AM.

Mines PST 2022 Matis Viozelange 11

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et u € £(E) nilpotent d’indice n (u™ =0 et u™~1 # 0).
a. Montrer qu’il existe un vecteur x € E tel que B = (x,u(x),---,u™ '(x)) est une base de E.
b. Déterminer Ker(u®) pour tout entier k € [0;n].

c. Montrer que les seuls sous-espaces de E stables par u sont les Ker(u®) avec k € [0;n].



ORAUX 2023 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

X PSI 2022 Olivier Courmont III

2
Justifier la convergence de 2n—|—2++3
n=>0

-

et calculer sa somme.

Centrale Mathsl PSI 2022 Marius Desvalois et Thibault Sourdeval

Soit (an)nen une suite réelle bornée. On note R le rayon de convergence de > anx™.

n=>0

+o0 a +o0

En cas de convergence, pour x € R, on pose f(x) = “nx™ et S(x) = anx™.
) )
— n! —

n=0 n=0
a. Montrer que le rayon de convergence de la série > a—*}x“ vaut +oo.

n>0 n.

b. Trouver une suite réelle bornée (an)nen telle que :
eR=2et > a, converge.

n=0

eR=1et ) ay, diverge.
n=0

eR=1et Y ap converge.
n=0

c. Montrer que R > 1.

+oo
d. Soit k € N, montrer la convergence de j;) xKe™Xdx et calculer sa valeur.

. +oo
e. Pour t > 1, montrer lexistence de g(t) = f

, e *'f(x)dx et trouver une relation entre g(t) et S(%)

Centrale Mathsl PSI 2022 Achille Domens

dt.

.
On pose F(0) = 0 et, pour x € R, en cas de convergence, F(x) = fo Snl(t)
a. Montrer que F est définie et développable en série entiere sur R. Donner son développement.

b. Soit x € R, mont Re( [™* TSP S S G Sl
. D01 € R, montrer que Re e —xe t):f— .
x d (fo xp(—xe™™) 22 T )@

/2 .
c. Déterminer li:[l o exp(—xe~*t)dt et en déduire I'existence et la valeur de la limite de F en +co.
X—+00

Centrale Mathsl PSI 2022 Colin Herviou-Laborde

n
Pour n € N*, on définit f,, : Ry — R par fn(x) = (1 - l) si0 < x < netfy(x)=0 sinon.
n

n n
Pour n € N*, on pose V,, = f (1 - l) dx.
0 n

a. Montrer que (fn)n>1 converge simplement sur R .
b. Montrer que la suite (Vn)n>1 converge et trouver sa limite.
c. Tracer le graphe de x — In(1 + x), donner ’équation de la tangente a ce graphe en (0,0).

. 2
d. Etablir que ¥x €] — 1;0[, In(1 +x) < x — X?

e. Montrer que la suite (fn)n>1 converge uniformément sur Ry.

8



Centrale Mathsl PSI 2022 Paul Lafon

a. Donner un exemple de série entiére de rayon 1 et dont la fonction somme est majorée sur [0;1].

“+oo
Soit une suite réelle (an)nen telle que lim nap =0et f:ix— Y, anx™
n—-+oo n—=0
b. Montrer que f est définie sur | — 1;1].
c. Montrer que f(x) = o(In(1—x)).
+oo
d. Soit une suite réelle (bn)nen telle que g : x — Y. bnpx™ est définie sur | — 1;1[ et g(x) = o(In(1 —x)).
n=0 -

La suite (nbyp)nen tend-elle vers 0 7 Indication : reprendre la question a..

Centrale Maths1 PSI 2022 Peio Lanot

Soit A € R% U {+o0}, f: I=] — A;A[— R de classe C* telle que Vn € N, Vx €] — A;A[, f(M(x) > 0.
a. Montrer que f est développable en série entiere sur I. Indication : on pourra utiliser la formule de TAYLOR

reste intégral sur les intervalles | — A;0[ et ]0; A[.
b. Montrer que g = ef est aussi développable en série entiere sur I.

Question de cours : que dire de la dérivée n-ieme d’un produit de fonctions ?

Centrale Maths1 PSI 2022 Manon Odelot
—+oo

Soit x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = > L‘z
n=1 T‘L(] +n ‘XD

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Dresser le tableau de variations de f.
c. Etudier la dérivabilité de f sur son domaine de définition.
Questions de cours :
e Donner la formule de TAYLOR reste intégral.

e Donner le théoreme des valeurs intermédiaires.

Mines PSI 2022 Olivier Baesen I

Soit x € R} et fo :x — In <\/x2 — 2¢h (o)x + 1).
a. Déterminer I’ensemble de définition de f,.
b. Déterminer le développement en série entiere de f, au voisinage de 0.

Mines PSI 2022 Louis Bardinet I

. Xe—TLX .
Soit un(x) = 3 sin > 2.
nn

a. Etudier la convergence simple de > u, sur R..
n>2

b. A t-on convergence normale de > u, sur Ry ?
n>2
c. Que peut-on dire de la convergence uniforme de > u, sur R ?
n>2

Mines PSI 2022 Lola Belle Wangue I

Soit a €]0;1[ et f: R — R dérivable telle que Vx € R, f'(x) = f(ax).

a. Montrer que f est de classe C> sur R. Calculer f(™)(x) pour n € Net x € R.

b. Montrer que f est égale a sa série de TAYLOR sur R.

c. Déterminer toutes les fonctions g : R — R dérivables telles que Vx € R, ¢'(x) = g(ax).

9



Mines PSI 2022 Peio Lanot 11

. . - s n
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y ( x™.
n>0 \ M

+oo /)
b. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f:x +— > ( n) x™.
n=0 \ M

c. Montrer que f est solution d’une équation différentielle (E).

d. Résoudre (E) et en déduire une expression simple de f(x).

Mines PSI 2022 Paul Mayé I

+oo
En cas de convergence, on pose f(x) = > ATLTZI(TLX)
n=1 n

a. Montrer que f est définie et continue sur R.

b. Montrer que f est de classe C! sur R*.

c. Trouver un équivalent de f'(x), puis de f(x), quand x tend vers 0.
d. Quelles sont les variations de f ?

e. Trouver les limites de f en Foc0.

f. Tracer la courbe représentative de f.

Mines PST 2022 Margaux Millaret 11

n+1j

n
Pour n € N*, on pose u,, = en

a. Montrer que > In (M) converge.

n>l1 Un
n
b. En déduire 'existence d’une constante C > 0 telle que n! o Cﬁ(ﬂ)
oo e

c. Donner sans preuve la valeur de C. Puis le prouver avec les intégrales de WALLIS.

Mines PSI 2022 Camille Pucheu II

Soit la suite (an)nen définie par ap =a; =1let Vn € N, ani2 = any1 + (n+ 1)an.

a. Montrer que la suite (a—“) converge.
n!/nen

, . ;. I3 a
b. Qu’en déduire sur le rayon de convergence R de la série entiere —T;“x“ ?
n!
n>0

+oo
On pose dans la suite de Pexercice la fonction somme f:x — > a—"lx“.

n=0 M-
c. Trouver 'expression de f”(x) en fonction de f'(x) et de f(x) pour x €] — R; R].

d. En déduire une expression de a,, sous forme de somme.

Mines PST 2022 Alban Soyez 1

0 —nx
xe

Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = .
n— Inn

a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Trouver le domaine de continuité de f, son domaine de dérivabilité.

c. Trouver un équivalent de f en +oc0.

10



Mines PSI 2022 Matis Viozelange I

Soit A €] — 1; 1], on s’intéresse a I’équation (E) : '(x) = f(x) + f(Ax) sur R.
a. Soit f une solution de (E) sur R, montrer que f est de classe C* sur R.
b. Montrer que si f est solution de (E) sur R, alors f est développable en série entiere sur R.

c. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.

CCINP PSI 2022 Amandine Darrigade et Thomas Lanne 1

Soit les trois suites réelles (un)n>1, (Vn)n>1, (Wn)n>1 €t (xn)n>1 définies par :

400 (71)k+1 (71)71 (71)11 n (7])k+1
Un k:%;r] \/]Z y Vn n Un, Wn P \/E €l Xn ( ) Wn
a. Justifier que (un)n>1 est bien définie et qu’elle tend vers 0.
b. Justifier que > vy, converge.
n>l
c. Quelle est la nature de la série > wy ?
n>1
d. Quelle est la nature de la série > xn ?
n>l

CCINP PSI 2022 Marius Desvalois 11

1 n + o
Pour n € N, on pose u, = fo ]:['_jdt. On pose S(x) = Y unx™ pour x € R sous réserve de convergence.
n=0

a. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiere.

b. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere Y unx™.
n>0

c. Pour x €] — R; R[, trouver a, b et ¢ tels que : Vt € [0;1], 0 —xt)1(1 ey =1 —axt + ] —T—ttz + ] —ﬁtz’

d. En déduire une expression compacte de S(x) pour x €] — R;R[.

e. Montrer que S est continue sur [—1;0] et en déduire S(—1).

CCINP PSI 2022 Léo Ducos-Tourenne I et Anatole Rousset I

“+o0 +o0o
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = > x™*. On admet que f e_yzdy = /7.
n=0 o

a. Donner le domaine de définition de f.
b. Donner le domaine de dérivabilité de f.

c. Trouver un équivalent de f en 17.

CCINP PSI 2022 Colin Herviou-Laborde I

no/n
On définit (un)neny par uo =3 et Vn € N, upy = > (k>ukun_k.
k=0
+ oo "
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = >  —Ix™.
n=0 M-

a. Etablir queVne N, 0 < U’—T L gt
n!

_ 1. {

44l

c. Prouver que f est solution de (E) : y’ =y? sur L.

b. Montrer que f est définie sur [ = }

ENEE

d. En déduire la valeur de u,, pour tout entier naturel n.

11



CCINP PSI 2022 Louis Lacarrieu 11

an

(T+a)x---x(1+an)

Soit (an)nen+ une suite de réels positifs et la suite (un)nen+ définie par u, =

a. Calculer u; +u,. Généraliser.

b. Montrer que Y uyn converge.
n>1

c. Dans cette question, on suppose que an = \f Calculer Z Un.
n=1

CCINP PSI 2022 Paul Lafon I

—n
Soit a € R, pour n € N, on définit f, :]0; 1] = R par fn(x) = 1 (_j_ hipe I, = f fn(x
nx)

a. Si a € [0; 1], montrer que (fn)nen converge simplement sur ]0; 1] vers une fonction f & déterminer.
b. Pour quelles valeurs de a a-t-on convergence uniforme de (f)nen sur J0;1] ?

. Soit a € [0; 1], montrer que I'intégrale I, existe.

[¢]

d. Soit a € [0;1], montrer que (I )nen converge et déterminer sa limite.

e. Etudier la suite (In)nen si a = 1.

CCINP PSI 2022 Paul Mayé I

x _ +oo 2
Soit F: x — — f udt. On rappelle que ((2) = > 172 =0,

n=1T 6
a. Déterminer le domame de définition D de F.
+00 n
b. Montrer que Vx € [0;1], F(x) = Y. *5.
n=1"

2
c. Montrer que Vx €]0; 1], F(x) +F(1 —x) = % —In(x) In(1 = x).

CCINP PSI 2022 Margaux Millaret T

Pour n € N, on définit f,, : R — R par fn(x) = xe” V"X,
a. Pour quelles valeurs de x la suite (fr,(x))n>0 converge-t-elle ?

b. Déterminer, pour n € N, la valeur de Sup |fn(x)|. Qu’en déduit-on ?
x€R

—+o00
c. Déterminer le domaine de définition D de Y fn. Y a-t-il convergence absolue de > fn(x) pour x € D ?
n=0 n>0
d. Y a-t-il convergence normale de > f,, sur D ?
n>0
e. Soit a > 0. Y a-t-il convergence uniforme de > fn sur Iq = R\ [—a;q] ?
n>0

CCINP PSI 2022 Elouan Princelle T

Soit « € R, on définit, pour tout entier n € N*, la fonction fn, : Ry — R par fn(x) = x(1 +n%e™™%).
a. Montrer que la suite (fn)nen+ converge simplement sur R.

b. Déterminer les valeurs de « telles que la suite (fn)nen+ converge uniformément sur R, .
c. Calculer m f (1+ /ne ")dx.

d. Peut-on intervertir les symboles “intégrale” et “limite” comme ci-dessus si & = 2 7

N [

12



CCINP PST 2022 Camille Pucheu II

Soit a € R%, ¢ : I = [—a;a] = R continue, on suppose qu'il existe ¢ > 0 tel que Vx € I, [@(x)| < c|x

c
On cherche les fonctions f : I — R continues telles que (P) : f(0) =0 et Vx € I, f(x) — f(%) = o (x).

+oo
. Montrer que Z © (i) converge pour x € [ et que S : x — Z () (2%) est continue sur I.

n
n>0 2 n=0

o

b. Montrer que S est solution de (P).
c. Montrer que la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle.
d. En déduire I’ensemble des solutions de (P).

e. Si on suppose ¢ de classe C! sur I, montrer que S est aussi de classe C' sur 1.

CCINP PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche I

+oo
Soit la fonction f:x — > Cgs(im‘;
n=1mn’ +x

a. Montrer que f est bien définie sur R.

b. Montrer que f est de classe C! sur R.

Mines-Télécom PSI 2022 Jade Mirassou 11

/4
Pour k € N, on définit, en cas d’existence, uy = fo (tan(x))*dx.

a. Etudier la monotonie de la suite (uy)ke n.
b. Déterminer la limite de la suite (uy)ken-
c. Donner une expression simple de uy + uy42 pour tout entier k € N.

d. Calculer up et u;. En déduire des expressions de uz, et uzn41 sous forme de somme.

(="

_1\yn—1
e. En déduire la convergence et la valeur de la somme de Y (Gl et >

Mines-Télécom PSI 2022 Paul Sterlin II
. +oo —nt
Soit t € R, en cas de convergence, on pose f(t) = > —S5—.
n=1" +t

a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Etudier la continuité de f sur D.

c. Déterminer la limite de f en 400 et trouver un équivalent de f(t) quand t tend vers +oo.
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ORAUX 2023 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES,

GEOMETRIE ET DERIVABILITE

ENS Cachan PSI 2022 Colin Herviou-Laborde 1

-

Soit I un segment de R, E = C°(I, R) et f € E.

On se donne une forme linéaire u : E — R. On dit que u est positive si on a u(f) > 0 pour toute fonction
positive f € E. On pose e : x — 1 € E.

a. Siu est positive, montrer que Vf € E, |u(f)| < u(|f]).

b. Montrer qu’il existe une constante C € Ry telle que Vf € E, [u(f)| < C||f]|oo,1-

c. Calculer Sup [u(f)]

ret [[flloc,r”

ENS Cachan PSI 2022 Colin Herviou-Laborde 1I

Soit un entier n > 2 et p2 : Mn(R) — R définie par p2(M) = | > m siM = (mij)igijen € Ma(R).
1<i,j<n

a. Montrer p; est une norme sur M, (R).

b. Est-ce qu’on peut munir My (R) d’une structure d’espace euclidien telle que la norme euclidienne associée
soit p2. Si oui, donner ce produit scalaire.

c. Démontrer que VX € My 1(R), [[IMX||2 < p2(M)||X]]2.

d. Calculer  Sup M
xernq(m X2
X#0

ENS Cachan PSI 2022 Margaux Millaret I

Soit une fonction f: R — R.
a. Montrer que si f est lipschitzienne, alors f est continue.

b. Est-ce que le fait que f soit lipschitzienne implique que f soit dérivable ?

ENS Cachan PSI 2022 Camille Pucheu II

Soit n € N* et le produit scalaire défini dans R™ par < x,y >= Z xjyj six = (x1,---,xn) ety = (Y1, -+, yn).
=1
On note S = {x € R™ | |[x|| = 1} la sphére unité de R™ (pour ce produit scalaire canonique).
a. Soit (a,b) € R?, montrer que si Vt € R, at? + bt > 0, alors b = 0.
b. Soit B une matrice symétrique de M, (R) telle que ¥x € R™, < Bx,x >> 0. Montrer que pour un vecteur
xo € R™ tel que < Bxg,xo >= 0, on a Bxg = 0.
Soit A € My (R) une matrice réelle symétrique a laquelle on associe F: R™ — R par F(x) =< Ax,x >.
c. Montrer que Ing F(x) existe et que cette borne inférieure est atteinte.
xX€

d. Soit A1 = Mi? F(x) et e1 € S tel que Aj =< Aeq, e >. Montrer que Vx € R™, < (A — Al )x,x >= 0.
xXe

e. Montrer que Ay est la plus petite valeur propre de A.
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ENS Cachan PSI 2022 Maxence Rossignol 11
On veut installer une ligne téléphonique entre N villes représentées par des points aj,---,an de R%Z. On
adopte un réseau téléphonique “en étoile”. L’objectif est de trouver ou placer le centre de 1’étoile (en x) pour

avoir la longueur totale de cable la plus petite possible.
n . n >
On pose 1) = 3 [ — ai et Tx) = 3 [~ ail
1= 1=
a. La fonction ] est-elle différentiable sur R? ? Admet-elle un minimum global sur R? ? Caractériser

géométriquement le point xo minimisant J.

b. Montrer que ¥(x,y) € (R?)%, Vt € [0;1], J(tx+ (1 —t)y) < tJ(x)+ (1 —1t)](y) et que cette inégalité devient

stricte si les points aq,---, an ne sont pas alignés.

c. La fonction ] admet-elle un unique minimum global sur R? ?

d. Déterminer le minimum de | pour N > 3 dans le cas ou les points aj,- -+, an sont alignés.

Centrale Mathsl PSI 2022 Olivier Courmont II

Soit n € N* et (My)ken une suite de matrices de M, (R) qui converge vers M. On suppose de plus que

toutes les matrices My sont diagonalisables.
a. La matrice M est-elle diagonalisable ?
b. Si P € R[X], deg(P) =n € N* et P unitaire, montrer que 'on a I’équivalence
(P est scindé dans R[X]) <= (Vz € C, |P(z)| = [Im (z)|™).

c. La matrice M est-elle trigonalisable ?

Centrale Maths1 PSIT 2022 Jimmy Guertin

Soit I'arc paramétré I' par x(t) = cos>(t) et y(t) = sin3(t) pour t € {0; %}

a. Soit t € [O; g} et M = M(t) = (x(t),y(t)) € T, calculer la longueur de l’arc entre M(0) = (1,0) et M.

Soit n 4 1 points de I'arc T' notés Mo, - - -, My, tels que Mo = M(0), My, = M(%) et les longueurs de 'arc

entre My et My1 ne dépendent pas de k € [[0;n].

n
b. Exprimer up = > OMxk o4 O est Iorigine du repere.
k=0T
c. Calculer lim u,.
n—-+oo

Centrale Maths1 PST 2022 Florian Picq

Soit n € N* et E = My (R). Pour (A,B) € E? telles que A = (ai,j)i<i,j<n €t B = (bi,j)1<i,j<n, On pose

< A,B>= Z ai,jbi,j et ||AH = V< AA >.

1<ij<n
a. Montrer que V(A,B) € E2, < A,B >=Tr (*AB).
b. Rappeler I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans R™. En déduire que V(A,B) € E2, ||AB|| < ||A]||B]|.

Soit A € E inversible et F : E — E définie par F(M) = 2M — MAM.

On considére une suite de matrices (My)pen telle que AMy = MoA et Vp € N, My = F(My).

c. Montrer que si ||In — AMp|| < 1 alors A est inversible et liT M, =A"".
p—+oo
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Mines PSI 2022 Amandine Darrigade II

Soit E = CO([0; 1], R), f € E et ¢(f) : x > fo" tF(t)dt.

a. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de E.
b. Déterminer le plus petit réel K; tel que Vf € E, ||$(f)]]1
c. Déterminer le plus petit réel K, tel que Vf € E, ||b(f)]|]1

K [[f]]oo-

<
< Kaf[f]]s-

Mines PSI 2022 Paul Lafon I

Soit A € Mz(C) et, pour n € N, Br(A) =1 +i¢ 2k Ak
2 ) P ) bn =12 k=14k(2k_]) K .

a. SiAz(

g g), la] < 1 et |b| < 1, montrer que la suite (Bn(A))nen converge.

b. Si A =Al; + N avec |A| < 1, N # 0 et N? = 0, montrer que la suite (Bn(A))nen converge.
c. Si VA € Sp(A), |A| < 1, montrer que (B (A))nen converge vers B € Mz (C) vérifiant B2 = I + A.

Mines PSI 2022 Thibault Le Gal II

Soit f et g deux fonctions continues de [0;1] dans [0;1] telles que fo g =gof.
On pose A = {x € [0;1] | f(x) = x}.
a. Montrer que A # () et que A admet un minimum et un maximum.

b. En déduire lexistence d’un réel c € [0;1] tel que f(c) = g(c).

Mines PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche I

Soit n € N* et N € M, (C), N est dire nilpotente d’indice k € N* si N¥ =0 et N*~T £ 0.

0 1 o -+ 0
On pose Jn, = | LTl
: S
0 -vi vi i 0

a. Soit N € M, (C) nilpotente d’indice k, montrer qu’il existe un vecteur colonne X € My 1(C) tel que
(X, NX, -+, N*71X) est libre dans My 1(C). En déduire que k < n.

b. On suppose que N € M, (C) est nilpotente d’indice n, montrer que N est semblable & Jy,.

c. Soit A, B deux matrices nilpotentes de My (C) telles que AB = BA.

Montrer que A + B est nilpotente et que I, + A est inversible.

k
Pour M € M,,(C), on définit I'exponentielle de la matrice M, notée exp(M) ou eM, par eM = M-

d. Montrer que eJ» est inversible.
e. Montrer que Jnel» est nilpotente d’indice n.
f. Soit P € GLy(C), montrer que Pelnp=T = ¢PInP™ "

g. Montrer qu’il existe une matrice N € My (C) telle que J, = NeN.
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ORAUX 2023 THEME 5
REDUCTION

X PSI 2022 Olivier Courmont IV

1 0 —1
Soit me Ret Ay, = 1 1 -1
2—-m m—2 m

a. Calculer xa,,.
b. Les matrices A et A, sont-elles diagonalisables 7

c. Traiter la diagonalisabilité de A, dans le cas général.

X PST 2022 Lucas Lacampagne II1
Soit un polynéme P € R[X] non constant.
a. Soit n = 2p € N* un entier pair, montrer qu'’il existe A € My, (R) telle que P(A) = 0.
Indication : considérer les petites valeurs de deg(P).

b. Que se passe-t-il si on suppose n = 2p + 1 impair ?

ENS Cachan PSI 2022 Louis Bardinet

k
Soit n € N* et k € N*, on définit Cy = {(A,B) €Mn(K)?2| Y (-1)¢ (]Z)Ak“B"f = o}.
=0

a. Montrer que Cy # {(0,0)} pour tout entier k > 1.
b. Montrer que si (A,B) € Cy, alors (*B,*A) € Cy.

[¢]

. Montrer que Cy C Cy41 pour tout k > 1.

k—i 0\ [k =20\ [t a\ /b al [fa—d
e _ ST _
. Montrer que KZ::]( 1) (k) ( . ) ()) 0. Indication : montrer que (b) (d> <d> (a B b)'

. Montrer que si (A,B) € Cy et A € K, alors (A — ALy, B — AlL,) € Ck.

o

.0

Montrer que si (A,B) € Cy, alors A et B ont les mémes valeurs propres. En déduire que xAo = xp sin = 2.

. Montrer que si (A,B) € Cx et que A et B sont symétriques réelles, alors A = B.

o]

ENS Cachan PSI 2022 Jimmy Guertin IT
Soit A € M2(Z) telle qu'il existe n € N* avec A™ = I. Montrer que A'? = 1.

Centrale Maths1 PSI 2022 Louis Bardinet
Soitn € N*\{1}, « € R, E un R-espace de dimension n et f un endomorphisme de E tel que f>+2f+aid g = 0.
a. Sin=2et « =1, que dire de f 7
On suppose dans la suite que o > 1.
b. Montrer que n est pair.
c. Sin =2, construire une base B de E telle que Mat 5 (f) = <i ]2>.

d. Sin =2p > 2, construire une base B de E telle que Mat 5 (f) est diagonale par blocs.
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Centrale Maths1 PSI 2022 Noé Chassagne

Soit n € N*. On dit qu'une matrice M € M,,(R) est nilpotente s’il existe un entier k € N* tel que M* = 0.

Pour une matrice nilpotente, on note p = Min({k € N* | M* = 0}) son indice de nilpotence.

Soit (TL],‘rlz) € (N*)z tel que n = nq + ny, (7\],)\2) € R? tel que Aq 7& A2, N1 € My, (R) et N, € an(R)
. . AMIn, + Ny 0
deux matrices nilpotentes. On pose A = b .
ux 1 1lp p ( 0 A2ln, + N )
a. Soit M € M, (R) telle que Ik € N*, M*¥ = 0. Montrer que M™ = 0.
b. Calculer xao et donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

c. Donner une condition nécessaire et suffisante sur Ny et N2 pour que A soit diagonalisable.

Questions de cours :
e Qu’est-ce que la fonction génératrice d’une variable aléatoire X entiere ?
e Donner le lien entre cette fonction génératrice, 'espérance de X.

e Faire de méme avec la variance de X.

Centrale Mathsl PSI 2022 Léo Ducos-Tourenne

Soit n € N* et E un espace vectoriel de dimension n. Soit u € £(E) et p € N* tels que u? = 0. On définit
p—1

I'endomorphisme v de E par v = Y_ uk.
k=0

a. Montrer que v est inversible.

b. Trouver expression de v=! en fonction de wu.
c. Montrer que Ker(v —id g) = Ker(u).

d. Déterminer Sp(v).

e. A quelle condition nécessaire et suffisante ’endomorphisme v est diagonalisable ?

Centrale Mathsl PSI 2022 Thibault Le Gal et Elouan Princelle

n
Soit n € N* et rq,---, 1, des complexes distincts. Soit B = [[ (X — 1) = X"+ an_ 1 X" " +--- 4+ a;X + ao,
k=1
0 -+ -+ 0 —ap
1T : :
. n X_r.
la matrice Cg = | o *-. -, : € Mn(C) et, pour i€ [I;n], L = [[ =2
S0 T
0 - 0 1 —an

Soit A € C[X], on définit application ®5 : Cr_1[X] = C,_1[X] par, pour tout polynéme P € C,,_1[X],
®A(P) =R ol R est le reste de la division euclidienne de AP par B.

a. Montrer que By = (L1, -+, Ly,) est une base de C,_1[X].
b. Soit P € Cy,_1[X], déterminer les coordonnées de P dans la base By.

c. Montrer que @4 est un endomorphisme diagonalisable de C,,_1[X], donner ses valeurs.
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Centrale Maths1 PSI 2022 Margaux Millaret
/2
Soit 1 = [o; g] et E = CO(I, R). Pour (f,g) € E2, on pose < f,g >= [ f(t)g(t)dt et |[f]| = V< T,7 >.

/2
On définit sur E les fonctions A et B par A(f)(x) = fox f(t)dt et B(f)(x) = fﬂ f(t)dt pour f € E et x € L.

X

a. Montrer que A et B sont deux endomorphismes de E.

b. Montrer que Y(f,g) € E?, < A(f),g >=< f,B(g) >.

c. En déduire que les valeurs propres de B o A sont positives.

d. Pour f € E et x € I, montrer que A(f)(x)? < xfox f(t)2dt.

e. En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que Vf € E, ||A(f)|| < K||f]]-

f. Montrer que les valeurs propres de B o A sont les 5 avecn € N.

1
(2n+1)

Centrale Maths1 PSI 2022 Alban Soyez

Soit n € N* et A € M (C).
a. Soit P € C[X], on suppose A diagonalisable, montrer que P(A) est diagonalisable.

b. Iei,n=2,A = ]2 ]2) et P = 14+a1X+a2X2 oll a et a; sont deux variables aléatoires indépendantes

suivant la loi géométrique de parametre p €]0;1[. Calculer la probabilité que P/(A) soit inversible.

c. Soit Q € C[X] tel que Q(A) est diagonalisable et Q’(A) est inversible. Montrer que A est diagonalisable.

Centrale Mathsl PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche

Soit une entier n > 2 et A = (ay,j)1<i,jen € Mn(R) une matrice strictement stochastique, c’est-a-dire qui

n
vérifie les propriétés V(i,j) € [1;n]?, aij €]0;1[ et Vi € [I;n], Y aiy =1.
=1

Soit aussi la matrice extraite B = (aij)1<i,jen—1 € Mn—1(R).
n

a. Montrer que Vi € [1;n],, 1 —aii > > aij.
ot

b. En déduire que I,,_1 — B est inversible.

c. Montrer que rang (I, — A) >n —1.

d. Montrer que 1 € Sp(A) et déterminer Eq(A).

Mines PSI 2022 Olivier Baesen 11

Soit n € N* et G une partie de GL,,(C) telle que :

e VA €G, A?=1,.

e V(A,B) € G2, AB = BA.
a. Montrer qu’il existe P € GL,(C) telle que YA € G, P~AP est diagonale.
b. En déduire une majoration de card (G).

c. Supposons que G est un sous-groupe de GL,(C), c’est-a-dire que I, € G, VA € G, A~ € G et que

V(A,B) € G, AB € G, peut-on trouver une information supplémentaire sur card (G) 7
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Mines PSI 2022 Lola Belle Wangue II
2 11
1 2 1
0 0 3
a. Trouver le commutant CAo = {M € M3(R) | AM = MA} de A.

Soit A =

b. Déterminer tous les plans et les droites stables par A.

Mines PSI 2022 Olivier Courmont I et Anatole Rousset 11

Soit n € N* et A € My (C) telle que A™ =0 et A"~ #£0.
a. Montrer qu'il existe Xo # 0 € Myu,1(C) tel que (Xo, AXo, - -, A" 1Xo) est libre.

0 1 o --- 0
b. Montrer que A est semblable a J,, = | : L0
: S
0 v cer e 0

c. Soit A € C*, montrer que A = ?\(exp(]n) — In) est nilpotente et déterminer son indice de nilpotence,
c’est-a-dire le plus petit entier p tel que AP = 0.

d. En déduire qu’il existe P € GL,(C) telle que Al,, + Jn = AP exp(J, )P~ .
e. En déduire qu’il existe B € M, (C) telle que Al,, + Jn = exp(B).

Mines PST 2022 Amandine Darrigade 1

1T 1 -1 1

. 0 2 0 0
Soit A = 00 0 -1
0 0 0 0

a. La matrice A est-elle diagonalisable ?
b. Soit M € M4(R) telle que AM = MA, montrer qu'il existe P € R[X] tel que M = P(A).
c. Résoudre I’équation M? = A d’inconnue M € M4(R).

Mines PSI 2022 Achille Domens 1T

Soit A € M4(C) telle que Ik € N*, Ak =o.
a. Justifier 'existence et 'unicité de p € N* tel que AP =0 et AP~ £ 0.
0

b. On suppose p = 4, montrer que A est semblable a

S © O O

0
0
1
0

S © © =

1
0
0

Mines PSI 2022 Fares Kerautret 11

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et f € £(E) tel que 2 est un projecteur.
a. Trouver un polynéme annulateur de f.
b. Montrer I'existence de deux sous-espaces F et G de E stables par f et qui vérifient les trois conditions

E =F® G, fr est bijectif et fg est nilpotent.

c. Montrer que f est diagonalisable si et seulement si rang (f) = rang (?).
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Mines PSI 2022 Lucas Lacampagne II

Soit n € N*, (A,B) € My (R)? telles que A # 0 et B # 0 et ABAB = 0. A-t-on BABA =0 ?

Indication : on pourra commencer par les petites valeurs de n.

Mines PSI 2022 Louis Lacarrieu 11

Soit n € N* et f : My (R) — My, (R) définie par f(M) = M +MT.
a. Montrer que f est un endomorphisme de M, (R).

b. f est-il diagonalisable 7

c. Déterminer les sous-espaces propres de f.

Mines PSI 2022 Thomas Lanne I
Soit @ : R4[X] = R4[X] défini par @(P) = X*(P/(X+1) — P/(X)). On pose F = X R, [X].
a. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R4[X].
b. Donner la matrice de ¢ dans la base canonique de R4[X].
c. Trouver une base de Ker(¢).
d. Déterminer les valeurs propres de @.
e. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4[X] stable par o.
Montrer que R4[X] =F & Ker(o).

f.
g. Est-ce que ¢ est diagonalisable ? Si oui, donner une base de R4[X] formée de vecteurs propres de ¢.

Mines PSI 2022 Peio Lanot I
Soit n>2,C#0€Mn1(R), L#0EM;n(R) et A=CL—I,.
a. Peut-on avoir A = -1, ?
b. Montrer que A? 4 (2 — LC)A + (1 — LC)I, = 0.

c. Dans quel cas A est une matrice de symétrie ?

=B

. Soit A € Sp(A), montrer que A est racine d’un polynoéme de degré 2.

e. A est-elle diagonalisable ? Donner ses sous-espaces propres.

Mines PST 2022 Margaux Millaret I

0 0 —ap
: .
Soit n € N*, (ap, - -,an—1) € K™ et la matrice A = | 0 € My (K)
: -0 :
o0 --- 0 1 —apn_1

a. Calculer xa.

b. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

Mines PST 2022 Florian Picq 1
Pour k € N*, on pose fy : x — ch (kx) et gx : x — sh (kx) définies sur R des vecteurs de E = C*(R, R).
On pose F = Vect(f1, -+, fn, g1, ", 9gn)-
On pose aussi 'application ®, définie sur E, par ®(f) = f/ — 3f' + 2f.
a. Montrer que B = (f1,+-+,fn, g1, -, gn) est une base de F.
b. Montrer que la restriction de ® a F est un endomorphisme qu’on note W.

c. L’endomorphisme ® est-il diagonalisable ?
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Mines PSI 2022 Elouan Princelle II

Soit A € M, (C). Montrer que : A diagonalisable < (VQ € C[X] \ Cy[X], IM € M,(C), Q(M) = A).
Mines PST 2022 Maxence Rossignol 11

Soit n € N* et deux matrices A, B de M, (C) telles que AB — BA = B.

b. Montrer que Yk € N*, AB* — BKA = kB*.

c. En déduire que B est nilpotente.
Mines PSI 2022 Thibault Sourdeval I

Soit n € N* et A = (ai,j)1gi‘j<n € MH(R) telle que aij =jsii 75] et aj i = 0.

n n n
a. Montrer que 'équation > k [] (x+1) = J] (x + 1) admet n solutions réelles distinctes.
k=1 i=1 i=1

itk
b. Montrer que A n’admet pas de valeurs propres entiéres dans [—n; —1].
n

c. Si A € C est une valeur propre de A, montrer que Kk

Stk
d. En déduire que A est diagonalisable.

Mines PSI 2022 Alban Soyez II

a;  a an

1 0 0
Soit n € N*, (a1, --,an) € K™ et la matrice A= | 0 1 . D e Ma(K).

0 0 1 0

a. Calculer xa.

b. Trouver une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité.

CCINP PSI 2022 Nais Baubry 11

2 2 -1
Soit A= =1 5 —1 ] et al’endomorphisme de R? canoniquement associé & A.
o 1 2

a. Montrer que A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable dans M3 (R).

b. Trouver toutes les droites de R3 stables par a.

Soit dans les questions suivantes un plan P de R3 stable par a. On définit alors I’endomorphisme o’ de P

induit par a dans P, qu'on note a’ = ap.

c. Montrer que xo - divise xq-
d. En déduire que P C Ker ((a — 3id g3)?).

e. Que vaut donc P ?
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CCINP PST 2022 Lola Belle Wangue 1T
Untl = Un +2vn —wn

Soit (un)nen, (Vn)nen et (Wn)nen définies par up = 0, vo = 1, wop = 0 et {Vn+1 =  —un+4vy —wy.
Wnil = —Up + 2vn +wq

Pour tout n € N, on définit aussi le vecteur colonne X, = | vn

a. Ecrire le systéme précédent sous la forme Xn 1 = AX,, avec A € M3(R).
b. En déduire X,, en fonction de A et Xo pour n € N.

c. La matrice A est-elle diagonalisable 7

d. Déterminer les sous-espaces propres de A.

e. Trigonaliser A.

f. Déterminer u,, vy, wy en fonction de n.

CCINP PST 2022 Amandine Darrigade et Thomas Lanne 11

Soit un entier n > 3.
a. Soit M € M;,(C) et ses valeurs propres A1, - -+, A éventuellement répétées avec leur ordre de multiplicité.
n

Montrer que Tr (M?) = > AZ.
k=1

b. Donner les valeurs propres de A= | : (0) : | € Mn(R).

c. Trouver une base de Ker(A).

CCINP PSI 2022 Anna Decrock 11

o 1 3
Soit A= 2 1 =3 ] et fl’endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.
-2 1 5

a. Trouver les valeurs propres de A.

b. Est-ce que la matrice A est diagonalisable ?
c. Donner des vecteurs propres u et v de A et un vecteur w tels que B = (u, v, w) soit une base de de R3.

d. Montrer que A est trigonalisable et la trigonaliser.

CCINP PSI 2022 Léo Ducos-Tourenne II et Anatole Rousset 11
Soit n € N* et A € My, (R), on définit fa : My (R) = Mn(R) par fo(M) = AM.
a. Montrer que fo est un endomorphisme de M, (R).

b. Montrer que A% = A si et seulement si fa est un projecteur de M, (R).
c. Montrer que A est diagonalisable si et seulement si f5 est diagonalisable.
d. Construire un vecteur propre de f5 via un vecteur propre de A.

e. Construire un vecteur propre de A via un vecteur propre de fa.

f. Montrer que A et fao ont le méme spectre.

CCINP PSI 2022 Colin Herviou-Laborde et Elouan Princelle 11

Soit n € N* et M € M,,(C) telle que M2 +MT = 1,,.
a. Montrer que si P € C[X] annule M, les valeurs propres de M sont des racines de P.

b. On suppose que M est symétrique. Montrer que M est diagonalisable et que Tr (M) x det(M) # 0.
c. On ne suppose plus M symétrique. Montrer que M est toujours diagonalisable.
d. Montrer que M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

24



CCINP PSI 2022 Fares Kerautret I et Louis Lacarrieu I

Soit n € N* et (A,B) € (M, (C))? avec Sp(A) N Sp(B) = 0.

a. Montrer que si P € C[X] est un polynéme annulateur de A, les valeurs propres de A sont racines de P.
b. Montrer que xa (B) est inversible.

c. Montrer que si X € M, (C) vérifie AX = XB, alors X = 0.

d. Montrer que YM € M, (C), I'X € M, (C), AX —XB = M.

CCINP PSI 2022 Paul Lafon II
Soit n € N*, (A, B) € M, (R)? tel que AB —BA = A et f: My (R) — M, (R) définie par f(M) = MB — BM.

a. Montrer que f est un endomorphisme de My, (R).
b. Calculer Tr (A). Généraliser en calculant, pour k € N*, Tr (A¥).

c. Montrer que A est nilpotente.

CCINP PSI 2022 Joél Lascoumes et Jade Mirassou 11

3 -3 2
Soit A= -1 5 =2
—1 3 0

a. La matrice A est-elle diagonalisable 7 Quels sont ses éléments propres ?
b. Montrer qu’il existe une matrice R € M3(R) telle que R* = A.
c. Montrer que toute matrice R € M3(R) vérifiant R? = A est diagonalisable.

d. Combien y a-t-il de matrices R € M3(R) telles que R? = A ?

CCINP PSI 2022 Paul Mayé I1

0 3 0
Soit A=11 0 1 |.Pour tout entier n € N, on pose un, = Tr (A™).
10 0

a. En utilisant un polynome annulateur de A, établir une relation entre w43, un42, Unt+1 €t un.
b. En déduire que Yn > 2, u, € N*.
c. Montrer que A est diagonalisable dans M3(C). Exprimer u, en fonction des valeurs propres de A.

d. En déduire que Y 1 converge.

n>2 Un

CCINP PSI 2022 Manon Odelot 11

Soitn € N*, A € M,,(C) et B= On A
In On

. Déterminer xg en fonction de xa. En déduire le spectre de B en fonction de celui de A.

a
b. Si A est inversible et a n valeurs propres distinctes, montrer que B est diagonalisable.

el

. Montrer que si B est diagonalisable, alors A I'est aussi.
d. Donner un exemple ot A est diagonalisable et B ne l’est pas.

e. Montrer que si A est inversible et diagonalisable, alors B est aussi diagonalisable.
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CCINP PSI 2022 Camille Pucheu 1

Pour (a,b,c) € R3, on pose M(a,b,c) =

o op
o o o
o oo

a. Déterminer les valeurs propres de M(a, b, c).
b. Calculer d = det(M(a,b,c)). Si d =0, donner Ker (M(a,b,c)) et Im (M(a,b,c)).
c. La matrice M(a,b,c) est-elle diagonalisable ?

d. Si a =b et ¢ # 0, donner des bases des sous-espaces propres de M(a, a,c) et en déduire une matrice P
inversible et une matrice diagonale D telles que M(a, a,c) = PDP~'.

CCINP PSI 2022 Ewan Sarrazin [

On définit sur 'espace vectoriel E = R3[X] Papplication ¢ qui & tout polynéme P € E associe le reste de la
division euclidienne du polynéme X?P par D = X* — 1.

a. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de E.

b. Montrer que ¢ est diagonalisable, donner ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

c. Est-ce que ¢ est inversible ? Si oui, donner ¢ .

CCINP PSI 2022 Baptiste Savarit 11

Soit n € N* et u € £L(C™). On note Id l'application identité de C™.

a. Montrer que si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable.

b. Montrer que la réciproque de la question précédente est fausse.

c. Soit A € C*, montrer que Ker(u? — A21d) = Ker(u — Ald) @ Ker(u + Ald).
d. Montrer que la réciproque de la question a. est vraie si u est bijective.

CCINP PSI 2022 Thibault Sourdeval III

Soit k € N* et A € My (C). Quel est le rayon de convergence de > Tr (A™)z™.
n=0

CCINP PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche II

Soit n € N*, E un R-espace de dimension finie n, f un endomorphisme de E qui admet n valeurs propres
distinctes Aq, -+, A

a. Montrer que ¢ : P +— (P(A1), -, P(An)) est un isomorphisme de Ry _1[X] dans R™.

Soit g € L(E) tel que gof=fog.

b. Montrer que les sous-espaces propres de f sont stables par g, puis que tout vecteur propre de f est un
vecteur propre de g.

c. En déduire qu’il existe une base de E composée de vecteurs propres communs a f et g.

d. Montrer l'existence et 'unicité de P € Rn_1[X] tel que g = P(f).

e. En déduire la dimension de €(f) = {g € £L(E) |[fog=gof}.

Mines-Télécom PSI 2022 Jade Mirassou I

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et u € £L(E).

a. Montrer que Vk € N, Ker(u¥) Cy er(ukt).

b. Soit p € N tel que Ker(uP) = Ker(uP*'), montrer que V¢ € N, Ker(uP+!) = Ker(uP).
Supposons u nilpotent et q € N* tel que ud =0 et ud=" #£ 0.

c. Déterminer le polynome caractéristique de w.

d. En déduire que q < n.
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Mines-Télécom PSI 2022 Manon Odelot 1

a+1 a a 1 1 1
Soita€ Ret A= a a+1 a etB=1[|1 1 1
a a a-+1 1 1 1

a. Calculer B™ pour tout entier n € N.
b. Calculer A™ pour tout entier n € N.

c. Comment aurait-on pu faire autrement pour b. ?

Mines-Télécom PSI 2022 Paul Sterlin I

X+1
Soit application ® définie sur R[X] définie par ®(P) = fx P(t)dt.

Pour tout entier n € N, on note &, 'application induite par ® dans R, [X].
a. Montrer que ®, est un endomorphisme de R;[X].

b. @, est-il diagonalisable 7

c. Montrer que @, est un endomorphisme de Ry [X]. Est-il diagonalisable ?

Navale PSI 2022 Nais Baubry 1I

o 1 -1
Soit A=1{0 1 3

1 -1 4
a. La matrice A est-elle diagonalisable ?
b. Trouver une base de Ker(A — 2I3).

c. Trouver les plans stables par A.
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ORAUX 2023 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

X PSI 2022 Tucas Lacampagne I

. . . . +oo e (1)
Soit f: Ry — R continue et bornée telle que f(0) # 0. Pour tout n € N*, on pose an = f dt.

0 N
a. Trouver un équivalent de a,.

b. Que se passe-t-il si f = sin ?

ENS Cachan PSI 2022 Noé Chassagne 1

1
On définit, sous réserve d’existence, pour (p,q) € N2, I, 4 = fo xP In9(x)dx.

a. Montrer 'existence de I, ¢ pour toutes valeurs des entiers naturels p et q.

b. Calculer I, 4 pour (p,q) € N2

1 +oo (7])n71
c. En déduire que fo dx = Y ——
n=1 n

Centrale Mathsl PSI 2022 Joél Lascoumes

/2 ¢in™(t
Pour n € N*, on pose u,, = fo w

a. Montrer que u,, est bien défini pour tout entier n € N*.

dt.

b. Montrer que lim u, =0.
n—-+oo

c. Montrer que la série > (—1)"uy, converge.
n>1

d. Montrer que la série > u, diverge.
n>1

Mines PSI 2022 Olivier Courmont II

+00 i
On rappelle que fo sin(t)

+00 g¢i
dt = % Déterminer lim sin(nt) dt.

t n—+oo J O et —1
Mines PSI 2022 Anna Decrock 1

Pour « € R d O —
our o en cas de convergence, on pose f(a) = —r

) g p 0 ch(] +X)
a. Déterminer le domaine de définition D de f.

b. Montrer que f est continue sur D.

[¢]

. Montrer que la courbe de f est symétrique par rapport a la droite x = %

d. Etablir I'existence d’une borne inférieure de f sur D et calculer Igf(f).

e. Trouver un équivalent de f en 0.
Mines PSI 2022 Achille Domens I

1 2 + 2
Exprimer f;) (En%dt puis fo o % dt sous forme de série.
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Mines PSI 2022 Louis Lacarrieu I
/2
Soit la fonction f définie par f(x) = fo In(1 + x cos?(t))dt.

a. Montrer que f est définie sur [—1; 400

b. Montrer que f est de classe C! sur | — 1; 400
c. Calculer f'(x) en posant u = tan(t).
d. En déduire que f(x) = nln (7”4_;“)

Mines PSI 2022 Florian Picq 11

7(1+t )x
Urizdt et on pose g(x) = f(x?).

a. Montrer que f est dérivable sur R, et donner 'expression de f'(x).

b. Calculer (0) et lim f(x).
xX—+00

On définit f: Ry — R par f(x) = fo

, x 5 2
c. Etablir que ¥x > 0, g(x) + (fo et dt) = %

+
d. En déduire que fo Tt at = ﬁ

Mines PSI 2022 Maxence Rossignol I

+oo —xt
Pour un réel x, en cas de convergence, on pose f(x) = fo ]e+ ~dt. On définit aussi, toujours sous réserve
oo sin(t . oo
de convergence, g(x) = cos(x) f SlT;ﬁdt —sin(x) f Oi( )dt
X X

Déterminer ’ensemble de définition D de f.

a.
b. Montrer que f est solution de I’équation différentielle (E) : y” +y = >l< sur RY.
+oo +oo
c. Montrer la convergence de f sin(t )dt et de f cos(t) dt.
0 t 1 t

d. Prouver que g est aussi solution de (E) sur RY.
e. Montrer que f = g sur R}.

+oo sin?(t
stn”(t) g,

gl

“+oo
En déduire la valeur de fo sm( )dt puis de f

Mines PSI 2022 Baptiste Savarit I
Pour x € R, d )= [ the !
our x en cas de convergence, on pose
V1+ t4

a. Déterminer le domaine de définition D de f. Etudier la monotonie de f sur D.
b. Sur quel domaine la fonction f est-elle continue ? dérivable ? Etudier la monotonie de f'.
c. Déterminer la limite de f en +oo.

+
d. Calculer, pour x > 0, la valeur de g(x) = fo ~ e xtat.

e. En déduire que f(x) o %. Indication : on pourra s’intéresser & |f(x) — g(x)]|.
%0 X

f. Déterminer la limite de f en 0F.
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Mines PSI 2022 Guillaume Tran-Ruesche II1

1 -n
Déterminer lim x~/m (1 + l) dx.
n——+oo J O n

CCINP PSI 2022 Joél Lascoumes et Jade Mirassou I

: teo  dt
SOItf:XHfO m

a. Déterminer le domaine de définition D de f.

b. Montrer que f est continue sur D.
c. Montrer, si x € D, que 1 —x € D et qu'on a f(1 —x) = f(x).

d. Déterminer des équivalents de f aux bornes de D.

CCINP PSI 2022 Ewan Sarrazin 11

—+oo
Pour x € R, en cas de convergence, on pose g(x) = f Mdt.

o t(1+t%)
a. Montrer que g est définie sur R et qu’elle est impaire.

b. Montrer que g est de classe C' sur R et donner une expression intégrale de g’(x).

- 1 x? 1
. Mont R 1 = .
C ontrer, s1x € + \{ }7 que (] +X2t2)(] + tZ) (XZ _ ])(] —|—X2t2) + (] _ XZ)(] + tZ)

d. En déduire que ¥x € Ry, g(x) = %In(l +x).

e. Que vaut donc g(x) six € R_ 7

CCINP PSI 2022 Thibault Sourdeval 11

“+oo
En cas de convergence, on pose I = f X __dx.
o sh(x)

a. Montrer que I existe.

+o0 2
b. Montrer que I = —s .
d 112::0 (ZTL + ])2

+oo 1 2

c. En déduire la valeur numérique de I. Indication : on rappelle que > — = %
n=1"n

CCINP PSI 2022 Paul Sterlin I
oo g7t g4
Pour x € R, en cas de convergence, on pose ¢(x) = fo = %n(m)dt.

a. Montrer que ¢ est définie et continue sur R.
b. Montrer que ¢ est dérivable sur R.

c. Exprimer ¢’ puis ¢ avec des fonctions usuelles.

Mines-Télécom PSI 2022 Nais Baubry I

tr =1
In(t)

a. Montrer que fy est intégrable sur |0; 1] en distinguant les cas x = 0, x > 0 et x < 0.

1
Pour x € D =| — 1; +00[, on définit la fonction fy : t — et, en cas de convergence, f(x) = fo fx(t)dt.

b. Montrer que f est de classe C! sur D et calculer f'(x).

c. En déduire une expression simple de f(x).
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Mines-Télécom PSI 2022 Manon Odelot 11

o In(t)
X%+ t?

b. Donner une expression simple de F(x).

+
a. Montrer que F: x — fo dt est de classe C! sur Ry
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ORAUX 2023 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

ENS Cachan PSI 2022 Maxence Rossignol 1

Soit n € N* et A, B dans My (R) deux matrices symétriques.
a. Montrer que AB est symétrique si et seulement si AB = BA.
b. Trouver A et B symétriques telles que AB n’est pas symétrique.

c. Montrer que s’il existe une base de vecteurs propres communs a A et a B, alors AB est symétrique.

Centrale Mathsl PSI 2022 Anna Decrock

Soit n € N*, on munit R™ de sa structure euclidienne canonique. Soit A € M, (R) et P la matrice de la
projection orthogonale sur Im (A) dans la base canonique.

a. Montrer que (V(X,Y) € (R™)2, XTMY =0) <= (M =0).

b. Montrer que P est symétrique.

c. Caractériser la matrice PA.

d. En déduire que Tr (A)? < rang (A) x Tr (ATA).

e. Dans l'inégalité précédente, quel est le cas d’égalité 7

Centrale Mathsl PSI 2022 Louis Lacarrieu

+o0
Soit n € N* et E = Ry, [X]. Pour (P,Q) € E2, on pose < P,Q >= f P(t)Q(t)e tdt.

0

k _1\k
On note, pour k € [0;n]], B = X et Ly : t — (;)etf]gk)(t) ol fi @t etk

k! k!
a. Montrer que < .,.> définit un produit scalaire sur E.
b. La famille B = (Bo, -, Bn) est-elle une base orthonormale de E ?
c. Montrer que £ = (Lo, -+, Ly, ) est une famille de vecteurs de E.

Donner le degré et le coefficient dominant de Ly pour k € [0;n].
d. La famille £ est-elle une base orthonormale de E 7
e. On définit F = {P € R, [X] | P(0) = 0}. Donner une base de F, de F*.

+oo
_ . ny2,—t
f. Calculer (a,,‘-»{gi)eR" fo (1—ast ant™)“e tdt.
Centrale Mathsl PSI 2022 Thomas Lanne

Soit n € N* et Vi I'ensemble des matrices de My, (R) telles que leur spectre est réduit a {1}.
a. Donner un élément de V;.

b. Prouver que VM € Vi, (M —I,)™ = 0.
c. On prend ici n = 4. Trouver une matrice M € V; telle que (M —14)? # 0 et (M — 14)3 = 0.

d. On revient a n quelconque. Trouver toutes les matrices symétriques appartenant a Vj.

e. On prend ici n = 3. Trouver toutes les matrices orthogonales appartenant a Vj.
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Centrale Mathsl PSI 2022 Anatole Rousset

On pose C ={M € M, (R) | VX € M1 (R), |IMX]|]2 < [|X]|2}-
On dit que les endomorphismes canoniquement associés aux matrices M de C sont contractants.
IMX][2 _ [IMXoll2

On dit qu'un vecteur Xg est extrémal pour M € C si Xg #0 et Sup = .
XE?V;;S(R) ||X||2 ||X0||2

On dit qu'un vecteur Xg est fixe pour M € C si MXo = Xo.
a. Vérifier que toutes les matrices A € O2(R) appartiennent & C.

b. Soit A € C, montrer l’existence d’une matrice R € SO2(R) telle que AR est symétrique. En déduire qu’il

existe deux matrices Q7 et 2, dans O2(R) et deux réels a et b telles que Q1AQ, = (g g)

c. Soit A € C, avec les notations ci-dessus, montrer que (a,b) € [—1;1]%.

d. Montrer qu'’il existe un vecteur extrémal pour A. A quelle condition existe-t-il un vecteur fixe pour A 7

Centrale Maths] PSI 2022 Baptiste Savarit

Soit la suite (Py)nen de polynémes de R[X] définie par Py =2, Py = X et ¥n > 2, P, = XPh_1 — Pn_2.
a. Etudier le degré, la parité et le coefficient dominant de P,, pour tout n > 1.

b. Soit z € C*, montrer que Vn € N, P, <z+ l) =z"+ in
z z

c. Montrer que, si n € N*, P, admet n racines réelles distinctes.

On admet que Mn(R) = S (R) @ An(R) ot Sy (R) (resp. An(R)) est le sous-espace vectoriel contenant les
matrices symétriques (resp. antisymétriques).
Pour M € M, (R), on note Sm le projeté de M sur Sy (R) parallelement a A (R).

d. Soit U € O(n), trouver un polyndéme Qn tel que Sun = Qn(Su)-

Centrale Mathsl PSI 2022 Paul Sterlin

Soit E un espace euclidien de dimension p > 1, u un endomorphisme symétrique de E, A7 < - -+ < Ay les valeurs
propres de u éventuellement répétées avec leur ordre de multiplicité. On note aussi S = {x € E | ||x|| =1}.
On note aussi E; ’ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension 2 tels que ?7.

On pose D = diag(0,1,---,p —1) € Mp(R), ] = (1)1<ij<p € Mp(R) et, pour n € N, M, =D + %].
a. Montrer que A1 = Min(u(x)|x).
x€S

b. Montrer que les matrices M, sont diagonalisables. Quelle est la limite de (M )nen+ ?

Mines PSI 2022 Noé Chassagne 11

Soit n € N*, pour toute matrice A € My, (R), on définit n(A) = Tr (A*A).
a. Montrer que Y(A,B) € (Mn(R))?, n(AB) < n(A)n(B).
Soit A € M, (R) une matrice symétrique, on note A7 < -+ < Ay les valeurs propres de A.

b. Montrer que (A, —A1)? < 2n(A).
Questions supplémentaires :
e Caractériser le cas d’égalité dans la question b..
e [’ensemble des matrices symétriques est-il ouvert ? fermé ?
e [’ensemble des matrices symétriques positives est-il ouvert 7 fermé ?
e [’ensemble des matrices symétriques définies positives est-il ouvert 7 fermé ?
o Quelle est la définition de I'adhérence ?
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Mines PSI 2022 Tony Géreaud I

Soit E ’ensemble des matrices symétriques de Mz (R).
a b / a b / ’ ’ ’
b e et M/ = v dans E, on pose (M|M’) = aa’ 4+ 2bb" + cc’.
a. Montrer que E muni de (.|.) est un espace euclidien de dimension 3.

On note G = {f € L(E) | YM € E, Tr (f(M)) = Tr (M) et det(f(M)) = det(M)}.

Pour M = <

b. Montrer que G est un sous-groupe de (O(E), o).

c. Montrer que G est ’ensemble des endomorphismes de E tels que f(I2) = L.

Mines PSI 2022 Colin Herviou-Laborde 11

Soit un entier n > 2 et A € My (R).
a. Montrer que si toute matrice B = (bj j)1<i,j<n semblable a A vérifie by 1 = 0, alors pour tout vecteur

colonne X € My, 1(R), la famille (AX, X) est liée. En déduire ce que vaut A.
b. Que dire de A si toute matrice B = (bi,j)1<i,j<n € Mn(R) semblable & A est telle que by 7 =0 ?

Mines PSI 2022 Paul Mayé II
Soit n € N* et E = My, 1 (R) muni de son produit scalaire canonique. Soit A € GL,(R). Montrer qu'il existe
une base orthonormée (X1,---,Xy) de E telle que (AXj,---,AXy) est une base orthogonale de E.

CCINP PSI 2022 Marius Desvalois 1
Soit n € N* et I'espace E = My, 1(R) sur lequel on définit, pour tout (X,Y) € E2, < X,Y >= XY € R.
a. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur E. On note ||.|| sa norme euclidienne associée.
b. Soit A € M (R), montrer que Im (A)+ = Ker(*A).
Soit A € Mu(R) et Y € E fixés, on définit f: E — R par f(X) = [|[AX —Y]|.
c. Montrer que f(X) = %Eg(f(z)) si et seulement si *A(AX — Y) = 0.

CCINP PSI 2022 Margaux Millaret I

Soit A € M>(R) une matrice inversible telle que A% = AT.

a. Trouver un polynéme annulateur de A.

b. En déduire les valeurs propres complexes possibles de A.
c. En déduire la valeur de det(A).
d. Quelles sont les valeurs possibles pour xa 7

e. Montrer que A est orthogonale. Quelles sont les valeurs possibles de A 7

CCINP PSI 2022 Thibault Sourdeval I

Soit n € N* et E = R™ muni de sa structure euclidienne canonique.

Soit uw € L(E) et A sa matrice dans la base canonique.

Soit w I’endomorphisme de E canoniquement associé a AT.

a. Montrer que Y(x,y) € E2, (u(x)|y) = (x|w(y)).

b. Montrer que si F est un sous-espace stable par u, alors F- est stable par w.
(I

Onpose A=(1 0 1
o 1 0

c. Calculer xo. AT et A sont-elles diagonalisables ?

d. Donner les sous-espaces stables par u.
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CCINP PSI 2022 Matis Viozelange 11

1
On note E = C°([0; 1], R) et, pour (f,g) € E2, (f|g) = fo t2f(t)g(t)dt. On pose F le sous-espace de E composé
des fonctions affines de [0;1] dans R, c’est-a-dire F = {f € E | 3(a,b) € R?, ¥x € [0;1], f(x) = ax + b}.
a. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E.

1
b. Pour n € N, montrer la convergence de fo t™ In(t)dt et calculer sa valeur.
c. Déterminer la projection orthogonale de f : x — x In(x) sur F.

d. Calculer Inf ||gq,bl| OU ga,b : x — ax + b —xIn(x).
(a,b)eR2

’

Mines-Télécom PSI 2022 Marius Desvalois 1

Soit n € N, E =Myu,1(R), (A,B) une famille libre de E et F = Vect(A, B).
On pose M = ABT + BAT et f ’endomorphisme de R™ canoniquement associé a M.
. Trouver Ker(M).

o

b. Déterminer rang (M) et Im (M).
c. M est-elle diagonalisable ?
d

. Quelles sont les valeurs propres de M 7
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ORAUX 2023 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

ENS Cachan PSI 2022 Noé Chassagne 11

Soit un entier n > 2 et r € [[2;n].

On note Ey r lensemble des parties de [1;n] ayant r éléments. On note Fy , ensemble des parties de
[1;n+ 7 — 1] ayant r éléments et telles qu’aucun de ces éléments ne soient consécutifs ; c’est-a-dire que si
on prend r entiers aj,---,ar telsque 1 < a1 < -~ <ar <n+r—1,ona{arn ,a} € Fpr <= (Vi€
[1;7=1], aiv1 —ai>1).

a. Montrer que card (Ey, ») = card (Fn,r).

On tire au hasard quatre numéros simultanément entre 1 et 49.

Chaque quadruplet a la méme probabilité d’étre tiré.

b. Calculer la probabilité d’avoir au moins deux éléments consécutifs dans le tirage.

c. Calculer la probabilité d’avoir exactement deux éléments consécutifs dans le tirage.

ENS Cachan PSI 2022 Lucas Lacampagne

Soit (Xx)ken= une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi, P(Xy = 1) =

P(Xy =-1) = % On pose aussi, pour n € N*, les variables aléatoires :
n
L] Sn = Z Xk.
k=1

eT=Min({ne N*| S, =0})si {ne N*| S, =0} # 0 et T = 400 sinon.
a. Déterminer la loi, I’espérance et la variance de S,.

b. Calculer P(T=2), P(T=4) et P(T=2n+1) pour n € N.
On pose po =1 et, pour tout entier n € N, p;, = P(Szn = 0). On pose aussi qx = P(T = 2k) pour k € N.

“+o0
c. Montrer que > pnx™ est convergente pour |x| < 1. On pose alors p(x) = > pnx™.
n=0 n=0

n
d. Montrer que Vn > 1, pn = > pPn—kqk-
k=1

2 —
e. Montrer que Vx €] — 1;1], G7(x) = p(x(#
p(x

f. En déduire la loi de T et son espérance.

ENS Cachan PSI 2022 Paul Mayé
Soit un espace probabilisé (2, A, P) et X une variable aléatoire a valeurs dans N, on dira par la suite que X
+oo
est une VAD. On pose alors Gx(z) = Y. P(X = k)z*. On dit que X est de type m € N* si X est une VAD

k=0
et s'il existe un entier r € [0;m — 1] tel que Vk € N, k # r [m], P(X=k) =0.
a. Cas m = 2, montrer que X est de type 2 équivaut & |Gx(—1)| =1

o
b. Cas m > 3, montrer que X est de type m équivaut a ‘Gx(e%)‘ =1.

[¢]

. Montrer que si r existe, alors il est unique. On note désormais cet entier r(X).
d. On pose W = X+Y avec X et Y deux VAD indépendantes. Montrer : W de type m <= X et Y de type m.
. Montrer, si X et Y sont deux VAD indépendantes de type m et W = X +Y, que 7(W) = r(X) + r(Y) [m].

o}
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Centrale Mathsl PSI 2022 Olivier Courmont I
Dans une urne contenant n boules numérotées de 1 a n, on tire les n boules successivement et sans remise.
On note Xy le numéro de la boule obtenue au tirage k € [[T;n]. On dit qu'on a un pic au tirage k si

Vi€ [[1;k — 1], Xi < Xx. En particulier, on a toujours un pic au tirage 1. On note S;, le nombre de pics lors

de ce tirage. Pour k € [[1;n]], on note Ty la variable de BERNOULLI valant 1 §’il y a un pic au tirage k.
a. Calculer P(S, =n) et P(Sn, =1).

b. Donner la loi de Ty.

c. En déduire E(Sy). Donner un équivalent de E(Sy).

d. On admet que P(Ty =1,Tj = 1) = 1) sitT<i<j<n.

Les variables aléatoires T; et T; sont-elles indépendantes 7

e. Calculer V(Sy,) et en donner un équivalent.

Centrale Mathsl PSIT 2022 Amandine Darrigade

Soit (Xn)nen« une suite de variables aléatoires indépendantes & valeurs dans {—1,1} qui suivent la loi

n
PXn=1)=PXn=-1)= % On note, pour tout entier n € N*, la variable aléatoire Sy, = > X.
k=1

a. Quelles sont les valeurs que peut prendre S,, 7

b. Pour n € N*, trouver une relation entre P(|Sny1]=1), P(|Sn| =2) et P(|Sn| =0).

. Pour k € N\{0,1} et n € N*, trouver une relation entre P(|Sn4+1| = k), P(|Sn| = k+1) et P(|Sn| =k—1).
d. Montrer que ¥n € N*| E(|Sn+1]) = E(|Sn]) + P(|Sn| = 0).

e. Calculer, pour n € N*, la valeur de P(|Sn|=0).

¢l

f. En déduire que lim E(|Sn|) = +o0.
n—+oo

g. Déterminer un équivalent de E(|S|) quand n tend vers +oo.

Centrale Mathsl PSI 2022 Tony Géreaud

X(w)  Y(w)

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Pour w € €2, on pos M(w) = (Y(w) X(w)

> ou X et Y sont deux

variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de parametre p €]0;1].
a. Donner la probabilité que M soit inversible.
On note U(w) la plus grande valeur propre de M(w) et V(w) la plus petite.

b. Calculer Cov(U,V). U et V sont-elles indépendantes ?
c. On note Z = Max(X,Y). Calculer E(Z).

Centrale Mathsl PSI 2022 Camille Pucheu

Soit (Xn)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme loi. On note, pour
tout entier € N*, la variable aléatoire My, = Max(Xj, -+, Xn).

a. Pour k € N* et n € N* montrer que P(M;; <k—1)=P(X; <k—-1)™

b. Soit ici un réel o > 1 tel que la variable aléatoire X; admette une espérance finie notée my. Montrer que
Vke N*, P(Xy<k=1)>1— % En déduire que M,, admet une espérance finie pour n € N*.

1

c. On suppose ici que X7 suit la loi géométrique de parametre 7 Montrer que M,, admet une espérance

—+oo

finie pour n € N* et que E(My) = > (1= (1—279)").
K=1
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Centrale Maths1 PSI 2022 Matis Viozelange

Soit n € N*, des réels xq,---,xn distincts deux & deux et X une variable aléatoire qui vérifie la condition
X(92) = {x1,--,xn}. On note, pour tout k € [1;n], px = P(X = xx).

On définit aussi la fonction @ : R — C par ®(t) = E(e!tX).

a. Montrer que Vt € R, [®(t)

< 1.

b. Etablir que |®(t)|? ?1 — V(X)t? + o(t?).

c. On suppose que X(2) C a+Zb aveca € Retb € R*, c’est-a-dire que Vk € [1;n], Imy € Z, xx = a+myb.
Montrer que 3tg € R*, |®(to)| =1.

d. On suppose dorénavant qu’il existe to € R* tel que |®(tp)| = 1. Montrer qu'il existe « € R tel que
n noo

S opr = 3 etxkto=®)p,  En déduire qu'il existe (a,b) € R x R* tel que X(Q) C a + Zb.

k=1 k=1

Mines PSI 2022 Noé Chassagne I

Soit un entier n € N*. On s’intéresse a une urne contenant n boules non discernables numérotées de 1 a n.
On effectue des tirages et, a chaque tirage, on supprime de 'urne les boules dont le numéro est supérieur ou

égal a celui de la boule tirée. On note X, le nombre de tirages nécessaires pour vider entierement 1'urne.

a. Calculer E(X;) et E(Xz).
1 n—1

b. Montrer que Vn > 2, E(X,,) =1+ = > E(Xg).
k=1

c. Trouver un équivalent de E(Xy) quand n tend vers +oo.

ol In(n).

&=

n
Question supplémentaire : montrer que Y.
k=1

Mines PST 2022 Jimmy Guertin IT
Soit p €]0; 1] et (X7, X2) deux variables aléatoires indépendantes telles que Xy (2) = {—1,1} et P(Xx = 1) = p,
PXx =—-1)=T—ppourk=1ouk=2.
a. Trouver la (ou les) valeur(s) de p telle(s) que X1Xz est indépendante de Xj, de X;.

b. Trouver la (ou les) valeur(s) de p telle(s) que X7Xz est indépendante de (X1, X3).

Mines PSI 2022 Fares Kerautret I

Soit n € N* et m € [1;n]. On se donne deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant la loi

uniforme sur [[1;n] sur un univers probabilisé (Q, A, P). On définit la variable aléatoire Z,, : Q@ — [1;n] par
Zm(w) =X(w) si Y(w) <m et Zm(w) = Y(w) sinon.

a. Déterminer la loi de Z.

b. Calculer 'espérance de X, Y, Z,, en fonction de n et m.

c. Trouver la valeur mgo de m telle que E(Z,,) est maximale.
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Mines PSI 2022 Paul Lafon II
Soit p € N* et des urnes notées Uy, - - -, U, telles que U; contient i boules blanches et p — i boules noires.
Soit n € N*, on choisit une urne au hasard et on effectue n tirages dans cette urne avec remise.
La variable aléatoire N, correspond au nombre de boules blanches tirées et, pour tout entier i € [0;p]], on
définit I’éveénement A; = “on choisit I'urne Uuf.
a. Calculer Pa, (N, = k) pour i € [0;p]] et k € [0;n].
b. Calculer E(N,) sous réserve d’existence.

1
c. Montrer que ‘pEToo P(Np = k) = (E) fo x%(1 —x)Pdx avec a et b & déterminer.
Mines PSI 2022 Thibault Le Gal III

Un homme a une probabilité p €]0;1[ d’étre dans un immeuble de sept étages. Il n’est pas dans les six

premiers étages, quelle est la probabilité qu’il soit au septieme étage 7

Mines PSI 2022 Elouan Princelle I

On lance une piéce indéfiniment avec une probabilité p €]0; 1] de faire pile et on note ¢ =1 — p. Les lancers

sont supposés indépendants. Pour r € N*  on note T, la variable aléatoire qui correspond au nombre de

lancers nécessaires pour obtenir r fois pile (pour la premiére fois). On note Z, = T, — T,_1 avec Tp = 0.
a. Donner la loi de Z,.

b. Déterminer la fonction génératrice de T,.
o0

+ k

c. Pour des x convenables, calculer Y ( )xkr. En déduire la loi de T,.
k=r \T

d. Calculer 'espérance de T, de deux manieres différentes.

Mines PST 2022 Camille Pucheu I
Soit (An)nen une suite d’événements indépendants.
On pose I'événement B = “aucun des A;, n’est réalisé”.
+oo
a. Montrer que P(B) < exp ( -3 IP’(Ai)).
i=0

b. Que déduire sur P(B) si on suppose que Y. P(Ay) diverge.
n>0

On suppose construite sur N une probabilité P : P(N) — [0;1] telle que pour tout k € N*, un entier a une

probabilité % d’étre une multiple de k. On note I’événement Ay = kN* de sorte que l'on ait P(Ay) = % et

on note P = {2,3,5,7,---} ensemble des nombres premiers. On admet qu’en notant p, le n-itme nombre
premier (p;1 =2, p2 =3....) on a pn o nin(n).

oo
c. Montrer que P({0}) = 0.

d. Montrer que (Ap)pep est une suite d’évenements indépendants.

e. Conclure.

CCINP PSI 2022 Lola Belle Wangue I

On lance indéfiniment une piece équilibrée. On note :

e X le nombre de lancers pour obtenir la premiere séquence “pile-face”.
e Y le numéro du premier lancer ot on tombe sur “pile”.

a. Déterminer la loi conjointe de (X,Y).

b. Déterminer la loi de X.

c. Calculer E(X).
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CCINP PSI 2022 Fares Kerautret 11

Une variable aléatoire réelle X est dite presque siirement constante s’il existe w € Q tel que P(X = X(w)) = 1.

a. Soit Z une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2 telle que V(Z) = 0, montrer que Z
est presque stirement constante.

b. On suppose que X est presque stirement constante, montrer que V(X) existe et que V(X) = 0.

On suppose maintenant que X est a valeurs dans N. Soit Xj,---,X;, des variables aléatoires indépendantes
qui suivent la méme loi que X.

c. On utilise Gx pour.....

CCINP PSI 2022 Manon Odelot I
Soit p €]0;1] et deux variables aléatoires & valeurs dans N telles que, pour tout couple (k,n) € N2 on ait

P(X=%Y=n)= (E);(] —p)tsik<net P(X=%,Y=n) =0 sinon.

a. Déterminer la loi de Y.
b. Donner le développement en série entiere de x — 7 1 sur ] —1;1].
En dédui W €] = 11| f(“) nok L
c. En déduire que Vx €] — 1; X = —.
q ) = k (1 7X)k+1

d. Déterminer la loi de X.

(o]

. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes 7

CCINP PSI 2022 Baptiste Savarit I

Soit n € N* et X une variable aléatoire telle que X(2) = [[0;n] et dont la loi est donnée par la relation
. )y _a (T 5
Vk € [[o;n], P(X=%) = o <k) pour un réel a > 0.

n+1

a. Déterminer o« dépendant de n et k tel que ™) =«
k k41

) si k € [0;n].
b. En déduire la valeur de a.
c. Calculer E(X) et V(X).

CCINP PSI 2022 Paul Sterlin 1T

On dispose d’une urne contenant trois jetons indiscernables numérotés de 1 a 3. On effectue des tirages
indépendants avec remise d’un seul jeton a la fois. On note :
e Y le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiere fois deux numéros différents.
e Z le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiere fois les trois numéros.
a. Déterminer la loi de V.
b. Identifier la loi de Y — 1. En déduire E(Y) et V(Y).
c. Déterminer la loi du couple (Y, Z).
d. En déduire la loi de Z ainsi que E(Z).

CCINP PSI 2022 Matis Viozelange I

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant les lois de POISSON de parametres respectifs A > 0
et uw> 0. Posons Z=X+Y.

a. Montrer que Z suit la loi de POISSON de parametre A + .
b. Soit n € N, déterminer la loi de X sachant (Z =n).
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Mines-Télécom PSI 2022 Nais Baubry 1I

Soit un entier n > 2. Une urne contient n — 1 boules numérotées de 1 a n — 1. On dispose aussi de n boites
By, -+, By telles que la boite B; contient i jetons numérotés de 1 a i.
On réalise I'expérience suivante :

e On tire une boule dans 'urne et on note 1 son numeéro.

e On tire un jeton (numéro a) dans la boite B; et un jeton (numéro b) dans la boite Bi41.

e On a “gagné” si a =b.
a. Déterminer la probabilité p, de gagner si n = 2.
b. Déterminer la probabilité p,, de gagner dans le cas général.

1 1

c. Montrer que Vk € N*, 1 <In(k+1) —n(k) < o

d. En déduire un équivalent de py,.

Mines-Télécom PSI 2022 Marius Desvalois 11

Soit n € N*, n jetons et n urnes Uy, -+, Uy.
- on place le premier jeton dans I'urne Uj.
- on place le deuxieme jeton dans U; ou U, de maniére équiprobable.
- on place le jeton numéro n dans 'urne Uy, ou Uy, ..., ou U, de maniére équiprobable.
On note X;; le nombre d’urnes n’ayant pas de jetons a la fin de ce processus.
Pour k € [1;n], on définit la variable aléatoire By par Bx =1 si Uy est vide et By = 0 sinon.
a. Déterminer Xy, (2).
b. Calculer P(X, =0) et P(Xp, =n —1).
c. Déterminer la loi de By pour k € [1;n].
d. Calculer E(By) et V(By) pour k € [1;n].
e. En déduire E(Xy,). Calculer aussi V(Xy,).

Navale PSI 2022 Nais Baubry I

Soit n € N*, (p,q) €]0;1[* telquep+q<Tetr=1—p—q.
On lance n fois un dé truqué qui n’a que 1,2,3 sur ses faces. A chaque lancer, on a :
e une probabilité p d’obtenir la face 1.
e une probabilité q d’obtenir la face 2.
e une probabilité r d’obtenir la face 3.
On note X (resp. Y) la variable aléatoire donnant le nombre de 1 (resp. 2) obtenus au cours des n lancers.
Les lancers sont supposés indépendants.
a. Déterminer les lois de X et de Y.
b. Déterminer la loi du couple (X,Y).

c. X et Y sont-elles indépendantes 7

On suppose maintenant que le nombre de lancers N est une variable aléatoire suivant une loi de POISSON de

parametre A > 0. On lance a nouveau N fois le dé truqué avec les mémes variables aléatoires X et Y.

d. Déterminer les lois de X et Y.

e. X et Y sont-elles indépendantes ?
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ORAUX 2023 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

X PSI 2022 Olivier Courmont II

-

Soit f € C'([0;1], R) telle que f(0) = 0 et f(1) = 1.

1
Montrer que fo [f'(t) — f(t)|dt > 1 et que cette constante 1 est optimale.
e

e

ENS Cachan PSI 2022 Olivier Baesen et Thibault Le Gal et Antoine Prévost

Soit un entier n € N* et A € M, (R) une matrice symétrique inversible (A € S, (R)).
On définit ® : My, (R) — S, (R) par (M) = MTAM.

n(n+1)
a. Montrer que ®, vue comme une application de R™ dans R~ 2 , est de classe C'.

b. Rappeler la définition de la différentielle.
. Soit H € My (R), on note dy, ® la différentielle de ® en L.
e Montrer que ®(I,, + H) — ®(I,,) = HTA + AH + HTAH.
e En déduire que dj, ®(H) = HTA + AH.
e Déterminer le noyau et 'image de dy, ®.
d. Montrer que F = {M € M, (R) | AM € S;;(R)} et Ker(dy, @) sont supplémentaires.

¢l

e. Montrer qu’il existe un ouvert U contenant I, tel que U C GL,,(R).

ENS Cachan PSI 2022 Jimmy Guertin

Soit p et q deux fonctions continues de R dans R et I’équation (E) : y” +py’ + qy =0.

a. Soit f une solution de (E) non identiquement nulle avec a € R telle que f(a) = 0. Montrer qu'’il existe un
réel n > 0 tel que Vx € [a —n;a+1]\ {a}, f(x) #0.

Soit f et g deux solutions de (E) telles que (f, g) est libre.

On définit W : R — R par W(t) = f(t)g’(t) — f'(t)g(t).

b. Etablir une équation différentielle vérifiée par W.

c. En déduire une expression de W en fonction de tg € R.

d. Montrer que pour tout réel t, on a W(t) # 0.

e. Soit a < b tels que f(a) = f(b) = 0 et Vx €]a; b, f(x) # 0. Montrer que g s’annule une seule fois sur |a; b].

ENS Cachan PSI 2022 Margaux Millaret II

Soit la fonction f : R* — R définie par f(x,y) = xsin(:_jz) ;Ezsin(x) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

a. f est-elle continue sur R? ?

b. Calculer les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)}. La fonction f est-elle de classe C! sur R?\ {(0,0)} ?
c. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? Si oui, les calculer.

d. La fonction f est-elle de classe C! sur RZ ?
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Centrale Mathsl PSI 2022 Paul Mayé
+
Soit E = {f € CO(R,R) | ¥x € R, f Oo e 'f(t)dt converge } On admet que E est un sous-espace vectoriel
X

+00

de CO(R, R) et que I'application ¢ : E — E définie par ¢(f) = F avec F(x) = e* fx e~ Yf(t)dt est linéaire.
a. Soit f € E, montrer que F = ¢(f) € C'(R, R) et que Vx € R, F(x) = F/(x) + f(x).
b. En déduire que ¢ n’est pas surjective.
c. Donner les éléments propres de .
d. Soit f € E de classe C' et bornée, montrer que f' € E et que ((p(f))' = ().
e. Montrer que si on pose F I'ensemble des fonctions bornées et C' de E, alors F est stable par ¢. Quel est
le spectre de 'endomorphisme induit par ¢ dans F ?
Question de cours :

e Que dire du rayon de convergence de la somme et du produit de CAUCHY de deux séries entieres 7

Centrale Mathsl PSI 2022 Maxence Rossignol
Soit la fonction K : [0;1]% — R définie par K(x,y) = x(1 —y) si x <y et K(x,y) = y(1 — x) sinon.

a. Montrer que K est continue sur [0;1]% et & valeurs dans [O; H

b. Si (xo0,y0) € [0;1]? et xo < yo, déterminer une équation du plan tangent P & la surface S d’équation

z = K(x,y) en le point My = (x0,Yo,20). Donner aussi un vecteur non nul normal & P.

Mines PST 2022 Jimmy Guertin I
. +oo 2
Pour tout entier n € N, on pose I, = fo the t dt.

—+oo
On définit la fonction F : R? — R par F(x,y) = 1771 f (t—x)2(t — y)ze_t2 dt.

a. Montrer ’existence de I, pour tout n € N.
b. Trouver une relation entre I, et I, pour n € N.

c. Pour p € N, calculer I, 1 et I3, en admettant que fj: e Yat = NG
d. Calculer F(x,y). Montrer que F est de classe C>® sur R?.
e. Déterminer les points critiques de F, puis ses éventuels extrema.
Mines PST 2022 Lucas Lacampagne 1
Soit (a,b) € R? et équation différentielle (E) : y” — 9y = a|x| +b.

a. Résoudre (E) sur R.
b. Montrer que (E) posséde une unique solution sur R admettant une asymptote en +oo.

Mines PSI 2022 Thibault Sourdeval 11

Soit I un intervalle et «, p deux fonctions réelles dérivables définies sur I. On définit le wronskien de «, 3

comme la fonction w: I — R vérifiant Vt € 1, w(t) = oc/(t) B,(t) .
o(t) B(t)
a. Montrer que si @ et P sont des solutions de (E) : y” = ay’ + by avec a,b : I — R continues, alors le

wronskien w de ¢, vérifie une équation différentielle (F) d’ordre 1 sur I.
/
b. Si ¢ ne s’annule pas sur I, exprimer (9) en fonction de w et o.
®

c. Trouver une solution ¢ développable en série entiere de (E) : 2ty” +y’ —y = 0 telles que ¢ (0) = 1.
d. En déduire une autre solution } de (E) sur R* non colinéaire a ¢. Et sur R* ?

e. Donner toutes les solutions de (E) sur R.

43



CCINP PSI 2022 Nais Baubry I et Anna Decrock I

Soit les équations (Eo) : x*y” —2y =0et (E) : x*y” —2y =x>.

a. Trouver une solution polynomiale u de (Eo).

b. Trouver une fonction v solution de (Eo), indépendante de w, écrite sous la forme v(x) = u(x)z(x) avec z
de classe C? sur R} ou R*.

c. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur R ou R*.

d. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.
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