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ORAUX 2023 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

a. C est une partie non vide et majorée de R donc, par la propriété fondamentale des réels, elle admet une

a. Pour x € R, la fonction gy : t

1
ZTL
Sup(C) est le plus grand des majorants. Ainsi, il existe un réel x,, € C tel que Sup(C) — zi“ < xn < Sup(C).

borne supérieure. Pour tout entier n € N, Sup(C) est un majorant de C mais Sup(C) — -7 n’en est pas un car

Comme nEToo (Sup(C) - 2%) = Sup(C), par le théoreme d’encadrement, on a nlem xn = Sup(C). Par
conséquent, (xn)nen est une suite d’éléments de C qui converge vers Sup(C). Bien siir, il existe aussi une
suite (yn)nen d’éléments de C qui converge vers Inf(C).
b. Comme C est non vide, X ne l’est pas non plus car si ¢ € C, alors |c — ¢|] = 0 € X. De plus, comme C est
non vide et bornée, il existe M € R tel que Vx € C, |x| < M. Ainsi, V(x,y) € C2, |x —y| < |x| + Jy] < 2M
par inégalité triangulaire donc C est non vide, minoré par 0 et majoré par 2M donc X admet une borne
inférieure et une borne supérieure toujours par la propriété fondamentale des réels. Mieux, si (x,y) € C?, en
supposant que x >y (l'autre cas est symétrique), on a |x —y| = x —y < Sup(C) — Inf(C) car x, < Sup(C)
et yn = Inf(C) donc Sup(C) — Inf(C) est un majorant de C.
e 0 minore X et 0 € X donc 0 = Min(C) = Inf(X).
e D’aprés a., il existe des suites (xn)nen €t (Yn)nen d’éléments de C qui convergent respectivement
vers Sup(C) et Inf(C). Il existe un rang ng tel que ¥n = ng, xn = yn (et ceci méme si C = {c} car
alors xn =yn = c). Alors ¥n > ng, xn —yn = |xn —yn| € C et nEToo(Xn —yn) = Sup(C) — Inf(C).
Comme Sup(C)—Inf(C) est un majorant de X et qu’il existe une suite d’éléments de X qui converge vers

Sup(C) — Inf(C), par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, Sup(X) = Sup(C) — Inf(C).

— m est positive et continue sur RY et gx(t) ?W et

1

1 re s s s 1 .
gx(t) fode==crp)n D’apres le critére de RIEMANN, g, est intégrable sur |0; 1] si et seulement si x + 7 < 1 et
gx est intégrable sur [1;+oo[ si et seulement si % +x > 1 donc f est définie sur I = } — % 15{ car pour une

fonction continue positive, la convergence ou I’absolue convergence de l'intégrale sont équivalentes.

b. Pour x € I, on pose t = 1_ @(u) avec @ qui est strictement décroissante, de classe C' et bijective de
u

0 \/a d —+o0 d .
R* dans R% et f(x) = 7(——“): ——+—— = f(—x) donc f est .
% dans R et f(x) f+oo Ot 2 fo () (—x) donc f est paire
—x In(t) + 2
c. On a admis qu’en notant g : (x,t) — 1 = £ onaVx el f(x f > a—g(x t)dt.

VI 4+t V()]
On peut bien sir le montrer en utilisant deux fois le théoreme de dérivation sous le signe somme. Ainsi,
(=n(R)?e ™Y (—n(t)? o
V(14 t) V(1 +t)
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2 “+o00
comme g—g(x, t) = >0, ona f'(x f a—g (x,t)dt > 0 donc f est
x



convexe. Comme f est paire et dérivable, sa dérivée en 0 est nulle donc, comme f’ est croissante car f”/ > 0

sur l'intervalle I, ' est positive sur [0; % { et négative sur } - ]E; 0[ donc f admet son minimum absolu en 0.

+oo +oo
Comme f(0) = fo \/’E?i:—t) = [2 Arctan(\/{)}o =, on a bien ¥x € I, f(x) > f(0) = m.
1 ((1/2)—x 1 dat

1
d. Commem =Js tx\[ fo tX+ 1/2 = [(]/2) _X}Omnevalue la différence entre fo m

1 1 1
t our x € INR,. Or ‘ - dt_| = — 1At ot comme —t— < t,
Jo & SR pour x - fo t*x/¥(1 +1) s £V J; t"x/( +1) 1+t

1 1 (3/2)—x
tdt dt [ ] <1 ’ ] ‘ <.
fo V(1 + 1) \fo (172 7 1(3/2) —xJo (3/2) o fo txxfl—i-t C(172) = x|
1 “+00 1
. Avec CHASLES, f(x) = —dt — At et dt = 1 o(1
o e &) fo V(T + 1) * f1 tX\/*E(1 1) © fo V(T + 1) 1 (1/2) —x +o0)
+o0 dt +o0 dt _ [ t7(1/2)7x }4»00 _ 1
avec d.. De plus, 0 < f] 7‘8‘\/{(1 .y < f1 TG/ = ~1/2) =~ = 7(1/2) e < 2 donc
+oo dt 1 . N
— At _o@1). P =1 1. =
fl tX\/’EU vy p o(1) ar somme, f(x)%_ (1/2) =~ + 0(1). Or X_}(I]T;Lz)_ (1/2) = +o0o donc
f(x) = —+—— + o(*), d’otr f(x) ~ — 1 Par parité de f, on a aussi f(x) ~ —1
1 (1/2) —x (1/2) —x 17 (1/2) = x S(1/2) +
a. En prenant x =y = 1 dans la relation (1), on a f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.
Pour x > 0, en prenant y = i dans (1), on obtient f(1) = f(x) + f( ) donc f(l) = —f(x).
2x
b. Soit x > 0, les intégrales f t)dt et f t)dt sont bien définies car f est continue sur les segments
X

[x; 2] et [1;2]. Dans l'intégrale fxz f(t)dt, on pose t = @(u) = ux qui est de classe C' sur le segment [1;2]
et on a donc par changement de variable (version sup.) fXZX f(t)dt = f]z f(ux)xdu. Or f(ux) = f(u) + f(x)
donc, par linéarité de U'intégrale, fxzx f(t)dt = xflz f(u)du + xf(x). En divisant par x > 0, on a bien la
relation attendue, f(x =1 f t)dt — f ’ f(t)dt.

c. Comme f est continue sur ]Rj_, elle y admet une primitive F et, par le théoreme fondamental de
Pintégration, il vient f(x) = M — (F(2) = F(1)), ce qui prouve par opérations que f est de classe
C' sur R%. On peut donc dériver (1) par rapport a y, ce qui donne V(x,y) €]0;+0c[?, xf'(xy) = '(y) (2).

En prenant maintenant y = 1 dans (2), on a Vx € R%, f'(x) = ]C/(T]) Ainsi, comme R est un intervalle, il
existe une constante C € R telle que Vx > 0, f(x) = /(1) In(x) + C (3). En prenant x = 1 dans (3), comme
f(1) =0, on a C = 0 donc ¥x > 0, f(x) = f'(1) In(x).
Les f : R% — R continues telles que V(x,y) €]0; +o0[?, f(xy) = f(x) + f(y) sont proportionnelles a In.

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) =1+ sin(x) > 0 donc, comme

R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux réels

a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule qu’en

les réels de la forme —725 + 2knt (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc

un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.
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b. Supposons qu’il existe une fonction f: R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en c, devient f(c) = cos(f(c)). D’aprés 'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient ' x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient '(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.

c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fo f = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 <x <y < 1 et f(x) = f(y) et

on aurait fo f(x) = f o f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !

Ainsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — asc + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
¢ = Min(c,1 —c¢) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < ¢). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — a;c+ o] et que f([c — o;c + «]) C [0;1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme

monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a; ¢ + «f. NON !

Par ’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R continue telle que f o f = cos.

@ Les fonctions f : x — In (sin (l)> et g:x—1n (cos (l)> sont continues sur I = ] ;; —|—OO|: car les fonctions
x x T

sin et cos sont strictement positives sur }O; n { Comme lim sin <l> =1, f se prolonge par continuité
2 x—(2/m)t X

en Z en posant f(;> = In(1) = 0. Par contre, lim) cos (l) =0" donc lim g(x) = —cc.
s 7r

x—(2/m)* X x—(2/m)*
e Comme sin (l) ~ Letin (sin (l>> = —1In(x) +In (M)7 on a ln (sin (l)) = —In(x) + o(1)
X/ +oo X X (1/x) x// +oo
donc In (sin (l)) ~ —1In(x) et Um f(x) = —oo. Ainsi, f n’est pas intégrable sur I et, comme f est
X +oo X—+00

L. +oo . (1 .
négative sur I, fz/ In (sm (7)> dx diverge.
7T X

e Comme ¢ : t— % est de classe C', bijective et strictement décroissante de | = ]O; 723 [ dans [ = } ;; 400 [,
T

on sait d’apres le cours que les intégrales f g(x)dx et f g(o(t))@’(t)dt sont de méme nature. Dans le cas

+ 71/2
de convergence, on aura fz/oo In (Cos (l)) dx = f 1 (cos( ( ) Mdt. En posant
X s

7T O

h:t—

ln(c:zs(t)) _ (- (]tz_ cos(t)))7 comme 1 — cos(t) N % on a h(t)~ S —% car In(1 —u) T donc

lim h(t) = —% et on peut prolonger h par continuité en 0 en posant h(0) = -1

t—0+ 2
avec u € J, h(t) = tn(eos((m/2) —w))) _ Inlsin(w)) iz In(u) comme avant. Par conséquent, comme

((/2) — u)? ((m/2) —u)* o«
1 ] o . _
In(u)=o (—), onah(t) = o (7> et g est intégrable sur | par comparaison aux intégrales de
W3l m ) 7a- 1) g Jp p g

. De plus, en posant t = %—u

.. +oo 1
RIEMANN. Ainsi, f In (cos (7)) dx converge.
2/ X
. in®
a. Comme 0 € R\ tZ, e® # 1 d'ott Vt € [0;1], e'®t # 1 et la fonction t +— t© ]1_"‘719)“ est continue sur

1. .
le segment [0;1]. Ainsi, I'intégrale fo et x 1]_67tdt est bien définie. Comme e"Ot™ = (e!®t)™ avec



-1
1_eln9t n . . 1— 1n9t

MOIVRE et 't # 1, on a la relation —&—5— = Y (e!®t)* donc e'® x +—6— = Z i)tk Ppar
1—e"t k=0 1—e t
1 in@ n-1 1 n-1 . k+1 1 n—1 ot(k+1)0
linéarité de 'intégrale, f et ]_eitdt > e‘(k+1)ef that = > et(k+1)0 [—} = e
0 1— 5 0 = K+ 1 = k+1
. R . n 1m9 1— emet
On effectue ensuite le changement d’indice m =k + 1 et on a blen = f 7tdt

1 i0 i0
b. Posons I = fo 1e71(3tdt’ qui existe bien car t — ]eiiet est continue sur le segment [0;1]. Pour
—e —e

noike k@
n € N* si on note S, = Y ek , qui est la somme partielle d’ordre n de la série Y. €—, on a donc
k=1 k>1
N PSR ) . 7 1 i0 einetn sz s . .
d’apres a. et par linéarité de 'intégrale, S;, — 1 = — fo etV x jdt. Par inégalité triangulaire, on
—e
1 o |ein6 n| 1 o ) ) , ) o
a|Sn —1I < j;) let?] x mdt = J, mdt. Il s’agit de minorer le dénominateur en écrivant
—e —e

|1 — €2 = (1 — cos(8)t)? + sin?(8)t? = 1 — 2cos(8)t + t*> = (t — cos(8))? + sin?(8) pour t € [0;1]. Ainsi,

|1 — 9| > sin?(0) donc |1 — e*®t| > |sin(0)] > 0 et |S,, — 1| < f1 tgp = 1 . Par
0 |sin(0)] (n+1)]sin(0)|
) ) 1 +oo ,ike 1,0
encadrement, lim S, =Icar lim —— =0donc ), = oo dt

cos(0) —t +isin(0)

c. t—
t* — 2tcos(0) + 1

est continue sur [0;1] car t* — 2tcos(8) +1 = |1 — eiet|2 > 0. Par définition

] _ . . ‘I _ .
d’une intégrale complexe, f Coz(e) t+ tsin(0) dt = f ~ cos(9) — t dt +1 sin(0) dt.
0 t°—2tcos(0) 41 0 t° —2tcos(0) +1 0 t* —2tcos(6) + 1
Or f cos(8) — t at = 1 [In(tz — 2tcos(0) + 1)]] car (t> — 2tcos(8) + 1)’ = 2(t — cos(8)) donc
0 t% —2tcos(0) +1 2 0
! cos() —t 1 1
t= In(1 -2 1)=—In(2-2 .
fo t> — 2tcos(0) + 1 d 2 n( cos() +1) 2 n cos(0))
1 sin(0) L sin(0) 1 sin(0)
De plus, dt = dt = dt.
eps j; t* — 2tcos(0) + 1 fO t* — 2tcos(0) 4 cos”(0) + sin?(0) fO (t — cos(8))* + sin’(0)
1
. L sin( sin( t —cos(0)\1"
Comme sin(8) # 0, on a donc j;) 7 2tcos( +] = f (t o e))zdt [Arctan (T@))]o
sin(0)
L sin(0 1 —cos cos(0 . s
donc j;) T co(s()G) T dt = Arctan (TG())> + Arctan ( sm((e))) par imparité de Arctan.
.. [lcos(6) —t+isin(®) ., 1 _ (1 cos(e)) (cos(@))
Ainsi, fo 7 2tcos(0) 1 | dt = 5 In (2 —2cos(0))) + iArctan in(0) +iArctan )
d. Si 0 €]0;n], on a bien 6 € R\ nZ. On peut simplifier f%ln (4 sin? (%)) = fln( sm D On a
aussi Arctan (ﬂ) = Arctan ( ZSinz(e/Z) ) = Arctan (tan(G/Z)) =9 car 8¢ } -In [
sin(0) 25in(0/2) cos(8/2) 2 2 2720
+00 oo
En identifiant partie réelle et imaginaire, Z w —1n (2 sm( )D et Z sm(ke) = % — %

a. Pour n € N, la fonction f,, : t +— e~ ("UH™ est continue sur R, et [f,(t)] = the ! = o(%) par
o0

+o00 .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et l'intégrale [, = fo e~ (1=t gt existe. Pour tout

(-T)t
n € N* on pose u(t) = t™ et v(t) = 6_7], u et v sont de classe C' sur R, et tli_r;l u(t)v(t) = 0 par
11— —+o0
n(i+1)
2

. . too s . .
croissances comparées I, = 0 — % fo e(t=Dtn—T4¢ = In_1 par intégration par parties. Par
i—



(i—1)tq+oo . ) ol
£ } =1 —i+1 snavne N, In:n!<d) .
i—1 lo 1—-1 2 2

b. Pour n € N, la fonction gy : t = et sin(t!/#)t" est continue sur R, et |gn(t)] < e t'"n = o(t]—z)
o0

une récurrence tres simple, puisque Iy = [

. , L - too 174, .
par croissances comparées donc g, est intégrable sur R, et 'intégrale J,, = f 5 € 0 sin(t!/4)thdt existe.

On effectue dans J,, le changement de variable t = u* = @(u) avec ¢ qui est strictement croissante, de classe

C! et bijective de R dans R, de sorte que J,, = 4 j;) e Ysin(uutmt3du = 4Im (fo e Weluy 3 du)

LA 17” 4(n+1)
donc Jn, = 4Im (Ign3). Or lyngz = (dn + 3)!(1 7 ) = (4n+ 3)!(%) = (4n 4+ 3)(=1)"+T est
—+o0
réel donc J,, = L/;) et sin(t"/*)thdt = 0.



ORAUX 2023 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

@ Les relations A x A = B x B = 0 se traduisent par Im (A) C Ker(A) et Im (B) C Ker(B). On en déduit que

rang (A) < dim(Ker(A)) = 2n — rang (A) par la formule du rang donc que 2rang (A) < 2n. Comme on a
rang (A) > n par hypothese, on en déduit que rang (A) = n. Par symétrie, rang (B) = n.

Soit S un supplémentaire de Ker(A) dans C?™, on a donc dim(S) = 2n— dim(Ker(A)) = 2n —n = n. Prenons

B1 = (v1,+--,vn) une base de S. On sait d’aprés le théoreme du rang que A induit un isomorphisme entre
S et Im (A) = Ker(A) de sorte que By = (Avq,---,Avy) est une base de Im (A). Comme C?™ =S @ Im (A),
B = Bq 11 B, est une base de C2™. Par construction, en notant u I’endomorphisme canoniquement associé

0 0

a A, la matrice de u dans la base B est N = (I 0
n

>. Et on a A = PNP~! par formule de changement

de base avec P la matrice de passage de la base canonique de C?™ & la base B. Par symétrie, on a aussi
l'existence d’une matrice Q € GLan(C) telle que B = QNQ~'. Comme les matrices A et B sont semblables
a la méme matrice N, A et B sont semblables.

u est bien défini de maniére unique en tant qu’endomorphisme car on a imposé I'image par u d’une base de

n—1

n n
lespace de départ R™. Six = (x1,+,%n) € R™, x = Y xrex donc u(x) = Y xulex) = >, xxext1. La
k=1 k=1 k=1
0 «vv cee o 0
] .
matrice de u dans la base B est donc M =Matg(u)= [ o . . - |. On montre facilement par
o -+ 0 1 0

récurrence sur entier i que V(i,j) € [1;n]]?, ul(e;) = eipy sii+j < netut(ej) =0sii+j >n. Ainsi,
Vj € [1;n], u™(ej) =0 car j +n > n donc u™ = 0. On pouvait aussi dire que x,, = xm = X™ donc u™ =0
nfl(

par CAYLEY-HAMILTON : un grand classique des matrices nilpotentes. Comme u e1) =en # Ogn, OD &

u™ ! £ 0 donc u est un endomorphisme nilpotent d’indice de nilpotente égal exactement a n.

Analyse : soit F un sous-espace vectoriel de R™ stable par u. On peut donc définir ur : F — F’endomorphisme
induit par u dans F. Comme u™ = 0, on aussi u}f = 0 donc ur est aussi nilpotent. Si F # {Ogn}, notons
d = dim(F) > 1. Comme le polyndéme caractéristique de ur divise celui de u et qu’il est de degré d, on a
Xu; = X4 donc ug = 0 par CAYLEY-HAMILTON. On pouvait aussi considérer 'indice k de nilpotence de ur,

d’ott uk =0 et u‘}f] # 0, puis un vecteur x € F tel que u}?il (x) # 0 et montrer tres classiquement que la

uk—]

famille (x,u(x), -+, (x)) est libre dans F ce qui montre que k < d. Alors, ud = ud=%ouk =o.

Ceci signifie que Vx € F, ud(x) = ud(x) = 0 donc que l'on a linclusion F C Ker(ud). Or on sait que

Im (u?) = Vect(u%(ey), -, u(en)) = Vect(eqr1,---,en) est de dimension n — d donc, par la formule du
rang, dim(Ker(u%)) = d. Comme en_g41,--,en forme une famille libre de vecteurs de Ker(u?), on a donc
Ker(ud) = Vect(en_qa+1,---,en). Ainsi, si F stable par u, on a F = Ker(u?) par inclusion et égalité des

9



dimensions avec d € [1;n] ou F = {Ogn} = Ker(id g) = Ker(u®).
Synthese : réciproquement, si F = Ker(u?) avec d € [[0;n], comme u et ud commutent, on sait d’apres le
cours que Ker(u?) est stable par u.

Conclusion : les sous-espaces vectoriels de R™ stables par u sont exactement les n+ 1 sous-espaces vectoriels

Ker(u?) = Vect(en_q+1,---,en) pour d € [[0;n] avec Ker(u®) = Ker(id gn) = {Ogn }.
5 wm Zilgnmn Zirﬁkn
.11 a. Pour (k,m) € [0;n — 1], xm(wy) = —& = & =& = Xk(wm) (relation de DE MOIVRE).
' ’ vn vn vn
n—1 1 n—1 I L
b. Pour (k,m) € [0;n — 1], < Xm, Xk >= pz::o Xm (wp )xk(wp) = ;pzz:o wptwk. Comme wy € U, il vient
= K1 K 1% pm— _ 1N mek
wk = (wy)™! = w,* done < xm,xk >= = Y Wy == > (w")P car wp = 0.
1 n—1 1 n—1
Sim=k <XmXk>=<XmyXm >=— >, wf== 3 1=Tdonc|[xm|]|=v1=1
n p=0 n p=0
n—1 2i(m—k —
im < Xmy Xk >= — w )P, Orm n| donc wi* ™ :el(mn )navecm 0 |27
Sim#k ‘ TF)P. Orm # K [n] donc wF
n p=0
1 (m—-k)n
donc w?‘_k # 1 et on adonc < xm, Xk >= 1{ X W =0 car wgm_k)n = (W)™ k =1.

Ainsi, pour (k,m) € [0;n — 1]%, on a < Xm, Xk >= Sm k-

c. Soit k € [[0;n — 1], par définition, pour m € [0;n — 1], on a Xk(wm) =< Xk, Xm >= < Xm, Xk > Dar

définition de < .,. > sur E? donc, d’aprés la question précédente, on a Xy (wm;) = dm,k- De méme, pour
~ n—1 _ n-1

m e [[O;n - 1]]7 XAk(wm) =< XkyXm >= E XAk(wp)Xm(w‘p) = Z 6p,ka(wp) = Xm(wk) = Xk(wm) d’apres
p=0 p=0

la question a., ce qu’on peut réduire a xx = Xx.
> X X

n—1 n—1
d. Pour ® e Eet m € [0;n—1], ona Y P(we)xe(m) = > ®(we)dm,¢ d’apres la question c. d’ou la
=0 =0

n-1 n—1
relation Y ®(we)xXe(m) = P(wy,). Comme les deux applications ® et Y P(w¢)xe coincident sur leur

=0 =0
n—1
ensemble de définition Uy, on a bien ® = Y ®(wy)xe-
(=0

n—1 n—1

e. Pour (®,¥) € E2, on écrit @ = . ®(wi)xk et ¥ = > U(wm)xm. Or application ) par définition,
k=0 m=0

est linéaire en la premiere variable et, en la seconde, I'image d’une combinaison linéaire est la combinaison

linéaire avec les coefficients conjugués des images, ce qui s’appelle 'anti-linéarité (mais n’est plus enseigné

A n—1 n—1
en PSI par manque de séries de FOURIER). Ainsi, < @, ¥ >=< Y ®(wy)xk, >, P(wm)xm > sécrit aussi
k=0 m=0

< &0 >= > (k)P (wm) < Xk, Xm >. Or, avec la question c. et la définition de < .,. >, on a
s
. R A . n—1 .
<XiyXm >=8mk donc < @, ¥ >= > O(wi)TU(wm)dmk = >, P(wi)P(wy) =< P,T >.
o<k<n—1 k=0

o<m<n—1
f. Tl est clair que E est un C-espace vectoriel, comme tout ensemble F(X,F) des applications de X dans F
ol X est un ensemble non vide et F un C-espace vectoriel. D’apres la question d., toute fonction ® de E

s’écrit comme combinaison linéaire de la famille B = (Xo," -, xn—1). La famille B est donc génératrice de
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n—1
E. Soit (Ao,---,An—1) € C™ tel que > Axxk = 0, alors en évaluant en wy, pour m € [0;n — 1], on a
k=0

n—1 n—1
> AMXk(wm) = D0 Adm,k = Am = 0 d’apres c.. Ainsi, (Ao, --,An—1) = (0,---,0) donc B est aussi libre.
k=0 k=0

Par conséquent, B est une base de E ce qui prouve que dim(E) = card (B) = n.

On a déja dit que < .,. > était linéaire & gauche, ce qui garantit la linéarité de L. Soit ® € Ker(L), alors en

n—1 n-— N
écrivant ® = > D(wy)xe, on a L(P) = > P(we)L(Xe) = 0 par linéarité de L donc, comme x, = X¢ d’apres
(=0 =0
n—1 n—1
la question c., on a > ®(wg)x¢ = 0. En conjuguant, on obtient donc > ®(wg)xe = 0 ce qui, par liberté
(=0 (=0

de B, montre que Yk € [0;n — 1], ®(w¢) = 0 donc ®(we) = 0. Ainsi, L = 0. Comme Ker(L) = {0}, L est
injectif et, comme on est en dimension finie, L est un automorphisme de E.

De plus, pour une fonction ® € E, on a [|®|]2 =< &,& >=< & & >= ||®]|> d’aprés e. donc, comme
<0, P>= Y B(w)d(w)= Y |®(w)[?> >0, en passant & la racine, on a bien ||®|| = ||®||.

we Uy we Uy
a. Comme deg(Pn) =n > 1, on a deg(P},) = n— 1. De plus, comme la fonction polynomiale P;, est de classe
Vet que Vk € [[0;n — 1], P(k) = P(k+1) = 0, d’apres le théoréme de ROLLE, il existe s €]k;k + 1] tel que
P’(sk) = 0. On a donc n — 1 racines distinctes so, - -,sn—1 de P, qui est de degré n — 1, ce sont donc les

seules. En particulier, v, = so est 'unique réel de ]0; 1] tel que P’(r) = 0.

n / n n
b. Pour des fonctions dérivables, comme pour des polynomes formels, on a ( I fk) => f%( I f1>.
k=1 i=1,ik

k=1
n n n
Si on applique ceci avec P, = [] fx avec fy = X—k,onadonc P, = > ] (X—i)carfl =(X—k) =1.
k=0 k=01i=0, i#k
n
/ H (X B l) /
no .1 n
Six € R\ [0;n], on a Py (x) # 0, d’ou Puly) _ > % ce qui se simplifie en Pl _ > L
Pn(X) k=0 . Pn (X) k=0 X — k
H(x —1i)
i=0
c. Puisque P! (rn) = 0 et 7, ¢ [0;n], d’apres b., —— + > ——— donc — Z > > -+ car
Thn =1 T™n — K Th = k—Tn =1 k
n
Vk € [1;n], 0 <k —1n < k. Comme la série harmonique diverge par RIEMANN, la suite ( > % Hn) :
k=1 nz
de ses sommes partielles tend vers +o0o. Par minoration, lim 1 = 400 done lim ™ =
n—+4+00 Ty n—-+oo

d. Mieux que ci-dessus, on a Vk € [;n], k=1 < k — r, < k donc ]E < L < 1 : donc, en

k—mn k —
~ 1 1 o~ 1
t - < — < ——. Mai Hnp ~ 1 t Hno1 ~ 1 —1) ~1
sommant, k{:] ST ST + kgz D ais comme Hn ~ n(n) et Hp_1 ol n(n )Jroo n(n) car
In(n—1) =In(n)+1n (1 - l) et lim 1_ — 0, par encadrement, on a - ~ In(n) donc vy, ~ 1
n n—too 1 —1q Tn too +oo lTl(Tl)

e. Posons u,, = Hy, —In(n) pour tout entiern > 1. Pourn > 2, uy —up—1 = Hp —Hp—1—In(n)+In(n—1)

doncuy —un_1 = 1 +1n (7]) 1 +1n ( 1 ) - 1_1 —|—O(L) O( ) donc, par comparaison
n n +oo n n +oo

aux séries de RIEMANN, > (un — unq) converge ce qui, par dualité suite-série, prouve la convergence (vers
n>2

NgE]

&=

v ~0,577) de la suite (un)n>1. Ainsi, un =Y +o0(1) dott Hy = =un + In(n) = In(n) +v 4+ o(1).

k=1

a. Tout d’abord, comme le degré de P’ est inférieur & celui de P, u va bien de R, [X] dans R, [X], la linéarité
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de la dérivation montrant bien que u est un endomorphisme de R, [X].
k k-1 k
Comme Yk € [[1;n], u(X—) =X <ion prend la famille B = (X—>
k! (k—1)! k! /ogkgn

elle contient n + 1 = dim(R,,[X]) polynomes et qu’elle est libre puisque constituée de polynomes de degrés

, ’est une base de R, [X] car

échelonnés. Par construction, la matrice de u dans B vaut Mat ¢(u) = A = (ai,j)o<i,j<n avec ajj = 1 si
j=1i+1et ajj = 0 sinon : elle ne contient bien que des 0 et des 1.

b. Considérons I’endomorphisme ¢ = id g, x] —u de Ry [X] défini par ¢(P) =P —P’. D’apres la question a.,
Mat 5(¢@) = In+1 — A est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale donc det(¢) =1 #0
ce qui prouve que @ € GL(R,[X]). Comme ¢ est bijective, VQ € R, [X], 3P € R,y [X], P—P' = Q.

On peut méme facilement trouver ¢~

: 51 Q = @(P) = P — P/, en dérivant successivement, on a méme
P/ — P =Q/ -, PV - pHD) = QW) Or P =0 donc P = '(Q) =Q + Q' +--- + QM.

c. Méthode 1 : Soit Q € Rn[X] tel que Vx € R, Q(x) > 0. Soit f: R — R définie par f(x) = P(x)e ™. Alors
f est dérivable sur R et f'(x) = (P/(x) — P(x))e ™ = —Q(x)e ™ < 0 donc f est décroissante sur 'intervalle R.

Comme liT f(x) = 0 par croissances comparées, on a donc f positive sur R d’olt Vx € R, P(x) > 0.
X—r+00

Méthode 2 : on constate d’abord que P et Q ont méme degré et méme coefficient dominant. Si Q = A > 0,
alors P = A aussi et le résultat est vérifié. Sinon, deg(Q) > 1 donc, comme Q reste positif sur R, Q est de
degré pair et XE?OO Q(x) = 4o0. Par conséquent, on a aussi m P(x) = 4o00. S’il existait un réel x¢ tel
que P(xo) < 0, alors P admettrait un minimum sur R (classique). On peut donc définir m = MR@n(P) = P(a).
Comme P est de classe C*, on aurait P'(a) = 0. Ainsi Q(«) = P(x) — P/(a) = P(a) < P(x0) < 0 : NON !!!
On en déduit encore que P reste positif sur R.

Méthode 3 : La fonction P est solution sur R de (E) : y —y’ = Q. Les solutions de I"équation homogene
associée (Eg) : y—1y’ =0 sont les y : x —> Ae*. Par variation de la constante, on trouve qu’il existe « € R
tel que Vx € R, P(x) = ae* — e* fox Q(t)e~tdt qui s’écrit aussi Vx € R, P(x)e ™™ = a — fox Q(t)e~tdt. On

+oo
a HT P(x)e™™ = 0 par croissances comparées et fo Q(t)e~*dt converge car t — Q(t)e™" est continue
X—1+00

sur R, et vérifie Q(t)e™t = o(e~t/2) par exemple. Ainsi, en passant & la limite, a = f(;roo Q(t)etdt donc
Vx € R, P(x) =e* fo+oo Q(t)e tdt—e* j: Q(t)e tdt = e* f:oo Q(t)e~tdt > 0 par positivité de I'intégrale.
d. Soit d = deg(P) < net a1 < -+ < aq les d < n racines réelles distinctes de P qu’on suppose scindé a
racines simples sur R. Les valeurs P/(),- -+, P/(aq) sont non nulles car les oy sont des racines simples de P.
Les valeurs P’'(«7),- -+, P (xq) ont des signes alternés car P change de signe au passage de chaque oy : faire
un dessin | Comme P — P’ = Q, on a Vk € [[1;d]], Q(ax) = —P’(ax) donc les valeurs Q(xq),- -+, Q(xq) sont
de signes stricts alternés donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe des valeurs f1,---,Ba_1
telles que o] < B1 < a2 < -+ < oxg—1 < PBa—1 <aget Q(B1)=---=Q(Ba—1) =0. Comme Q =P —P’, on
a deg(Q) = deg(P — P’) = deg(P) et P et Q ont les mémes coefficients dominants. Traitons deux cas :

e Si P/(ag) > 0, P est positive localement & droite de agq mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de aq, on a XET—‘:LOOP(X) = +oo donc XETOOQ(X) = 400 aussi et, comme Q(nq) < 0, il existe

encore par le théoréme des valeurs intermédiaires un réel Bq > oq tel que Q(Bq) = 0 ce qui fait bien
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d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.
e Si P/(ag) < 0, P est négative localement & droite de ag mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de agq, on a lim P(x) = —oo donc lim Q(x) = —oo aussi et, comme Q(aq) > 0, il existe
X—>+00 X—>+400

encore par le théoréme des valeurs intermédiaires un réel Bq > oq tel que Q(Bq) = 0 ce qui fait bien

d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.

Dans les deux cas, si P est scindé a racines simples sur R, alors Q ’est aussi.

a. Méthode 1 : supposons que la famille (f1,---,fn) est liée. Alors il existe (A1,---,An) # (0,---,0) € R"

n n
tel que > Aifi = 0. En notant L; la ligne i de Ay, on a donc par construction > A;L; = 0 ce qui rend les

i=1 i=1

lignes de Ay liée, donc det(Ay) = 0. Par contre-apposée, si det(Ay) # 0, (f1,---,fn) est libre dans E.
n
Méthode 2 : supposons det(Ay) # 0 et soit (A7,---,An) € R™ tel que > Aifi = 0. En évaluant en les

i=1

A 0
n
X1,y xn, Vi € [1im]l, 30 Aifi(xj) =0, ce qui se traduit par A] | ¢ | = | ¢ |. Or Ay est inversible par
i=1 A 0
A1 0
hypothese, Al I'est aussi, donc = | ¢ |. Ceci assure directement la liberté de (fy,---,fn) dans E.
An 0

b. Initialisation : sin =1, f; € E telle que (1) est libre, alors f; # 0 ce qui prouve l'existence d’un réel x; tel
que f1(x71) # 0. Ainsi, en prenant x = (x1) € R et Ax = (f1(x1)) € M1(R), on a bien det(Ay) = f1(x1) # 0.
Hérédité : soit n > 2 tel que pour toute famille libre (f1,---,fn_1) € EnT, il existe une famille de réels

x = (x1,...,xn—1) € R telle que det(A}) # 0 en notant A} = (fi(x;)) € Mn—1(R). Soit

1<i,j<n—1
maintenant (fi,- - -, fy) une famille libre de E, alors la sous-famille (f1,- - -, fn—1) est libre donc, par hypothese
de récurrence, il existe x' = (x1,...,xn_1) € R™ tel qu'en notant A’ (fi(xj))1<i,j<nf1 € Mn_1(R),

x! =
on ait det(Al,) # 0. Pour xn € R et x = (x1,°++,Xn_1,%n), 00 pose Ax = (fi(xj)) € Mn(R)

1<i,j<n
qu’on développe par rapport & la derniére colonne pour avoir det(Ax) = o1fi(xn) + - + anfn(xn) avec
on = det(Al,) # 0. Or la fonction o fy + - -+ onfry, est non nulle car (fq,-- -, fyn) est libre donc il existe une
valeur x,, € R telle que o1f1(xn) + -+ 4+ onfn(xn) = det(Ay) # 0 ce qui clot les débats.

Par principe de récurrence, si (f1,---,fn) est libre, il existe x = (x1,...,xn) € R™ telle que det(Ay) # 0.

a. Comme P(0) = 0 et P’(0) # 0, on peut écrire P = a1X 4+ --- + ap XP de degré p > 1 tel que a3 = P/(0) # 0.
Soit x € Ker(f) N Im (f), on a donc f(x) = Og et Jy € E, x = f(y). Ainsi f?(y) = Og. Par hypothese,
P(f) = a1f + -+ apf? = 0 quon applique en y pour avoir Og = a;f(y) puisque Vk > 2, f*(y) = Og. Ainsi,
comme aj # 0, on a f(y) = x = Og. Les sous-espaces Ker(f) et Im (f) sont donc en somme directe. Comme
dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(E) par la formule du rang (voila ’apport de la dimension finie), on conclut
que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E si E est de dimension finie.
b. Avec les mémes notations et le méme raisonnement, on sait déja que Ker(f) et Im (f) sont en somme directe.

Soit x € E, alors P(f)(x) = Og donc arf(x) + -+ + apfP(x) = f(arx + azf(x) + -+ + apfP ' (x)) = O ce qui
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prouve que ajx-+axf(x)+---+apfP~1(x) € Ker(f). Comme aj # 0,y = x+ 22 f(x)+- - + 2B g (x) € Ker(f).
a ap

Mais z = —22f(x) —--- — a—pfp_l(x) €Im(f) car z = f(— Dy = a—pfp_z(x)> etonax=y+z;on
aj aq ap ai
vient d’établir que E = Ker(f) + Im (f).

Méme en dimension infinie qu’avec les conditions de 1’énoncé, Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

Les deux applications f et g de ’énoncé sont clairement linéaires donc des endomorphismes de M, (R) et on

a@=gof=fogdonc ¢ est aussi linéaire (c’était clair) mais on a aussi det(p) = det(f)det(g).

Pour f : soit B¢ = (E1,1,E1,2, -, E1,n, E2,1, -y B2y oo oo e yEn,1,- -+, En,n) la base canonique de My, (R)
écrite ligne par ligne et P = Mat g, (f). f(E1,1) = E1,1A est la matrice dont la premiere ligne est celle de
n
A et toutes les autres sont nulles donc f(Ej7) = > aj,jE1j. Ceci prouve que la premiere colonne de P
j=1
contient dans lordre a1, -+, a1n,0,--,0. De méme, f(E12) = Ej 2A est la matrice dont la premiere ligne
n

est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc f(E1 ) = > az,;E1,; donc la seconde colonne de P
j=1

contient dans 'ordre a3 1,---,a2n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de P pour se
rendre compte que P est diagonale par blocs avec n fois AT sur la diagonale : P = diag(AT,---,AT). On sait
qualors det(f) = det(P) = (det(AT))™ = (det(A))™.

Pour g : soit B = (E1,1,E2,1, -, En,1,E1,2, -+, Eny2y o v o yEim, -+, En,n) la base canonique de M, (R)

écrite colonne par colonne et Q = Mat s, (g). g(E1,1) = AEq,1 est la matrice dont la premiére colonne est

n
celle de A et toutes les autres sont nulles donc g(E1,1) = D ai,1Ei,1. Ceci prouve que la premieére colonne
i=1

de Q contient dans 'ordre a1, -, an,1,0,---,0. De méme, g(Ez,1) = AE, 7 est la matrice dont la premiere

n
colonne est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc g(Ez2,1) = > ai2Eq 1 donc la seconde colonne

i=1
de Q contient dans l'ordre a1,-+,a21,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de Q
pour se rendre compte que Q est diagonale par blocs avec n fois A sur la diagonale : Q = diag(A,---,A).

On sait qu’alors det(g) = det(Q) = (det(A))™.
Ainsi, d’apres ce qui précede, det(@) = (det(A))2™.
a. Comme u™' # 0, par définition, il existe un vecteur x € E tel que u™ '(x) # Og. Posons alors

B = (x,u(x),--,u™"1(x)), cette famille de vecteurs de E comporte n vecteurs et dim(E) = n. Il suffit donc

de montrer que B est libre pour établir que B est une base de E.

n—1

Soit (Ao, -+ -y An_1) € K™ tel que > AuX(x) = 0 (1). Par I'absurde, supposons (Ao, -+, An_1) # (0,---,0)
k=0
n—1
et posons alors m = Min({k € [0;n—1] | Ax # 0}). La relation (1) devient donc Y Axuf(x) = O ce qui, en
k=m

n—1
composant par u™ "™~ devient Y Au M HK(x) =0p. Or,désquek >m+1,onan—m—1+k>n
k=m

n-m—l+k = 0 et la relation se résume & Au™~'(x) = Og, ce qui est impossible car

donc u =utouk—m-]
Am # 0 et u™1(x) # Og par définition. On a donc montré que (Ag,---,An_1) = (0,---,0) ce qui prouve que
B est libre donc que B est une base de E.

b. Pour tout entier k € [0;n], Im (u¥) = Vect(u®(x), -, uf(u""1(x)) = Vect(u®(x), -, u™""(x)) car
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WUk (x) = oo = uf U (x)) = 0 et que B = (x,u(x),---,u™ (x)) est une base de E. Comme
(uk(x),---,u™ T(x)) est une famille libre car c’est une sous-famille de B, la famille (u*(x), -, u™""(x)) est

a la fois libre et génératrice dans Im (1) donc rang (u*) = dim(Im (u*)) = n — k. Par la formule du rang,

dim(Ker(u*)) = k. Mais comme on a vu que u™ *(x),---,u™ "1 (x) étaient dans Ker(u®) et que cette famille
(U™ "k (x),---,u™1(x)) de k vecteurs est libre une nouvelle fois car c’est une sous-famille de B, c’est une
base de Ker(uk). Par conséquent, Ker(u*) = Vect(u™ ¥ (x),---,u™'(x)) est de dimension k pour k € [0;n].

c. Comme u* et u commutent pour tout k € [[0;n], on sait d’apres le cours que Ker(u*) est stable par wu.

Réciproquement, soit F un sous-espace de E stable par u. Notons k = dim(F) € [0;n]. Traitons deux cas :
e sik =0, alors F= {0g} = Ker(u®) = Ker(id ).
e si k € [1;n], on peut considérer 'endomorphisme ur induit par u sur F. Comme u est nilpotent,
ur lest aussi car Vx € F, up(x) = u™(x) = Og. Posons p son indice de nilpotence, c’est-a-dire
I'unique entier p tel que uf = 0 et uP~! £ 0. Comme en a., il existe un vecteur x € F tel que
(%, -+, uP71(x)) est libre. Ainsi, dim(F) =k > p et on a donc uf =uf o ulep = 0 ce qui prouve que
Vx € F, uk(x) = u*(x) = 0g donc F C Ker(u¥). Par inclusion et égalité des dimensions, F = Ker(uk).

Par conséquent, les sous-espaces de E stables par u sont les n + 1 sous-espaces Ker(u®) pour k € [[0;n].
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ORAUX 2023 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

2 2
Pour n € N, posons u,, = Zn +§“ +3 o o= o(%) par croissances comparées donc, par comparai-
2 +oo0 2 +oo  \n
son & une série de RIEMANN, comme 2 > 1, la série > u, converge.

n>0
Pour calculer la somme de cette série numérique, posons an, = 2n? + 5n + 3 et considérons la série enticre
n : s Lo n . L -
>~ anx™. Toujours par croissances comparées, (anx™)n>0 est bornée si et seulement si |x| < 1 donc, par

n>0
définition, le rayon de cette série entiére vaut R = 1. Pour x €] — 1;1[, comme a, =2(n+1)(n+2) — (n+1),

+o0 +oo +o0
onaf(x)= > anx" =25 (n+1)(n+2)x"— > (n+1)x™ (les deux séries convergent puisque les deux
n=0 n=0 n=0
rayons valent encore 1). On reconnait les dérivées de la série géométrique, Vx €] — 1;1[, Y. x™ = ] 1
- —x

+o0 / +o00o "

donc nZ::O(n+ Hx™ = (1 lx) = 0 —]x)z et ngo(n+ N+ 2)x™ = (] 1x) = 0 —zx)3 de sorte que
41 34x A S mPam43 (1 34+(1/2)

R A (I P P @) =aap —*

2

a. La fonction f : t — SU}[(t) est continue sur R* par opérations et elle se prolonge par continuité en 0

en posant f(0) = 1 car sin(t) Et' Ainsi, f est continue sur R ¢ qui montre, par le théoréme fondamental

de l’intégration, que F est bien définie sur R en tant que primitive de f qui s’annule en 0. De plus, on

+oo (_1\ky2k+1 +oo (_1\ke2k

sait que Vt € R, sin(t) = > (1)t (=1t
k=0

COP A, e e RY () = S = 55 (C1)
2ty o ® 5 (k!

(

(_1)0 2.0 (_])ktZk
Comme le rayon de convergence de > ~—~r——

20+ 1) S0 (2k+1)!

on peut intégrer terme & terme sur [0;x] qui est inclus dans lintervalle ouvert de convergence pour avoir

x x 0o (_1\k42 00 1)k 2R
Vx € R, F(x):fo f(t)dt:fo (E_:OW)dt::Z_: ( (=1 +

2k +1)! — 2k +1).2k+ 1)1

et cette formule

marche aussi pour t =0 car 1 = vaut R = 400,

b. Pour x € R, la fonction hy : t — exp(—xe™'!) est continue sur le segment | = {0; %} donc l'intégrale

/2 R +oo " .
I(x) = fo exp(—xe '')dt existe. On sait que Vz € C, e* = > %5 donc, en prenant z = —xe™ ", on
o N

. +o0 (_])nxne—lnt " ( ])n n —1nt

obtient YVt € J, exp(—xe™ ") = > ~—~———— Pourn € N, posons hy, : t = ~—————.
=0 n! n!
n
Comme Vt € ], [hn(t)] = ™ | ,on a ||[hnlle,; = @ et la série exponentielle > il converge donc la série
n: n>o0 TL

de fonctions > hy, converge normalement vers h sur le segment J. Comme toutes les h,, et h sont continues

n=0
7-[/2( ])n n —1nt

+o00
sur J, le théoréme d’intégration terme & terme sur segment montre que I(x) = . f dt.

= Jo n!
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/2 (1) —int
Pour n € N, posons l'intégrale L,, = f (=1)"xem ™

/2
. . _ _ 7'[
o ! dt. On a le cas particulier Ly = j;) 1.dt = =

1) /2 1Y [a—int pm/2 0 (L) —inm/2
et, pour n € N*, il vient Ln:&fn e*lntdt:&[ﬁ]f — (=1)"x « € m : 1
nl 0 n! —inlJo n! —in
. +oo —inm/2 _ 1 . .
Comme on sait que Re (I(x)) = . Re(Ly) et que Re (e - ) = 0sin > 2 est pair et que 'on a
—in

e—inT/2 e t2k+)m/2 Y (*Uk . . o

Re (7) = Re ( - ) = sin = 2k+1 > 1 est impair, il ne reste dans la formule
—in —i(2k+1) 2k + 1

+o0 (_])Zk-HXZk-H (_1)k +o00 (_])k 2k+1

+ 2 =3- X

i-d Re (I = X
ci-dessus que Re (I(x)) = (2k+1)! 2K+ 1 = 2K+ 1). 2k+1)

N R

(
. . . . . /2 : .
c. Par inégalité triangulaire sur les intégrales, |I1(x)| = ‘fo exp(—xe“t)dt‘ < fo |exp(—xe~')|dt. Or

Xefit) — e X cos(t)eix sin(t) donc \exp(—xe*it)| — e X cos(t).

exp(—

Méthode 1 : la fonction cos est concave sur J car cos” = —cos < 0 sur ] donc Vt € J, cos(t) > 1— 2t Ainsi,
m

/2 . /2
e xcos(t) L emXe2Xt/ donc Vx > 0, j;) |exp(—xe )|dt < e j;) e?*t/7qt. On en déduit donc que
2 — -
|I(X)| < e [Qert/n}n/ _ Te X(ex — 1) . 7'[(1 —e x
0

_ —X
= . Comme Um M
2x

= 0, par encadrement,
2x 2x x—+00 2x

. - /2 .
on obtient la limite lim f exp(—xe~)dt = 0.
x—4o00 J 0

. /2
Méthode 2 : soit g: R x [O; % [ — R définie par g(x,t) = exp(—xe™ ') de sorte que I(x) = fo g(x,t)dt.
(H1) pour tout t € J,ona lim g(x,t) =0 = a(t) car cos(t) > 0.
X—+00
(Hz) pour tout x € R, les fonctions hy : t — g(x,t) et a sont continues sur [0; % [

(H3) pour (x,t) € R x [0; % [, on a |g(x,t)] <1 = o¢(t) et  est continue et intégrable sur [O; % [

/2
D’apres le théoréme de convergence dominée & parameétre continu, on a lim I(x) = f a(t)dt = 0.

X—400 0
D’apres les questions précédentes, on a Vx € R, Re(1(x)) = % — F(x). Comme 11741_1 I(x) = 0, on a aussi
X—+00
lim Re(I(x)) = lim (E - F(x)) = 0. Ceci assure 'existence d’une limite finie de F en +o0 et sa valeur
x—+00 x—+oo \ 2
+o0 gi
. N sin(t) . @ o
xBTocF(X> =3 qu'on note fo . dt = > (intégrale de DIRICHLET).

a. Si, pour n € N, on pose a, = (—1)", le rayon de convergence de la série entiere Y. anx™ vaut R =1 et

n>0
+oo 1
sa fonction somme f:x— > (=1)"x" = T est majorée par 1 sur [0;1].
n=0 X

b. L’hypothese se traduit par an = o(l) donc lim a, = 0. Ainsi, la suite (an)nen est bornée donc,
“+o0 n n——+4oo

pour tout réel v €]0;1], la suite (ant™)nen lest aussi done, par définition, le rayon de convergence R de

+oo
> anx™ vérifie donc R > 1. Ainsi, la fonction somme f : x — > anx™ est définie sur | — 1; 1] au minimum.
n=0 n=0
c. Soit ¢ > 0, il existe un rang no tel que ¥n > no, |nan| < % Par conséquent, si n > ng et x €]0; 1], il vient
no—1 no—1 no—1
| (x )‘ ‘ Z anx™ + Z anx"| < Z lan|x™ + Z [anx™ < >0 |an|X™ -|- Z x" par inégalité
n=ngp n=0 n=nyg n=0 n=ngp
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TLo—] no— “+o0
triangulaire. On en déduit la majoration [f(x)| < > [an|[x™ —% Z Xty % Z X__ De plus, comme
—0 n=1 N n=1 M
TL()*] T‘Lof] n "
Qx> Y. |an|x“f§ >~ X est polynomiale donc continue en 1, elle est bornée et on a @ (x) = o(ln(1—x))
n=0 n=1 M
car liql In(1 — x) = —oo. Il existe donc « > 0 tel que Vx € [1 — ; 1], o(x)] < %\ In(1 —x)|. En combinant
X—1—
T n
ces deux renseignements, Vx € [1—o; 1], [f(x)| < & In(1—x)| car on sait que In(1—x) = > *=six €]—1;1].
n=1 T
Ainsi, Ve > 0, o >0, Vx € [I — a; 1], [f(x)| < e[ n(1 —x)|. Ceci justifie bien que (x ) = o(In(1 —x)).

d. Avec 'exemple de la question a., si on pose b, = (—1)", la fonction somme g : x — ; 1 est bien définie
X

sur | — 1; 1] et vérifie bien g(x) = o(In(1 —x)) car g est bornée sur [0; 1] et Xl_iﬂl_ In(1 — x) = —co. Pourtant,

la suite (nbyn)nen ne tend pas vers 0. La réciproque espérée est donc fausse.

Méme si on impose que tous les by, sont positifs, il suffit de prendre b,, = 1 §in est une puissance de 2 et
n

bn = 0 sinon. Alors, Y. % est de rayon de convergence 1 car (X—n) est bornée si et seulement si
n>0 2 2 neN
+oo 2“ +oo 1
|x| < 1 par croissances comparées. En notant g : x — Z L on a Vx € [-1;1], |g(x)| < Eo = 2 donc
n—=
g est bornée sur [—1;1] et g(x ) o(In(1 —x)) méme si (nbn)neN ne tend pas vers 0 puisque 2™byn = 1.

Conclusion : si, au voisinage de 17, f(x) =o ( In(1— x)), on ne peut pas conclure que (nan)nen tend vers 0.

a. On obtient classiquement X? — 2ch ()X +1 = (X — e%)(X — e~%). La quantité x*> — 2ch (o)x + 1 est

donc strictement positive hors du segment [e~%; e*] reliant les deux racines. Par conséquent, I’ensemble de

définition de fy est D =] — oo;e~*[U]e*; +o0].
b. La fonction f, est de classe C' sur D par opérations. Comme Vx € D, fq(x) = %ln( —2ch (x)x + 1)
— ch («) 1 1 -« 1 & 1

o) - Xx—¢ _ _ — e el . Pour tout

on a fa,(x) (x—eM)(x—e™%) 2(e* —x)  2(e” % —x) 2 T %x 21 e o
—x +too o +oo
réel x €] —e % e %[, on a [e"*x| < 1 et [e*x| < 1 donc on a f(x) = —&—. > (e7 %)™ — & > (e™x)™
2 n=0 2 n=0
e~ +oo
grice aux séries géométriques. On a donc la relation Vx €] — e *;e” %[, f,(x) = _T do(em )™ —
n=0
ot +oo  (n+1)a —(n+1)a
%. > (e*x)™ qu'on peut simplifier en f, (x) = — > € +Ze =— Z ch((m+ No)x™. fu
n=0 n=0
est donc développable en série entiere sur | —e” *;e*[. En 1ntegrant a lintérieur de llntervalle ouvert de
n+1
convergence, comme fy(0) =0, on a Vx €] —e™ ;e %[, fx(x) = — Z ch((n+1)a)* e
n=0 n
a. Six=0,onaVn>2 uy(0)=0donc Y un(0) converge.
n>2
Six > 0, on aup(x) = o(e™) car lim In(n) = +oo donc un(x) = o((e™™)™) et, comme la série
—+o0 n——+4oo —+o0
géométrique > (e™™)™ converge car |e”*| < 1, par comparaison, », un(x) converge absolument donc
n=0 n>z2
“+oo
converge. On a donc convergence simple de > u, sur Ry. On note S = > uy. Pour aller plus loin, si
n>2 n=2
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x<0,ona lim un(x)= —oo par croissances comparées donc R, est bien I’ensemble de définition de S.

n—+oo
b. Soit n > 2, un est dérivable sur Ry et Vx > 0, ul (x) = ! 1( )(1 — nx)e ™ avec un(0) = 0 et
n(n
1111 un(x) = 0. Ainsi, u, est positive et atteint son maximum (méme en valeur absolue) en x, = 1 et
X—+00 n

1 . Comme la fonction f : x — 1 est continue, décroissante sur

enln(n) x In(x)
[2; +00[ et admet comme primitive la fonction x — In(In(x)) qui admet une limite infinie en +o0, f n’est pas

intégrable ce qui prouve, par comparaison série-intégrale, que 1
ns2 M In(n)
sont hors programme): ainsi Y u, ne converge pas normalement sur R .
n>2
Pour aller plus loin, comme le défaut de convergence normale est au voisinage de 0, si on prend a > 0, alors

des que n > l, on a - < a donc I'étude précédente de la fonction u,, montre que u, est décroissante et
a n

il vaut |[un||oo, r; = un(xn) =

diverge (les séries de BERTRAND

positive sur [a; +oo[ (on s’éloigne de 0) donc |[un]|os,[ai+00] = Un(a) et, cette fois-ci, > un(a) converge ce
qui montre la convergence normale de 2;2 un sur [a; o0 e
nz
c. Soit x >0, n > 2, Rp(x) = Jrf:O u(x) = —io:o xe X < —io _xe X car les deux séries convergent
Kt T Kemi1 Ink k:nt:oom(n +1) B
ln(Tz(‘f‘ 1) k:zn:—i-l o= Xlil(“ +1) k:znzu et

On reconnalit une série géométrique de raison e~ < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs

—(n+1)x L —x _ _
dans Rp(x) : 0 < Rp(x) < 1n(nx~ek I et ainsi 0 < Rp(x) < i er]e)m ) car e~ (DX < o=x,

xe * X @ (x)
(

et que Vk > n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi: Rn(x) <

Par conséquent, en posant ¢ : x = = s——,onaVx >0, 0<Rn(x) <

1T—e” eX —1 In(n+1)

par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* ?1 +x + o(x) donc e* — 1 X et liT ©(x) = 0 par croissances
X— 100

- M

In(n+1)

(¢a marche aussi pour x = 0 car R (0) = 0). Plus précisément, on a méme M =1 car on connait I'inégalité

. Or ¢ se prolonge

comparées. Ainsi, par continuité de @, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) <

de convexité Vx > 0, e* > 1+ x qui équivaut & e* —1 > x > 0 donc ¢(x) < 1 pour x > 0. On en déduit que
M . M . p

R <———F——et 1 ——— =0 donc converge uniformément sur R .
[Rnlloc, = < mn+1) " noteo tn(n+1) ngzun vere +

Pour aller plus loin, comme toutes les u,, tendent vers 0 en 400 par croissances comparées, en appliquant le
+oo +oo

théoréme de la double limite, ona lim S(x) = > ( lim un(x)) = > 0= 0. Et si on cherche un équivalent
X—+00 X—+00 —

n= n=2
de S en +00, on peut constater que wny1(x) = o(un(x)) pour tout entier n > 2 donc on peut conjecturer que
(o]

—+oo +oo
S(x) ~ uz(x). Or S() > tn(2) e~(M=2)x — Sy (x) en posant vy (x) = tn(2) e~ (=2 Or vy, est

+00 uz(x) =5 In(n) i In(n)
positive et décroissante sur [1; 4oc[ (par exemple) donc ||vn||so,[1;400] = Vn(1) = n(2) e=(M=2) = o((e=")™M)
b In(n) +00
donc, comme Y (e~")™ converge, on a convergence normale de Y vy sur [1;4+00[. Comme Um vy(x) =1
n>2 n>2 x—+00

—+oo
et que ¥n > 3, lim vn(x) =0, on a & nouveau par théoreme de la double limite lim SCd) T+ 0=1
X—3+00 Xx——+00 U (X) n=3

— n
xe" De la méme maniere, on montre que S(x) — > ur(x) ~ Un41(x).
ITL(Z) k=2 +oo

a. Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Ainsi, par composition, x — f(ax) est continue sur R

ce qui prouve que S(x) ol (x) =

donc ' aussi ce qui montre que f est de classe C' sur R. Si on suppose que f est de classe C™ sur R pour un

entier n > 1, alors x > f(ax) est aussi de classe C™ sur R donc ' 'est encore et f est donc de classe C™F!
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sur R. Par principe de récurrence, f est de classe C™ pour tout n € N sur R donc f est de classe C* sur R.

Pour x € R, on a '(x) = f(ax) donc f”’(x) = af'(ax) = af(a?x). On continue, f"/(x) = a*f'(a*x) = a>f(a3x)
nn-1)
et fM(x) = a®f(a®x) = a®f(a*x). Supposons, pour n € N, qu'on ait Vx € R, f™(x) = a~ Z  f(a™).
n(n—1) n(n+1)
Alors, en dérivant cette relation, on a f™ 1 (x) =a™ 2~ x a™(a™x) =a~ 2z f(a™'x). Comme on a

o(o-1) n(n—1)
fO(x) = f(x) = a~ 2 (a®), on a montré pa récurrence que Vn € N, Vx € R, f™(x) =a™ 2 f(a™x).

b. Pour b > 0, f étant continue sur le segment [—b;b], elle y est bornée et on peut poser My = ||f||o,[—b;b]-

n (k) _o\ne(n+1) _
Pour x € [-b;b] et n € N, on a f(x) = > ﬁ' + fx (e — )7 <t)d’c. Pour t € [0;x], comme

n(n+1) — n(n+1)

fHD () =a™ 2 f(a™ ) et que a™t € [0;x] C [—b'b] car a| < 1, on a |f(“+1 ) <a” Z Mp.

R . X (x — )M D (¢ * Ix[a” oy x| o My,
Par inégalité triangulaire, on a ‘ f ’ ‘ f =

0 n! n!
|X|n+1 n(n+1) oo f(k) (O)Xk .
donc, comme lim = lim a 2 =0carl|a/<T1,onaVxe€][-b;b], f(x) = >, ——. Mais
no+oo  ml n—+oo k=0 k!
K(k—1)
ceci étant vrai pour tout b > 0 et comme f(¥)(0) = a™ 2 £(0), f est bien égale & sa série de TAYLOR sur R
k(k 1)
ok
etonaVx e R, f(x) = ()Ea
oo k(k 1) o k(k—1)
c. Soit A € R et la fonction g) : R — R définie par gx(x) = A Z a_ - x k . Si on pose ay = % >0,
ona Skt — donc, comme 0 < a <1, lim Sktl — donc, par D’ ALEMBERT, le rayon de convergence
ag k + 1 " k—too Ay
de la série Y. apx® vaut R = +o0 ce qui justifie que la fonction gy est bien définie et de classe C> sur R.
k>0
_ k k 1
oo ak(kz 1) e +o0 ak(k+1) « ( )(ax)

De plus, Vx € R, gh(x) = A Y, )\Z —)\Zizg)\(ax). Avec

= (k= 1)
ce qui précede, les fonctions g : R — R dérivables telles que Vx € R, ¢g’'(x) = g(ax) sont les fonctions

K(k—1)
+o0 ==
proportionnelles & g7 : x — > & i' X elles constituent donc une droite vectorielle Vect(g1).
k=0 :
2 1(n1)2
a. Posons a,, = " > 0 pour n € N, alors Intl _ (2n +2)!(n}) (Zn + 2)(2n +1) = 22n+1) donc
n an (2n)!((n+1)1)? (n+1)? n+1

2n
lm 424 — 4. D’aprées D’ ALEMBERT, le rayon de convergence R de 3 X" vaut R = 1.
n—+4oco an n=o0 4

n\ . (2n)! VA4m(2n)2me?n
X = ~ ~
4™(n!)? +o0 4™ (27 )nme?™ +oo \/mm

n
par comparaison aux séries de RIEMANN, > a, (%) diverge.
n=0

b. Six = All’ anx™ = ( avec I’équivalent de STIRLING donc,

n

n+1XTl+1 ’ _ 2(2n+1) _ In + 2
n 4n+1) dn +4

Six=—1 la série > anx™ est alternée et ‘
4 anx

(Janx™) y est décroissante et tend vers 0 puisqu’on vient de voir que [anx™| ~ —1_ Ainsi, par le critere
ne +oo /TN

n>0

< 1 d’apres a. donc la suite

n
spécial des séries alternées, > an( - 411) converge.

n=0

L’ensemble de définition de f est donc { J—‘ J—‘ {

c. On a vu en question a. que Vn € N, (n+ 1)an41 = 2(2n + 1)an. En multipliant par x™ et en sommant,
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1.1 +o0 —+0o0 “+o0 —+oo
on a donc Vx € } -5 {, ST+ Danpix™ = Y 220+ Nanx™ = 4x Y. napx™ " +2 3 anx™ et on
44 n=0 n=0 n=1 n=0

reconnait, puisqu’on est dans I'intervalle ouvert de convergence, f'(x) = 4xf’(x)+2f(x) ou (1—4x)f'(x) = 2f(x)
donc f est solution sur } - }I; éll [ de (E) : (1 —4x)y’ —2y =0.

d. On résout classiquement cette équation différentielle linéaire homogene normalisée (E) d’ordre 1 et,

comme une primitive de a : x — ] 24 est A @ x — —%In(1 — 4x) et puisque f(0) = ap = 1, on a
— 4x
—In(1-4x)
Vxe]—l;l[ fx)=e  Z =,
dql i
a. Pour n € N* soit f, : R — R définie par fn(x) = ATLTZL(TLX). Alors |fn(x)] < ZLZ donc, par
n n

comparaison et critéere de RIEMANN, la série > fn(x) converge pour tout réel x. Ainsi, ) f, converge
n>1 n>l
simplement sur R : f est définie sur R. La majoration précédente montre méme que f,, est bornée sur R et

que |[fn]loo,r < =5 (on a méme égalité car Um fn(x) = =%5) et la série >, 75 converge donc la série
2n X—>+00 2n n>12n

>~ fn converge normalement sur R. Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur R, par théoreme, la
n>l

fonction somme f est aussi continue sur R.
b. Utilisons le théoréme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) On vient de voir que Y fn converge simplement sur R* (et méme sur R).

n>1
(Hz) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C' sur R avec ! (x) = %
n(1 +nx7)
(H3) Soit a > 0, posons Jo =] — 00;—a] U [a;+oo[, on a ¥x € J,, Vn = 1, |f,,(x)] < fi,(a) donc
filloo,je = fnla) ~ % donc, par comparaison, Y ||f;,||ec,7. converge ce qui justifie que la
+ocon~a n>1
série de fonctions Y ! converge normalement sur J,.

n>1
+oo 1
Ainsi, f est de classe C! sur R* et Vx #0, f'(x) = >, ————5—5.
=1 (1 +nx%)
c. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction g5 : t — m est
X

. , . TLJr] n
continue et décroissante sur R* donc, pour n > 2, on a f gx(t)dt < gx(n) = f,(x) < f : gx(t)dt.
n n—
On somme pour n allant de 1 & p pour l'inégalité de gauche et pour n allant de 2 a p pour celle de

+1 P
droite et on obtient par CHASLES flp gx(t)dt < > i (x) < fi(x) + flp gx(t)dt. Or, pour y > 1, on
n=1

K _ v 1_x72t) _[ 1 zz}”_l o1 (1+xzuz)
a [Tovat = [ (t Sy )@t = () = Jin0 )] = T ) T (HE

Y — 5 o
donc HT f] gx(t)dt = 1 In(1 4+ x?) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oc dans
Yy—T00

2
lencadrement ci-dessus, on parvient & %In(l +x2) —In(x) < f'(x) < ] _: > + %ln(l +x2) — In(x). Par
x

encadrement, on en déduit 'équivalent f'(x) ~ —1In(x) donc lim f'(x) = +oo. Pour x > 0 par exemple,
x—0+ x—0+

par le théoréeme des accroissements finis, puisque f est continue sur [0;x] et dérivable sur ]0;x[, il existe
cx €]0;x[ tel que ) _ f'(cx) donc, comme lim ¢y, = 0", on a lim ) _ 400 : le graphe de f admet
X x—0t+ x—0t X

donc en 07 une tangente verticale et f n’est pas dérivable en 0, ni & gauche ni & droite car toutes les f,, étant

impaires, la fonction f est aussi impaire.

x
Pour x > 0, comme f(x) = f(a) + f f'(t)dt pour a > 0 par le théoreme fondamental de 'intégration, en
a
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faisant tendre a vers 0, par continuité de f en 0, on a f(x) = fox f'(t)dt. Comme f'(t) moz—ln((t), on a
f'(t) + In(t) io(ln(t)). Pour ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que Vx €]0; «], |f'(t) + In(t)| < ¢|In(t)]. Ainsi,
‘ fox(f’(t)—Hn(t))dt‘ <e [ (= n(V)dt. T vient done [f(x)+xtn(x) x| < e|xIn(x) —x|, ce qui garantit que
f(x) +xIn(x) — x = o(xIn(x) — x), ou encore que f(x) v In(x) + x. Mais comme —xIn(x) + x v In(x),
on a enfin I'équivalent f(x) v n(x).

d. Comme toutes les f,, sont croissantes comme la fonction Arctan, la fonction f est croissante sur R. On

pouvait aussi utiliser la continuité de f sur R et I’expression de sa dérivée positive vue en b..

e. Onavuenb. que Y f, converge normalement sur R. Or les fonctions f,, admettent des limites finies

n>1
Par le th de la double 1 b ¥ n I s
+o00. théore imit U f = Ui f = — = Z0(2) = =.
en £o0o. Par le théoréme de la double limite, lim (x) né:] (X_}TOO n(x)) nZ::1 2 ZC( ) 13
3
Comme f est impaire car toutes les fonctions f, le sont, on a aussi lim f(x) = 7711—2.
X——00
3 3
f. La fonction f est impaire, croissante et on a lim f(x) = &=~ ~ 2,58 et lim f(x) = —2=. Son graphe
x—-+00 12 X—>—00 12

3
ressemble donc & celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = =7 17 mais

avec une tangente verticale en 0.

a. On calcule a; = a1 +a9 =2, a3 = a2 +2a7 =4, ag = a3 +3ay =10, a5 = a4 + 4a3 = 26 et on peut
conjecturer que Vn € N*, 0 < a, <2(n —1)!. On vient de faire l'initialisation.
Soit n > 1 tel que 0 € ant1 < 2nlet 0 € an < 2(n — 1)!, comme any2 = ant1 + (0 + 1)an, on a
O+(n+No0<L a2 < +2n+ ) -1 =2 - n+n+1)<2n—Dnn+1))=2(n+1)! car
n+1 < n? puisque n > 1. Par principe de récurrence double, on a Vn > 1, 0 < an < 2(n — 1)!. Ainsi, pour

>1,0< 9 g 2 donc, par encadrement, (a—“) converge vers 0.
nl " n n!/nen

b. Comme la suite (‘%) tend vers 0, elle est bornée, donc par définition du rayon de convergence d’une
n: /neN
série entiere, on a R > 1.

c. Les dérivations qui suivent sont valides sur lintervalle ouvert de convergence. Pour x €] — R;R[, on

+oo —+oo —+oo +oo
a fi(x) = Y Mnyn-1 — 3 Gndlymn o ¢(y) = 3 Mndlyn—1 — §~ Gni2yn - Op pour n € N,
! ! ! !
n=1 T n=0 T n= 1 n. n=0 T
n n n 400 400
An42% " _ Gn1X (n+ Danx™ ;. S 7an+2" - E a"“" Z (n+1)anx en sommant ce qui

n! n! n! 1= o
revient & f/(x) = f'(x) + Z TlaTer'X + Z Q“X = f'(x) + xf'(x) + f(x). Par conséquent, f est solution sur
] — R; R[ de 'équation dlfferentlelle (E) : y” — (1 +x)y —y=0.

d. D’apreés la question précédente, on a f'(x) — (1+x)f' (x) — f(x) = (f'(x) — (1 +x)f(x))" = 0. Comme | —R; R[

est un intervalle et que f'(0) — (1 4+ 0)f(0) = a3 — ap = 0, on a donc Vx €] — R;R[, f'(x) — (1 + x)f(x) = 0.
On en déduit en intégrant cette équation différentielle linéaire du premier ordre mise sous forme normalisée

2
sans second membre, comme une primitive de x — 1 4+ x est x — x + % sur lintervalle | — R; R[, que l'on a
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2
Vx €] — R;R[, f(x) = T puisque f(0) = ap = 1.

+oo . +oo .
Alors Vx €] — R;R[, f(x) = (E _1'x1> X <Z "]ijzj>' Ces deux séries ont pour rayon +oo donc on peut
i=0 b j=0 )"
Ry ! .
effectuer le produit de CAUCHY et obtenir f(x) = > ( 'n' ; )x“. En identifiant (par unicité) les
n=0 ‘if2j=n j!2
coefficients entre les deux expressions de f(x) sous forme de série entiere, ¥n € N, a—"‘ = > - _1 - donc
nl 5, 12
! [n/2] |
an= > 'n' 5 - Puisque 2j < n et i =n —2j, on a la formule ap, = ) %
i+2j=n jl2 i=o (n—2j)4l2

Pour information : on considére I'ensemble I, des permutations o de [[1;n] qui sont des involutions, c¢’est-a-
dire qui vérifient 0o o = id [1,] ; et on pose by, = card (In). Alors, pour n > 1, on partitionne les involutions
o de [[1;n + 2] en deux catégories :
- celles pour lesquelles o(n +2) =n + 2 sont au nombre de by 11 car il n’y a pas de choix a faire pour
o(n + 2) qu’on impose égal & n + 2, ensuite ¢ induit alors sur [1;n + 1] une involution de [1;n + 1].
- celles telles que o(n +2) = k # n + 2 sont au nombre de (n + 1)by, car pour les choisir de maniere
bijective, il y a n + 1 choix pour 'entier k qui est I'image de n + 2 par ¢ et, une fois ce choix effectué,
cela implique que o(k) = o(o(n 4+ 2)) = n + 2 car o doit étre une involution, et on a alors by, choix
pour finir de déterminer o qui doit induire sur [1;n + 1] \ {k} une involution de cet ensemble.
Cette partition implique la relation by 42 = byy1+(n+1)by pourn > 1 et, comme by =2 = 14+1.1 = by +1.bg
en prenant comme convention que bp = 1, on a bien Vn > 0, bn42 = bny1 + (n + 1)bn. On montre alors
par une récurrence double que Vn € N, a,, = by,.
On peut alors expliquer la relation (R) de maniére combinatoire, en constatant qu'une involution o de [1;n]
est une application telle que pour tout entier x entre 1 et n, et on a deux choix :
® 50it o(x) = x et x est appelé un point fixe de o.
e soit o(x) =y # x et alors, comme 02 = id [1,n], on a forcément o(y) = x.
Ainsi, si 0 € Ay, le nombre f de points fixes de o a la méme parité que n de sorte qu’il existe 2j entiers de
[n/2]
[1;n] qui ne sont pas fixes par ¢ avec f =n —2j avec 0 < j < {TZIJ . On peut donc écrire A,, = U An,j ol
j=0
An,;j = {0 € A | 0 admet f =n — 2j points fixes}.

Pour construire une involution o de A, ; :

e on choisit les n — 2j éléments de [[1;n] qui sont fixes par o : " 2,) = ;) choix.
n—2 )

e on choisit I'image y du plus petit élément x qui reste : (2j — 1) choix (et alors o(x) =y et o(y) = x).

e on choisit I'image t du plus petit élément z qui reste : (2j — 3) choix etc...

! 2j)!
Ainsi card (An j) = n X(2j=1)%x(2j=3)x---x3x1 = n X ( .J) en multipliant en haut et en bas
’ 2j (m—=2)!25)! 25!
[n/2] [n/2] |
par les termes pairs qui manquent. On retrouve bien I, = card (An) = Y. card(Anj) = > W
j=0 j=0 L —2)):27):
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a. Initialisation : f est solution de (E) donc f est dérivable par définition donc continue, de classe C° sur R.

Hérédité : supposons, pour un entier n € N, que f soit de classe C™ sur R, alors f' : x — f(x) + f(Ax) est

aussi de classe C™ sur R par somme et composition. Ainsi, f est de classe C™t! sur R.

Par principe de récurrence, f est de classe C™ sur R pour tout entier n donc f est de classe C* sur R.

b. Soit f solution de (E) telle que f(0) = 0, alors f'(0) = «f(0)+(0) = 0 et, plus généralement, par récurrence,
vn e N¥, fmF1(0) = af (W (0) + A" (™ (0) = 0. Soit a > 0, alors si on note M, = Sup  [f(P)(x)|, on a avec

x€[a—;a]
S no £ (o) A" Mg N
l'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE, ¥n € N*| Vx € [—a;a], |f(x) — > o < ot ]TST . Mais puisque

Vi€ N, V€ [—aial, 107 (x) = o™ () 4 ANV () om 2 Mgy < (o 1)My et done My < (a-+1)"Mo.
o . _ nfR ) a™ (a4 1) M,
Ainsi, Vn € N*| Vx € [—a;a], |f(x) — kgo X! (n+1)!

+oo. Ainsi, f est développable en série entiere sur [—a; a] et f =0 sur [—a; a] pour tout a > 0: f =0 sur R.

’ < qui tend vers 0 quand n tend vers

c. Si f est développable en série entiére (avec rayon R > 0) et solution de I’équation différentielle, alors Vx €

+oo too
]=R;R[, f(x) = > anx™. Onremplace dans I’équation et Vx €] —R;R[, > ((n+1)ant1 —aan—A"an)x™ =0
n=0 n=0
n
donc, par unicité des coefficients dans une série entiere de rayon strictement positif, an41 = %an.
n
—+oo
Réciproquement, si on définit f par f(x) = Y, anx™ avec la suite (an)nen vérifiant cette récurrence et par
n=0 "
exemple ap = 1, on a bien R = 400 avec d’ALEMBERT car lim M‘ = lm M‘ =0 et f est

n—+oo | anp n—+oo | n+41

solution de I’équation en remontant les calculs.
+o00 ,n—1 )\k
Si g est une solution quelconque de ’équation, alors posons h = g — g(0)f ol f: x — . ( %)x“
n=0 k=0
est la solution développable en série entiere qu’on vient de trouver (valant 1 en 0). Comme h est de classe

C®° et vaut 0 en 0 par construction, on a h = 0 d’apres la question c. car h est solution de I’équation aussi.
Ainsi g = g(0)f. Par conséquent, E = Vect(f).

_1\yn+1
a. La série alternée % converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (L) est
n>1

vn

n>1 n
(_])n+1 +o0 (_1)k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’ordrende > ~—~—— notéiciu, = >, ~—~——
n>l \ﬁ k=n+1 \/]z
: . . . . oo (—1)kt]
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = ) ~—— la

=1 vk
n (_1\k+1
somme de la série et S, = > = les sommes partielles, on a u, = S — S, et lim S, = S donc
k=1 \f n—+oo

1111 un, = 0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).
n——+oo

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (=1)™. Ainsi, vy, = (=1) un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critére spécial des séries
n

alternées que |un| < \/ﬁ donc |vn| < n\/i — +:OOO<n;/2) donc Y vy converge par comparaison a

n>l
une série de RIEMANN car % > 1.
_ n _ mn _ n _ n
c. Comme S;, =S —u,, on a w, = (=" _ (=1) Un = (=1) S—vn. Comme la série Y (=1D"s
n n n ns1 o on

converge par le critere spécial des séries alternées car (7> est décroissante et tend vers 0 et que Y vy
n>1 n>1
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converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l

d. Onax, = (—1)"w, = S _ (=1)™vy,. Comme Y (—1)™v,, converge puisque » . vy converge absolument
n n>l n>l

d’apres b. et que la série harmonique ) S diverge par RIEMANN, par somme, Y. x, diverge.

n>1n n>1

a. f est définie comme la somme de la série entiere lacunaire Y anx™ olt a, = 1 si n est un carré et a,, =0
n=0

M z . . 2 \ . . .
sinon. Comme (anx™)n>0 est bornée si et seulement si (a,2x™ )n>o lest, c’est-a-dire si et seulement si

|x| <1, la rayon de R de cette série entieére vaut R = 1. Pour x = £1, cette série est grossierement divergente

donc le domaine de définition de f vaut I =] —1;1[.

b. En tant que somme d’une série entiere de rayon 1, d’apres le cours, f est de classe C* sur son intervalle

ouvert de convergence, donc a fortiori dérivable sur I.

c. Comme on étudie f au voisinage de 1, on peut se contenter de prendre x €]0;1[, et de poser la fonction

2 2 . . L . o
hy : t = xt = et ™) qui est continue et intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN

car hy(t) = et In(x) =0 (t]—z) par croissances comparées (In(x) < 0).
oo

k41 k
Comme la fonction hy est décroissante sur R, on a Vk > 1, fk hy(t)dt < XK = hy (k) < fk ;P (t)dt.
On somme pour k allant de 0 & 400 & gauche et de 1 & +oo a droite (I'intégrale et la série convergent) ce

+ + +
qui donne par CHASLES 'encadrement fo Txtat < f(x) < j;) P at+ hx(0) = fo FxPar 1.

En posant t = ——%—— = ¢(u), ¢ étant une bijection strictement croissante de classe C' de R, dans R,

—1In(x)

+oo —+oo
par changement de variable, on a fo xtdt = fo et (gt = 1 T

1 eroo e v du = -
V—1n(x) Jo 24/ In(x)’

+oo —+oo
En effet, par parité de u +— e sur R, on a f e Wdu=2 fo e du.
o0

Ainsi, on a I’équivalent f(x) ~ 1 —T_car 1= ( ;) uisque lim * T = }o0.
am )~ 2\ T o\ T ) P B o o T
no/n
Déja, la suite (un)n>o est bien définie car up est donné et la relation un11 = > (k) UpUn_x définit bien
k=0
Un41 connaissant les termes ug, - - -, 1. On peut montrer facilement par récurrence que ¥n € Nyu, € N.
a. Comme up = 3, on au; = uj = 9 et up = 2upuy = 54. Ainsi, on a bien 0 < % =3 < 4 =407
0 < 11‘—} =9<16=4""et0< % =27 < 64 = 43t Soit n > 3 tel que Vk € [0;n], 0 < % L 4RHT,
no/n
alors upy1 = >, (k) UgUn_k = 0 car ug, - -,un sont positifs. De plus, par hypotheése de récurrence,
k=0

Uny] = i " UgUn_k = n! 2 _Ukln_k_ <n! 3 gRATgnt1=k — (4 1)147+2 donc Untl o gnt2,
=0 \k =0 kl(n —k)! o (m+1)!

Par principe de récurrence forte, on a établi que Yn € N, 0 < u—T" L 4ntT
n:

b. Comme Vn € N, 0 < u—T" < 4™t d’apres a., et puisque le rayon de convergence de la série entiere
n!

ST 4 HIN™ vaut % car (4™ 1x™) ey est bornée si et seulement si |x| < ]; D’apres le cours le rayon R de la

n>0

, . N u , .
série entiere > =Dx™ vérifie R >

| . Ainsi, la fonction f, qui est la somme de cette série entiere, est bien
n!
n=>0

ENIE
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définie sur I :} - %; All { C] —R;R[.
+oo u too 1

c. On dérive terme a terme donc Vx € I, f'(x) = > n—‘?x"“ = > %x“ a lintérieur de lintervalle
n=1 T n=0 T

+oo n
ouvert de convergence et aprés changement d’indice. On a donc Vx € I, f'(x) = > ( %.%)x“
k=0 - n — .

n=0

!
car (E) = ﬁ On reconnait un produit de CAUCHY, valide puisque I C] —R;R[, et on a f'(x) = f(x)?.
‘An— .

Par conséquent, f est bien solution sur I de I'’équation (E) : y’ = y?.

/ !/
d. Analyse : supposons que f ne s’annule pas sur I, alors Vx € I, f (X; =1 (L + x) = 0 donc

f(x)* f(x)
X — f(]T) + x est constante sur l'intervalle I. Or f(0) = 3 donc Vx € I, f(%) +x= % et f(x) = : —33x‘
Syntheése : soit g : ] %,%{ — R définie par g(x) = % g ne s’annule pas sur I, g(0) = 15 et
—3x

I
x) = ——
9 ( ) (1 _ 3X)2
donc hors programme) et sont donc égales sur 1. Si on veut rester dans le programme, on décompose
+oo +oo
Vx € ] - [, g(x) =3 > (3x)™ = 3 3" 1x™. Posons, v, = n!3™"*! pour n € N.
n=0

n=0

? = g(x)?. Ainsi, f et g sont solutions du méme probleme de CAUCHY (non linéaire

1.1

3’3
Par produit de CAUCHY dans} 1 1{ onag'(x)= Jrfjo(n_,_wwiﬂxn = Jrf:o ( >

3730 n=0 (n+1)! n=0 ‘r=o kI (n —k)!

n

n

c e p n N . AY Vn— n
unicité du développement en série entiere, il vient ¥n € N, Yntl — §~ Yk _Vn-k  _ 1 ¢ VkVn—k-

n! okl n—K)!  nlZH\k
Par récurrence forte, on montre facilement que Vn € N, un = v, = n!3™! car (un)nen et (vn)nen ont le

. . . . . R . Do(n
méme premier terme et la méme relation de récurrence, & savoir vo =3 et Vn € N, vy = Y 5 VkVn—k-

k=0

Vn—
Vi nik)xn_ Par

La suite (un)n>1 est bien définie par Vk € N*, 1+ ayx > 0 par hypothese.

1 ar _a1—|—a1a2—|—a2+1—1: . 1

Tt T a T ) (+an( +a) (ETDIETDE

a. Initialisation : u; +uy; =

n n n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que », ux = 1— [] 1 Alors >ug = ( > uk> + uny1 donc
k=1 k=1 1 +ax K=1 k=1

n+1 n 1 n+1

k21uk:1*l_[ +angr I

=1 1+ ax ey 14 ax
n+1

; e T+ ant1 —anyd
regroupant les deux derniers termes, » ux =1 — —— +1 =1-1]

k=1 H (] i ak) k=1

k=1

par hypothese de récurrence et définition de u, 1. Ainsi, en

1
1T+ ax

1 .
1+ ax

1
k:]]+ak

—=

n
Par principe de récurrence, on a Yn € N*, >~ w =1 —
k=1 Kk

2l

b. Comme (an)nen+ une suite de réels positifs, la suite < ) est décroissante donc convergente
n>l

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, la suite de ses sommes partielles

étant convergente, la série Y u, converge.
n>1

n n
1 — > 0. D’apres b., > ug =1—vy. Oronaln(vy) =— 3 In (1 + 1*) et
k=114 7 k=1 k=1 Vi

Kk

1 1 1 : . PPN "
In (1 + 7) ~ —=. Comme ) —— diverge par RIEMANN, par comparaison des séries & termes positifs,
Vi/ +00 VK k>1 Vk

=

c. Posons, v, =

S in (1 + i) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers +oo d’ot lim In(vy) = —oo. Ainsi,
K1 vk o
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puisque v, = ™) puisque lim e* = 0, par composition des limites, lim vn = 0. Par conséquent, si
X——00 n—-+oo

+oo
1
on suppose que Vn > 1, = —>0,0na =1.
ppose que Vn tn == >0, n; Un
In(1—1t) . o .
a. f:t— — est continue sur | — 0o; 1] en la prolongeant par continuité en 0 avec f(0) = —1 puisque

In(1—1t) vt F est donc la primitive de —f qui s’annule en 0 donc F est au moins définie sur | — oo; 1].

Six=1,f(t) ~In(1 —t) = ( 1 )doncfest intégrable sur [0;1] et F(1) existe par comparaison aux
X =100 ~ =0 = o g 0:1[ et F(1) existe par comp

intégrales de RIEMANN. Par conséquent, le domaine définition de F est D =] — oo; 1].
T n-1
b. D’apres le cours, Vt €] —1;1], In(1—t) = Z " donc — f(t) = >, Y — (marche aussi si t = 0). Pour
=1 n

€] =151, en intégrant terme & terme sur le segment [6\;] inclus dans lintervalle ouvert de convergence,
i1 vi 1 x tn71 1 XTL P Afiniti 1
il vient F(x) = f (—f(t))at = f Z —dt n§1 fo Tdt = n§1 7= S(x). Par définition de la

convergence d’une intégrale, F(1) = xl_1>1j‘1_ F(x). En posant uy : x — T;, on a ||un||oe,j0;1] = =7 donc ng] Un
converge normalement sur [0;1] et, puisque toutes les w1, sont continues sur [0;1], S est continue sur [0;1]
donc F(1) = XllqE F(x) = Xllql S(x) =S8(1) = 7%2 On a bien Vx € [0;1], F(x) = S(x) = T?; %

c. Soit G :]0; 1[— R définie par G(x) = %2 — In(x) In(1 — x). Par opérations, la fonction G est dérivable sur
]0;1]. De plus, la fonction F est dérivable sur |0; 1] avec F/(x) = —@ donc, pour x €]0; 1], on a la relation

(F(x) 4+ F(1 —%) — G(x)) = F'(x) = F(1 —x) — G'(x) = _In(1—x) n In(1—(1—x)) n In(1—x) In(x)

X 1—x X 1—x

=0
avec ’abus de notation usuel. Ainsi, la fonction x — F(x) 4+ F(1 —x) — G(x) est constante sur l'intervalle ]0; 1.

2
On a lim (F(x) + F(1 —x) — G(x)) = F(0) + F(1) — = d’apres b. et car lim In(x)In(1 —x) = 0 puisque
x—0+ 6 x—0t

2
In(1 —x) =—x et lim xIn(x) =0, donc Vx €]0;1], F(x) +F(1 —x) = % —In(x) In(1 —x).

x—0+

a. Avec la condition de I’énoncé, Vn € N, Vx € I, clx]

(p(%)’ < |§| et la série géométrique >, =+ converge
2 2 n>o0 2

donc, par comparaison, » . @ (2“) converge absolument donc converge.
n>0

Pour n € N, posons u, : x — (9(2“>’ avec la méme majoration, comme |x| < a pour x € I, on a
[unlloo,—a;a] < S et la série Y- <& converge comme avant donc, par comparaison, ». i, converge
y ’ 2 2
n=0 n=0
normalement sur I. Or les u,, sont continues sur I par hypothese donc, d’apres le cours, S est continue sur I.

+oo
b. D’apres 'hypothese, comme 0 € 1, on a |¢(0)| < ¢]0] = 0 donc ¢(0) = 0. Ainsi, S(0) = Z ¢(0) =0. De

“+o00

plus, d’aprés a., S est continue sur I. Enfin, pour x € I, S(x) — S(%) = Zo‘p(z%) Z (p(2n+1> o(x)
n=

apres simplification. Par conséquent, S est solution de (P).

c. Méthode 1 : soit f une fonction vérifiant (P) et x € I, Vk € N, k € I donc f(z ) — f(zk%) = (p(zlk)
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En sommant pour k € [0;n], on obtient, aprés télescopage, f(x) — f(zn%) Z (p(%) (R). Comme f
est continue en 0, on a lim f = f(0) = 0 donc, en passant a la limite dans (R), on a finalement
n—+4oo 2n+1

f(x) = Zo @ (2%) = S(x) ce qui assure l'unicité.

n=
Méthode 2 : soit Sy et S deux solutions de (P). Posons d = S1 —S2, alors d est continue sur I par opérations,
d(0) = 51(0) — S2(0) = 0 et Vx € I, d(x) — d<§) —S1(x) — S (g) —S2(x) + Sz(%) — o(x) — @(x) = 0. Soit
x € I, en itérant la relation d(x) = d(%), on montre par une récurrence simple que Vn € N, d(x) = d(2n>

Comme d est continue en 0, en passant & la limite dans cette relation, on a donc d(x) = d(0) donc d est
constante. Mais comme on a vu que d(0) = 0, la fonction d est nulle sur I.

Ainsi, la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle ce qui assure 'unicité.

d. Comme S est solution de (P) avec la question b. et que deux solutions de (P) sont égales d’apres la
question c., on en déduit que S est la seule solution de (P).

e. Supposons ¢ de classe C! sur 1. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

e D’aprés a., Y, un converge simplement (méme normalement) sur I.

n>0
e Toutes les u,, sont de classe C' sur I car ¢ lest.
e Pourn € Netx €I, up(x) = 21n<p (2n> or ¢’ est continue sur le segment I donc elle y est
bornée et on peut définir M = ||¢’||c0,1. On a donc ¥x € I, |u} (x)| < ZM“ donc u!, est bornée sur I,

12 M ;. 2, o M /
[[u/ oo, 1 < o et la série géométrique Zo on converge donc > u} converge normalement sur I.
nz n>0

+o0o
Si on suppose ¢ de classe C' sur I, alors S = Y u, est aussi de classe C' sur I.

n=0
45| a. Pour n € N*, soit u, : R — R définie par u,(x :M. Six e R, un(x :M = O(i) car
. 5 n p n( ) n3+X2 ) Tl( ) TL3+X2 Yoo n3
cos est bornée. Par comparaison aux séries de RIEMANN, > uy(x) converge donc f est bien définie sur R.

n>l1
b. Utilisons le théoreme adéquat :

(H1) La série de fonctions > u, converge simplement sur R (vu en a.).
n>l
o . . PSS T _ sin(nx)  2xcos(nx)

(Hz2) Toutes les fonctions uy, sont de classe C' sur R par opérations et u), (x) = RS A S 4
|sin(nx)| , 2x|cos(nx)| 1, 2a

<42
NERTOwR 3122 Sd e
[[unlloo,[—a;a] < an et la série ) an converge par RIEMANN donc la série de fonctions } uf

n>l n>1

converge normalement sur [—a; al.

(H3) Soit a > 0, alors Vx € [—a;a], Yn € N*| |ul (x)| < = an donc

+oo ;
Par un théoréme du cours, f est de classe C! sur Ret Vx € R, f'(x) = — (stsn(nx% ZX;OS(T;X%).
n’ +x (n® +x°)

n=1
—nt
a. Pour n € N*, soit f, : R — R définie par fn(t) = ﬁ. Traitons deux cas :
n

esit<0, lm e ™ =400 et, par croissances comparées, lim un(t) = +oo donc Y, un(t) diverge.
n—+o0o n—+o0 n>1
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esit>0,e ™ = O(1) donc up(t) = O(%) et f(t) existe par RIEMANN.
+oo +oo n

Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D = R.

b. Pour tout n € N*, la fonction u,, est positive et décroissante sur R} donc u, est bornée sur Ry et on a

I[un|loo, By = un(0) = iz et la série de RIEMANN iz converge donc Y uy, converge normalement sur
n

n>1n n>l
R,. Comme toutes les fonctions uy, sont continue sur R, par un théoreme du cours, f est continue sur R .

c. Comme t].'hll un (t) = €, pour tout n € N* et que la série Y u, converge normalement sur R, par le
—+00
n>1

“+o0o
théoréme de la double limite, on a lim f(t) = > €, =0.
n=1

t—+oo
. —t —t £(t) T 1442
On peut conjecturer que f(t) ~ uq(t) = =< ~ £ Posons g(t) = = Lt _~(=Nt qonc
p ] q ()+Oo 1(t) T+ 2 400 {2 g(t) w (1) n§1n2+t2
+oo 2
g(t) = > gn(t) en posant gn(t) = %e_(“_”t. La fonction g7 : t — 1 est bornée sur [1;+oo[ avec
n=1 n

gn(t)] = gn(t) < e Dt L e=(=1) donc g, est bornée sur

g1 oo, 1400f = 1 =€ 07D et, sin > 2,

[1; ool et |[gn]loo,[1;400] < e~("=1) et la série géométrique Y e~(™~=1) converge. Ainsi, > gn converge
n>l n>l

normalement sur [1;+oo[. de plus, lim gi(t) =1 =10 et, purn > 2, lim gn(t) =0 = ¢,. Par double
t—+o0 t—+oo

.. N iy . f(t) e_t
limite & nouveau, lim g(t) = >_ €, =1. On a donc bien lim =1donc f(t) ~ 5.
n=1

|58
t—+00 t—+oo 1 (t) oo t
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ORAUX 2023 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES,

GEOMETRIE ET DERIVABILITE

a. Soit f € E, on a f < |f| donc g = [f| — f > 0 ce qui donne, par hypothese, u(g) = u(|f|) — u(f) > 0

par linéarité de u. De méme, —f < |f| donc h = |f| + f > 0 et, & nouveau u(h) = u(|f]) + u(f) > 0 donc
—u(|f]) < u(f) < u(]f]) ce qui garantit bien que |u(f)| < u(|f]).

b. Pour f € E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes
donc [f| < ||f]|oc,1e. On pose cette fois a = ||f||oc,1e — f = 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u, ||f||oo,1u(e) — u(|f]) = 0. On a donc, d’apres a., |u(f)| < u(|f]) < ||f||co,1ut(e) donc on a bien

Vf € E, |u(f)| < C||f||oo,1 en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.

c. D’apres la question précédente, Vf € E \ {0}, |‘|H|(f)| < u(e). La partie A = { Hf” ’ feE\ {O}} cCR
oo, 1 oo,

est non vide (car il existe des fonction non nulle sur I et majoré par u(e) ce qui montre que la borne supérieure

de I’énoncé existe et que Sup(A) < u(e). De plus, en prenant f = e, on a e € E\ {0} et H|:‘l|\(f)| = u(e) donc
00,1

u(e) € A ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que Sup W = u(e).
fEE 0o.1

a. py est bien définie de M, (R) dans R. Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(R) et B = (bij)i<ij<n € Mn(R) :

esipa(A)=0,ona Y, aiz’j = 0 ce qui montre, comme une somme de quantités positives ne peut

1<ij<n
étre nulle que si tous ses termes sont nuls, que Y(1,j) l,n]z, aij = 0 donc que A = 0 (séparation).
esiAe€ R, p2(AA) = > (Mayj)? = VAZ x ] = |Alp2(A) (homogénéité).
1<ij<n \w\n '
ep2(A+B)2 = Y (ay+bij)?= aijbij + > b Par I'inégalité
1<i,jgn 1<1,)<n 1<1,)<n 1<i,j<n
2 .
de CAUCHY-SCHWARZ dans R™ , ona 37 ajjbij < > af; > bi’j donc on obtient
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n

p2(A+B)% < p2(A)?2 +2p2(A)p2(B) +p2(B)? ce qui, en passant & la racine, donne bien la majoration
p2(A +B) < p2(A) + p2(B) (inégalité triangulaire).

Par conséquent, p, est bien une norme sur M, (R).

b. La norme p, définie par I’énoncé est, d’apres le cours, la norme euclidienne associée au produit scalaire

canonique (.|.): (Mn(R))? — R défini par (A[B) =Tr (ATB) = > aijbi;.
I<hjsn
c. Pour X € My 1(R) tel que XT = (x1 -+ xn), en notant Li(M) la ligne i de la matrice M vu comme

un vecteur de Mn 1(R), on a (MX)T = (2:1 mygxj - 2:] mn,jxj) = ((Li(M)[X) -+ (Ln(M)[X)). Ainsi,
j= i=

n
[IMX]|3 = Z( 1(M)|X)%. D’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a (Li(M)[X)? < ||Li(M)]|3]|X||3 donc
=1 n
IIMX[|3 < (Z M)||5 )HXH%:pz(M)ZHXH%. En passant & la racine, on a bien ||MX]|2 < p2(M)||X]]2-
c. Pour X € My,1(R), on a |[[MX||3 = (MX|MX) = XTMTMX. La matrice MTM est symétrique réelle, elle
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est donc diagonalisable par le théoreme spectral. De plus, si A est une valeur propre de MTM, il existe X # 0
tel que MTMX = AX ce qui donne XTMTMX = AXTX ou encore |[MX||5 = A||X||3 donc A > 0 car ||X||3 > 0
puisque X # 0. On dit que MM est symétrique positive. Il existe donc P € O(n) et D € M, (R) diagonale
avec des termes positifs sur la diagonale (les valeurs propres de MTM), plus précisément D = diag(A1,- -, An)
avec 0 < A1 < -+ - < Ay, telles que MTM = PDPT.

Si X € Mn,1(R), HMXHZ =XTMTMX = XTPDPTX = YTDY en posant Y = PTX. Sionnote YT = (y1 -+ yn),
on calcule YT DY = 21 My < An Z vz = MlY]13. Or|[Y||3 = YTY = XTPPTX = XTX = ||X||} car PPT = 1,,.

k=

Ainsi, [[MX]||3 < An[X||5 d’ot1, en passant & la racine, |[MX||2 < v/An||X||2 donc [IMX]}2 X”z

un vecteur unitaire X,, de MTM associé & la valeur propre Ay, on a W =xr MTMXn = MX] Xn = Ap
Xnll2

donc W = /An. Par conséquent, /A, majore {Hl )|<|||2 ‘ X € Mn,1(R) et X # O} et fait partie de
nil2 2
cet ensemble, ceci prouve que  Sup [IMX]|2 = Max [IMX(|5 = VM.
w2~ xegien XIl2

< V/An. Sion prend

a. Supposons que f est k-lipschitzienne sur R, alors ¥(x,y) € R?, |f(x) — f(y)| < k|x —y|. Soit xo € R et
ek
k+1

e > 0, alors, pour tout réel x tel que |x —xo| < « = —5—, on a |f(x) — f(x0)| < k|x — x0| < < e. Ceci

k41
prouve que f est continue en x¢ et, comme ceci est valable pour tout xo € R, que f est continue sur R.

b. Soit f: x — |x|. La fonction f n’est pas dérivable en 0. Pourtant, f est 1-lipschitzienne sur R. En effet, si
(x,y) € R? tel que x < y, traitons quatre cas :

esio<x<y,onalf(x) —f(y)|=|x—y| <1 ]x—y|

e six <y <0, ona li(x) — )] = (—x) — (~y)| = [y — x| = [x —y] < LIx — yl.

e six <0<y < xl, ona [f(x) — f(y)] = [(—x) —y] = [yl = —x —y < T —y| =y — x car —y <.

esix <O [x[<y,onalf(x) —fly)|=[(—x) —yl=[x+yl=x+y<l|x—y|=y—xcarx < —x.
Le fait que f soit lipschitzienne n’implique donc pas que f soit dérivable.

a. Si a = 0, puisque bt > 0 pour tout réel t, on doit clairement avoir b = 0.

Sia##0,f:t— at?+ bt est polynomiale de degré 2 et son discriminant A = b? doit étre négatif car sinon

f s’annulerait deux fois et changerait de signe au passage des racines. Ainsi, 0 < b2 < 0 donc b = 0.

b. Méthode 1 : pour se servir de la question précédente, pour x € R™, on pose f : t —< B(xp +tx),xo +tx >.
Par bilinéarité du produit scalaire, f(t) =< Bxg,xo > +(< Bxo,x > + < Bx,xo >)t+ < Bx,x > t?. Or la
matrice B est symétrique donc < Bxp,x >= xOBTx ==X, IBx =< x0, Bx >=< Bx, xo >. Ainsi, par hypothese,
Vt € R, 2 < Bxo,x > t+ < Bx,x > t2 > 0. La question précédente montre alors que < Bxg,x >= 0. Ceci
étant vrai pour tout vecteur x € R™, on a Bxo € (R™)* = {0} donc Bxo = 0.

Méthode 2 : d’apres le théoréme spectral, il existe P € O(n) et D € M, (R) diagonale telles que B = PDPT.
Comme B est positive par hypotheése, on peut écrire D = diag(A1,---,An) avec les valeurs propres Aq, - -+, An
positives de B. Alors < Bxg,xo >= Xo TBxg = ngDPTxo yoDyo en posant yo = P'xo. Si on pose

Yo = (yi)igign €t , on a < Bxg,xp >= Z )\iyiz = 0 donc Vi € [[T;n], )\iyiz = 0 donc Ayyi = 0 ce qui montre
i=1
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que Dyo = 0 d’oll Bxg = PDPTPyg = PDyo = 0 car PTP = ..
c. En notant A = (aij)i<ij<n €6 x = (X{)1<ign, on a ¥x € R™, F(x) = Y  aijxixj donc F est

1<tj<n
polynomiale en les coordonnées de x ce qui prouve que F est continue. On pouvait aussi écrire F = G o H ou

H: R™ — (R")? et G: (R™)? — R sont définies par H(x) = (Ax,x) et G(x,y) =< x,y > puis, comme G et
H sont continues car respectivement bilinéaire et linéaire en dimension finie, F est continue par composition.
La sphere unité S est clairement bornée. De plus, en notant N : x — ||x|| la fonction norme qui est continue
car 1-lipschitzienne d’apres le cours, on a S = N7'({1}) et {1} est fermé donc S est aussi fermée comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. F étant continue sur un fermé borné en dimension
finie, on sait d’apres le théoreme des bornes atteintes que F est bornée sur S et y atteint ses bornes, d’ou

Pexistence de IngF(X) = Mi? F(x) = A1 = F(e1) avec e; € S d’apres I’énoncé.
xXe xX€e

d. Soit x € R™, si x = 0, alors < (A — A1l )x,x >=0 > 0. Slx;«éo on pose y = —ESdoncF(y) A1

d’apres la question précédente, ce qui s’écrit < Ay,y >= —— < Ax,x >= A7 par bilinéarité du produit

scalaire et on a donc < Ax,x >> A1 < x,x > ou encore < (A — )\1 In)x,x >2 0.

e. Comme A — AL, est symétrique, que Vx € R™, < (A — A1ln)x,x >> 0 et que, d’apreés ce qui précede, on
a aussi < (A —AMln)er,e1 >=TF(e1) —A1 =0, on a (A —A1ly)e; = 0 d’apres la question b.. Ainsi, Ay est
une valeur propre de A et e; un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre Aq.

Soit A une valeur propre de A et e € S un vecteur propre de A associé & Ay, alors on a Ae = Ae donc

F(e) =< Ae,e >= Alle||?> = A = A par construction de Aj. Ainsi, A est la plus petite valeur propre de A.

a. Sin=1, M € M;(R) donc M est diagonalisable.

Sin > 2, M n’est pas forcément diagonalisable. En effet, si My = dtag( -~,L> + E1,2 pour
k+1’ k+mn ’

tout entier k € N, alors My est triangulaire supérieure avec des termes tous différents sur la diagonale donc

n
xme = 11 (X — ﬁ) est scindé a racines simples sur R donc My est diagonalisable. Clairement, en
i=1 t
regardant case par case, 1111 My = E12 et xg, , = X" alors que dimKer(E72) = n — 1 avec la formule
k—+o00

du rang car rang (E; 2) = 1. Ainsi, M n’est pas diagonalisable méme en étant limite d’une suite de matrices

toutes diagonalisables.

T

b. (=) Supposons P unitaire et scindé dans R[X], alors P = [ (X—ay)™* avect > 1, a1, - -, ay les racines
k=1
T
réelles distinctes de P et my, - - -, m, les ordres de multiplicité associés. Pourz € C,onaP(z) = [] (z—ax)™*
k=1
.
donc [P(z)|?> = [] |z — ax|*™*. Or, pour k € [1;7]], |z — ax|* = (Re (z) — ax)? + (Im (2))? > [Im (2)|* et on
k=1

T

T
a donc [P(2)]? > [] |Im (z)[*™<. Comme deg(P) =n = > my, on a |P(z)|? > |Im (z)|*™ ce qui donne bien
k=1

[P(2)| = Im (z)|™ en passant a la racine.
(«<=) On sait d’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS que P est scindé dans C[X]. Soit A une racine de
P, comme |P(z)] =0 > [Im (z)|™, on a |[im(z)| = 0 donc z est réelle. Ainsi, P est scindé dans R[X] car toutes

les racines de P sont réelles.
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c. Soit z € C fixé, la suite (M )x>0 converge vers M, donc (zl, — My )x>0 converge vers zl, — M. Comme la

fonction det est polynomiale donc continue dans M, (R) de dimension finie, par caractérisation séquentielle

de la continuité, (det(zl, — My)) converge vers det(zl, —M). Ainsi, (xm, (z))k>0 converge vers xm(z).

k>0
Comme toutes les matrices My sont trigonalisables dans M, (R), les polynémes xm, sont scindés sur R, ce
qui montre avec la question b. que xm, (z)| = |Im (z)|. En passant & la limite dans cette inégalité, on obtient
donc |xm(z)| = |Im (z)|, ce qui montre avec l'autre sens de la question précédente que xam est scindé sur R.

Ainsi, par théoréme, M est trigonalisable dans M, (R).

X
a. Pour f € E, la fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [0; 1] donc fo tf(t)dt est bien défini pour

tout x € [0;1]. Ceci justifie que @ est bien définie. De plus, ¢(f) étant la primitive de g qui s’annule en 0,
() est de classe C! donc a fortiori continue : ¢ va donc bien de E dans E. La linéarité de ¢ découle tres

naturellement de la linéarité de I'intégrale. Par conséquent, ¢ définit un endomorphisme de E.

b. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

27x% 2
la majoration [o(1)(x)| = | [T trwar] < [Telrolar < [elirlat = [l [S] = M Ainsi,
. ! U 1flloox? ak [£1] -
= < =S = x—:| — OO. =
il vient ||¢(f)|]1 fo [d(f)(x)|dx < J; 3 dx Hf||oo[ el . Si on prend f = 1, alors

2
o(f) :x — X? donc ||¢p(f)]|1 = % alors que ||f||oc = 1. Ceci justifie que Ky = % est le plus petit réel tel que
Ve E, [|[o(f)]]1 < Ki||fl|loo. En effet, 'l existait k < é tel que Vf € E, ||&(f)||1 < K||f||co, en prenant f =1,
2
on aurait ||f|lec =1, ¢(f) : x — X? donc ||¢ (|1 = % et é < k ce qui est contradictoire.
c. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], posons la fonction F : x foxt\f(t)\dt de sorte que
Pon a ||¢p(f)]|1 = f] |b(f)(x)]dx < f1 (fx t|f(t)|dt) dx = f] F(x)dx par inégalité triangulaire sur les
0 = Jo \Jo 0

intégrales. Ainsi, comme F est de classe C' sur [0;1] d’aprés le théoréme fondamental de I'intégration car

t — t|[f(t)|] est continue sur [0;1], en posant u = F et v/ : x — x — 1, par intégration par parties, on
1 1 1 1
obtient la relation fo F(x)dx = fo V(x)u(x)dx = u(x)v(x)]) — j;) w(x)v(x)dx = fo x(1 = x)|f(x)|dx car

1
u(0) = v(1) = 0. Alors, comme ¥x € [0;1], x(1 —x) < 1 ona o)1 < f |f(x)‘dx = ||]1|1 On

4 o 4
ne va pas pouvoir trouver de fonction non nulle f telle que ||¢(f)||; = @ mais on peut essayer les
suites de fonctions. Il faut que l'intégrale se condense autour de %, la on x(1 — x) est maximal. On peut

donc prendre, pour tout entier n € N, f,, : x = (x(1 —x))™ = x™(1 —x)™. Posons I, = ||[fn||1 et,

1
pour (p,q) € N? J(p,q) = fo xP(1 —x)9dx > 0. Par le changement de variables x = 1 — t on trouve

. P . . +1 Xp-H
facilement J(p,q) = J(q,p) et par intégration par parties, en posant u: x — (1 —x)97 et v : x — T
P
on obtient J(p,q+1) = QL]](p +1,q). Ainsi, comme J(p,0) = {tpﬂ ]] = 1 , on a par télescopage
p+1 p+1lo p+1

33



—1

_ (T J(p+%q—k) _ (1 q—k 1 _ plq! .
J(p,q) = (kgo](erkJr],qfkfl)) x J(p+q,0) = (kl;[op+k+]) X oy R e J1E Alinsi,

(n)2

I, = J(n,n) = Gna 1l Soit k € Ry tel que Vf € E, [|[o(f)|l1 < K||f|]1, en prenant f = f, # 0, on a
n .
2
vn e N, IAGII — Int1 _ (n+1) =_ntl < k ce qui donne, en passant a la limite quand
[Ifnll1 Iy (n+3)(2n+2) 2(2n+3)
n tend vers +oo, k > }1 Comme on a vu que Vf € E, ||¢(f)|1 < %, ceci justifie que Ky = 411 est le plus

petit réel tel que Vf € E, ||d(f)[[1 < Kz||f]|1-

a. Soit @ : [0;1] = R telle que @(x) = f(x) — x. Comme f est continue sur [0;1], ¢ est aussi continue sur

[0;1]. Or @(0) = f(0) > 0 car f(0) € [0;1] et @(1) = (1) —1 < 0 car f(1) € [0;1]. Ainsi, par le théoreme des
valeurs intermédiaires, comme ¢ (0)@(1) < 0 et que ¢ est continue sur [0; 1], il existe un réel « € [0;1] tel que
(o) =0, ce qui justifie que o € A donc A # ().

A est donc une partie non vide de R, majorée par 1 et minorée par 0. La propriété fondamentale de R
montre que A admet une borne supérieure M < 1 et une borne inférieure m > 0. Par caractérisation
de la borne supérieure, il existe une suite (un)nen d’éléments de A qui converge vers M. On a donc
Vn e N, f(un) =un (R) et, en passant a la limite dans cette relation (R) et par caractérisation séquentielle
de la continuité de f, on a f(M) = M. Ainsi, M € A et M majore A assure que M est le maximum de A. De
méme, m est le minimum de A.

b. Posons h = f—g, de sorte que h est continue sur [0; 1] par opérations. Comme fog = gof, en 'appliquant
en M, on a f(g(M)) = g(f(M)) = g(M) donc g(M) € A ce qui montre que g(M) < M = Max(A). Ainsi,
h(M) = f(M) — g(M) = M — g(M) > 0. De méme, f(g(m)) = g(f(m)) = g(m) donc g(m) € A ce qui montre
0. A nouveau, par le théoreme des

e~

0, il existe un réel ¢ € [m; M] C [0; 1]

que g(m) = m = Min(A). Ainsi, h(m) = f(m) f/g_g_nl) =m — g(m)

9
valeurs intermédiaires, puisque h est continue sur [m; M] et h(m)h(M)

NN

tel que h(c) = 0, ce qui revient a f(c) = g(c).
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ORAUX 2023 THEME 5
REDUCTION

X =1 0 1 X =1 0 2—X
a. Porme Rionaxa, =| -1 X-—1 1 =| -1 X-—1 2(2-X)| apres avoir effectué
m—2 2—m X—m m—2 2—m X-=2
X—1 0 —1
C3— C3—Cy —2Cret xa,, = (X=2)| -1 X—1 —2| en factorisant par X — 2 dans la troisiéme

m—-2 2-m 1
colonne. On développe et xa,, = (X—2)(X—=1)(X=1+4—2m)+ (m—2)(X—2)) = (X —2)(X? —mX +1).

b. Traitons les deux valeurs m=1et m =2 :
Sim=1, xa, = (X =2)(X? =X +1) = (X = 2)(X +j)(X 4+ j?) est scindé & racines simples dans C[X]
mais n’est méme pas scindé dans R[X] donc A7 est diagonalisable dans M3( C) mais méme
pas trigonalisable dans M3 (R).
Sim=2, xa, = (X—=2)(X?> —=2X+1) = (X —2)(X —1)? est scindé dans R[X] donc A; est trigonalisable

0 0 -1
et Sp(A2) ={1,2}. Comme A, —I3= |1 0 —1] estderang2, dim(E;(A2)) =1 parla
0 0 1
formule du rang donc A, n’est pas diagonalisable.
— 2 _
c. Le discriminant Ay, de X2 — mX 4+ 1 vaut Ay = m? —4. Si A, > 0, on pose am = mfm[l

et Bm = m+tyvm:—4 ”2mz_4 de sorte que oy < Bm. Si am = 2 ou B = 2 implique que (m —4)? = m? — 4
en passant m — 4 = +v/m2 —4 donc que m = % Avec les signes, amy, ne vaut jamais 2 mais B, = 2 si et
seulement si m = % On traite plusieurs cas :

Sim €] —2;2[, Am < 0doncxa,, estscindé a racines simples dans C[X] mais n’est méme pas scindé
dans R[X] donc A, est diagonalisable dans M3(C) mais méme pas trigonalisable
dans M3(R).

Sim =2, on a déja en vu en b. que A, est trigonalisable mais pas diagonalisable.

Sim=-2, xa,, = (X =2)(X? +2X +1) = (X — 2)(X + 1)? est scindé dans R[X] donc A_; est

2 0 -1
trigonalisable et Sp(A_z) = {—1,2}. CommeA_»+I3 =1 2 —1 | estderang
4 —4

)

2, dim(E_1(A_2)) = 1 par la formule du rang donc A_; n’est pas diagonalisable.
Sim=5/2, xa,,, = (XfZ)Z(Xf %) donc Sp(As,2) ={2,5/2}, XA5,, est scindé dans R[X] donc
1 0 -1
As/, est trigonalisable. Comme A5/, — 2I3 = 1 —1 =1 ] est de rang 2,
12 12 1)2
dim(E2(As5,2)) = 1 par la formule du rang donc As,, n’est pas diagonalisable.

Sim ¢ [-2;2] U {5/2}, Ay > 0 donc xa,, est scindé dans R[X] et ses racines sont 2, am et By qui sont

distinctes. Ainsi, A, est diagonalisable dans M3(R)
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a. Sideg(P)=1,P=a(X—A)aveca € R* et A € Ret on aP(A) =0 si on pose la matrice A = Al,,. Dans

ce cas, on a existence mais aussi unicité de la matrice A € M, (R) telle que P(A) =0 car a(A — Al,) =0 si

et seulement si A = Al,, puisque a # 0.

Si deg(P) =2, P = a(X? + bX +c) avec a € R* et (b,c) € R? et on pose A = b? — 4c. Traitons trois cas :

A>0

A=0

, P =a(X —A1)(X = Az2) avec (A1,A2) € R? et A # A2. On peut prendre A = Al ou A = Azl
car, pour ces matrices, on a bien P(A) = a(A — A 1n)(A —A2l,) = 0.

, P=a(X—2)? avec A = —% € R et A =Al, convient encore.

,P=a(X—re®) (X —re"19) = a(X? —2rcos(8)X +12) avec r > 0 et 8 # 0 [n] (les deux racines de P
sont complexes non réelles conjuguées). On se souvient que la matrice de rotation Rg de SO, (R)
a pour polyndome caractéristique xg, = X2 —2cos(6)X + 1. On prend, pour p = 1 et n = 2, la
cos(0) —sin(0)
sin(0)  cos(0)

donc, avec CAYLEY-HAMILTON, on a A3 — 2rcos(8)A2 + r2I; = 0 donc P(Az) = 0. 1l suffit alors

matrice A = rRg = 7 ( > et on calcule facilement xa, = X? — 2rcos(8)X + 2

de prendre A diagonale par blocs (p blocs) en posant A = diag(Az,---,A2) € Mu(R) et on a
P(A) = diag(P(A2),---,P(A2)) = 0.

Si deg(P) > 3, traitons a nouveau deux cas :

e si P admet au moins une racine réelle, il existe A € R tel que P(A) = 0 et P(Al,) = P(A)L,, = 0 donc

la matrice A = Al convient et vérifie P(A) = 0.

e si P n’admet pas de racine réelle, on sait d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS que P s’écrit comme un produit

de

polynomes irréductibles de degré 2, il existe donc une décomposition P = (X2 + bX + ¢)Q avec

A =12 —4c < 0. D’apres le cas ci-dessus, il existe une matrice A € M, (R) telle que A% +bA +cl, =0

donc P(A) = (A% + bA +¢I,)Q(A) = 0 et A convient.

Dans tous les cas, si n est pair, pour tout P € R[X] non constant, il existe A € My (R) telle que P(A) = 0.

b. Sideg(P)=1,P=a(X—A)avec a € R* et A € Ret on a P(A) =0 si on pose la matrice A = Al,.
Si deg(P) =2, P = a(X? + bX +c) avec a € R* et (b,c) € R? et on pose A = b? — 4c. Traitons trois cas :

A>0

A<0

, P admet une racine réelle A (elle peut étre double) et, si A = Al,,, on a encore P(A) = 0.

, P =a(X —ref®) (X —re7 ) = a(X? — 2rcos(6)X +12) avec r > 0 et 8 # 0 [1]. Comme P n’a pas
de racine réelle, il n’y a pas, en identifiant les matrices 1 X 1 aux scalaires, de matrice A € M;(R)
telle que P(A) = 0. Supposons, pour n impair quelconque, qu’il existe une matrice A € M, (R)
telle que P(A) = 0, alors A% —2rcos(0)A + 121, = 0 donc (A —rcos(0)I,,)? + 72 sin?(0)I, = 0 car on
a X2 — 2rcos(8)X + 1% = (X — rcos(8))? + 1% sin?(8). Par conséquent, en passant au déterminant,
det(A—rcos(0)In)? = det((A—rcos(0)In)?) = det(—1? sin?(0)I,) = —(r*™ sin?™(0)) < 0. Comme
det(A — rcos(8)I,)? > 0, ceci fournit une contradiction et il n’existe aucune matrice A € My (R)

telle que P(A) = 0.

Si deg(P) > 3, traitons a nouveau deux cas :
e si P admet au moins une racine réelle, il existe A € R tel que P(A) =0 et P(AL,) = P(A)L,, = 0 donc

la matrice A = Al,, convient et vérifie P(A) = 0.
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e si P n’admet pas de racine réelle, si on suppose qu’il existe une matrice A € My (R) telle que P(A),
d’apres le cours, les valeurs propres de A sont incluses dans les racines de P, ce qui justifie que A n’a
pas de valeur propre réelle. Or le polynéme x A est de degré n impair donc, comme il est unitaire, on
a lim xa(t)=—oco0et lim xa(t) = +oo donc, par le théoréme des valeurs intermédiaires, puisque
t——o0 t—+4o0
XA est continue, il existe une racine réelle de xa, qui est donc une valeur propre de A, c¢’est absurde.
On en déduit que, si n est impair et si P € R[X], on a deux cas :
e si P admet une racine réelle, il existe A € M, (R) telle que P(A) = 0.

e si P n’admet pas de racine réelle, il n’existe aucune matrice A € My (R) telle que P(A) = 0.

Comme le polynome X™ — 1 annule A par hypotheése et que X™ — 1 est scindé a racines simples sur C (ses

racines sont les n racines n-iemes de 1'unité), la matrice A est diagonalisable dans M;(C) donc il existe

21
0
I'unité car toute valeur propre de A est racine de tout polynome annulateur de A, notamment X™ — 1. Par

conséquent, Tr (A) = Tr (D) = z1 423 et det(A) = det(D) = z1z. Ainsi, [Tr (A)| < |z1]|+|z2] <141 =2 done

Tr (A) € [-2;2] et |det(A)] = |z1]|z2| = 1 donc det(A) € {—1,1}. De plus, puisque A = <2 2) € M2(2),

Tr (A) = a+d € Zet det(A) = ad—bc € Z et on sait d’apres le cours que xo = X2 —Tr (A)X+det(A) € Z[X].
Les valeurs possibles de Tr (A) et det(A) montrent que xo = X? —Tr (A)X + det(A) ne peut étre que I'un des

. 0 N . N
une matrice P € GL2(C) telle que A = PDP~! avec D = < s ) oll z1,z, sont des racines n-iémes de
2

10 polynémes suivants : X2 —2X+1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2+ X+ 1, X2 +2X+Tou XZ2 —2X -1, X> =X —1,
X2 -1, X2 4+X—-1,X24+2X—1.

Eliminons quelques cas | En effet, si det(A) = —1, z1zo = —1 donc z7 et zo ne peuvent pas étre conjugués
sinon z1zy = 21271 = |z |2 = 1. Par conséquent, z7 et z; sont des racines réelles de X™ — 1 donc ne peuvent
étre que +1. Pour avoir z1zp = —1, forcément z1 =1 = —z; ouz; = -1 = —z; dou Tr (A) =1 -1 =0.
Ainsi, xa est 'un des 6 polynomes X% —2X +1, X2 =X+ 1, X2+ 1, X2+ X +1, X2 +2X+1, X* — 1.

Cas1:xa=X?>—2X+1:comme X? —2X +1=(X—1)?, Sp(A) = {1} donc, comme A est diagonalisable,

A est donc semblable & la matrice I, ¢’est-a-dire A = PI,P~! =1, donc A2 = 1,.

Cas 2 : xa = X? — X+ 1: comme A est diagonalisable et que X2—X-+1 = (X+j)(X-+j?) —j, — 2} on
aA=P <:)] 02) P~ donc A® = I, car (—j, —j2) € UZ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple A=

Cas3:xa =X?>+1: comme A est diagonalisable et que X* +1 = (X —1)(X +1), S

A=P <_01 ?) donc A* =1, car (—i,i) € UZ. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = ( 1

C
{~i,i}, on a
h)
P =

Cas4:xa =X>+X+1: comme A est diagonalisable et que X? + X +1 = (X —j)(X —j?), Sp(A) = {),] 1,
onaA="P <(]) Jg) P~ donc A3 =1, car (j,j?) € U3. Ainsi, A'> = I. Par exemple, A = 3 1

Cas5: xa = X2 4+2X+1: comme X?> +2X+1 = (X+1)?, Sp(A) = {—1} donc, comme A est diagonalisable,
A =P(—I)P~! = —I, donc A? = I; puis A'? = I,.

Cas 6: xa =X2—1:comme X?> —1=(X—1)(X+1), Sp(A) = {—1,1} donc, comme A est diagonalisable,
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—1 .. 2 1
A=P ( 0 ?) P~ donc A2 =1, car (—1,1) € U%. Ainsi, A'? = I,. Par exemple, A = (_3 _2>.

Fondamentalement, c’est parce les racines de ces 6 polynémes sont 1, —1,1, —i,j,j2, —j, —j?, c’est-a-dire des

racines seconde, troisiéme, quatriéme, sixiéme de I'unité et que ppem (2,3,4,6) = 12, donc toutes ces valeurs
12 _

z € {1,-1,i,—1,j,j?, —j, —j*} vérifient z
Réciproquement, soit une matrice A € M, (Z) telle que xa est I'un des polynomes X% —X-+1, X2 +1, X2 +X+1,
X% —1, alors comme X'? —1 = (X2 =X+ 1)(X2+1)(X% + X+ 1)(X2 = 1)(X? +V3X+1)(X? = /3X + 1), d’apres
CAYLEY-HAMILTON, on a x(A) = 0 donc, comme xa divise X'> — 1, on a aussi A'2 = I,.
Par contre, si xa = (X +1)% ou xa = (X — 1)?, on ne peut pas étre stir que A'? = I, car A pourrait ne pas
étre diagonalisable, comme dans les cas A = ((]) } > ou A= <0] _21 >

a. Sia=1,0onaf?+2f+idg = (f +idg)? = 0 donc le polynéme (X + 1)? est annulateur de f. Soit A la
matrice de f dans n’importe quelle base de E, on a aussi (X 4 1)? annulateur de A et on sait qu’alors la seule
valeur propre complexe possible de A est —1, ce qui prouve que xo = (X + 1)? = x¢ car xa est scindé dans

C. Comme xs est scindé dans R[X], f est trigonalisable d’apres le cours, il existe donc une base B = (v1,v2)

= a>avcca6R. Il y a deux cas :

du plan E telle que Mat ¢ (f) = ( o —1

e Sia=0,alors f = —id g.
e Si a # 0, en prenant la base B’ = (avy,v2) de E, on a Mat g/ (f) = <01 _]] >
Dans les deux cas, det(f) =1 et Tr (f) = —2 donc xy = X2 +2X 4+ 1 = (X 4+ 1)? ; on pouvait s’en douter.

b. Méthode 1 : toujours en prenant la matrice A de f dans n’importe quelle base, on a P = X% 4+ 2X + «
annulateur de A mais le discriminant A =4 — 4« de P vérifie A < 0 donc P n’a pas de racine réelle. D’apres
le cours, les valeurs propres réelles de A sont soit z = z; = —1+1iy/a — 1 soit z = z = —1 —iy/a — 1. Comme
XA est réel car A est réelle, z1 et z; étant conjuguées, elles ont la méme multiplicité dans xa ce qui fait que
Xt =XA = (X —2)™(X —2)™ = (X? + 2X + &)™ donc n = deg(xs) = 2m est pair.

Méthode 2 : f2+2f+aid g = (f+idg)?+(x—1)id ¢ donc (f+id¢)? = (1 —«)id . En passant au déterminant,
on a det((f+id g)?) = (det(f+idg))? = (1 — )™ Or det(f+id¢) € R donc (det(f+idg))? = (1 —x)™ >0
ce qui montre que n est pair car 1 — « < 0.

c. Soit e; € E un vecteur non nul (il en existe car E est un plan) et e; € E défini par e; = f(e2) + e2. Soit
(A, 1) € R? tel que Aey + ey = Og, alors A(f(ez2) +e2) +uex = Af(ez) +(A+u)es = 0g. Or (ez,f(ez)) est libre
car f ne possede aucune valeur propre réelle d’apres b., ainsi A = A + p = 0 donc A = p = 0 ce qui montre

que (eq,e2) est une base de E. Comme f(ez) = e — ez et f(e7) = f(f(e2) + e2) = %(ez) + f(e2) = aey car

f24+f+«id g = 0, par définition de la matrice d’'un endomorphisme dans une base, Mat 5 (f) = < g _12> =A.

d. Soit e; € E un vecteur non nul (il en existe car dim(E) > 2) et e; € E défini par e; = f(e2) + ez. Comme
ci-dessus, on montre que (e, ez) est une famille libre de E et que f(ez) = e; — ez et f(ej) = xez. Comme
Vect(e,ez) # E, il existe un vecteur non nul e4 € E \ Vect(er,ez2). Soit e3 € E défini par e3 = f(eq) + eq.
A nouveau, on montre que (e3,es) est une famille libre de E et que f(eq) = e3 — es et f(e3) = xeq. Si

Aer+Azez+Azes+Ases =0 (1), on applique f & (1) pour avoir ahjez+Az2(e1—ez)+oAzea+As(ez—es) =0 (2).
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67

En effectuant A4(1)—A3(2), on a Ag(Are1+Aze2+Azes+Ases)—Az(arjea+Az2(e1 —ez2)+arzes+As(e3—eq)) =0
donc (MAs—A2A3)eq + (A2Ag — adiA3 +A2A3)e2 + (7\% —H\ﬁ)e4 = 0. Mais, par construction, (e, ez, es) est libre
donc ?\% + 7\42‘ = 0 ce qui, montre, comme A3, A4 sont réels, que A3 = Ay = 0. Il ne reste que Aje; + Azex =0

donc A7 = A, =0 car (e, ez) est libre. Ainsi, Ay = A2 =A3 = A4 =0 et (e1,e2,e3,e4) est libre.

. . A 0
Sin =4, on a trouvé une base B = (e, e2, e3, ea) telle que Mat 5 (f) = ( 0 A)’
Sin >4, on continue en prenant eg € E \ Vect(ey, ez, e3,e4), on pose es = f(eg) + eg et on a f(eg) = €5 — eg,
f(es) = aeg et (er,ez,e3,e4,e5,e6) libre. Par récurrence, en notant n = 2p, on construit une famille libre
B = (e1,- -, ean) telle que Vk € [1;n], f(e2xk—1) = axeak, f(ezx) = eax—1 — e2x. Comme dim(E) =n = 2p, B

est une base de E et on a Mat 5(f) = diag(A,---,A) avec p fois le bloc sur la diagonale.

a. Pour f dans E, comme f est continue sur I, par le théoréeme fondamental de l'intégration, A(f) est la
primitive de la fonction f qui s’annule en 0 et B(f) est I'opposé de la primitive de f qui s’annule en % Ainsi,
A(f) et B(f) sont de classe C! sur I donc a fortiori elles y sont continues ce qui montre que A et B sont bien
définies et a valeurs dans E. De plus, la linéarité de A et de B provient de la linéarité de l'intégrale ; A et B
sont bien des endomorphismes de E. On peut méme dire que A et B ne sont pas surjectives car, par exemple,
Im (A) C C'(I, R) et que Iinclusion C'(I, R) C CO(I, R) est stricte. Par contre, A et B sont injectives car,
par exemple, si B(f) = 0, en dérivant, on obtient —f = 0 donc Ker(B) = {0}.

b. Pour (f,g) € E%, comme A(f) et B(g) sont de classe C' sur I d’aprés a., par intégration par parties,

ona <A g>= [Famg =~ [ ampa) = OB+ [ AGYBG) = [ o) car

A(f)(0) = B(g)(n/2) = 0 et on conclut bien que < A(f),g >=< f,B(g) >.

c. Soit A une valeur propre de B o A, il existe donc une fonction non nulle f € E telle que B o A(f) = Af.
Or, d’aprés la question précédente, < f,B o A(f) >=< f,B(A(f)) >=< A(f),A(f) >= [|A(f)||* > 0 alors que
< f,BoA(f) >=< f,Af >= A||f||* avec ||f|| > 0 donc A > 0. Les valeurs propres de B o A sont bien positives.

X 2 X 2 X X x
_ 2 2 _ 2
fo f(t)dt‘ = ’fo 1.f(t)dt‘ < fo 14dt x fo f(t) dt_xfO f(t)~dt.

/2 /2

A(f)(x)?dx < fo x(j: f(t)zdt> dx < fﬂ/zx(fﬂ/z f(t)zdt) dx donc

0 0

d. Par CAUCHY-SCHWARZ,

e. Pour f € E, on a ||A(f)||? = fo

/2 2
A(F)]|12 < |If]]? j;) xdx = %IIfHZ et, en passant & la racine, ||A(f)|| < K||f]| avec K = .

2V2
f. Soit A une valeur propre de B o A, on sait d’apres la question c. que A > 0. Comme B o A est injective
d’apres a., 0 n’est pas une valeur propre de B o A donc A > 0. Soit f € E une fonction non nulle telle que
B o A(f) = B(A(f)) = Af, en dérivant, —A(f) = Af’ qu’on dérive encore pour avoir —f = Af” qui s’écrit aussi

4% =0 (E). On résout classiquement cette équation différenticlle lindaire (E) du second ordre & coefficients

A
constants et il existe («, p) € R? tel que f : x — acos (\%}\) + B sin (\%) Comme Af(0) = A(f)(0) = 0 et
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Af(n/2) = B(A(f))(m/2) =0, on a B =0 et occos (2\%) = 0. Comme f n’est pas nulle, on ne peut pas avoir

o« =0 donc —%— = T [n] d’ou I'existence de n € N tel que —"= = nm + %, c’est-a-dire A = 1

WA 2 2VA (n+1)%
Réciproquement, pour n € N, soit f, : [ — R définie par f, : x — cos((2n 4+ 1)x), on a bien f, € E :
Méthode 1 : on a par calculs A(fn)(x) = sin((@n +1)x) (bien nul en 0) et B(A(fn))(x) = cos((2n + 1)x)

2n+1 (2n +1)?
bien nul en T) d’ott Bo A(f,) = ——f,, avec f 0 donc —1— est valeur propre de B o A.
( 2) (TL) (2T1+])2 n av T17é (2ﬂ+])2 v prop
Méthode 2 : en posant A = m, on a clairement —f,, = Af).. Or on sait que (B o A(fn))” = —fn donc

(BoA(fn) —Afn)” = 0. Ceci prouve que la fonction h = BoA(f,) —Af, est affine donc qu'il existe («, p) € R?
tel que Vx € 1, h(x) = Bo A(fn)(x) — Afn(x) = ax + B. Or les relations h(n/2) = 0 et h'(0) = 0 nous donnent

1 > est valeur propre de B o A.

a=p =0et BoA(fy) = Afy avec, & nouveau, la conclusion que A = ————
(2n+1)

On conclut donc que Sp(Bo A) = {(ZIT)Z ‘ ne N}.
n

=)

N

J

B e 6 EEE
w =

74]a. Comme A est triangulaire supérieure, xa = X?(X—1)(X—2). Les colonnes 1,2 et 4 de A forment une famille

libre donc rang (A) = 3 et dim(Eo(A)) = dim(Ker(A)) = 1 par la formule du rang ce qui montre d’apres le

cours que A n’est pas diagonalisable. Comme xa est scindé sur R, A est trigonalisable dans M4 (R).

o1 =1 1 -1 1 =1 1
Comme A — Iy = g (]) _O] _O] et A —2I4 = g g _02 _0] et que 1 et 2 sont des valeurs
0 0 0 -1 0o 0 0 =2

propres simples de A, on a Ej(A) = Vect(vq) et Ez(A) = Vect(vz) avec vi = (1,0,0,0) et vz = (1,1,0,0).

De méme, comme rang (A) = 3, on voit que Eo(A) = Vect(vz) avec v3 = (1,0,1,0). On cherche v4 tel que

1T 1 -1 1 X 1
. . . R 0 2 0 0 y 0
Avg = v3 (réduction de JORDAN) et on trouve en résolvant ce systéme 00 0 -1 1= par
0o 0 o0 0 t 0
1T 1 1 =1 1 0 0 O
o1 0 0 0 2 0 0 . .
exemple, v4 = (—1,0,—1,1). Posons Q = 0 0 1 —1 et T= 00 0 1l Comme Q est inversible
0 0 0 1 0O 0 0 0
car det(Q) =1, la famille B = (vy,v2,v3,v4) est une base de R* et on a, par formule de changement de base,

comme Avy =v7, Avy = 2v2, Avz =0 et Avg =v3, A = QTQ .

b. Comme AM = MA, on a aussi A’M = MA? donc Ej(A) = Ker(A — I3), E2(A) = Ker(A — 214), Eg(A) =
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10 0 O
2 2 020 0], 2
Ker(A) et Ker(A<) sont stables par M, comme A* = Q 00 0 olQ sona Ker(A“) = Vect(vs,va).
0 0 0 O
a 0 0 O
. . . 0 b o o0l .,
On traduit matriciellement ces stabilités par M = Q 0 0 ¢ d Q™ ". Or AMvs = MAvs = Mv3 = cv3
0 0 0 e
a 0 0 O
L 0b 0 0| iy u.. .
et AMvg = A(dv3 + evq) = ev3 donc ¢ = e. Ainsi, M = Q 0 0 ¢ d Q~'. Réciproquement, on vérifie
0 0 0 ¢

que ces matrices commutent avec A ce qui montre que le commutant de A est de dimension 4, engendré par

QE1,1Q 7", QE2,2Q7", Q(E3,3 +E44)Q " et QE34Q .

+o0
Soit P = Y axX* un polynéme quelconque.

k=0
Analyse : on suppose que M = P(A), or comme A = PTP~!, on a classiquement M = QP(T)Q ™', on calcule
+oo
0 0 0
2 Py 0 0 0
to0 0o P2) 0 0 .
P(T) = K M = :
( ) 0 kZ::O akz 0 0 donc Q 0 0 P(O) P/(O) Q
0 0 ap aj 0 0 0 P(0)
0 0 0 ap

Synthese : soit @ : R3[X] — R* définie par ¢(P) = (P(1),P(2),P(0),P’(0)). @ est clairement linéaire et si
P € Ker(¢p), on a P(1) = P(2) = P(0) = P’(0) = 0 donc 1 et 2 sont racines au moins simples de P et 0 racine au
moins double de P donc P = X?(X—1)(X—2)U avec U € R[X] mais la condition deg(P) < 3 impose U = 0 donc

Ker(@) = {0}. ¢ est donc injective, et comme dim(R3[X]) = dim(R?) = 4, @ est un isomorphisme. Ainsi,

a 0 0 0 P(1) 0 0 0
o v o o) ., B 0o PR2) o0 0 L
comme M = Q 0 0 ¢ d Q ',onaM=0Q 0 o PO) P0) Q=" = P(A) en prenant le
00 0 c o 0o 0 P0)

polynéme P = ¢~ '(a, b,c,d) € R3[X].

On en conclut qu'il existe P € R[X] (méme plus précisément P € R3[X]) tel que M = P(A) si AM = MA.

a 0 0 O
L 5 R L 0 b 0 0 1.
c. Si M© = A, alors AM = M“M = MM*“ = MA donc on peut écrire M = Q 0 0 ¢ d Q™' d’apres
0 0 0 ¢
a 0 0 0 a2 0 0 o 1.0 0 0
0 b 0 0 0 b2 0 0 0200
. . 2 _ _ _‘l _ _ .
b.. Ainsi, M* = A = QTQ™' «— 0 0 ¢ d o 0 ¢ 2¢al = o o o 1| ceau
00 0 ¢ 0 0 o ¢ 0000
donne @ = 41, b = £4/2, ¢ = 0 et 2cd = 1 mais ceci est impossible. Par conséquent, il n’existe aucune

matrice M € M4 R) telle que M? = A.

eSin=1et A= (a)#0, B=(b)#0, alors ABAB = (a?b?) # 0. Rien & signaler.
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eSin=2et A0, B #0 telles que ABAB = 0, alors la matrice AB est nilpotente d’indice inférieur ou
égal & 2. Mais on a aussi (BA)> = BABABA = B(ABAB)A = B x 0 x A = 0 donc BA est aussi nilpotente.

Comme X3 est annulateur de BA, on sait d’apres le cours que Sp(BA) C {0} car 0 est la seule racine de X3.
Mais comme le spectre complexe est non vide d’aprés D’ ALEMBERT-GAUSS, on a donc Sp¢(BA) = {0} ce qui
montre que xpa = X2. D’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, on a donc (BA)? = 0 donc BABA = 0.

e Sin=3et A#0, B #0 telles que ABAB = 0, alors AB est nilpotente et, comme avant BA l'est aussi.

Mais la méme démarche conduit a (BA)3 = 0, on va construire un exemple tel que I'indice de nilpotente de

0 1 0
AB soit 2, et celui de BA soit supérieur ou égal a 3. Soit N= | 0 0 1 ) =Ej+Ej3,alors N2 = E13#0
0 0 0
et N3 = 0 donc N est nilpotente d’indice 3. On cherche A et B non nulles dans M3(R) telle que BA = N
1 0 0
alors que (AB)? = 0. Si on prend A = N = Eio+Ex3etB=|0 1 0| =E;1+Ey =N alorsona
0 0 0

comme attendu BA = N et AB = = E1,2 donc BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

o © O
o © O

1
0
0
. . N 0 N’ 0
e Sin >4, on construit par blocs A = et B = et on a comme dans le cas n = 3,
0 On_3 0 On—3

par des calculs par blocs, AB = Eq 2, BABA = Eq 3 # 0 alors que ABAB = 0.

a. L’application f va de M, (R) dans lui-méme et sa linéarité provient de celle de la transposition ; on vérifie

-
©

que VA € R, V(A,B) € My (R)?, f(AA + B) = Af(A) + f(B). Ainsi, f est un endomorphisme de M (R).
b. Méthode 1 : pour M € M, (R), (M) = f(f(M)) = M+MT + (M +MNT = 2f(M) car (MT)T = M. Par

conséquent, X? — 2X = X(X — 2) est annulateur de f et scindé & racines simples donc f est diagonalisable.

Méthode 2 : munissons M, (R) du produit scalaire canonique (A|B) = Tr (ATB) = > ai;jbij. Soit

1<ij<n
(A,B) € M, (R)?, alors (f(A)|B) = (A + AT|B) = (A|B) + (AT|B) = (A[B) + Tr (AB) = (B|A) + Tr (BA)
par bilinéarité et symétrie du produit scalaire et car on sait qu Tr (AB) = Tr (BA). Ainsi, on a la relation
(f(A)|B) = (BJA)+(BT|A) = (f(B)|A) = (A|f(B)). Ceci prouve que f est autoadjoint donc, d’apres le théoréme
spectral, f est diagonalisable.
c. Sion a utilisé la méthode 1 ci-dessus, on sait que Sp(f) C {0,2}.
Si M est symétrique, f(M) = 2M. De plus, f(M) = 2M <= M + MT = 2M <= M = MT <= M € S, (R)
pour M € My (R). Par conséquent, Ez(f) = Sn(R) est de dimension w
Si M est antisymétrique, f(M) = 0. De plus, (M) =0 <= M+ MT =0 <= M = —-MT <= M € A,,(R)
pour M € My, (R). Par conséquent, Eo(f) = An(R) est de dimension @
Comme Sn(R) et An(R) sont supplémentaires (méme orthogonaux pour le produit scalaire choisi) dans
Mn(R), il n’y a pas d’autres valeurs propres de f. Ainsi, on a Sp(f) = {0,2}, Mn(R) = Eo(f) @ Ex(f),
Tr (f)=n(n+1) et det(f) =2sin=1et det(f) =0sin > 2.
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a. Soit A € C, on effectue dans xa (A) Vopération de GAuss Ly «— Ly + ALy + MLz 4+ A" L, et on

n—1 n—1

développe par rapport & la ligne n, xa(A) = (—1)™! ()\“ + > ak)\k) X (=)™ = A" + 3 apAk done
k=0 k=0

XA = X"+ an_1X" ' 4 .- 4 ap (en fait A est une matrice compagnon).

b. Pour tout complexe A, le rang de A — Al, est au moins égal a n — 1 grace a la sous-diagonale de 1
échelonnés sur les n — 1 premieres colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute
valeur propre A de A vérifie donc dim(Ex(A)) =n —rang (A — Al,) < 1.

(<=) Si xa est scindé a racines simples, d’apres le cours, A est diagonalisable dans M,, (C).
T

(=) Réciproquement, si A est diagonalisable dans M, (C), en écrivant xa = [[ (X—2;)
j=1

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’apres le cours que Vj € [[1;7], my;a) = dim(Ex;(A)).

™5 A G AT, - Ar

D’apres ce qui précede, on a donc 1 < my;(a) = dim(Ex;(A)) < 1 donc my;(ay) = 1. Toutes les valeurs
propres de A sont donc simples, on en déduit que r =n et que xa est scindé a racines simples dans C[X].

Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si x est scindé a racines simples.

(=) Supposons A diagonalisable et traitons deux cas :
e Soit A n’admet qu’une seule valeur propre A € C. Alors A = P(Al;)P~! avec P inversible donc A = Al,.
Soit Q un polynéme complexe non constant. D’apres le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS, le polynéme Q —A
admet une racine complexe puisqu'’il n’est pas constant. Ainsi, il existe « € C tel que Q(e) = A. Il suffit de
prendre M = «aly pour avoir Q(M) = Q(«)Iz = Al = A.

M
0
inversible P € GL,( C) telle que A = PDP~'. Soit Q un polynéme complexe non constant, comme ci-dessus il

. 0 o .
e Soit A admet deux valeurs propres complexes A7 # A2. En notant D = ( A ), il existe une matrice
2

existe des complexes o et oy tels que Q(a1) = A1 et Q(x2) = A2 (autrement dit Q : C — C est surjective).

> P—1 pour avoir Q(M) = P <Q(g“) Q((()Xz)) p~1 =pPDP~! = A.

(«<=) Supposons A non diagonalisable, alors x o ne peut pas étre scindé a racines simples done Sp(A) = {A},

o 0

11 suffit de prendre M = P (
0 o

XA = (X —A)% et dim(Ex(A)) = 1. Comme xa est scindé dans C[X], A est trigonalisable donc il existe

A
P € GLy(C) telle que A = PTP~ " avec T = <0 ;) avec | # 0.

Pour réduire “a4 la JORDAN” et avoir 1 & la place de  : si on note u € £( C?) I'endomorphisme canoniquement
associé & A, on a donc par CAYLEY-HAMILTON (u — Aid ¢2)? = 0 donc Im (u — Aid ¢2)) C Ker(u — Aid ¢2).
Puisque dim(Ex(A)) = 1, par le théoréeme du rang, on a dim(Im (u — Aid ¢2)) = dim(Ker(u — Aid ¢2)) =1
donc Im (u — Aid ¢2) = Ker(u — Aid ¢2). Si on prend v; € C? tel que Ker(u — Aid ¢2) = Vect(vy), alors il
existe donc v, € C? tel que (u — Aid ¢2)(v2) = vi. Comme v3 ¢ Ker(u — Aid ¢2), la famille B = (vy,v2)

est libre donc c’est une base de C?. Par construction, comme w(vy) = Avq et u(va) — Avy = vy, il vient

T = Mat 5 (1) — (?‘ !

0 A ) En notant P la matrice de passage de la base canonique de C? & B, on a par la

formule de changement bases : A = PTP~!.

Prenons le polynéme non constant Q = X? + A et supposons l'existence d’une matrice M € M,(C) telle
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que Q(M) = A. Posons N = P~'MP de sorte que M = PNP~!. On a la suite suivante d’équivalences :
QM) = M2 +Al; = A < P(N2 + AL)P~! = PTP7! <= N2 +Al; = A <= N? = pE;;. Comme
E%J =0, on a N* = 0 donc N est nilpotente. Or, il est classique que xn = X? (seul 0 est valeur propre
de N) donc N? = 0 par CAYLEY-HAMILTON. Ceci impose donc Ez;1 = 0 qui est absurde. Ainsi, pour
ce polyndome Q = X? + A et pour toute matrice M € M,(C), on a Q(M) # A. On a donc montré que
(VQ € CIX]\ Co[X], IM € M,(C), Q(M) = A) est faux.

Par double implication : A diagonalisable <= (VQ € C[X]\ Cy[X], IM € M (C), Q(M) = A).

a. Pour k = 0, on a bien AB® — B’°A = 0.B® car B® =1,,. Pour k =1, AB' —B'A = AB—BA =B = 1.B'
par hypothése. Soit k > 1, supposons que AB* — BKA = kBX, alors AB¥+t! = AB¥ x B = (B*A + kB¥) x B
par hypotheése de récurrence donc AB¥t! = AB* x B = (B¥A + kB¥) x B = B* x AB 4 kB**!. Mais comme
AB = BA + B, en reportant, on a AB*+! = B¥ x (BA + B) + kB**! = B*tTA 4+ (k 4+ 1)B**+! qui s’écrit aussi
ABKHT — B*MTA = (k +1)B*+! : I'hérédité est établie.

Par principe de récurrence, on a montré que Yk € N, AB¥ — BKA = kBk.

b. Soit L : My (C) — My (C) définie par L(M) = AM — MA. Il est clair que L est un endomorphisme de
Mn(C). Or la question précédente montre que Vk € N, L(B¥) = kB* ce qui prouve que k est une valeur
propre de L si B¥ # 0. Comme il est impossible qu’un endomorphisme en dimension finie (dim(My (C)) = n?)
ait une infinité de valeurs propres, il existe forcément une valeur k € N* telle que B* = 0, et donc forcément

B! =0 sii> k. Par conséquent, B est bien nilpotente.

a. Soit A € C, on effectue dans xa (M) P'opération de GAUSS Cp, ¢— Cp +ACp_7 +A2Cr2+---+A"1Cq et

on développe par rapport & la colonne n, xo (A) = (—1)"*1 <)\" —ni1 an_k)\k) x (=1 =m —ni1 an_i Ak
donc xa = X" —a;X™ ' — ... —a,, (en fait A est une matrice ccl)(r;(i)agnon). =

b. Pour tout complexe A, le rang de A — Al, est au moins égal & n — 1 grace a la sous-diagonale de 1
échelonnés sur les n — 1 premieres colonnes. Par la formule du rang, la multiplicité géométrique de toute
valeur propre A de A vérifie donc dim(Ex(A)) =n —rang (A — Al,) < 1.

On va montrer que A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

(«<=) Si xa est scindé & racines simples, d’apres le cours, A est diagonalisable dans My (C).
T

(=) Réciproquement, si A est diagonalisable dans My (C), en écrivant xa = [[ (X—2;)
=1

sont les valeurs propres distinctes de A, on sait d’apres le cours que Vj € [1;7], ma;a) = dim(Ex; (A)).

m}\j(A) 01\1}\1)"')}\1‘

D’aprés ce qui précede, on a donc 1 < my;(a) = dim(Ex;(A)) < 1 donc my;a) = 1. Toutes les valeurs
propres de A sont donc simples, on en déduit que T =n et que xa est scindé & racines simples dans C[X].
Par double implication, A est diagonalisable si et seulement si xa est scindé a racines simples.

X-2 =2 1

a. xa = | 1 X—5 1 = X-=-2)(X=5)(X=2)+1) — (=2(X = 2) + 1) en développement par
0 -1 X =2

rapport & la premiére colonne. Ainsi, xa = (X —2)(X? —7X+11) +2X —5 = X3 —9X% + 27X — 27 = (X — 3)3
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(binéme de NEWTON). Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,
comme E3(A) = Ker(A —313) # R3 donc dim(E3(A)) # 3 (Uordre de multiplicité de 3 dans xa) car A # 313,
A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien str dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’apres a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)
est stable par A. Réciproquement, si la droite D’ = Vect(y) est stable par A, on ay # Ogs car D’ est une

droite et Ay € D donc dA € R, Ay = Ay donc y est un vecteur propre de A donc A =3 et y € D ce qui

-1 2 -1
montre que D’ = D. Par conséquent, la seule droite stable par A est D. Comme A —3I3 = -1 2 -1 ],
o 1 -1

on voit que (1,1,1) est dans le noyau de A — 313 donc D = Vect(x) avec x = (1,1,1).
c. Soit une base B’ = (a7, az) de P qu'on compléte en une base B = (a7,az,a3) de R3. Par stabilité de
Al XI, — A’ *

* U [ /7 / i i = —_ =
0 }\) ou A" = Mat g/(a’). Ainsi, xq = det(XI3 — A) 0 X — donc

P, on a Mats(a) = (
xA = (X —A)xas ce qui justifie que xa+ divise xa (et en plus que A = 3).
d. Comme P est de dimension 2, o est unitaire et de degré 2 et il divise xq = (X —3)3 donc xo = (X —3)2.
Par CAYLEY-HAMILTON, (a’ — 3idp)? = 0 donc Vx € P, (o’ —3idp)?(x) = (a — 3id 3 )?(x) = 0 et on a bien
Iinclusion P C Ker ((a — 3id g3)?).
-1 2 -1 -1 1 0
e. CommeA—3l3=| -1 2 —1],ona(A-33)2=| -1 1 0 | donc (A—3I3)% et (a—3id g3)? sont
o 1 -1 -1 1 0
de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a —3id g3)?) = 2. Par inclusion et égalité des
dimensions, on a P = Ker ((a — 3id g3)?).
Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a : {0} de dimension 0, D = Ker (a—3id Rs)

de dimension 1, P = Ker ((a — 3id g3)?) de dimension 2 et R3 de dimension 3.

X -1 -3 X -1 -3
a. xa =|—-2 X-1 3 =|-2 X-1 3 apres avoir effectué Ly «— L3 + L. On factorise par
2 —1 X =5 0 X—-2 X-=2
X —1 -3 X 2 -3
X — 2 dans la troisieme ligne ce qui donne x5 = (X—2)| -2 X—-1 3 [=(X—=2)|-2 X—4 3 |apres
0 1 1 0 0 1

C2 +— C —C3. On développe par rapport & la troisieme ligne et on a xa = (X —2)(X(X —4) +4) = (X —2)3.
Ainsi, comme les valeurs propres de A sont les racines de xa, il vient Sp(A) = {2}.
b. A est diagonalisable si et seulement si dim(E2(A)) = 3, ce qui équivaut & A = 213, ce n’est visiblement

pas le cas. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

-2 1 3
c. A—2l3=| 2 —1 =3 | est visiblement de rang 1 donc, avec la formule du rang, dim(E2(A)) = 2.
-2 1 3

Un simple coup d’ceil & A — 213 nous permet d’écrire Ez(A) = Vect(u,v) avec u = (1,2,0) et v = (0,3, —1).
Le théoréme de la base incompléte montre l'existence de w € R3 tel que (u,v,w) soit une base de R3. Bien

sir 100% des vecteurs w conviennent mais si on prend par exemple w = (1,0,0), la matrice de la famille
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1 0o 1
B = (u,v,w) dans la base canonique vaut P= | 2 3 0 | et det(P) =2 # 0 donc P est inversible ce qui
0o -1 0

prouve que B est bien une base de R3 alors que u et v sont des vecteurs propres de A.

d. Puisque xa est scindé dans R[X], la matrice A est trigonalisable dans M3 (R) d’aprés le cours. Comme

la premieére colonne de A vaut Aw = (0,2,—2) = 2v — 2u + 2w, et comme Au = 2u et Av = 2v par
2 0 =2

construction, par la formule de changement de base, ona A =PTP~ ' avec T= |0 2 2 car, en notant
0o 0 2

u I’endomorphisme canoniquement associé & A, Mat 5 (u) = T = P~TAP.

a. fa va de My, (R) dans My (R) par propriété du produit matriciel et f5 est bien linéaire par distributivité
de x par rapport & + dans M, (R) : fa(AM +M') = AAM + M’) = AAM + AM/ = Afa (M) 4 fa (M) si
A€ Ret (M,M’) € My (R)2. Ainsi fo est un endomorphisme de M, (R).
b. (=) Si A2 = A, alors f3 (M) = fa(fa(M)) = fA(AM) = A(AM) = (AA)M = AZM = AM = fA(M)
pour M € M (R), donc f3 = fa et fa est bien un projecteur de My (R).
(=) Si fa est un projecteur de Mn(R), f3 = fa donc, en particulier, f4 (In) = fa(I,) d’ott A2 = A.
Par double implication, A% = A si et seulement si fa est un projecteur de M, (R).
d
c. Par une récurrence facile, on montre que Yk € N, YM € M, (R), f§ (M) = A*M. SiP = 3 axX* € R[X],
k=0

d d
alors P(fa) = Y. axff donc VM € M, (R), P(fa)(M) = > axA*M = P(A)M.
k=0 k=0

e Si P est annulateur de A, la relation précédente montre que P(fo) = 0 donc P est aussi annulateur de fa.
e Si P est annulateur de fa, alors VM € My (R), P(A)M d’apres ce qui précede donc, en particulier en
prenant M = I, on a P(A) = 0 donc P est aussi annulateur de A.

Par conséquent, A et fo ont les mémes polynomes annulateurs. Comme A (ou fa) est diagonalisable si
et seulement §’il existe un polynéme annulateur de A scindé a racines simples : A est diagonalisable si et

seulement si fo est diagonalisable.

d. Si X € Mp,1(R) est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A, alors AX = AX. Construisons
par exemple la matrice M € M, (R) dont toutes les colonnes sont égales & X, alors fa(M) = AM = AM par
calcul matriciel donc, comme M # 0 car X # 0, M est un vecteur propre de fo associé a la valeur propre A.
e. SiM € My, 1(R) est un vecteur propre de fa associé a la valeur propre A, alors fo(M) = AM = AM.
Comme M # 0, il existe au moins une colonne, disons la colonne Cj, qui est non nulle. Comme AM = AM,
on en déduit que ACj = AC; donc C;j est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

f. Les deux questions précédentes montrent par double inclusion que Sp(A) = Sp(fa).

a
a. Soit A € Sp(M) et P = > axX® un polynome annulateur de M. 1l existe X # 0 € My 1(C) tel que
k=0
MX = AX. On montre par une récurrence simple que Yk € N, M*X = AkX. Ainsi, on peut calculer
d d
0=PM)X =Y agxM*¥X = > aA¥X = P(A)X = 0. Comme X # 0, on a forcément P(A\) = 0. Ainsi, toute
k=0

= k=0
valeur propre A de M est racine de tout polynome annulateur P de M.
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b. Si M est symétrique, comme MT = M, on a M?4+M—1,, = 0 donc P = X2+X—1 annule M. Classiquement,
P=(X—a)(X—B)avec & = 7]%\/5 et p = 7]%\/5 donc P est scindé a racines simples. Par théoreme,
M est diagonalisable dans My ( C).

c. Si on ne suppose plus M symétrique, on cherche un polynéme annulateur de M de degré supérieur. En
transposant la relation, on obtient (MT)2 +M = I, donc (I, — M?)2 + M — I, = M* —2M? + M =0 et le
polynéme Q = X4 — 2Xx% + X annule M. Or Q = X(X — 1)(X2 + X — 1) = X(X — 1)(X — «)(X — B) qui est &
nouveau scindé a racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans My, (C).

d. Puisque (M")? = I, —M, en passant au déterminant, on a det((M?)") = det(M)? = det(I,—M) = xm(1).
Ainsi, det(M) # 0 <= xm(1) # 0 <= (1 n’est pas valeur propre de M).

Ou encore, M est inversible si et seulement si 1 n’est pas valeur propre de M.

d
a. Soit P = Y aiX* un polynéme annulateur de A et A une valeur propre de A, alors il existe un vecteur

k=0
colonne X # 0 tel que AX = AX. Par une récurrence simple, on montre que Yk € N, AKX = AkX. Ainsi,
d d d
P(A)X = Y axAkX = ( 3 ak}\k)X =0 car P(A) = 0 donc, comme X # 0, > axA* = P(A) = 0.
k=0 k=0 k=0
Les valeurs propres de A sont racines de tout polynéome annulateur de A.
b. Comme x est unitaire par construction et scindé sur C par D’ALEMBERT-GAUSS, si aj,- -+, a, sont les

T T
valeurs propres distinctes de A, on peut écrire xa = [] (X — ai)™e:A) d'ott xa(B) = ] (B — ajly)™e: (A,
i=1 i=1

Comme GL,(C) est un groupe multiplicatif, on a xa(B) € GL,(C) <= Vi € [1;n], B — ailn € GL,(C).

On peut aussi le justifier par le déterminant (qui est une fonction multiplicative), en écrivant que l'on a

XA(B) € GLn(C) <= det(xa(B)) # 0 <= ﬁ (det(B — a;lp))™et(N) £ 0 <= Vi € [1;7], det(B — ailn) # 0.

i=1

Or B — ailn € GL,(C) car a; étant une valeur propre de A, elle ne peut pas étre une valeur propre de B car

on a supposé Sp(A) N Sp(B) = . On a donc bien x (B) inversible.

c. Par hypothese, AX = XB. Alors A?X = A(AX) = A(XB) = (AX)B = XB2. Par une récurrence facile, on
d d d

montre que Yk € N, AKX = XB*. Si P = Y axX* € C[X], on a P(A)X = Y axA*X = Y axXB* = XP(B).

k=0 k=0 k=0
En prenant P = xa, on obtient donc xa (A)X = Xxa (B) ce qui donne, avec CAYLEY-HAMILTON, Xxa (B) = 0.

Or on a vu en b. que xa (B) est inversible. Il ne reste donc plus que X = 0.

d. On définit ¢ : My (C) — M, (C) par ¢(X) = AX —XB. Comme ¢ est visiblement linéaire et qu’on est en
dimension finie, ¢ est un automorphisme si et seulement si elle est injective. Soit X € Ker(¢), on a AX = XB
et, avec la question précédente, X = 0. Ainsi, Ker(¢) = {0} ce qui montre que ¢ est un automorphisme de
Mn(C). Cette bijectivité s’écrit, comme attendu, VM € M, (C), IIX € M, (C), AX —XB = ¢(X) = M.

a. Pour (A, pn) € R? et (M,N) € M, (R)?, on a f(AM + uN) = B(AM + uN) — (AM + uN)B qu’on développe
en f(AM + uN) = A(MB — BM) + u(NB — BN) = Af(M) + pf(N) donc f est linéaire, et comme va bien de
Mn (R) dans lui-méme, f est un endomorphisme de M, (R).

b. On a Tr (A) = Tr (AB — BA) = Tr (AB) — Tr (BA) = 0 par linéarité de la trace et d’apres la propriété
classique V(U, V) € My (R)?, Tr (UV) = Tr (VU).
Pour tout entier k € N*, on pose l'assertion P(k) = “A*B — BA® = kAKk”.
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Initialisation : I’énoncé se traduit par le fait que P(1) est vraie car AB — BA = A.
Hérédité : soit k > 1 tel que P(k) est vraie, AKTTB—BAK+! = A(AKB)—BAXT! = A(BAK+KAK)—BAKH!
par hypothese de récurrence et AXT1B—BAKt! = (AB—BA)AK 4 kAR = ARHT AT — (k4-1) AR
donc l'assertion P(k 4 1) est vraie.
Par principe de récurrence, on a bien Vk € N*, A*B — BAX = kAX. Ainsi, par linéarité de la trace, on a
Vk € N*, kTr (A¥) = Tr (A*B) — Tr (BA¥) donc Tr (A¥) = 0.
c. Si on suppose que A n’est pas nilpotente, alors Yk € N, A¥ # 0 et f(A¥) = kA¥ d’aprés la question
précédente. Ainsi, Vk € N, k € Sp(f). Ceci est impossible car cela ferait une infinité de valeurs propres pour

I’endomorphisme f en dimension finie. Ainsi, la matrice A est bien nilpotente.

X—=3 3 -2 X =3 3 -2
a. xa = 1 X—-5 2 |= 1 X—-5 2 apres avoir effectué Ly «— L3 — Ly. On factorise par
1 -3 X 0 2—-X X-=2
X—=3 1 -2
X —2 dans la troisieme ligne et on effectue C; +— C2+C3 et on arrive a xa = (X—2) 1 X—3 2 |. En
0 0 1
développant par rapport & la troisieme ligne, on arrive par identité remarquable & xa = (X —2)?(X —4) donc
1 -3 2
Sp(A) = {2,4}. Comme A—-2I3= | -1 3 —2 | estderangl,onadim(Ez(A)) =3—1=2=mz(A)donc
—1 3 =2
A est diagonalisable. D’apres la matrice A — 213 précédente, une équation du plan E»(A) est x —3y+2z =0 et
-1 -3 2
E2(A) = Vect(vy,vz) avec vi = (3,1,0) et vo = (—2,0,1) par exemple. De méme, A—4I3 = -1 1 =2
—1 3 -4
est de rang 2 (on le savait car 4 est valeur propre simple de A) et E4(A) = Vect(v3) avec v3 = (—1,1,1).
3 =2 -1
b. D’apres la question précédente et avec la formule de changement de base, sion pose P= |1 0 1
0 1 1
200 V2 0 0
etD=|[0 2 0]|],onaA=PDP'. SionposeD = 0 V2 0],onaD? =D et sion pose
0 0 4 0 0 2
R=PD'P~! onaR?=PD'P'PD'P~' =P(D')?P~! = PDP~ donc R? = A.

c. Comme A est diagonalisable et Sp(A) = {2,4}, le polynome P = (X — 2)(X — 4) est annulateur de
A. Si R € M3(R) vérifie R? = A, alors P(R?) = P(A) = 0 donc (R? — 213)(R?> — 4I3) = 0 et le polynéme
Q = (X?—=2)(X?—4) = (X—v2)(X+V2)(X—2)(X+2) est annulateur de R et scindé & racines simples dans R[X]
donc R est diagonalisable dans M3(R). On peut méme dire d’apres le cours que Sp(R) C {—v/2,v/2,—2,2}.
d. Si R € M3(R) vérifie R = A, alors RA = R = AR donc les sous-espaces propres de A sont stables
par R, ce qui justifie que les sous-espaces Ez(A) et E4(A) sont stables par R. On en déduit que dans la

base B = (v1,v2,v3) adaptée & la décomposition R3 = E;(A) @ E4(A), la matrice de ’endomorphisme
B 0

associé a R est diagonale par blocs, donc que R = P ( 0 A

)P_1 avec A € R et B € M(R). Alors

2
RZ="P (BO }\02) p~l=p (2(1)2 Z) P~! = A si et seulement si B> = 2I, et A> = 4. On ne peut donc

prendre que A = 42 mais par contre il existe une infinité de matrices B telles que B2 = 2I,, par exemple
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cos(0)  sin(0)

B=12 R -
V2S¢ pour tout 0 € R avec Sg <sm(6) — cos(0

)) qui est la matrice d’une réflexion du plan R2.

1l existe donc une infinité de matrices R € M3(R) telles que R? = A.

X =3 0
a. Onaxa =|—-1 X —1|=X3—-3X—-3donc, par CAYLEY-HAMILTON, P = X3 —3X — 3 est un polynome
-1 0 X

annulateur de A. Pour n € N, on multiplie A3 — 3A — 313 = 0 par A™ pour avoir A™+3 — 3AMT _3A™ =0

et, par linéarité de la trace, uny3 —3uny1 — 3un =0.

303
b. ug=Tr(I3) =3, uy =Tr(A)=0et A2= |1 3 0] doncuy =Tr (A?) =6, u3 = 3u; +3up =9 et
030

ug = 3uz + 3ug = 18. Soit n > 2 tel que (un,uni1,uns2) € (N*)3 alors uni3 = 3unyq + 3un, € N* car N*

est stable par somme et produit. Par principe de récurrence, on a bien Vn > 2, u, € N*.

c. Comme x4 (t) = 3t> =3 = 3(t — 1)(t + 1), la fonction xa est croissante sur | — oo; —1] et sur [1;+o00] et
décroissante sur [—1;1] avec tlim xA(t) = —o00, xa(=1) = =1, xa(1) = =5, xa(2) = =1, xa(3) = 15 et
——00

tliT xA(t) = +00. Avec le tableau de variations de xa, on se rend compte que xa n’admet qu’une seule
—+00

racine réelle a €]2;3[ et, comme x A est réel, ses deux autres racines sont B et f (deux complexes non réels et
conjugués). Comme xa est scindé a racines simples dans C[X], la matrice A est diagonalisable dans M3(C)
et semblable & diag(«, B, ). Ainsi, A™ est semblable & diag(a™, ™, B") donc u,, = Tr (A™) = «™+p" 4B .
d. Comme «Bp = 3 par les relations coefficients-racines, on a |B|? = i < % donc |B| < 2. Ainsi, p™ = o(a™)

=N . . . ;. s
et B = o(a™) ce qui montre que u, ~ o™ donc 1~ Ln Ainsi, la série numérique Y 1
+o0 +o0 Up +oo & n>2 Un

a termes

positifs converge par comparaison a une série géométrique car 0 < 1o
o

a. Par blocs, pour A € C*, on a xg(A) = ‘ MI“ ;IA . On fait Popération (par blocs) C; +— Cy + % et on
—in n
My =2 —A A noy (1\" 2 2
axs(\) = A = det(Aly) x det()\ln - X) — A" x (X) det(A\I, — A) = xa(A2). On a donc

0 Al
xB = xa(X?) car ces deux polynomes coincident sur C*. Ainsi, le spectre de B est constitué des racines
carrées complexes des valeurs propres de A.
n

b. Soit aq,--+,an les valeurs propres de A. Comme det(A) = [] ax # 0, a1, -, an sont distinctes et
k=1

non nulles. Pour k € [1;n], notons A, une racine carrée de ay, alors les valeurs propres de B sont les

A1, —A1, -+, A, —An d’apres a. et elles sont distinctes car Ax # —A et qu’on ne peut pas avoir A; = %A car
sinon leurs carrés o et o seraient égaux. Ainsi, B a 2n valeurs propres distinctes donc B est diagonalisable.

c. Supposons B diagonalisable, alors B = QAQ ™" avec A € M, (C) diagonale et Q € GLon(C). Alors

A

B% = QA2Q ™! donc B? est aussi diagonalisable. Mais B? = ( 0 A

). Soit R un polynome scindé a racines

R(A) 0

simples qui annule B2, alors R(B%) = < 0 R(A)

> = 0 donc R(A) = 0 donc A est diagonalisable car elle

a un polynéme annulateur scindé a racines simples.
d. Prenons A = 0, alors A est on ne peut plus diagonalisable car elle est diagonale. Mais xg = X2™ = (X—0)?"

donc, d’apres le cours, B est diagonalisable si et seulement Ker(B) = Eo(B) est de dimension 2n, c¢’est-a-dire
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si et seulement si B = 0. Mais non, donc B n’est pas diagonalisable alors que A l’est.

e. Si A est diagonalisable, comme avant, R(B?) = (R((;A) R(OA)> = 0 pour un polynéme annulateur R
T
scindé & racines simples de A. Ainsi, B? est diagonalisable. Posons R = [] (X — i) avec a7, - - -, «, distincts.
k=T
Aucun des ax n’est nul car o est une valeur propre de A et que A est inversible. Notons &y une racine
carrée de oy pour k € [1;7]. Alors, comme avant, §;,—81,- -, 8y, —8, sont distincts donc le polynéme
T T T
Q = JI (X —8x)(X + 6x) annule B car R(B?) = [] (B2 — axlan) = [] (B — 8xIan)(B + 8xlan) = Q(M) =0
k=1 k=1 k=1
et Q est scindé a racines simples donc B est diagonalisable.
X—a 0 —c
a. Posons P = Xm(a,b,c) = 0 X—0b 0 |. En développant par rapport a la deuxieme colonne,
—c 0 X—a
P=(X—b) ’X — X__C = (X = b)((X — @) — c2) donc Sp(M(a,b,c)) = {a —c,a +¢,b}.

b. Comme P est scindé sur R (on le savait déja car M(a,b,c) est symétrique réelle), on sait d’apres le
cours que d = det(M(a,b,c)) = —P(0) = b(a? — ¢2). On sait déja que Im (M(a,b,c)) et Ker(M(a,b,c)) sont
orthogonaux car M(a, b, c) est symétrique. Traitons quelques cas :
eSia="b=c=0,alors M(a,b,c) =0 donc Ker(M(a,b,c)) = R et Im (M(a,b,c)) = {0}.
e Sib=0¢t a=c#0, alors rang (M(a,b,c)) =1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)).
e Sib=0e¢ta=—c#0, alors rang (M(a,b,c)) =1 et on a Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1),(0,1,0)) et
Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)).
e Sib=0eta’ #c?, les colonnes 1 et 3 de M(a,b,c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) = 2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,1), (1,0, —1)).
eSib#0eta=c=0,alors M = bE,, donc rang (M(a,b,c)) = 1 et on trouve comme avant
Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,0),(0,0,1)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((0,1,0)).
eSib#0et a=c#0,les colonnes 1 et 2 de M(a, b, c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) =2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1)) et Im (M(a, b, c)) = Vect((1,0,1),(0,1,0)).
eSib#0eta=—c#0, les colonnes 1 et 2 de M(a, b, c) sont indépendantes donc rang (M(a,b,c)) = 2
et Ker(M(a,b,c)) = Vect((1,0,1)) et Im (M(a,b,c)) = Vect((1,0,—1),(0,1,0)).
c. La matrice M(a,b,c) est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable, et méme orthodiagonalisable.
d. Les conditions imposées & a,b,c montrent que a — ¢ # a+c¢, que a+c # b et que a — ¢ # b. La matrice

M(a, b, c) admet donc trois valeurs propres distinctes donc les sous-espaces propres associés sont des droites.

—c 0 c
Comme M(a,a,c) —(a+c)l3=| 0 —c 0 |, on constate que (M(a,a,c)— (a+ c)I3)v; =0 donc que
0 —c

M(a, a,c)vi = (a + ¢)vy avec vi = (1,0,1). Il est clair que M(a, a,c)vy = bvy pour v2 = (0,1,0). De méme,

on M(a,a,c)vs = (a — c)vs avec v3 = (1,0, —1). La famille B = (vq,v2,v3) est libre car formée de vecteurs

10 1
propres associés A des valeurs propres différentes donc c’est une base de R3. La matriceP= [0 1 0
10 —1

de cette famille B dans la base canonique est donc inversible. Par formule de changement de base, on a
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M(a,a,c) = PDP~! avec D = diag(a +¢,a,a — c).
En général, pour a,b,c quelconques, avec les mémes vecteurs vy, vy et v3 et la méme matrice P, on a
M(a,b,c)vi = (a + c)vi, M(a,b,c)v2 = bvy et M(a,b,c)vz = (a — ¢)v3 donc, par la formule de changement

de base, on a M(a,b,c) = PDP~! en notant D = diag(a + ¢,b,a — ¢). On pourrait imposer P orthogonale

1/V/2 0 1/V2

grace au théoréme spectral en prenant plutot P = 0 1 0 mais ce n’est pas demandé.

1/v2 0 —1/V2

a. Par définition, ce reste R de I’énoncé a un degré majoré par 3 donc ¢ va bien de E dans E. Pour (P,Q) € EZ et
() € B2, X2(AP+1Q) = AX2P) 4 w(X2Q) = A(UD -+ 6(P)) + w(VD+$(Q)) = (\U-+1V)D -+ (Ao (P) +ud(Q))
avec des polynomes réels U,V qui sont des quotients dans la division euclidienne par D. Comme le polynome
Ap(P) 4+ ud(Q) est de degré inférieur ou égal & 3 car deg(Ad(P) + ud(Q)) < Max(deg(d(P), d(Q)) < 3,
il est le reste de la division euclidienne de X?(AP + uQ) par D (et AU + uV en est le quotient). Ainsi
(AP 4+ 1Q) = Ad(P) + ndp(Q) et ¢ est bien un endomorphisme de E.
b. Clairement ¢(1) = X% et $(X) = X3 car X2.1 = D.0+ 1 et X2.X = D.0 + X3. Comme X?X%2 =X* =D +1,
on a ¢(X?) = 1. Enfin X2X3 = XD + X donc ¢(X3) = X. Ainsi, la matrice ¢ dans la base canonique est A =

0O 0 1T 0
0 0 0 1 N . s N
100 ol Apres C; +— C1 +XC3 et Ca «— Cy 4+ XC4 puis développement par rapport aux premiere
0O 1 0 0
X 0o -1 0 0 0o -1 0
N o x o =1 _| o X 0 X*-1| 5 5
et derniére colonnes, xp = xa = 1 0 N ol =1x2—1 o N 0 = X=1*X+1)~.
0o -1 0 X 0 —1 0 0

Par conséquent, Sp(¢) = {—1,1} et ¢ est diagonalisable si et seulement si A est, c’est-a-dire si et seulement

(X—=1)(X+1) = X2 — 1 est annulateur de A. Or A? = I4 par calculs donc ¢ est diagonalisable. Bien siir, on

pouvait dire que A étant symétrique réelle, elle est diagonalisable par le théoreme spectral.

Soit P € E, déterminons les sous-espaces propres associés a 1 et —1 :
e (P) = P < (U € R[X], X?P = UD + P) <= (X?P — P est un multiple de X* —1). Avec les
congruences, ¢(P) =P <= (X2 —1)P =0 [D] <= P =0 [X*+ 1 car D = (X2 — 1)(X? + 1) donc
Eq(¢) = Vect(X? +1,X(X? 4+ 1)) est un plan (on le savait déja avec 1'égalité des ordres).
e $(P) = —P <= (X* — 1 divise X?P + P) d’olt $(P) = —P <= (X2 +1)P =0 [D] <= P =0 [X? — 1]
car D = (X? +1)(X? — 1) donc E_;(¢) = Vect(X? —1,X(X? — 1)) est encore un plan.

c. A2 =1, donc A est inversible et A~' = A donc ¢ est inversible et ¢~ = .

a. Si u est diagonalisable, il existe une base B de C™ telle que Mat (1) = D est diagonale. Comme

Mat g(uz) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de u? qui est donc diagonalisable.

b. e Sin =1, tout endomorphisme de C étant une homothétie, u et u? sont diagonalisables.
e Sin > 2 soit u€ £L(C") tel que Mat cqn(u) = Eq 2, alors A2 = 0 donc u? = 0 est diagonalisable alors
que xu = XA = X™ puisque A est nilpotente. Si u était diagonalisable, comme 0 est d’ordre algébrique n, on

aurait aussi dim(Eo(u)) = dim(Ker(u)) =n et u =0 ce qui est faux. Ainsi, u n’est pas diagonalisable.
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Ainsi, la réciproque de la question précédente est vraie si n = 1 et fausse des que n > 2.
c. (D) Six € Ker(u—2Aid ¢n
donc u?(x) = u?(y) + u?(z

u?(z) = u(—Az) = —Au(z) = (=A)?y = A%z d’ont u?(x) = A?(y +z) = A®x et on a bien x € Ker(u? — A%id ¢n).

)+ Ker(uw + Aid ¢n ), alors J(y,z) € Ker(uw—Aid ¢n) X Ker(u+Aid ¢n )y, x =y + 2z
). Or u(y) = Ay donc u?(y) = u(\y) = Au(y) = Ay et u(z) = —Az donc
On a bien établi I'inclusion Ker(w — Aid ¢n) + Ker(u + Aid ¢n ) C Ker(u? — A%id ¢n).

(C) Soit un vecteur x € Ker(u? — A%id ¢n) :

Analyse : supposons que x =y +z (1) avec (y,z) € Ker(u — Aid ¢n) X Ker(u+ Aid ¢n ), par linéarité de u on
u(x) + Ax Ax — u(x)

au(x) =My —2Az (2) doncy= Y et z = Ty en combinant (1) et (2) puisque A # 0.
o u() + ax & —u(x) _ Cuwt(x) FAau(x)  AxAux)
Synthese : siy = — et z= 5 onax=y +zetuly) = Ty = Ty =My
2 2
et, de méme u(z) = A —ui() _ =M —Az.
2A 2A

On vient de prouver l'inclusion Ker(u? — A%id ¢n) C Ker(w — Aid ¢n ) + Ker(u + Aid ¢n).

Par double inclusion, on a donc Ker(u? — A%id ¢n) = Ker(u — Aid ¢n) @ Ker(u 4 Aid ¢n) puisque les deux
sous-espaces propres Ker(u — Aid ¢n) et Ker(u + Ald ¢n) sont en somme directe puisqu’associés & des valeurs
propres différentes car A # —A.

d. Méthode 1 : si u? est diagonalisable, notons A1, - ;,)\T les valeurs propres distinctes de u?, elles sont non
nulles car u? est inversible. Par définition, C" = @ Ker(u? — Akid cn). D’aprés la question précédente,

.
on a donc C" = @Ker(u — 8xid ¢n) @ Ker(u + 8kid ¢n) en notant &y une racine carrée complexe de Ay.
k=1
Comme C™ est la somme directe de sous-espaces propres associés a u, par définition, u est diagonalisable.
Méthode 2 : si u? est diagonalisable et u inversible, alors Ker(u) = {0} donc 0 ¢ Sp(A). Notons A1, ---, A,
T

les valeurs propres distinctes de u? (non nulles car u? est aussi inversible). On sait que P = [] (X — Ay)
k=1

.
est annulateur de u? d’ott P(u?) = [] (u? — Axid ¢n) = 0. Notons, pour k € [1;7], 8% une racine carrée

T T T
(complexe) de Ay, alors [] (w2 —Axid ¢n) = [] (u—5kid cn)o(u+8xid ¢n) = 0donc Q = [T (X—8%)(X+8xk)
k=1 k=1 k=1
est annulateur de u. De plus, Vk € [1;7]], 8k # —8k car M\ = 82 # 0 et V(1,j) € [1;7]% avec i # j, £8; # £3;

car A\{ = 5% #* 6).2 = Aj. Ainsi, Q annule u et est scindé a racines simples donc u est diagonalisable.

101

a. L’application ¢ est bien définie de Ky,_1[X] dans K™ et elle est clairement linéaire (il suffit de 1’écrire).
Comme dim(K;,_1[X]) = dim(K™) = n, ¢ est un isomorphisme si et seulement si ¢ est injective. Or, si
P € Ker(p), on a ¢(P) = (P(A1),---,P(An)) = (0,--+,0) donc P(A;) = --- = P(A) = 0 et A7,---, A, sont
des racines de P. Il y a donc n racines distinctes d’un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1, on sait
d’apres le cours que ceci implique P = 0 ce qui prouve que ¢ est injective.

Par conséquent, ¢ est donc un isomorphisme de K;,_;[X] dans K™.
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Pour (B1,---,Bn) € K™, l'unique polynéme P € K, _;[X] qui vérifie o(P) = (B1,---,Bn) s’appelle le

n n
polynéme d’interpolation de LAGRANGE et on a classiquement P = Y~ B5 [] ? — })‘\i .
j=1 ~i=1 Aj T A

i#j

b. En général, si deux endomorphismes f et g commutent, les sous-espaces propres de I'un sont stables par
lautre. En effet, si v € Ex(f) pour une valeur propre A de f, alors f(g(v)) = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v) donc
g(v) € Ex(f), ce qui prouve que Ex(f) est stable par g.

Plus spécifiquement ici, soit v un vecteur propre de f associé a la valeur propre A, comme A est valeur

propre simple de f, on sait d’aprés le cours que Ex(f) = Vect(v). Alors, f(g(v)) = g(f(v)) = Ag(v) donc
g(v) € Vect(v) = Ex(f). Alors 3 € R, g(v) = Bv donc v est un vecteur propre pour g (associé a la valeur
propre B). Tout vecteur propre de f est un vecteur propre de g (la réciproque n’est pas forcément vraie).
c. Comme f est diagonalisable puisqu’il admet n valeurs propres distinctes en dimension n, il existe une
base B = (v1,---,vn) de E composée par des vecteurs propres de f. D’apres la question b., ces vecteurs sont
aussi des vecteurs propres pour g donc la base B est composée de vecteurs propres communs a f et a g.
d. Avec B une des bases de codiagonalisation de la question précédente, il existe donc deux matrices
diagonales D = diag(A1,---,An) et D’ = diag(B1, -, Bn) telles que D = Mat 5(f) = D et D’ = Mat 5(g).
Pour P € K,,_1[X], on a g = P(f) <= D’ = P(D) < (Vk € [1;n], Bx = P(Ax)) < (B1, -+, Bn) = @(P).
D’apres la question a., il existe un unique polynoéme P € K,,_;[X] qui vérifie ceci donc tel que g = P(f).
e. C(f) C L(E) et €(f) est non vide car idg € €(f). De plus, si A € K et (g,h) € C(f)2, alors Ag + h € €(f)
car fo(Ag+h) =Afog+foh=Agof+hof=(Ag+h)of. Ainsi, C(f) est un sous-espace vectoriel de £(E)
(méme une sous-algebre) et la question précédente montre que application ¥ : Ky, _1[X] — €(f) définie par
P(P) = P(f) est un isomorphisme. Ainsi, dim(€(f)) = dim(Ku_1[X]) =n.

a. Soit k € N et x € Ker(u¥), alors u*(x) = 0¢ donc u**+'(x) = u(u®(x)) = w(0g) = 0 donc x € Ker(uk+1).
On a bien montré l'inclusion Ker(u¥) Cy er(u**!) pour tout entier k € N.
b. On a clairement Ker(uP) = Ker(uP), et Ker(uP!) = Ker(uP) par hypothese, donc Ker(uPT*) = Ker(uP)
est vrai pour £ = 0 et { = 1 : voila pour linitialisation. Si on suppose, pour un entier ¢ > 1, que
Ker(uPTY) = Ker(uP), alors on sait déja, par transitivité de Iinclusion et avec la question précédente,
que Ker(uP) C Ker(uPHHT). Soit x € Ker(uP+T1) alors uPT1(x) = uP+(u(x)) = 0 donc il vient
u(x) € Ker(uP*%). Par hypothese de récurrence, on a donc u(x) € Ker(uP) donc uP (u(x)) = uP'(x) = 0
donc x € Ker(uP*!) = Ker(uP). On a établi autre inclusion Ker(uP+*+1) C Ker(uP). Par double inclusion,
on a donc Ker(uPT¢*1) = Ker(uP) et I'hérédité est prouvée.
Par principe de récurrence, on peut conclure que V¢ € N, Ker(uP!) = Ker(uP).
c. Comme u est nilpotent, A = {k € N* | u* = 0} n’est pas vide, cette partie non vide et minorée de N
admet donc un minimum noté q par I’énoncé. Ainsi, ud =0 car g €A et ud~! #£0car q—1¢ A.
Soit M la matrice de u dans une base quelconque B de E. Alors M9 = 0 donc X9 annule M. Soit A une
valeur propre complexe de M, elle fait donc partie des racines de X9, elle ne peut donc valoir que 0. Ainsi,

Spc(M) = {0} car un spectre complexe ne peut pas étre vide par D’ ALEMBERT-GAUSS. On en déduit que
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xm= I (X=2™M =X"doncx, =xm = X™
AESP (M)

d. Par CAYLEY-HAMILTON, on a u™ = 0 donc n € A. Comme q = Min(A), on a donc q < n.

a. B2 = 3B donc B3 = 3B? = 9B. Si on suppose que B™ = 3™ 'B pour n > 1, on a B! = B™B donc
B! =3n-1B B =3""1B2 = 3"~ 1(3B) = 3™B. Par principe de récurrence, on a ¥n € N*, B™ = 3"~ 'B.
L n L n
b. Comme A = aB + I3 et que I3 et B commutent, on a A™ = > ok (k) B =15 + ( 3 ak (k>3k_1)B
k=0 k=

1
n n
par le bindme de NEWTON et d’aprés la question précédente. Or Y a* Z kT = 3 > (E) (3a)k qu’on
k=1 k=1

D 1+3a)" -1 n_
transforme en Y a* M gk=1 _ % donc A™ = I3 + (a4+3a)" -1
k=1 k 3 3

—_

B.

c. Sia=0,onaA =13 donc ¥n € N, A™ = I3 est trés simple. On suppose dans la suite que a # 0.
Comme B2 = 3B, on a A? = (aB + [3)? = a?B? + 2aB + I3 = (3a® + 2a)B + I3 = (3a + 2)(aB) + I3 donc
A% = (3a+2)(A—13)+13 = 3a+2)A—(3a+1)I3. Ainsi, P = X> — (3a+2)X+(3a+1) = (X—(3a+1))(X~1)
annule A. Comme a # 0, P est annulateur de A et scindé a racines simples donc A est diagonalisable, ce qui
se déduisait aussi directement du théoreme spectral car A est réelle et symétrique.

Mais pour les puissances de A, on écrit la division euclidienne de X™ par P, a savoir X™ = QP 4+ R, avec

Ry = anX + by, et on évalue en 1 et 3a + 1 pour avoir 1 = a, + by, et (3a+1)" = an(3a+ 1) + by, donc

n_ o n
an = % et by = (Bat+1) 3 (Ba+1) . Et comme P(A) = 0, en remplacant X par A dans la
a a
n_ _ n
division euclidienne, on a A™ = Bat+1) 1A + Bat+1)—Bat) I5.
3a 3a
X+1 3 2 X+1

a. Pour P = aX? + bX +c € Ra[X], on a ®3(P) = [ (at? + bt + c)dt = [% + 25 det] - donc

By(P) = $((X+1)° =x%) + %((x+1)2 —X2) e(X+1-X) = §BXP 43X +1) + %(zx+ ) 4ce Ry[X]. La
linéarité de @, donc de ®,, provient de la linéarité de 'intégrale. Ainsi, &, est un endomorphisme de R;[X].

b. Comme ®,(X?) = X2 + X + %, Or(X) =X+ % et (1) =1, si on note By = (1,X,X?) la base canonique

1 1/2 1/3
de Ry[X], on a Matg,(®2) =0 1 1 |. Ainsi, xo, = (X — 1)3 donc 1 est la seule valeur propre de
0o 0 1

®,. Comme E1(®2) # Ry[X] car @3 # id g, [x], P2 n’est pas diagonalisable.

c. Comme en a., la linéarité de ®,, provient de celle de ®, qui découle de la linéarité de l'intégrale. En
n X41 , n N kT XA
notant P = > aX* € Ry[X], on a &n(P) = &(P) = | ( > aktk)dt - [ ) ki}
k=0 : : X k=0 K=o k+1
n X L 1)k xRt
aussi n(X) = > ax((X+1) )

qui s’écrit

€ Rn[X] car Vk € [0;n], (X + 1)1 — x*1 € Ry[X] apres

K=o k+1
simplification des termes en X**1. Ainsi, ®,, est un endomorphisme de R[X].
. . X4 )R xRk A1) X N k1) X
Comme en question b., puisque ®, (X*) = ( = =X+
q + puisque & (X7) K+ 1 POS O P PR

k
supérieure avec des 1 sur la diagonale. Ainsi, xg, = (X —1)™ alors que ®,, # id g, [x] des que n > 1 car par

k—+1
car ( + ) = k41, la matrice de ®,, dans la base canonique B,, = (1,X,---,X™) de Ry [X] est triangulaire

exemple @, (X) # X. On a donc deux cas :
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e sin =0, &y =1id g,[x} donc Py est diagonalisable.

esin > 1, &, n'est plus diagonalisable mais seulement trigonalisable.
X

—1 1
(106)a. xa =0 X—1 =3 |=X(X-1)(X-4)+3)— (3~ (X-1)) =x>—5x2 +7X — 4+ X donc
1 1 Xx-4

XA = X3 — 5X% 4+ 8X — 4 en développant par rapport a la premiere ligne. 1 est une racine évidente de xa
donc xa = (X —1)(X? —4X+4) = (X—1)(X—2)?. Comme xa est scindé dans R[X], A est déja trigonalisable
dans M3(R). D’apres le cours, A est diagonalisable <= dim(E2(A)) =2 <= (X — 1)(X — 2) annule A.

o A—2I3 = o -1 3 n’est pas inversible car 2 est valeur propre de A et clairement pas de rang 1

(les deux premieres colonnes ne sont pas proportionnelles) donc A — 213 de rang 2 donc, par la formule du
rang, E2(A) = Ker(A — 2I3) est de dimension 1 donc A n’est pas diagonalisable.

-1 1 -1 1T =1 2
e On aurait aussi pu, comme A—I3=| 0 0 3 |, calculer (A—1I3)(A—2I3) =3 -3 6] #0
1T -1 3 1T -1 2

avec la méme conclusion : A n’est pas diagonalisable.

b. Dans la matrice A — 2I3, en notant Cy, C, C3 ses colonnes, on a C; 4+ 3C, + C3 = 0 donc, comme on sait

déja que E2(A) est une droite, on a E2(A) = Vect(vz) avec vy = (1,3,1).

c. La matrice A — I3 est de rang 2 donc dim(Ej(A)) =3 —2 =1 par la formule du rang ; on le savait déja
étant donné que 1 est racine simple de xo. Comme la somme des deux premieres colonnes de A — I3 est

nulle, on a E1(A) = Vect(vy) avec vi = (1,1,0).

Si on veut effectivement trigonaliser la matrice A, on cherche un vecteur v3 tel que Avs = 2v3 + vy, ce qui

-2 1 -1 X 1
revient & résoudre le systeme (A —2I3)X =V, ou | 0 -1 3 x|y] =13] = Vz2eton trouve
1 -1 2 z 1
1T 1 -1
sans peine parmi l'infinité de solutions, par exemple vz = (—1,0,1). Posons P = |1 3 0 |, comme
0o 1 1
det(P) =1+ 0, P est inversible donc B = (vq,v2,v3) est une base de R3 et P est la matrice de passage de la
1 0 0
base canonique de R3 & B. Par formule de changement de base, A=PTP~" avecT= |0 2 1
0 0 2

Analyse : soit F un plan de R? stable par A. En notant u I’endomorphisme de R canoniquement associé a
A, on peut induire u dans F et on note ur I’endomorphisme induit. On sait que x,,, divise x,,. Ainsi, on n’a
que deux possibilités, xu, = (X — 1)(X — 2) ou xu, = (X —2)%.
® Si xy;, = (X —1)(X —2), comme ¥y, est scindé a racines simples, ur est diagonalisable donc
F = Ei(up) @ E2(up). Or Eq(ur) C Eq(u) et E2(up) C Ez(u) done, par inclusion et égalité des

dimensions, E1q (u}:) =k, (u) = Vect(w) et Ez(u]:) = Ez(u) = Vect(vz) donc F = Vect(v1 ,Vz).

e Si xu, = (X —2)?, par CAYLEY-HAMILTON, (uf — 2idf)? = 0 donc F = Ker((ur — 2id¢)?). Or
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Ker((ur —2id §)?) C Ker((u—2id g3)?) et (A —2I3)% = P(T—213)*P~' =P P~ est de rang

oS o =
S © O
S © O

3 =2 3
1 (ou directement (A —2I3)> = [ 3 —2 3 |) donc, par la formule du rang, dim(Ker((A —213)?) = 2.
0 0 0

Par inclusion et égalité des dimensions, F = Ker((ur — 2id £)?) = Ker((u — 2id g3)?) = Vect(va,v3).
Synthese : comme on a montré que u(vy) = vy, u(vz) = 2vy et u(vs) = 2v3 + vz, les plans Vect(vi,v2) et
Vect(vz,v3) sont stables par u.

11 existe donc exactement deux plans stables par A, ce sont Vect(vi,v2) et Vect(va,v3).
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ORAUX 2023 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

—nt
Comme f est continue sur Ry, hy 1 t — 87\/{“) est continue sur R} si n € N*. Comme f est bornée sur
e " (t) 1 s ; —nt —t
R4, hn(t) = ——== =0( —= ) donc hy, est intégrable en 0. Comme on a aussi hy (t) = oe™™) = o(e 1),
o0

\/’E 0 \/’E +oo

par comparaison, h,, est aussi intégrable en +o0o. Ainsi, ay est bien défini pour tout entier n € N* quelle

que soit la fonction f : Ry — R continue et bornée.

a. Pour n € N*, hy, est continue sur R et ¢ : t — nt est une bijection strictement croissante de classe c!
+o0 g7

f e “f(u/n) du

0 Vu
e “f(u/n) 1 [t
— de sorte que a, = e fo gn(u)du.

de R* dans RY, par changement de variable, en posant u = nt = ¢n(t), on a a, = Lf
n
par linéarité de I'intégrale. On pose gn : u +—
—Uu
(Hy) Comme f est continue en 0, (gn)n>1 converge simplement sur R vers g :u+— 87\/]:(0).
u

(H2) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur R.

e Mflu/m)| _ e Mflloc, ry
v i
1

intégrable sur R+* car ¢(u) S 0 (T) et o(u) = o(e™™) comme avant.
u

(H3) Pour n € N* et u > 0, |gn(u)| = | <

= ¢(u) et @ est continue et

o0

P +oo 400
Par théoréme de convergence dominée, on peut conclure que lim f gn(u)du = f g(u)du donc que
n—+oo J0 0
+o0 +oo ,—u +oo 2
. o e _ —v _ _ 2 . .
lim gn(u)du = £(0) fo T du = 2f(0) fo e~V dv en posant u = P(v) = v* avec P bijection

n—+oo J 0O
strictement croissante de classe C' de R% dans R7%. On reconnait I'intégrale de GAUSS et on a donc

n—-+oo

+
im ~ gn(u)du = £(0)4/m # 0 par hypothese d’ou, avec le calcul précédent, que an o f(0) [T,
o /n

b. Pour n € N* comme en a., on a a, =

f+°° e Ysin(u/n)
o

du. On pose ky : u +—

du. Pour pouvoir utiliser sin(t) T

Ve “sin(u/n)
(u/n)

1
o
“"sin(u/n)

- . o +oo \/ue
on écrit plutét a, = —nﬁ fo /)

dorénavant, on aura an = —— f o kn (u)du
’ T nynJo " ’

de sorte que,

(H7) Comme sin(t) T (kn)n>1 converge simplement sur R vers k : u— (/ue™".

(Hz2) Les fonctions ky, et la fonction k sont continues sur R%.

e | sin(u/n)
(u/n)

Yt >0, |sin(t)[< t et P est continue et intégrable sur R+* car ¢ se prolonge par continuité en

(H3) Pour n € N* et u > 0, |kn(u)| = v | < Vue ™ = P(u) car il est classique que

0 en posant 1(0) = 0 et que p(u) = o(e~(/2)) par croissances comparées.

—+o0
7 \ . 7 +m +m

Par théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim kn(w)du = f k(u)du donc

n—+oo JO 0
—+oo +oo
que liT o kn(u)du = fo Vue “du = 1. Par intégration par parties, en posant a(u) = /u et
n——+oo

b(u) = —e ", comme a et b sont de classe C' sur R* et que lim a(u)b(u) = lim a(u)b(u) =0, on a

u—0+ —+o0
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+oo ,—u
= f € —du= v d’apres a.. Ainsi, si f =sin, ap ~ Vm .
0o 2vu 2 +o0 2n4/n

a. Pour (p,q) € N2, la fonction fp, 4 : x = xP In9(x) est continue sur ]0;1] et fo q(x) = (In(x))9 = <]T)
X

et 1112)1+ fp,q(x) =0 si p > 1 par croissances comparées donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN,
X—

fp,q est intégrable sur |0; 1] donc I, 4 existe.

1

b. Siq =0, alors I, o = fo xPdx = ﬁ De plus, pour q > 1, on effectue une intégration par parties

P

p+1
en posant u: x — (Inx)9 et v:x > X T U et v sont bien de classe C' sur ]0; 1] et li1g)1+ u(x)v(x) =0 et

X—
1 1 I
(1) = 0. Ainsi, I, g = [ f dx=——9— [ (Inx)9 xPdx = —Ima—1
u(1)v(1) insi, I, q fo p,q(x)dx — O(nx) xPdx ——
_ —1)94! —1)9q!
A]OI“S, pour p c N7 on a I'p q — _qu7q_1 — q X (q ])Ip»q_z — .. = (li)qq.lp 0= %
‘ p+1 pHl p+1 P+ (1)

eXn(X) est continue sur ]0;1], on a lim f(x) = 1 car lim xIn(x) = 0 par
x—0+ x—0+

c. La fonction f : x — x* =

1
croissances comparées donc f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1. Ainsi, J; f(x)dx existe car f se

. . 1 12X xP(Inx)? .
prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1]. Comme x* = X% = $° =——— en développant
p=0 P

) . 7. LB 1 1 +m
lexponentielle en série entiére, on a I = fo f(x)dx = fo Zo fp,p(x)dx.
n=

(Hy) La série de fonctions Y fJ’—]R converge simplement vers la fonction f sur ]0; 1].
p>0 P

H,) Toutes les fonctions f,, ,, sont continues et intégrables sur |0;1] (on vient de le voir) et la fonction
PP
f est continue sur ]0;1].

T f 1 . T.f .
PP | — ? pa A pP,p
(H3) Pourp € N, ];) | ol | = 557 d’apres b. et la série > j;) | ol | converge par comparaison

(P + 1) p=>0
‘o 1 1 a4
aux séries de RIEMANN car up, = —————— < — des que p > 1.
P T S pz deauer
D’aprés le théoréme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et il vient
Lo (P e

I= fol f(x)dx = f(: xXdx = Y

po (PP PP

N
a. Pour n € N*, la fonction f,, : t — w est continue sur }O; 721} par opérations et elle se prolonge par

apres changement d’indice.

continuité en 0 en posant f1(0) =1 et £,,(0) =0 sin > 2 car f,(t) =t"~". Ainsi, f,, étant maintenant

t‘I’L
0t
/2
continue sur le segment [O; g}, Up = j;) fn (t)dt est bien défini pour tout n € N*.

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :

(H1) la suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur }O; [ (attention & t = 721),

NIA

(Hz) les fonctions f,, et la fonction nulle sont continues sur }O; % {,

sin(t)

(H3) Vn € N*, Vt € ]o;g[, comme sin(t) < t, on a |fn(t)] = xsin™ (1) < 1= o(t) et la

fonction ¢ est clairement continue et intégrable sur }0; % [

/2
Par conséquent, on a lim u, = f 0.dt = 0.
n—+o00 0
sin™ 1 (t)

t

sin™(t)

c. Comme Vn € N* Vt € ]O; % [, 0< < , par positivité et croissance de l'intégrale, on
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a0 < unt1 < un donc la suite (un)n>1 est positive, décroissante et elle tend vers 0 d’apres la question

précédente. Par le critére spécial des séries alternées, la série > (—1)™u, converge.

n>l
d. Méthode 1 : supposons que la série > uy, converge, comme
n>1
(Hy) la série Y f, converge simplement vers S : t — g Sni;)(t)) sur }O; % [ (série géométrique),
n>1 -

(Hz) les f,, sont continues et intégrables sur }O; %[ d’apres la question précédente et la fonction S est

continue sur }O; % [,

/2
(H3) la série > foﬂ |fn (t)|dt converge par hypothese
n>l

/2
Par le théoreme d’intégration terme & terme, S est intégrable sur }O; %[ et on a fo S(t)dt = > un. Or

sin(t) 2 2 4 u?
S(t) = ~ = ~ —=——— car 1 —cos(u)~ = donc S
(t) t(1 —sin(t) (/2)- n(1 = sin(t))  «(1 - cos (; — 1)) (/2)- H(E _ t)z (uw)

2

n’est pas intégrable en % par RIEMANN. On conclut ce raisonnement par I’absurde, et la série > u, diverge.
n>l

Méthode 2 : beaucoup plus précis mais pas nécessaire si c’est juste pour répondre a la question de 1’énoncé,

on peut chercher un équivalent de w,. On pose u = sin™(t) = @n(t) et @y est une bijection C' strictement

croissante de }0; g} dans ]0;1], ce qui revient & poser t = @' (u) = Arcsin(u'/™) et on a par changement

1 (1/n)—1
de variable u, = 1 . u du. Or 1 —u/™ =1 — /™MW ~ _25(y) donc on
0 Arcsin(u'/™) (/1 —y2/n +oo T
L . u(/m) —(2/n) In(u) 1 . PP
écrit plutot u, = X du. Soit :]0; 1]— R définie par
p " Vo fO Arcsin(u'/™) /1 —y2/n V—n(u) ol b
(1/m) —(2/n) In(u)
u *
u) = X our n € N*.
on Arcsin(u'/™) /1 —y2/n V—1n(u) p
w2/ — 1 @/minw) o 2 : q(yl/m) = :
(H1) Comme 1 —u 1—e ot In(u) et nHTOOArcsm(u ) X la suite (gn)n>1

2

my/— In(u)

(Hz2) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur ]0; 1[.
(H3) Vne N* Yu€]o;1], 0 < Aresin(u!/™) = ul/Met 0 < 1—u?/™ =1 - &/mMIn(w) ¢ ~2 In(u) donc

converge simplement vers la fonction g : u +— sur |0; 1].

n
(a/m) —(Z/n) In(u) 1 :
0< u <let u)| < o(u) = ————. Or ¢ est continue sur |0; 1
Arcsin(u”n) \/1 _ n = |gn( )‘ =X (P( ) —ln(u) ¢ ] [
ot elle est intégrable par RIEMANNcar hm o(u)=0et p(u) ~ LI
—0+ u—=1- 11 —u

Par le théoreme de convergence dominée, lim f gn(uw)du = f g(t)dt =1. En posant u=-e * =1Y(x),

n—+oo
comme 1 est C', strictement décroissante et bijective de R dans]0;1[,onal= )dx
+00 114/ — ln (e™®)
donc I = 2 f —dx On pose x = =2 et, comme v — v2 est (317 strictement croissante et bijective de
\/7
4 - 4 f o o 2
R* d R [== v? =Y— (int le de GAuss) d I=-2.A ~ t
* dans Rj, on a - fo dv (intégrale de G ) donc T insi, un ~ g et,

par comparaison aux séries de RIEMANN, la série Y u, diverge.
n>l
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a. Pour « € R, la fonction gy : x — m est continue sur R et g“(x)z )(17 et ga(x) ol x"‘%

D’apres le critére de RIEMANN, g4 est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si « < 1 et g« est intégrable sur
[1;400[ si et seulement si 1+ « > 1. Comme g, est intégrable sur R’ si et seulement si elle I'est sur ]0; 1]
et sur [1;4o00[ et que gu est positive, f(«) est définie si et seulement si « €]0;1[. Ainsi, D =]0;1][.
b. Soit h:J0; 1[x R} — R définie par h(a,x) = ———.
it h :J0; 1[x R% nie par h(«,x) )
(H1), pour x >0, a — h(a,x) est continue sur ]0;1][.

)
(Hz), pour « €]0;1[, go : x — h(a, x) est continue et intégrable sur R* (vu en a.).
)

L _

(H3), soit 0 < a < « < b <1, ¥(x,x) € [a;b] x RE, [h(a,x)| = 1—|—x < 1X+x si x €]0;1] et
—a —b

[h(a,x)| < 1X+x six € [1;400[. Soit @q,p : RY — R définie par ¢q,p(x) = 1X+x si x €]0;1] et

—a

1X+ si x € [1;+00[. Alors @q,p est continue sur R (avec @qu(1) = %) et elle est
X

intégrable sur RY .

Pa,b (X) =

Par le théoréme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0; 1[.

c. Dans f+oo —_dx o pose x = 1 _ ¢(t) avec ¢ qui est bien C', strictement décroissante et
o x*(1+x)’ t
0 0
bijective de R dans R’ @)= [ (-4 = [ T (-%)a
ijective de R dans RY pour avoir f(«) f+oo e —i—t_]) 2 f+oo e t_]) 2 onc
o) = f+oo 1# = f(1 — «). Ainsi la courbe de f est symétrique par rapport a la droite x = 1
0t T*¥(1+41) 2

d. La symétrie précédente suggere que c’est en % que f atteint une valeur particuliere, pourquoi pas son

— —+oo
minimum. Soit « € D, alors f(«) = f(1 — «) = W = fo (2 “(11 ) + P 1_“](1 n )>dx par
x x X x

too La—(1/2) 4 (1/2)—
linéarité de I'intégrale. On I'écrit f(«) = f X T x

0 2v/x(14+x)

+oo 00
a+b>2Vab pour (a,b) € (R%)? de sorte que f(«) > fo mdx =f(0) = [2 Arctan(\/i)];r =n
x x

dx et on se rappelle de 'inégalité classique

Ainsi, la valeur minimale prise par f sur D est f(0) = 7.

e. Quand « tend vers 0, c’est au voisinage de 4+oo qu’il va y avoir un probléme. D’apres CHASLES,

1 + +
on a f(«) = fo ﬁ + f1 = m est certainement “de ’ordre” de f] > ﬁ et, comme

x“(1]+ oy ol x°‘1+1 , la quantité f(«) se doit d’étre assez proche de f:roo x‘?‘}'] = 1;. Evaluons la différence,

fla) — 1; = ‘/:rmﬁ — f:rooxg% = fol ﬁix) — ffm%. Or on peut encadrer

0< o1 x“(?)ii- ) S fo] x“(?:-x) T l(x et 0 < f1+°° X]—HX%;(“FX) S LJFOOXS% - 1—11-06 S 1. Alns,

f1 (d:_x ? etf H_‘X +X)?O(l). Par somme, f(oc)—j;§0(1)?o(];) donc f(oc)r(\;];.
(Int)?

Soit f: RY — R définie par f(t) =

. La fonction f est intégrable sur R car f est continue sur R?,

1+t
1 1 . .
ue f(t)= o(—) et f(t) = o(—) ar crolssances comparees.
aue f(t) Fo{ =z ) et £(t) = o( 7 ) P p
1 t® 1S
De plus, on sait que Vt €]—1; 1], e ST (—1)™2™ (série gbométrique). Ainsi, Vt €]0; 1], f(t) = > fn(t)
n=0 n—

en posant fn : t — (—1)™t2™(In(t))%. Mais que faire pour t € [1;4+o0o[ ? Un changement de variable !
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114

115

116

1 2
On écrit I = Qnt) dt+ 7(ln ) dt et on pose t = — (facile a justifier) dans la seconde intégrale d’out
2
0 1 u

1+t 1T+t
+oo (Int)? 0 (—1lnu)? ( du) (Int)* (Int)? R
dt = — -5 = dt. Ainsi I =2 ~dt (on intégre sur ]0;1{).
J 1+ 2 J T+ (1w Wl fo T+ f ( & J0;1D
Par construction, Y f, converge simplement vers f sur ]0;1[. Les f;, sont contlnues et intégrables sur ]0; 1]
n=0

car fo(t) ? 0 (ﬁ) et les f, se prolongent par continuité en 0 en posant f,,(0) = 0 par croissances comparées

pour n > 1. Elles se prolongent toutes par continuité en 1 avec f, (1) = 0. De plus, f est continue sur |0; 1.

Pour n > 0, f [fn(t)]dt = fo (In(t))?t?"dt = 3 avec deux intégrations par parties (a faire).

(2n+1)

Comme Y 73 converge, le théoreme d’intégration terme a terme nous apprend que f est intégrable
n>0 (2n+1)

1 oo a1
sur |0; 1] (on le savait déja) et que fo f=> fo fn= >,
n=0

)"
7(1 [=4 (7N3 87.
n=0 (Zn—|— ) one Z ’

o (2n+1 )

3
11 se trouve que [ = % mais c’est une autre histoire.

t3€7Xt

VI14t4

a. Sixe R, gy:t— est positive et continue sur Ry et gx(t) fox te™*t. Traitons deux cas :
o0

e six <0, tli];»n te™*" = 400 donc gy n’est pas intégrable sur Ry et f(x) n’existe pas.
—r+00
e si x > 0, par croissances comparées, g (t) e te ™t = o(tlz) donc, par RIEMANN, g5 est intégrable
o0 oo

sur R et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 <x <y, onaVt € Ry, e ¥t > e Ut

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .
b. Soit g : RY x R — R défini _ e g - [
. Soit g: R% x R — éfinie par g(x,t) = \/ﬁ e sorte que f(x) = j;) g(x,t)dt.

(H1) Pout t > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C' sur R.

(H2) Pour x > 0, la fonction gx : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R4 (on vient de le voir) et la

4 —xt
fonction t — @(X) t) = =€ est continue sur R .
ox V14t

t4e—xt

ng,t)‘ - _te
o( V14

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+oo[x Ry, < t?a7%% = @g4(t) avec @4 qui est continue

et intégrable sur R, car a > 0.

Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et, avec la formule de

+oo —xt
LEIBNIZ, Vx > 0, f/( f 7dt. Pour 0 < x <y, on aVt € Ry, e ** > 7Yt ce qui donne

%}%(x, t) < %}%(y,t) et, par croissance de l’mtégrale, /(x) < f'(y). Ainsi, f’ est croissante sur R*. f est donc
une fonction convexe sur RY.
c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement, on

. 400 ¢ et +o0 400 e Xt e Xt +o0 1 L .
majore 0< f(x) < f() te X4t = |:— t " }o —+ fo < = |:— Xz :|() = sz par une mtegratlon
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—xt
par parties avec u:t+>tetv:ts —E

qui sont C' sur R,. Par encadrement, lim f(x) = 0.
X—+00

d. La fonction t — t3e™*t est continue sur R4 et t3e—xt +— o(t1 ) par croissances comparées car x > 0.
o)

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de R, dans R, et
X

—+o0
: u e U 1 3' 6
avoir g(x) = = du= —ST'4) == ==
g9(x) fo 4 A (4) N
+oo 3 —Xt 3 L. .
e. Pour x > 0, par linéarité de l'intégrale, on a |f(x) x)| = ‘ f ( n —t e”‘t> dt‘ qu’on écrit aussi
1 + t
+00 Foo v 4 —
[f(x) —g(x)| = f tde™xt (1 — +> dt = f t3e™xt <]+7t> dt et, avec la quantité conjuguée,
0 A/ ] _|_ t4 0 A/ ‘l + t4

oo t H - too 7 —xt
[f(x) — g(x)| = fo tle> (\/1 +(14—‘(_1t+)\/11+t4)>dt = fo t’e (\/1+t4 1 e —|—t4))dt. Or on

+
minore Vt > 0, v1+t*(1++1+t4) > 1 donc [f(x) — g(x)| < f;) T et = ( ) _ 7—8 comme ci-dessus.

L = i = 1 ~ = i
On a donc f(x) — g(x )+OOO(X8) +Ooo(x4) +Oco(g(x)), ce qui prouve que f(x) +O<>g(x) -

1/x +oo +o0 .
f. Pour x > 0, par CHASLES, f(x) = fo g(x,t)dt + f1/ g(x,t)dt > f]/ g(x,t)dt. Or on peut minorer
X X

“+o00 +o00 3 —xt 400 ;3 —xt “+o00
f1 g(x,t)dt = f1 e  at > te —aqt = f]/ te”*tdt car V1 +t* < t2, ce qui permet la
X

/x /x ,/1_‘_4[4 1/x t

400 —xt7+o0 400 ,—xt —xtq+oo
minoration effective f]/ g(x, t)dt > [_te } n f1 e dt=y+ [_ e } = 2. Comme
x

x J1/x /x X ex X 1/x ex
lim % +00, par encadrement, on obtient finalement lim f(x) = +o0.
X—+400 ex X—>400
117
. ) 1 o . 1 1
a. Pour x € R, la fonction gy : t — ) est positive et continue sur R, gx(t) ~ NS et gx(t )+oc T

D’aprés RIEMANN, gy est intégrable sur ]0;1] si et seulement si x < 1 et gy est intégrable sur [1; 400 si et
seulement si 1+x > 1. Ainsi, gx étant intégrable sur R si et seulement si elle I'est sur ]0; 1] et [1; +-00[, gx est
intégrable sur R si et seulement si x €]0; 1[. Par conséquent, le domaine de définition de f est D =]0; 1] car

pour une fonction continue positive, la convergence ou I’absolue convergence de I'intégrale sont équivalentes.

+
b. Soit h :J0; 1[x RY — R définie par h(x,t) = ‘8‘(1174—‘[) de sorte que f(x) = fo > h(x,t)dt.

(H1) pour t > 0, x — h(x,t) est continue sur J0;1[.

(Hz) pour x €]0; 1], t = h(x,t) = gx(t) est continue et intégrable sur R d’apres a..

—X -b —a
(H3) soit 0 < a < b < 1, ¥(x,t) € [a;b] x R%, |h(x,t)] = fH < ]tﬂ sit €]0;1] et [h(x,t)| < 1t+t

£ Gt e]o; 1] et t i
T o €]0;1] et @q,b(t) = 1+t si
t € [1;400] et V(x,t) € [a;b] X RY, [h(x,t)| < @q,b(t) d’apres ce qui précede. La fonction ¢q,p

sit € [1;400[. Soit @q,p : RY — R définie par ¢qp(t) =

est continue sur R (avec ¢qp(1) = %) et elle est intégrable sur R car @q,p(t) N tib avec b < 1
et @q,b(t) +f\;ota% avec 1+ a>1.

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, f est continue sur ]0;1[.
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S S 5 5 S 3 p 5 ( ) — f
C. 1 0 I on a ]alremen‘ I 0 I . I)e l en e“e an (1an
X C X us Ctu S X X( )

de variable t = -~ = @(u) avec ¢ est de classe C', bijective et strictement décroissante de R% dans R%, on
u

le changement

0 “+o00
- 1 _du) _ _du _ - o
af(x) = f+oo e ( u2> fo TR0 f(1 —x). Ainsi la courbe de f est symétrique

par rapport & la droite d’équation x = l De plus, f(1 ) f+oo __dx {2 Arctan(\/;)] o =7
2 o Vx(1+x) 0 '
d. Méthode 1 : quand x tend vers 0, c’est au voisinage de t = +o0 qu’il va y avoir un probleme et que
“+o0 .
Pintégrale va étre grande. Or gy (t) +~;otx% donc on approche f(x) par fl t’gi] = >l< Evaluons la

L L, 1 +o00 +oo 1 +oo
différence entre ces quantités, f(x) — o= fo tx(]di:—t) - f1 t’?% = fo t"(]di:—t) - f1 t”"?ilt—kt)

1 1 o0 400
dt dt 1 dt dt 1 P
< < = < —_—— < = < 1. 3
OrO\fOt( +t)\f0t( ) 1—xet0\f1 1+X( —|—t)\f1 PEE: 1—|—x\] Ainsi,
1 (o]
L: LZ . _7_ _ l Nl
fo 0100 0(1) et f t”"(] T O(1). Par somme : f(x) N O(]) = (x) donc f(x) S

Méthode 2 : on pouvait aussi poser t = u'/* = ¢(u) avec ¢ qui est de classe C' et une bijection strictement

croissante de R* dans R* et on a la relation f(x) ! f+oo ul/ du. Soit a :]0; 1[x R%* — R définie
issan n n ion f(x) = =+ —————du. Soit a :]0; ni

+ + x Jo uZ(] _|_u1 /X) ’ +

1/X “+o00
_ u _

par a(x,u) = 20 a7 de sorte que xf(x) = fo a(x,u)du.

(Hy) siue RY, Um a(x,u) =d(u) avec d(u) =0siu<0,d(u) = Tgu=1et d(u) = 1—2 siu>1.

x—0+ 2 u

(Hz) six €]0;1], les fonctions gy : t — g(x,t) et d sont continues par morceaux sur R .

(H3) si (x,u) €]0;1[x R%, on a |a(x,u)] < @(u) avec o(u) =1siu<1, ¢(1) = % et p(u) = ﬁ et ¢

est continue par morceaux et intégrable sur R* par RIEMANN.

“+o0

Par le théoreme de convergence dominée & parametre continu, comme lim xf(x) = lim a(x, u)du,

x—0+ x—0+ JO

400 400 +oo
. du _1 — ~ 1
on a X1112)1+ xf(x) = J; d(u)du = f1 2 [ u}o 1 donc f(x) S

a. Pour x € R, la fonction fy : t — %Tﬁ‘)t) est continue sur ]0;+oo[ avec un prolongement par

continuité fy(0) = x en 0 car Arctan(xt) vt si x # 0. De plus, fx(t) = 0 (t%) car Arctan est bornée donc
oo

fy est intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN (3 > 1). Ainsi, g est définie sur R et

elle est clairement impaire car Arctan lest.
Arctan(xt)
t(1 4+ t%)
(H7) Pour t > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C! sur R et %(x, t) =

b. Soit f: R x R% — R définie par f(x,t) =

1 .
(1+x*7)(1 +t%)
(H2) Pour x € R, la fonctlon fx 1t f(x,t) est continue et intégrable sur R (déja vu).

(H3) Pour x € Ret t >0,

1 . .
x t = < = avec ul est continue et
G ’ ’ 1+ %2 t oy sel) =173 ¢4

intégrable sur R* .
+oo
dt

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, g est C! sur Ret Vx € R, ¢’'(x) = .
g 9 x y 9 (X) fO (] +X2t2)(] +t2)

(1+t%) — (1 + x*t?)
D1+ t2)( +x*t°)

2 2
c. Si +lett e R, X ] == en réduisant a
ix N2 008 o reduisant au

2 2

méme dénominateur, X + 1 = X~ — 1 1 .
S (e T | (O Rl e (B [ (O R CRrare T T
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+o0 2
. SR 1
d. Sion prend x > 0 et x # 1, d’aprés c., ¢'(x) = fo ((Xz — ]))((] 20 + a-x9)0 thz))dt donc
+o0 1 +o0

gx) = x2X—1 [Arctan(xt)}o + m[Amtan(t)}o et, comme tlmloo Arctan(xt) = 721, cela donne
g(x) = 2(x§71 ) + 20 f 7 = Z(Z(xz_l)r) = 20 Tka) Comme la fonction g’ est continue en 1 d’apres b.,
onag(l)= ,EE,T% g(x) = % = ﬁ donc Vx € Ry, ¢'(x) = 2(]71)() Comme R est un intervalle, il
existe A € R telle que ¥x € Ry, g(x) = W +A. Or g(0) =0 donc Vx € Ry, g(x) = w

e. Par imparité de F, on a ¥x € R_, g(x) = —g(—x) = —W d’apres d..

a. La fonction f : x — th( ] est continue sur R, se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1 car
X
2

X
sh(x)~x et on a sh(x) ~ & donc f(x) ~ £e™™ = o (iz) par croissances comparées ce qui montre que f
0 +oo 2 +o00 X +oo  \x

est intégrable sur R* par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, I existe.

b. Six >0, f(x) = =%~ = — 2x — = er_z = 2xe” ¥ —Ff:o(efzx)“ = +ZO:O 2xe~ (DX car 0 < 672X < 1
sh(x) e*—e 1T—e n=0 n=0

(série géométrique). Soit, pour n >0, f, : R* — R définie par fn(x) = 2xe~(n+Dx,

(Hy) > fn converge simplement vers f sur R (on en vient).
n>0

(H2) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur R’ car prolongeable par continuité en 0 par

fn(0) =0 et fr(x) +:ooo(><]7)' De plus, f est continue sur RY.

67(2n+1)x
2n +1
classe C! sur R, avec liT u(x)v(x) = u(0)v(0) = 0, comme fy, est positive sur Ry, on trouve
X— 100

(Hz) Pour n € N, par intégration par parties, en posant u:x — 2x et v : x — — qui sont de

+oo e—(Zn—H)x +oo 2 2
f [fn(x)]dx = [f 272] = —=—>et ) -—=—5 converge par RIEMANN.
0 (n+1)2 1o 2n+1)7 5 (@2n+1)
Par théoréme d’intégration terme & terme, on a f intégrable sur R’ (on le savait déja) et on a la valeur de
+oo + oo +oo +oo 2
[car I = f(x)dx = fn(x)dx = —_— .
fo () Eofo n() ngo (2n+1)*
n n 2
. * 1 1 : : s
c. Sin € N* on note S, = — et,pourne N, T, = ————. Onsait que lim S, =¢(2)=~--.
" k§1 A " kgo (2K +1)? e g S = =%
Or S B 2n+1 1 2n+1 1 _ Sy Ainsi . _ Sn d limite fini
ntl = Y, 2 + > 2= + Tn. Alnsi, Tq = Sonad 8 met une limite finie en 400 (on
kl;jlir k'lrknilair
2 2 2 2
le savait déja) qui vaut ngo (Zn]T)z = % a7 % Avec la question précédente, I = % ~ 2,47.

121

a. Clairement, la fonction fyx est continue sur ]0;1[ et elle est de signe constant sur ]0; 1] : fx est positive

si x < 0 et fy est négative si x > 0. De plus, si x # 0, comme t* — 1 = e*'™(Y) — 1 et que liT In(t) = 0,
t—1-

onat*—1 ~ xIn(t) donc fx(t) ~x donc fy se prolonge par continuité en 1 en posant fy(1) = x. Ainsi, la

fonction fy est toujours intégrable sur le segment B, 1].
e Six =0, alors fp = 0 donc fy est intégrable sur ]0; 1].
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. ] . ] .
e Six >0, fy(t)~~——— et 1 ——— = 0 donc fy se prolonge par continuité en 0 en posant
x> 6 KOy M x S¢ PIOTonge p P

fx(0) = 0. fx est donc intégrable car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

e Six <0, fx(t)~

1
0t *In(t)

intégrable sur ]0; 1] car —x < 1.

donc fy(t) :o(%> car lim In(t) = —oo et, d’aprés RIEMANN, fy est
0 t t—0+

Alnsi, fy est intégrable sur ]0; 1] pour tout réel x € D.

b. Soit g : Dx]0; 1[— R définie par g(x,t) = Y1 Alors :

In(t)
(H1) Vt €]0; 1], la fonction x ~ g(x,t) est de classe C' sur D.
(H2) Vx € D, la fonction fy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1] (on vient de le voir) et

N %%(x, t) = t* est continue sur ]0;1].

(H3) Soit a € D, V(x,t) € [a;+00[x]0; 1],

%g(x, t)’ =1* < t% = pq(t) et @4 intégrable sur ]0; 1[.
Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est C! sur D et Vx > —1, f trdt = 7]
c. Comme D est un intervalle et que f(0) = 0, en intégrant, on a donc Vx > —1, f(x) = In(1 + x).

. In(t) . In(t) 1
123 | a. Pour x € R%, la fonction fy : t = ———5dt est continue sur R;. De plus, fy(t)~ = (—) ar
x + x 22 + p x(t) 0 o° vt P

croissances comparées et fy (t) ol hig ) =0 (J[;T) donc fy est intégrable sur ]0; 1] et [1; +o0], donc sur R*,

par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, F(x) existe pour x € R et la fonction F est bien définie.

Soit g : (R%)? — R définie par g(x,t) = En_f_tiz.
X

2x In(t)
(x? +t3)*
Hy) Vx > 0, la fonction fy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur R* d’apres ce qui précede et la
+

(Hy) Vt > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C' sur R* et g%(x, t) = —

fonction t — %}%(x, t) est continue sur RY.
2x|1 2b|1
%g (%, t ‘ = X' n< ))lz ‘ nl @Pa,b(t) et @q,p est

)|
(x* S (af 4177
2b|In(t)] _ 2b|In(t)| _
o o 0 (\ﬁ) et Pa,b ()+Noo t4 +_oo0<t17>'

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, F est de classe C! sur R%.

(H3) Soit [a;b] C R, V(x,t) € [a;b] x RY,

continue et intégrable sur R* car @q,p(t) ~

b. Dans F(1) = erOO In(u) du, on effectue le changement de variable u = 1 P(t) avec b qui est une
o T4ut t

0
bijection strictement décroissante de classe C! de R% dans R* pour avoir F(1) = L_ %( — %)
o0

donc F(1) = —F(1) et F(1) = 0.

. , +oo len
Méthode 1 : par la formule de LEIBNIZ et a., on obtient Vx > 0, F(x) = —f ) 2dt qu’on
(x?
- +oo In(t) 2t In(t) 1
éerit F/(x) = x X dtetonposeu:t+— ——=etv:t— — —5 (pour que
(x) fo " (X 1 12)? p T i 32 (pour q

+
la fonction v s’annule en 0) de sorte que u et v sont de classe C' sur R% et F/(x) = Xfo Oou(t)v’(t)dt.

—tin(t)

In(t) . . .

C tv(t) ~ —~% et u(t)v(t) ~ ——4, l thv(t) = 1 t)v(t) = 0

omme u(t)v( )+Oo 3 e u(t)v(t) N on a tJTmu( v(t) Jm u(t)v(t) par croissances

+
comparées ce qui montre, par intégration par parties, que F'(x) = x[u(t)v(t)]"”XJ - Xfo u/(t)v(t)dt qu’on
. oo 1 —1n(t) —¢? oo 1 —1In(t 1t at Fx)
éerit F/(x) = — X dt = ———-dt = les deu
(x) Xfo 2 262 119 fo x( ¥ f 242 X ( X
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+ 00
intégrales convergent). De plus, F At (1 arcian (t = T donc Vx > 0, F/(x)+ F) _ .
0 x2 + t2 X x/1o 2x X 22

On résout cette équation différentielle classiquement par variation de la constante pour avoir I’existence d’une

%(X)Jrﬁ. Or F(1) = 0donc A =0 et on a ¥x > 0, F(x):m.
x x

constante A € R telle que ¥x > 0, F(x) = 5
x

Méthode 2 : pour x > 0, on effectue le changement de variable t = ux = ¢@(u) avec ¢ qui est bien une

+oo ln(ux)

bijection strictement croissante de classe C! de Ri dans R% et on a donc F(x) = f > 2xdu d’ou

0 X —+ x

] +oo lTl

la relation F(x f d + f du (les deux intégrales convergent comme en a.) de
14+ u?

sorte que F(x) = m + m[%\rctan(u)]gOO = m + %(X) Ceci prouve aussi que la fonction F est de

X X X X
classe C! sur R sans théoreme de dérivation mais ce n’est pas I'esprit de I'exercice. Comme F(1) = 0, on
en déduit que ¥x > 0, F(x) = %(X)

X

66



ORAUX 2023 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

a. (=) Supposons que AB est symétrique, alors AB = (AB)T = BTAT. Or A et B sont symétriques donc
AT = A et B" =B ce qui donne AB = BA.

(<=) Supposons que AB = BA, alors (AB)" = BTAT = BA car A et B sont symétriques. Mais comme
AB = BA, on a (AB)" = AB donc AB est symétrique.

Par double implication, on a bien AB est symétrique si et seulement si AB = BA.

b. e Bien sir, si n = 1 toutes les matrices étant symétriques, on ne peut pas trouver de matrices A et B

symétriques dans M (K) telles que AB ne soit pas symétrique.

eSin=2 A, = (; ?) et By = <? :), A2Br = (g ;) n’est pas symétrique, A, et B, le sont.

. . A 0 B 0 .
e Sin > 2, il suffit de poser A, = ( 02 I > et B = < 02 I > et on a encore A, et By, symeétriques
n—-2 n—-2

A>B> 0

alors que ApB, = ( 0 I
n—2

) ne 'est pas.

c. Soit B = (vy,--+,vn) une base de K™ composée par des vecteurs propres communs & A et B. En posant
P la matrice de passage de la base canonique Bo de K™ a la base B et en notant a et b les endomorphismes
canoniquement associés & A et B, on a A = Mat ,(a), B = Matg,(b). Par formule de changement de
base, D = Mat s(a) = P"'AP et D’ = Mat 5(b) = P~'BP sont diagonales. Comme D et D’ commutent,
AB = (PDP~')(PD’P~!") = PDD’P~! = PD'DP~! = (PD'P~")(PDP~') = BA. D’aprés a., AB est symétrique.
a. («<=) Il est clair que si M = 0, on a bien (V(X,Y) € (R™)2, XTMY =0).
(=) Supposons que (V(X,Y) € (R™)?, X"MY = 0). Pour (i,j) € [1;n]?, prenons X = E; et Y = E; (vecteurs
colonnes de la base canonique de R™), alors 0 = E] ME; = myj (case (i,j) de la matrice M). Ainsi, M = 0.
Par double implication, on a 'équivalence (V(X,Y) € (R™)%, XTMY =0) <= (M =0).
b. Pour (X,Y) € (R™)?2, décomposons X = X7 +X2 et Y1 +Y3 avec (X1,Y7) € (Ker(P))? et (X2,Y2) € (Im (P))?.
On a XT(PT — P)Y = XTPTY — XTPY = (PX)TY — XT(PY) = (PX|Y) — (X|PY) = (X2]Y1 + Y2) — (X1 + X2|Y2)
car PX = Xz, PY = Y, par définition de cette projection orthogonale P qui vérifie Im (P) = Im(A) et
Ker(P) = (Im(A))*. Comme X7 L Y3 et X2 L Yq, il ne reste que X' (PT — P)Y = (Xz]Y2) — (X2]Y2) = 0.
D’apres la question précédente, PT — P = 0 donc P est symétrique.
c. Comme Im (P) = Im (A) par définition et que Ker(I, — P) = Im (P) car P est la matrice d’une projection,
on a Im (A) C Ker(I, — P) donc (I, — P)A =0 ce qui se traduit par PA = A.
d. L’application (M,N) € M, (R)? + Tr (MTN) est le produit scalaire canonique dans M, (R) d’apres le
cours. On applique I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ au couple (P,A) et [(P|A)| = |[Tr (PTA)| < ||P|].||A]| ou,
en élevant au carré, Tr (PTA)? < [[P||?||A[|>. Or PT et PA = A donc PTA = A et ||A||> = Tr (ATA). De plus, P
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étant la matrice dans la base canonique d’une projection p, dans une base B de R™ adaptée a la décomposition

R™ =Im (p) ® Ker(p), on a Mat (p) = (IT %) — D o r est la dimension de Im (p), donc le rang de p. D

0 0
et P représente le méme endomorphisme p dans deux bases différentes, donc D et P sont semblables. Comme

la trace est un invariant de similitude, Tr (PTP) = Tr (P?) = Tr (P) = Tr (D) = r = rang (p) = rang (A) car
Im (P) = Im (A). Ainsi, Tr (A)? < rang (A) x Tr (*AA).

e. Il y a égalité dans I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ si et seulement si les vecteurs sont colinéaires.
Analyse : supposons (A,P) liée, alors P = 0 ou A € R, A = AP. Or P = 0 si et seulement si A = 0 car
Im (P) = Im (A). Dans les deux cas, A = AP avec A € R et P une projection orthogonale.

Synthese : si A = AQ avec A € R et Q une projection orthogonale, traitons deux cas. Si A =0, alors A =0
donc P =0 et (A,P) liée. Si A # 0, on aIm(A) =Im(Q) donc P est la projection orthogonale sur Im (Q),
comme Q. Ainsi, P = Q et A = AP donc (A, P) lie.

Par double implication, il y a égalité dans Tr (A)? < rang (A) x Tr (ATA) si et seulement si A est le multiple
d’une projection orthogonale, c’est-a-dire la composée d’une projection orthogonale et d’une homothétie.

a. L’application < ., . >: E? — R définie par V(P,Q) € E2, < P,Q >= j:oo P(t)Q(t)e'dt est bien définie
car la fonction f : t ~— P(t)Q(t)e ! est continue sur R, pour (P,Q) € E? et que, par croissances comparées,
on a f(t) =0 tiz . Cette application est clairement bilinéaire (par linéarité de 'intégrale), symétrique (par
symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de l'intégrale) car t — P2(t)e~t est positive sur R,
pour P € E. De plus, si P € E tel que < P,P >= 0, la fonction g : t = P?(t)e™* est continue et positive sur
R, ainsi fOJrOO g(t)dt = 0 implique g = 0 sur R ce qui prouve que tous les réels positifs t sont racines de
P car e~ t > 0. Comme P admet une inﬁnité de racines P = 0. Ainsi, < .,. > est un produit scalaire sur E.

b. Pour (i,j) € [0;n]?, on a (Bi|Bj) = (X1|XJ ] f tHe tdt = M et on sait alors que
ilj!

C
(Bi|Bj) = (1:'—)"]). = (1 T J) # 0sii#jdonc B = (Bo,---,Bn) n’est pas une base orthonormale de E.

c. Par la formule de LEIBNIZ, pour un entier k € [0;n], on a L (t) = (7 ) et E ( )( (=t (k)@

avec les abus de notations habituels. Comme (e )k~ = (—1)k=te~t ot ( ) = (kkil.)'tk_i7 on a la
—i)!

relation Ly = (7]')]{ Xk: (—1)k-t <k> K Xkt = k! E %Xk_i. Par conséquent, Ly est bien un
kb5 i) (k—1)! i=o (k=1

polynome de degré k et de coefficient domlnant (pour i=0) tel que L (0) = (—1)* (pour i = k). Ainsi,

L = (Lo,--+,Ln) est une famille de vecteurs de E de degrés échelonnés de 0 & n donc une base de E.

d. Pour k € [[0;n], p € [0;k — 1], si on pose u(t) = (f;;_]] (e~ %) et v(t) = tP, u et v sont de classe C'
sur Ry et yET@o u(t)v(t) = 0 par croissances comparées (u(t)v(t) est de la forme V(t)e™" avec V poly-
nomiale). Par intégration par parties dans le produit scalaire (Lg|XP) = (_]jl) f:oo ;Ti(e*ttk)tpdt,
on a donc la relation (Lg|XP) = (7]3!)k (;15:_11 (e_ttk)tp}zoo (=% eroo dk ! (e t})tP~Tdt. Or la
partie “crochet” est nulle par croissances comparées donc (Lx|XP) = —(_ ' “p f:oo d* 71] (e~ tt*)tP—Tat.
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127

128

129

13

131

132

X o . . —1)k
— P) = ( —1)Pp!
Aprés p — 1 intégrations par parties du méme style, (Lx|XP) ] (—=1)Pp! fo atep

+oo qk—p
> d (e~ tt*)dt d’ott

—1)k aer-1 ., +o00 k—p—1
(Lk[XP) = ( k!) (—1)"?![W(e ‘1) = 0 car

—t.k +1 —t

e 't*) est de la forme tPT'W(t)e " avec
0 dtk—p—] ( ) ( )

i
W polynomiale. Ainsi (Lg|[XP) = 0. Si0 < i<k <mn, L = ) «XP donc, par bilinéarité du produit
p=0
) i
scalaire, (Ly|X') =
'p:

op (Lx|XP) = 0 d’apres ce qui précede donc la famille est déja orthogonale.

—1)k oo gk—k 4

De méme, (Ly|X*) = (=1) (—=1)kk! = dk_k(e_ttk)dt = f e ttkdt = kI. On a vu ci-dessus que
k! 0 dt 0
Xk k=1 (Lk‘Xk) i K!

Ly = o + > apXP dolt (Li|Ly) = T + > ap(Lk|XP) = W= 1: £ est une base orthonormale de E.
. =0 . pzo .

e. L’application ¢ : P — P(0) est une forme linéaire non nulle car ¢(1) = 1 donc F = Ker(p) est un

hyperplan de Ry [X], ainsi dim(F) =n+1—1=mn. Comme P € F <= X|P < (3Q € R,_1[X], P = XQ),
la famille (X, X2, ---,X™) est une base de F. Mais Ly (0) = (—1)* d’apres c. donc Ly — (—1)* € F et la famille

de degrés échelonnés (Ly + 1,---,L,, — (—=1)™) est une base de F. Comme F est un hyperplan, F- est une
n
droite. Si F* est engendrée par U = Y ayly, comme Ly = 1 et que £ est une base orthonormale de E,
k=0
n
ULy —(=1)P) = ap[|Lp|[2 = (=1)Pao]|1]|* = ap—(—1)Pao = 0sip > 1: FL = Vect(U) avec U = > (—1)*Ly.
k=0
f.d= Inf f+oo(1 —art——ant™)Ze~tdt = d(1,F)? = (1uw)? d’aprés une formule du cours. Or
(a1,an)eRn JO ’ ujl?

—~

n
) = (114 > (=1 L) =1 et |[U||> =n+1 car (Lo, Ly,---,Ly) est une base orthonormale de E. Ainsi,
k=1

t concl d Inf f+°°(1 t t)2e tdt = —!
on peut conclure que = n —a — = a e = —Q0.
P a (ar,,an)eR™ JO ! " n+1

g

133 ) a. Par 'absurde, supposons qu'il existe un vecteur colonne X € My, 1(R) tel que la famille (AX, X) est libre.

On peut poser X; = X, X2 = AX et compléter la famille libre (X7,X2) en une base B = (X1,X2,X3,-+,Xn)

de Mn,1(R). Notons P la matrice de passage entre la base canonique et 3. Comme AX; = X, par formule

1
de changement de base, A = PBP~! avec B = | o - |. Ainsi, B est semblable & A et son

coefficient by 1 vaut 1 # 0. On a donc montré par I’absurde que si toute matrice B = (bi,j)1 <i,j<n semblable
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a A vérifie by 1 = 0, alors pour tout vecteur colonne X € My, 1(R), la famille (AX, X) est lie.

Soit Bg = (E1, -+, En) la base canonique, pour tout k € [1;n], (AE, Ex) est liée donc il existe Ax € R tel que
AEx = AEk. Or AEy est la k-iétme colonne de A ce qui montre que A = diag(A1,--+,An). Pour k € [[2;n],
de méme, il existe un réel p tel que A(Eq + Ex) = uk(E7 + Ex). Or A(E1 4+ Ex) = M Eq1 + AcEx done, par
liberté de (E7,Ex), on a ux = A7 = Ak et on en déduit que A = Aq1,,. Réciproquement, toute matrice de la
forme AL, n’est semblable qu’a elle méme ayant un coefficient nul en case (2,1).

Les matrices telles que toute matrice B = (bjj)1<i,j<n semblable a A vérifie by 1 = 0 sont exactement les
matrices scalaires, de la forme Al .

b. Soit A € Mn(R) telle que toute matrice B = (b j)1<ij<n € Mn(R) semblable & A est telle que by 3 = 0.
Supposons 'existence d’'un vecteur X; # 0 tel que (AXy,X;) est libre. Posons X = AX; — X;, alors la
famille (X1,X;) est libre, on peut la compléter en une base B = (X1,X2,---,Xn) de Mn,1(R). Notons P la

matrice de passage entre la base canonique et B. Comme AX; = Xj + X3, par formule de changement de

1
base, A = PBP ! avec B = | ¢ - | ce qui contredit I’hypothese. Par I’absurde, on a donc

VX € Mn,1(R), (AX,X) est liée (méme pour X = 0). Comme ci-dessus, on en déduit que A = Al,. Mais
comme a7,1 = 0 car A est semblable & elle-méme, on a A = aj;7 = 0 donc A = 0.
Les matrices telles que toute matrice B = (bi,j)1<i,j<n semblable & A vérifie by 1 = 0 sont exactement les
matrices scalaires, de la forme Al .

La matrice ATA est symétrique réelle donc, par le théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale

P € O(n) et une matrice diagonale D = diag(A1,--+,An) € Mn(R) (ol Ay,---, Ay sont les valeurs propres)

telles que ATA = PDPT. Comme ATA est inversible car A l'est, les valeurs propres Aj sont non nulles (et
méme strictement positives). Pour j € [1;n], notons X;j la j-ieme colonne de P. On sait que les colonnes de P
constituent une base orthonormale de E donc (Xi,- -+, Xy ) est une base orthonormale de E. Par formule de
changement de base, on a AX; = AjX;j et [|[AX;[|2 = (AXj]AX;) = X]ATAX; = X[AjX; = Aj|[X; |2 = Aj pour
j € [1;m] donc [|AX;|| # 0 d’olt AX;j # 0 et on a comme attendu Aj = ||AX;[|* > 0.

De plus, si (3,i) € [1;n]* avec j # ', on a (AX|AXj) = XTATAXj = XA X5 = Ay (Xj1X5/) = 0 car X;j L Xjr.
La famille (AX1,---,AXy) est donc constituée de vecteurs non nuls et orthogonaux, on sait d’apres le cours

que c’est une base orthogonale de E.

135

a. Si A2 = AT alors A* = (A%)2 = (AT)2 = (A2)T = (AT)T = A donc X* — X = X(X3 — 1) est annulateur
de A. Comme A est inversible, A* = A se simplifie en A3 =1, donc P = X3 — 1 est aussi annulateur de A.

b. Mais comme les racines de X3 — 1 sont les trois racines cubiques de 'unité, P = (X — 1)(X — j)(X — j?).
Les valeurs propres de A étant forcément racines de tout polynéme annulateur de A, Sp(A) C {1,j,j?}. De

plus, comme P est scindé a racines simples dans C, la matrice A est diagonalisable dans M;( C).
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c. Comme xa est scindé dans C[X], on sait d’apres le cours que det(A) = [[  A™ ). On sait aussi
AESPc(A)
que les ordres de multiplicité de j et j2 dans xa sont les mémes car xa est un polynome réel et j2 =j. Ainsi,

det(A) = 1™ A (5 x §2)™(A) =1 car j3 = 1.
d. e. Comme A3 =1, et A2=AT ona AAT =1, donc A € O(2). Comme det(A3) = det(A)® = det(I3) =1,
on a det(A) = 1 et A est l'une des matrices Rg du cours. Or (Rg)®> = R3g = I, implique alors 36 = 0 [27]

donc 8 =0 2] ou 6 = 2?” [2m] ou 0 = 4?“ [27]. Traitons les trois cas :

e Si 0 =0 [2n], alors A = 15.

1 _\/g).

081952;[Zﬁ],OHaAsznB:;(\/g 0

oSiGE%T [Zn],onaA:Rzn/gzl(__\k f]g)

Réciproquement, ces trois matrices sont bien inversibles et vérifient AAT =1, avec A3 =1, donc A2 = AT.

137
138

a. Soit X € R™, en se rappelant que si U = (u) € Mi(R) et Y € My, 1(R), on a MU = uM, on a I’équivalence
X € Ker(M) <= (ABT+BAT)X =0 <= ABTX+BATX =0 <= (B|X)A+(A|X)B = 0 <= (A|X) = (B|X) =0
car ATX = (A|X), BTX = (B|X) car on a pris implicitement le produit scalaire canonique dans R™ et que
(A, B) est libre. Ainsi, Ker(M) = (Vect(A))+ N (Vect(B))* = Vect(A,B)> .

b. Ainsi, dim(Ker(M)) = n — dim(Vect(A,B)) = n — 2 car (A,B) est libre. Par la formule du rang, on
a donc rang (M) = n — dim(Ker(M)) = 2. Soit Y € Im (M), il existe X € R™ tel que Y = MX donc Y =
(BIX)A + (A|X)B € Vect(A,B) donc Im (M) C Vect(A,B). Par égalité des dimensions, Im (M) = Vect(A, B).
c. Comme MT = (ABT+BAT)T = BAT +ABT = M donc M est symétrique réelle donc diagonalisable d’apres
le théoréme spectral. Mieux, il existe P € O(n) et D diagonale telles que M = PDPT.

d. Comme R™ = Vect(A,B)- @ Vect(A,B), en prenant (Vq,---,Vn_2) une base de Ker(M), la famille

B = (Vi, -+, Vn-2,A,B) est une base de R™. Si on note Q la matrice de passage de la base canonique

de R™ & B, comme Ker(M) et Im (M) sont stables par M, on a Q" 'MQ = (Onz,nz On-221) _ (par

O2n-2 N
blocs) qui représente la matrice de 'endomorphisme m canoniquement associé & M dans la base B. Comme
on a MA = (ABT + BAT)A = (A[B)A + ||A||?B et MB = (ABT + BAT)B = [[B||?A + (A|B)B, on connait
N = ((AIBZ) A2

[IBI|=  (A[B)
Ainsi, xm = xmr = X" 2xn = XM 2 (X2 =2(A[B)X+(A[B)2 —[|A[|* [[B[?) = X" (X~ (A[B))* = ([|A[ [[BI)?)-
Par identité remarquable, on trouve donc xp = X"~ 2(X — (A|B) + [|A||[[B]|)(X — (A[B) — ||A]|||B]]) ce qui

> qui représente la matrice dans (A,B) de Papplication induite par m dans Im (M).

montre que Sp(M) = {0, (A|B) + [|A]| ||B]], (A|B) — ||A]|]|B]|}. Ces deux derniéres valeurs propres vérifient
(AIB) + [|A]|||B]| > 0 et (A|B) — [|A]]]|B]] < 0 par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ et son cas d’égalité.

71



ORAUX 2023 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

140

a. Par construction, Yy = XkTJr] suit la loi de BERNOULLI de parametre % car Yy = 0 <= Xx = —1 et

n
Yx =1 <= Xy = 1. Ainsi, d’apres le cours, par indépendance de Xy, -+, Xy, donc de Yy,--+, Yy, Tn = > Yx
k=1
n
suit la loi binomiale B(n, %) Or Xg = 2Yyx — 1 donc S,, = 2( > Yk) —n = 2T, — n. Ainsi, comme
k=1
T (Q) = [[0;n], il vient Sx(Q) = {-n,—(n — 2), -+, (n — 2),n} et, pour la loi de Sy, si k € [[0;n], on a

n\ /I\k/1\n-k 1 /n C . ,
P(Sy, =2k—n) = P(T, =k) = <7> <7) SE Par les propriétés classiques de I’espérance et

JASYARY o
n n
la variance, E(Sn) = >, E(Xx) =0et V(Sn) = Y. V(Xk) =n car Xy, -+, Xy, sont indépendantes.
k=1 k=1
b. (T=2)= (X =1,X2 =-1)U(X; = —1,X2 = 1) donc, par incompatibilité de ces deux événements
2 2
et indépendance de X; et Xz, P(T = 2) = (%) + (%) = % De méme, il vient P(T = 4) = % car
(T=4)=X1=1,X=01,X3==-1,Xa=-1UX31=-1,X2=-1,X3 =1,Xq =1).
2n+1
Au bout de 2n + 1 étapes dans cette marche aléatoire, on a forcément Syn1 = Y. Xy impair car tous les
k=1

Xk sont impairs, ainsi (Szny1 =0) =0 donc (T=2n+1)=0et P(T=2n+1) = 0.

c. Soit x €] —1;1[, on a [pnx™| < |x|™ car pn € [0;1] donc, comme la série géométrique Y |x|™ converge car

n=0
|x| < 1, par comparaison, Y. pnx™ converge aussi.
n=0
n
d. Pour n > 1, on peut écrire la partition (Syn = 0) = LJ((SZn = 0)N (T = 2k)) de lévénement

k=T
(San = 0) en distinguant selon la premiére fois (notée T) ol l'on va avoir (S = 0) (on a vu que c’était

impossible d’avoir Szi+1 = 0). Comme ces événements sont incompatibles, on en déduit la relation suivante :
n n
pn=P(S2n=0)= > P(Son =0,T=2k) = > Prr_2k)(S2n = 0) P(T = 2k). Clairement, pour tout entier
k=1 k=1
ke [lin—=1], ona Pr_z)(San = 0) = P(Sy(n—x) = 0) (on repart de 0 apres 2k “mouvements” et on veut
étre a 0 au bout de 2n étapes). Par contre, comme (T = 2n) C (S2n =0), on a P(r—_2n)(S2n = 0) = 1. Ainsi
n—1 n
Pn=dn+ D qkPn—k = ). qkPn—k car on a posé po = 1.
k=1 k=0

e. La série entiere Y. qnx™ a un rayon de convergence au moins égal & 1. Ainsi, si x €] — 1;1[, d’apres c.,

n=0
+oo +oo +oo n
on peut effectuer le produit de CAUCHY G (x)p(x?) = ( > qnxzn)( > pnxzn) =5 ( > qkpn_k>x2“
n=0 n=0 n=0 “k=0
n 0
car P(T=2n+1)=0daprés b.. Or pp = > pn_kqk sin € N* car qo = 0 mais Y pn_xqx = poqo =0
k=0 k=0
alors = 1. Ainsi, G 2 —+OO n — 2y — i 2y = ISI n
que pp = 1. Ainsi, Gr(x)p(x°) = > pax ™ =p(x*) — 1. Mais p(x*) =14 > pnx"™ =1 car pp 20
n=1 n=1
2 j—
donc p(x?) > 0 et on a donc Gt(x) = %
p(x
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s 1 (2n) . . = () .
f. D’apres a., comme pn = P(Son =0) = —5 , il vient Vx €] — 1;1[, p(x) = Y 2z x™. Or,
2 n n=0 2 (Tl')

(=D"(2n)!

()2 y™. On en déduit donc que

on sait ou on retrouve facilement que Vy €] — 1;1], \/T Zo
n

1 1 1—x?

x) = donc p(x?) = ——— et G7(x) = ———— =1 — /1 —x2. Or on sait aussi que, pour
p(x) VT —x p(x*) m T(x) 1 que, p
V1 —x2

y €] — 1;1[, on a le développement en série entiere /T +y =1+ Z

Gl lcLy I
e -1

X (=" '(2n)! " (2n)!
Ainsi, pour x €] — 1;1], Gr=— 3 —— W (_qynyan : . On identifie car
pourx €l =11l 6T =" & T -0 VT = L e ¢
2
les rayons sont strictement positifs et ¥Yn > 1, P(T =2n) = 22“(2]1)( n).
n— n

D’apres le cours, T admet une espérance finie si et seulement si Gt est dérivable en 1. Or G1(x) = 1—v/1 — x2

donc Gt n’est pas dérivable en 1 car la fonction racine ne 'est pas en 0. Par conséquent, I’espérance de

“+o0o
T est infinie. Pourtant, P(T = +00) =1— > P(T =n) =1 — Gr(1). Or la convergence de Y u, est
n=1 n>1

uniforme sur [0;1] si on note un : x = P(T = 2n)x*"™ car |[un||oo,j01] = P(T = 2n) et que > P(T = n)
n>l1

converge (vers P(T < +00). Ainsi, Gt est continue sur [0;1] car toutes les u, le sont. Par conséquent,

Gr(1) = xliqlﬁ Gt(x) =1 et on a donc P(T = +o0) = 0.

T est presque strement finie mais admet une espérance infinie. Bizarre.

a. Si X est une VAD de type 2, comme P(Q)) = Jiz P(X=n)=1,0na |Gx(—1)] =1 car:
n=
e soit T =1et P(X=2k) =0dou P(Q) = :EOZ P(X =2k+1) =1 donc Gx(—1) = —:zj) P(X=2k+1) =—1.
esoitr=0et P(X=2k+1)=0dou P(Q) = :ZOZ P(X = 2k) =1 donc Gx(—1) = Jio P(X =2k) =1.
Réciproquement, si Gx(—1) = Jij:O P(X = 2k) — Jic P(X =2k + 1) = P(X pair) — P(X impair) = £1, comme

P(X pair) € [0;1] et P(X impair) € [0;1] :

e s0it Gx(—1) =1 donc P(X pair) =1 et P(X impair) =0 et on a bien (Vk € N, P(X =2k+1) =0) : r=0.
e soit Gx(—1) = —1 donc P(X impair) =1 et P(X pair) =0 et on a bien (Vk € N, P(X=2k)=0) : r=1.
Et on a établi que X est de type 2. On a bien ’équivalence annoncée par double implication.

b. On pose w = e € U,n. En distinguant selon le reste r de la division euchdlenne de n par m, comme

400 m—1 “+00

W = I™T = ", Gx(w) = Y. PX=n)w™ = ( > P(X=mq+r ) Z PX =1 [m)w".
k=0 r=0 ‘q=0

e Supposons X d’ordre m. Soit r € [0;m — 1] tel que Yk € N, k #Z r [m], P(X =k) = 0. Alors, en sommant,

ona PX=1"[m]) =0sit € o;m—1] et v’ # r. Par conséquent, Gx(w) = P(X = r [m])w" = w" car
P(X =1 [m]) =1 et on a bien |Gx(w)| =1.

m—1
e Réciproquement, si |Gx(w)| = 1, comme Gx(w) = >, P(X = r [m])w” on a par inégalité triangulaire
=0
m—1 m—1 '
1=|Gx(w)|< Y. PX=r[m])|w"|= > P(X=r[m]) =1 donc on a égalité dans I'inégalité triangulaire.
T= T=
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Le cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire montre que P(X = 0 [m])w®,---, P(X = m — 1 [m])w™ " sont
positivement liés. Mais les m racines m-iemes w?, - - -, w™ ™! de I'unité sont non colinéaires, ceci n’est possible

que 8'il existe r € [O;m — 1] tel que P(X =7 [m]) =1 et P(X =1 [m]) =0 si v/ #r. X est donc de type m.

2im

Par double implication : X est de type m si et seulement si GX(eT)‘ =1.

c. Sir et dans [1;m — 1] vérifient cette condition, alors pour tout entier k € N, on a soit k # r [m], soit

+oo
k # 1’ [m] ce qui prouve que P(X = k) = 0. Mais on a alors ) P(X = k) = 0 contredisant que X(£2) C N ce
k=0

qui implique JFZO:O P(X =k) = P(2) = 1. Ainsi, si r existe, T est bien unique.

d. (<) Si XkZSY sont de type m, alors [Gx(w)| =1 et |Gy(w)| =1 d’aprés la question b.. Ainsi, comme
X et Y sont indépendantes, Gy = GxGy donc ‘Gw(w)’ = ’Gx(w)HGx(w)’ =1x1=1et W est de type m.
(=) D’apreés la question b., il vient |Gw(w)| =1 donc |Gx(w)||Gx(w)| =1. Or on a vu & la question b.
que |Gx(w)| < 1 et, de méme, |Gy (w)| < 1. Or |Gx(w)||Gx(w)| =1 donc ces inégalités sont des égalités et

|Gx(w)| =1 et ’Gy(w)’ = 1. Toujours d’apres b. : X et Y sont donc de type m.

On conclut par double implication que W de type m <= X et Y de type m.

n
e. Avec ces conditions, si n # r(X) + r(Y) [m], comme (W =n) = |_| (X =%,Y =n — k), par indépendance
k=0

n
deXetY,ona P(W=n)= > PX=k)P(Y=n—k). Pour k € [0;n], on a deux cas :
K

=0
e si k Z r(X) [m], on a P(X = k) = 0 par définition de r(X) donc P(X =k)P(Y =n —k) =0.
e sik =r(X) [m], alors n—k =n—7(X) £ r(Y) [m] par hypothése donc P(Y = n—%k) = 0 par définition
de r(Y) donc on a encore P(X =k)P(Y =n —k) =0.
Dans tous les cas, P(X =k)P(Y =n—%k) =0 donc P(W =n) =0sin £ r(X) +r(Y) [m]. Cest la définition
de (W) qui vérifie donc r(W) = v(X) 4+ r(Y) [m].
143
144

145

146
147

Notons pour toute la suite T la variable aléatoire qui est le résultat du tirage d’indice k s’il a lieu. Par
construction, X, (2) C [1;n] donc Xy, est bornée et admet donc une espérance finie. On suppose bien siir
aussi que chaque boule de l'urne a autant de chance d’étre tirée a chaque étape.

a. Bien sir, si n =1, on vide 'urne en un seul tirage de maniére certaine donc X7 =1 et E(X;) = 1.

Sin=2 Xz=1)=M=1e Xz=2)=(T1y =2,T, =1)donc PXp =1) = P(Th) =1) =

1
2
PX;=2)=P(M =2)P(T,=1|T) =2) = % x 1= % Ainsi, par définition, E(X;) = % X 1 +% x 2= %

b. Pourn>2eti=1,0ona (X, =1)=(Ty =1) donc ]P’(Xn:1):%.
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Pourn > 2eti€ [2;n],ona (Xqn=1) = | |(T1 =j,Xn = 1i). Cette réunion étant disjointe, on a donc

'E:

2

)

n

PXn, =1 = >, P(T1 = )PX,, =i | Ty =j). Or, quand on a tiré la boule j au premier tirage, on
j=2

enleve les boules numérotées j,j + 1,---,n et on se retrouve au point de départ du probleme définissant

Xj—1, une urne contenant les boules numérotées de 1 & j — 1, avec les mémes regles, sauf qu'on a déja

effectué un tirage. Ainsi, P(Xn, =i |T1 =j) = P(Xj_1 = i —1). Par conséquent, sin > 2 et i € [2;n],

n

|
-

PXj_1=i—-1)= P(Xx =i—1) en posant k =j — 1.

3=

k

—_

n

b
1

HM:

g P(Xx =i—1) =

P(Xx =1i—1) en inversant

z\—

14
n

i
:\~
:\~

la somme double. Mais P(Xy =i—1) =0 dés que i > k donc E(Xy) = %

21
i=2
n—1%k+1

Z Z P(Xx =i—1). Ainsi,

n—1%k+1

> 2(1—1—&-1) P(Xxy =i—1) =

k 1
l +
n nk_ —

2 (14 E(%) car B(x) = 3 (1=1) PO = i=1)

\ -

E(Xn) = +

Jn

k+1 n—1

et P() =1= > P(Xy =i—1). On a donc bien la relation attendue, E(Xy) =1+ 1 > E(Xk)sin > 2.
i=2 ™ k=1

c. Méthode 1 : d’aprés b., on a E(X3) = 1+ l(l + %) =1+ l + l = % De méme, on obtient

E(Xs4) =1+ - (1 +2 41 + + ) =1+ % + -+ Z %g Il semble, surtout avec I'aide de la question

supplémentaire, que E(X,) = Hp = pour tout entier n € N*. On a déja réalisé I'initialisation. Soit

HM:

n

Syl
k=1j=1)

n—1n-1 —
donc E(Xn) =1 + E Z 1 =1 + Z 4 ( Z ) n=1 _ H,,. Par principe de récurrence
J j=1

forte, on a bien ¥Yn € N*, E(Xn) = Hn donc ]E( ) In(n).

1
1k
H

n—1
> 2 tel que Vk € [1;n — 1], E(Xk) , d’aprés b., on a E(X,) =1+ % > E(Xk) =
k=

l
n

Méthode 2 : d’apreés b., pour n > 2, nE(X,,) = n + i EXyg) et (m+1)EXn41) = (n+1)+ Z E(Xx)
7

k=1
donc (m+1)EXne1) =T+ nEXn) + EXp) = (n+1)EXn) +1 dott EXnt1) — EXn) = et Par
n—1
télescopage, on a donc E(Xn) = E(X1) + Y (E(Xkq1) — E(Xy)) =1+ Z k—l—l = Hp.
k=1 =1
Question supplémentaire : comme f : t — 1 est continue et décroissante sur [1; 400, on a la majoration
k+1 k41
. dt 1 1 "
Vk € [[1,n}],f = f f(k) = et Vk € [2;n], fk : dt > o En sommant la premiére
n
inégalité pour k € [[1;n] et par CHASLES, on obtient f] Tt < Hn = Y % Si on fait de méme pour
k=1
) m ot N | .
la seconde pour k € [2;n], on a - > Hp—1= > o Ainsi, In(n +1) < Hy < 14+ n(n). Comme
k=2
In(n +1 ) ~ 1n( ) ~ In(n) + 1, par encadrement, on a donc H, ~ In(n).
+oo —+oo

a. Par définition de X;X2, on a X;X2(Q) C {=1,1} et (X;Xz=1)=(X; =1, Xz = 1)U (X3 = —1,Xz = —1)
donc, par incompatibilité de ces deux évenements et indépendance de X1, X2, P(X1X2 =1) = p? + (1 —p)?.

De méme, (X1X2 =1)=(X; =1,X2=-1)U (X3 =—=1,X2 =1) donc P(X;Xz =—1) =2p(1 — p).
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Si X1X2 et X7 sont indépendantes, on a la relation P(X1X2 = —1,X; =1) = P(X4X2 = =1)P(X3 =1). Or

XiXa==-1,X1=1)=(Xy =1,X2 =—=1) doncon ap(l—p) = 2p(1 —p)p qui équivaut a p(1—p)(1—2p) =0

donc p = % car p €]0;1[. Réciproquement, si p = %, ona PXiXy =1) = P(X3Xy = —1) = 411 De
plus, comme V(e1,e2) € {1,132, (X7 = ¢1,X1X2 = ¢2) = (X7 = €1,X2 = €1€2) car 1 _ €1 puisque
€1

e1 € {—1,]}, on a P(X] = ¢1,X1X2 = 82) = ]P(X] = €1,X2 = 8152) = P(X] = E])P(Xz = E]Ez) = %
donc P(X5 = e1,X1X2 = e2) = P(X3 = e1) P(X1X2 = €2), les variables X; et X1X2 sont indépendantes. Par

symétrie entre X; et Xz, Xz et XoX7 = X1X; le sont aussi.

En conclusion, X7 et X1Xz (resp. Xz et X1X2) sont indépendantes si et seulement si p =

b. Ecrivons la loi du couple (X1,X2). Pour (e1,¢2) € {—1,1}2, (X1,X2) = (e1,€2)) = (X1 = €1,X2 = ¢2)
donc, par indépendance de X7 et X3, ]P’((X1,X2) = (51,52)) =P(X; =¢€1,X2 =¢€2) = P(X1 =e1)P(X2 = ¢2)
done P((X1,X2) = (1,1)) = p*, P((X1,X2) = (1,-1)) = p(1 —p), P((X1,X2) = (=1,1)) = p(1 —p) et
P((X1,X2) = (—1,=1)) = (1 —p)*.

X1X2 et (X7,X2) ne sont indépendantes pour aucune valeur de p car (X1Xz = —1,(X3,X2) = (1,1)) = 0 donc
P(X1X2 = —1,(X1,X2) = (1,1)) = 0 alors que P(X1Xz = —1)P((X1,X2) = (1,1)) = 2p3(1 —p) #O.

a. Par construction, Z, (Q)[[1;n]. Soit k € [[1;n], on a deux cas :

m
esik<m, (Zym =k) = |_| (X =k, Y = 1) (réunion disjointe) donc P(Z;n = k) = >, P(X =k,Y = 1)
i=0 i=0
m
et, puisque X L Y et suivent la loi uniforme sur [1;n]], P(Zy =k) = Y, P(X =k)P(Y =1) = 5.
— n
" 1
esik>m,ona(Zy =k =(Y=kU (|_|(X =k, Y = 1)) (réunion disjointe & nouveau) donc
i=0

m
P(Zm =%k) = P(Y=Kk)+ > P(X =k,Y = 1) et, puisque X et Y sont indépendantes et suivent la loi

i=0
uniforme sur [1;n], ona P(Zm =k) = P(Y=k) + 3 PX =k)P(Y =1) = - + 1.
i=0 n n
n n
b. E(X)= E(Y) = > kP(X=k) = L 3 =M+ _n+1
k=1 n k=1 n 2
n m n 1 m . o
Pour m € [1;n], E(Zm) = Y kP(Zm =k) = > k% + > k<f + —2) d’apres a.. On en déduit que
k=1 k=1 M k=m+1 v
o o o o ML +1) nn+1) m(m+1)
E(Zm)=" S k+1 =M Sy Ly Ly omnlntl) - donc
(Zm) n’ k§1 n k:%ﬂ n’ k§1 n k§1 n kZI m? n n
on 'expression compacte E(Z,) = (m +n)(n +2]r3 —m(m+1)
c. Posons f: x — (x+n)(n+1) —x(x+1) polynomiale sur R donc dérivable et f'(x) =n+1—-2x—1=n—2x.

Ainsi, f est strictement croissante sur [1;n/2] et strictement décroissante sur [n/2;n] donc maximale en 2.

Traitons donc deux cas :
e Sin est pair, n = 2p et f est maximale en p donc E(Z,) est maximale pour mp = p uniquement et
E(Zm,) = E(Zp) = SJ);—Z (apres calculs).
e Si n est impair, n = 2p + 1 donc la valeur maximale de E(Z,) est soit E(Z,), soit E(Z,41). Or,

2
apres calculs toujours, on vérifie que E(Zp,) = E(Zp41) = > 2(2—;:_ ]—’)_2 donc E(Z,,) est maximale
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):592+7p+2

pour les deux valeurs mp =p oump =p + 1 et E(Z,, 22p +1)
p

a. Quand on choisit 'urne Uj, la probabilité de tirer une boule blanche est de i, et comme les tirages se
P

font avec remise, ils sont indépendants. Ainsi, la loi de N, sachant A; est la loi binomiale B(n, 1). Par
P

conséquent, Pa, (N, =k) = (2) (;)k(1 - ;)n_k pour i € [[0;p] et k € [0;n].

b. La variable aléatoire N, est bornée car 0 < N, < n donc elle admet une espérance finie et on a

n
par définition E(N,) = > kP(N, = k). Comme {Ag,---,Ap} est un systeme complet d’événements,
k=0

P
ona P(N, = k) = > Pa, (N, = k)P(A;) par la formule des probabilités totales. Si on suppose que

toutes les urnes ont la méme chance d’étre choisie, P(N, = k) = Z PA;(_fli—k). En reportant, on a
= P
. 1 n P n i iyn—k .
donc la relation E(Np) = —— >~ k > (7> (1 — 7) . En inversant cette somme double, on
+1¢=0 =0 \k/ \p p

P
P n k i\n—k —1
obtient E(Ny) = 1 >y k(n (l) (1 — l) qui devient, car k(n) = n(n > et en posant le
pP+1iok=1 \k/ \p P k k—1
i

po.n=1 /1 ] iNi n—1-j
changement d’indice j = k — 1, E(N},) = —2— > 1 %~ ( ) )() (1 — 7> . Or, avec le bindme

p+1{=oP =0 j P p
n—1 —1 n—1-j i i\n—1
de NEWTON, on a Y, (n )( ) ( ) = (1 S l) = 1 donc on obtient finalement
=0 p P
P
E(N,) = > i_npletl) T Rien que de tres prévisible car il y a autant de chance en général

p b =op  2p+Np 2
de tirer des boules blanches ou noires et on tire n en tout.

P 3 n—k
c. Pourk € [1;n—1],ona P(N, = k) = 1 > <n> (l) (1 —7> d’apres la question précédente donc
pPH1i{0\k/ \p p
n\ p okImTk 1 2 sk \n—k
P(Np =k) = 7[ +-> (l> 1— l) ] Comme fy : x = x¥(1 —x)™ ¥ est continue sur
kK/p+1L p P i=1 \P P
Pk S\ m—k P
le segment [0;1], et que 1 3 (l) (1 - l) =1=0%y f(l) est une somme de RIEMANN associée &
Pi=1\P p P i=1 \P
P i k .\ n—k 1
cette fonction, par théoréme, lim Z ( ) ( l) = f fi(x)dx. Il est clair que lim —P— =1
p—+oo p {27 P 0 p—+oop + 1
kqn—k 1
et lim o1 = 0 donc, par somme et produit, lim P(N, =k) = (n) f x®(1 — %) *dx.
p—+oo P p——+oo k 0

On suppose ’équiprobabilité d’étre dans chacun des étages. On pose ’évenement H;y = “I’homme est dans

limmeuble”. D’apres I'énoncé, on a P(Hy) = p. On pose aussi He : “ ’homme est & Iétage e” pour tout
7

e € [1;7]. On vient de supposer que Ve € [1;7], P(Ee) = P(Eq). Or, comme H; = |_| H (réunion disjointe),
e=1

7
ona P(Hy) = Z P(He) donc Ve € [1;7], P(He) = g On définit I’évenement A = “I’homme n’est pas dans
les six premiers é ages”. Alors, avec ces notations, A = H;UH7 donc P(A) = (1— P(Hy))+ P(H;7) =1 —p-&-}%

d’ott P(A) =1— %B On demande de calculer la probabilité conditionnelle Pa(H7) : probabilité qu’il soit

P(ANHy)

P(A) Or

dans I'immeuble sachant qu’il n’est pas dans les six premiers étages. Ainsi, Pa(H7) =

7



ANH7 = Hy donc PA(H7) = : _17(/6173)/7 = 7—p6p' On constate que si p tend vers 1, Pa(H7) tend aussi

vers 1 : homme est presque slirement au septieme étage ; et que si p tend vers 0, Pa(H7) tend vers 0 :

I’homme est presque stirement hors de 'immeuble. C’est rassurant !

153
+oo n
a. Par définition, B = n Ai C ﬂ Ai pour tout entier n € N donc, par croissante de la probabilité
i=0 i=0
n
P, on a P(B) < ]P’( ﬂ /Tl) Comme Ay, --,An sont indépendants, Ag,---,An le sont aussi et on a donc
N - iio
P(B) < II P(A1) = [T (1 = P(Ay)). Or ¥x < 1, In(1 —x) < —x ce qui donne ¥x € [0;1], 1 —x < e™* (méme
i=0 i=0
n n
vrai si x = 1). Ainsi, Vn € N, P(B) < [[ e” FA) = exp (— > (Ai)>. Que la série >~ P(A;) converge ou
i=0 i=0 i>0

+oo
pas, en passant & la limite quand n tend vers +o00, on a P(B) < exp (f > P(Ai))
i=0

+oo
b. Si > P(Ay) diverge, on a donc Y P(A;) = oo (les sommes partielles tendent vers +oo car c¢’est une
n>0 i=0

série divergente & termes positifs) donc P(B) = 0.
c. N={0}UN* donc P(N) = P(Q) =1= P({0})+ P(1.N*) = P({0}) + 1 par hypotheése donc P({0}) = 0.

d. Soit n € N* et n nombres premiers pq, - - -, pn distincts. On a vu (enfin surtout les ex-MPSI) que pour un

n
k). Ainsi, ﬂ Ap, = Ap,..p, donc, par

n
entier k € N*, on avait ’équivalence (Vi € [1;n], pilk) < (]] p:
i=1

i=1

n ] n ] n *

hypothese, IP’( ﬂ Api) =PAp,.p) = —— = H — = H P(Ap,). Cette relation étant vraie pour
i=1 Proo"Pn 5 PE

tout choix des nombres premiers distincts p1,---,pn, (Ap)pep est une suite d’évenements indépendants.

+o0 oo

e. Posons B = ﬂ Ap = ﬂ Ap.., d’aprés les questions a. et d., on a P(B) < exp ( -3 ]P’(Apn)) Or

peP n=1 n=1

w € B ¢’il n’est le multiple d’aucun nombre premier donc B = {0, 1} et on conclut avec c. que P(B) = P({1}).

Or la série de BERTRAND Y
w2 In(n)

diverge par comparaison série intégrale car une primitive de la fonction

fix— 11 ™) qui est continue et décroissante sur [e; +00[ est F : x — In(In(x)) qui admet une limite infinie
x In(x
en +oo. Ainsi, avec I’énoncé, ) P(A,, ) diverge donc, avec b., on a P({1}) = 0.
n>l
Pour m € N*, si on note P, 'ensemble des nombres premiers qui divisent m, si on pose B, = ﬂ Ap,

PEP\Pm
comme avant, puisque Py, est fini, on trouve encore P(B;;) = 0. Or m € B, car m n’est pas un multiple

des nombres premiers qui ne divisent par m par définition. Comme {m} C By, on a donc P({m}) = 0.
+oo
On a donc Vm € N, P({m}) = 0 ce qui est impossible car N = |_| {m} et P(N) = 1. Il n’existe donc

m=0
aucune probabilité P : P(N) — [0; 1] construite sur N telle que pour tout k € N*, un entier a une probabilité

% d’étre une multiple de k.

a. Par construction, on a X(2) = [2;+o0] et Y(2) = [[1; +00] en convenant que Y = 400 si on n’obtient

jamais pile et X = 400 si on n’obtient jamais la séquence “pile-face”. On a aussi X > Y + 1. En notant

78



“

I’évenement Py = “ on tombe sur pile au lancer k”, on peut écrire, pour des entiers x > 2 et y > 1 tels
-1 x—1

quex >y, (X=x,Y=1y) = ( m Pi) N ( ﬂ Pi) N Px. On suppose que (Pi)i>1 est une suite d’événements
i=1 i=y

indépendants ce qui montre d’apres le cours que Pq,---Py_1,Py,---,Px_1,Px le sont aussi ce qui donne

y—1 . x—1 .
PX=x,Y=y) =[] P(Pi) x [] P(P;) x P(Px) = 217 car la piece est équilibrée par hypothese.

i=1 1=y

n
Pour tout entier n > 1, on a (Y = +00) C ﬂ Py donc 0 < P(Y = +o0) < ZL“ Par encadrement, on en

déduit bien str que P(Y = +00).
x—1

+oo
b. Soit x > 2, on a (X = (X =x,Y =y) (réunion disjointe) donc P(X =x) = > P(X =x,Y =1y)
y=1 y=l
par c-additivité. Ainsi, P(X = x) = XZ;X] On sait que Vt €] — 1;1, S ¢! = ] t o= 117‘: —1. On
x=2 - -
dérive & D'intérieur de l'intervalle ouvert de convergence pour avoir Vt €] — 1;1[, > (x — Nt¥72 = (1]7‘[)2
+oo tz 1 +o0o B
donc ¥t €] — 1;1[, > (x — Nt* = >. En prenant t = —, on a ) P(X = x) = 1 donc, comme
x=2 (] - t) 2 x=2
+o0 +oo
Q= (X=4oc0)U ( |_| X= x)), il vient P(X = +o00) =1 — > P(X = x) = 0 comme attendu.
x=2 x=2
T TP x(x = 1) - . oo 12
c. EX)= > xP(X=x)= > ==—. Or on dérive une autre fois Vt €] = 1;1[, > (x - Nt* = ————
x=2 x=2 2 x=2 (] - t)
S 1 2t N = 2t? 1
pour avoir Vt €] = 1;1[, Y x(x—1)t* ' = —=—= douVt €] - 1;1[, > x(x—1)t* = ——5. Avec t = —
x=2 (] - t) x=2 (1 - t) 2
a nouveau, on a E(X) =4.
156
157
! k41 1)! 1
a.SinEN*,kE[[O;nﬂ7 ") = b LS LN (n+1) :ocn+ sio=XKET
k Kn—%k)! n+1 (k+D)n+1-(k+1))! k41 n+1

n n 1
b. Comme X(Q) = [0;n],ona > P(X=%k)=1= i . (EI1> d’apres a. donc, en posant m = k+1,
k=0 =om

no/m+1 a ntl /41 a
a _ _ n+1 _ . _ n+1
> = > —1) = 2 —1)=1ce qui donne a = —/——F———.
n+1k_o(k+1) n—|—l(( ( m )) n—|—]( ) d ¢ g

m=0

c. Comme X est bornée, X admet des moments a n’importe quel ordre. Par définition de I’espérance, on a

E(X) :kZZ:OkP(X:k) = 2n+] — i k(n+1) <E) = 1 i k(n+]>. En écrivant k = (k+1) —

1¢= k+1 2y \k+1

on a E(X) = z“*lqéo(kﬂ)(zj:l]) _2’1;7—12::0 (Ei:) et (k+1)(2:[11> = (n+1)(2> donc
E(X) = A1 > (“) ¥ <n+1> IR A L B U PR S )

- 2n+1 — 15 \k 2n+1 1 k41 2n+1 1 2n+1 1 - 2n+1 1

k=
De plus, V(X) = E(X?) — E(X)? = E(X(X + 1)) — E(X) — par linéarité de 'espérance. Or, par la

(X)?
n n — ]
formule de transfert, E(X(X+1)) = (e + Dka ka <n) =a k( ) =a E n(k ]> = an2™'. Ainsi,
k=1 k=1 -
_(n+

k=0 k+ k
Vi) = A2 (12t 41 (n—1)2" 4 1) +1)2%" — (n+1)(n+2)2""!
( ) T - T (2n+1 ])2 (2n+1 _ ])2 :



a. On a Y(Q) C (N*U{+o00}) \ {1} par construction. Pour k > 2, en notant Ni le numéro du jeton obtenu

au tirage i, on a (Y = k) = U (N7 =a, -+,Nx_1 = a,Ng = b) (on tire d’abord tout le temps le numéro

1<a,b<3
a#b

a et enfin, au tirage k, on obtient le numéro b). Ces événements étant incompatibles, comme il y a 6 couples

(a,b) possibles, que les N; sont indépendantes par hypotheése et suivent toutes la loi uniforme sur [[1;3],

k-1 oo
P(y=k) = 6( IT P(N; = a)) P(Nx =b) = 3% (Y # +00) = U (Y = k) (réunion incompatible) donc, par
i=1 k=2
e 68 1 _6 1
o-additivité, P(Y # +o00) = T =25 4= =2 X ——— = 1. Comme attendu, on en conclut que
538 T 9,543 o *1-(1/3)

P(Y = +00) = 0 (il est presque sir d’arriver & avoir deux numéros différents).

k—1
b. D’apres la question précédente, (Y —1)(Q2) = N* et Vk € N*, P(Y -1 =¥k) = g,k% = % X (%)
donc Y — 1 suit la loi géométrique de parametre 2, Ainsi, d’apres le cours et par linéarité de I'espérance,
3

3i1=3e V(Y)ZV(Y—U:#:%

EY)=ENY-1)+1=
c. Pour (myn) € (N*)2, ona P(Y =m,Z=mn) =0si n < mousi m=1 par construction. Si n >m > 2,
ona(Y=m,Z=n)=(Y=m,Z—Y=n—m) et Z—Y représente le temps d’attente du troisitme numéro
une fois obtenus les deux premiers. Z — Y et Y sont donc indépendants et Z — Y suit la loi géométrique de

1 6 o (2\"
parameétre 3 donc PY=m,Z=n)=P¥=m)P(Z—-Y=n—m) = 3w % (g) X3

znfm

3n71 :

d. Par construction, Z(Q) C (N* U {+o0})\ {1,2}. Pour n >3, (Z=n) = U (Y =m,Z = n) (réunion

m=2
n—1 jn—m n—-2 n—-1 n-2 1— (]/2)“—2 n—-1 _
i tible) donc P(Z=n) = Y 2 =2 1, =2 =2 3
mcompati e) onc ( TL) mz=2 3n—1 371—1 m2=2 2m—2 3n—1 x 1— (]/2) 3n—1
. +oo +oo 21171 _9 4 +oo 21173 2 +oo 1
A nouveau, (Z # +o00) = U (Z =n) donc P(Z # +o00) = Y, T T > I > 373 donc
n=3 n=3 n=3 n=3
P(Z#O):%X]_Eiz/g))—%x]_zi]/g):%—%zk Comme attendu, on a P(Z = +00) = 0 (il est
presque stur d’arriver & avoir les trois numéros). Y. nP(Z = n) converge car, par croissances comparées,
n>3
Zn—l ) 1 L. +o00 +o00 Zn_] >
nP(z =n) = T +ZOOO(F). Ainsi, E(z) = Z3nIP(Z =n) = 23“31174 Or, pour tout
n= n=
+o0 +oo ! 1 / 1
x €l =11 Y ! = ( > x“) = ( -1 —x—xz) = ———— — 1 — 2x en dérivant terme & terme
n=3 n=3 T—x (] - X)
. . . . too 2\ "1 +oo 1 n—1
a lintérieur de 'intervalle ouvert de convergence. En écrivant E(Z) = > n<§) -2 n(g) ,ona
n=3 n=3
1 1 11
done E(Z) = — 1 —1-2(2/3) — 2<7 1 —2(1/3)) -1
(1-(2/3))° (1-(1/3))* 2

On pouvait dire, par indépendance de Y et Z —Y, que E(Z) = E(Y)+ E(Z-Y) = % + 3 puisque Z — Y suit
la loi géométrique de parameétre %

k

a. Z() € Net Yk € N, comme X et Y sont & valeurs dans N, on a (Z = k) = |_|(X =i Y=%k—1i
i=0
donc Z est une variable aléatoire car X et Y le sont. Comme ces événements sont incompatibles, on a
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k k i k—i —At) KK\ s e AW
P(Z=k)=S PX=1)P(Y=k—1i) = AN M — € At =S )k
=0 = F pex =Ry =i = el = S0 (et = S

Ceci prouve que Z = X + Y suit la loi de PO1SSON de parametre A + .
P(X=%Z=n)

b. Si Z =n, on a forcément X € [0;n]. Soit k € [0;n], calculons P(X = k|Z =n) = FZon) Or

(X=kZ=mn)=(X=X%Y =n—k) donc, par indépendance de X et Y, en posant p = ﬁ €]0; 1], on a
n

oL PX=KPY=n—-%k) _ e MkeHunknl L W R :

P(X =k|Z=n) = P(Z =) T Ml 0 ot \k p (1 —p)" %, Alnsi, la loi

de X sachant (Z =n) est la loi binomiale B (n, L)
At

Considérons la variable aléatoire I donnant le numéro de la boule tirée dans 'urne. Pour i € [1;n — 1], on

162

note J; = k si I =1 et k est le numéro du jeton tiré dans la boite B; et J; = 0 sinon. On note aussi K; = k si
I =1iet k est le numéro du jeton tiré dans la boite Bi 1 et K; = 0 sinon. J; et K; sont des variables aléatoires.
On voit aussi a et b comme des variables aléatoires.

a. Sin=2, (a=1b) = (K; =1) car on tire la boule 1 dans 'urne et on tire le jeton 1 dans la boite By donc

p2=Pla=b)=PK;=1) = % car les tirages dans l'urne et dans les boites sont indépendants.

b. Comme (a = b) = |_| ( |_| (I = 1i,Ji = k,Kiy = k), par incompatibilité des ces éveénements, on a

k=1  i=k
n—In-1 ! n—In-—1 1 1 1
pn=Pla=0b) = > PI1=1Ji = kKi=k) = > X — X - car, par la formule des
k=1 i=k k=1 izk n—1 i i+1
probabilités composées, P(I = i,]J; = k,Ky = k) = P(I =1i)P(J; = k|l = i) P(K; = k|l = {,J; = k). Alnsi,
1S 11 1 (1)
o = S (1 ) = R () = (S D)k onven
par © eSCOpa’ge pTL n — 1 k§1 i=k i ‘i, + ] n— ] k§1 k n n— 1 k§1 k n n peu
n—1 n—1 n n—1
o S (B sy s () ) (B R
FARSIOTEr P = 27 kz::1k n n—1 kz::1k +n n—1 kZ::zk n—]kZ::]k—i—]
n—1
On pouvait dire aussi que (a = b) = (I = i,Ji = Kj) donc, par incompatibilité de ces événements,
i=1
n—1 1 n—1 1
Pla=b)= > PI=1)PJi =Kl =1i) = ] > 7 o seul un jeton parmi les i + 1 jetons de la
i=1 n— i=1 1

boite Bi41 permet d’avoir a = b.
c. Pour tout entier k € N*, la fonction In est de classe C' sur [k; k + 1] donc, par I’égalité des accroissements

finis, il existe un réel cx €]k;k + 1] tel que In(k + 1) — In(k) = In/(cx)(k + 1 — k) = 1 Ainsi, comme
ck

k < cx < k+ 1, on a 'encadrement k—1|—1 <In(k+1) —n(k) < %

d. On somme les inégalités de la question précédente, pour k € [[1;n— 1] & gauche et pour k € [[2;n] & droite,

) S D n—1
dou Y 1 > (in(k+1)—n(k)) =nn) et > (In(k+1)—In(k)) =In(n+1)—1n(2) < 1
skl = k=2 k1
On obtient donc tn(n+1) — n(2) <pn < ln(n)' Ainsi, comme nn+1)-n@2)  Inm) l“(“), par
n-l n—1 n—1 +oon—1+4cc n
encadrement, on a pyn ~ In(n)
+oo M
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a. X est le nombre de succes dans une répétition de n expériences (obtenir la face 1 au k-iéme lancer) de

BERNOULLI indépendantes de méme parametre p. D’apres le cours, X suit alors la loi binomiale B(n,p). De
méme, Y ~ B(n, q). Bien slr, puisqu’il n’y a que des faces 1, 2 ou 3, en notant Z le nombre de 3 obtenus, on
aZ=n—-X-YetZ~B(n,r).

b. Notons, pour un lancer m, Ly, le résultat du m-ieme lancer. Pour (i,j) € [1;n]? tel que i +j < n, on

i

a(X=1iY=j) = | ] (ﬂ ak=1))ﬂ(h(Lbk:2))ﬂ< N (Lk:3)). Par

1<aj<---<aj<n k=1 kEH];TL]]\I
1<b, <-»-<bj<n

I={ay,~,a;}n{by, 0, b;}=0
i j
indépendance des Ly, chaque événement ( ﬂ a = l)) N ( ﬂ (Lp, = 2)) N ( ﬂ (Ly = 3)) a pour
k=1 k=1 ke[T;nI\I

probabilité ptqir™ . Orily a () ( ) évenements de ce type, c’est-a-dire de manieére de choisir i
entiers dans [[1;n] (les lancers qui vont donner 1) puis j entiers dans les n — i restants (ceux qui vont donner
2), les autres donnant forcément 3.

n\ /mn—i
On trouve donc, si (i,j) € [1;n]? tel que i +j < n, P(X =1,Y =) = () ( . )p g,

1 )
c. Comme (X =n,Y =n) = ) car on ne peut pas avoir n fois 1 et n fois 2 en n lancers, P(X =n,Y =n) =0

alors que P(X =n)P(Y =n) =p™q™ # 0 d’apres a.. Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.
+oo
d. Comme N(2) = N, on a aussi X(2) = N. Pourie N, (X =1) = |_| (X =1,N =n) car on a forcément

n=i

+o0o

X < N. Ces évenements étant incompatibles, par o-additivité, on a P(X =1i) = >, P(X = i,N = n) donc
+oo -

PX =1 = >, P(X =1iN =n)P(N =n). Or, la loi de X sachant (N = n) est la loi binomiale de la

question a. car on compte le nombre de 1 dans une répétition indépendante de lancers de méme loi. Ainsi,

400 . ‘e—7\7\“ 6—7\ i)\i +oo ym—ifq _ _\n—i _)\ ii —PpA i
P(X=1)= 5 TL pr(1—p)nt _ P A (1 .'P) — PA AM1-p) _ € .('P}\) )
n=i n! i = (n—1)! il il
Par conséquent, X suit dans ce cas la loi de POISSON de parametre pA. Par symétrie, Y ~ P(gA).
+oo
e. Soit (i,j) € N?, (X = 4,Y =j) = I_I (X =1,Y =j,N = n) car on a X +Y < N. A nouveau, par
n=i+j

incompatibilité de ces éveénements et o-additivité, on a P(X = i,Y =j) = >, P(X =1Y =jN =n)
n=i+4j

+oo
donc P(X=1Y=3)= >, P(X=1Y =jN=n)P(N =n). En se servant de la question b., on a donc

n=i+j
too /MM /Mm—i e MM e MpigIAT toe n—i-jyn-ioj
PX=iY=j)= X} ()( . )P g = p_f‘ S5 T A qui se simplifie
n=i+j j n! ilj! neyy (n—i—=j)!
At daitiorA —“AP+a) i iyit p7\ ihi —AqA) i
en P(X=1Y=j) =5 paA_e” e PAA e A€ 4N arr=1-p—gq.Ona
ilj! ij! 1' j!

donc V(i,j) € N2, P(X =1,Y =j) = P(X =1) x P(Y =j) d’aprés d. donc X et Y sont indépendantes.
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ORAUX 2023 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

164

a. En posant les matrices M = (mij)igijgn €t N = MTAM = (ni,j)1<i,j<n, la matrice N est bien
symétrique car (MTAM)T = MTATM = N puisque AT = A par hypotheése. Comme N est symétrique, elle

peut étre décrite par ses coefficients au dessus de la diagonale donc on peut poser ®(M) = (ny;)1<i<j<n- En

. e 2 n(n+1) s . . ,
ce sens, ¢ peut étre considérée de R™ dans R~ 2. Par définition du produit matriciel, les coordonnées

nij dépendent polynomialement (de degré 2) des coordonnées m;j. Ainsi, comme toutes les composantes

ny; sont de classe C T ® est elle-méme de classe C! sur R™

b. La différentielle d’une fonction f : & — RP en un point a € 2 C R™, si elle existe, est 'unique application

linéaire dqf : R™ — RP telle que f(a + h) ﬁf(a) + daf(h) + o(||h]]).

c. e Pour H € M, (R),on a ®(I,, + H) — ®(I) = (In +H)TA(In +H) — IJAL, = A+ HTA+AH+HTAH - A
par linéarité de la transposée et en développant le produit. Ainsi, ®(I,, +H) — ®(I,,) = HTA + AH + HTAH.
L’application u : M~ HTA + AH est une application linéaire de M, (R) dans S,,(R), elle peut donc étre

e 2 n(n+1) .
vue comme une application linéaire de R™ dans R™ 2~ comme ci-dessus.

e Prenons le produit scalaire canonique (A,B) € (Mn(R))? — Tr (ATB) € R et la norme euclidienne
associée ||A|l2 = +/Tr (ATA), en notant respectivement Li(M) et C;(M) la ligne i et la colonne j de

n 2
la matrice M, [|AB|Z = 3 ( ai,kbk‘j) = Y (L(A)|C;(B))2. Avec CAUCHY-SCHWARZ, on
1<i,jsn M k=1 1<i,jsn

n n
a Vinégalité (Li(A)|C5(8)2 < LAIRIC B = (3 afy) x (X bF;) Ainsi, on a la majoration

|AB||5 < > aiz,kb%,j = > aiz,kb%,j X > aiz,kb%,j = [|A||5][B]|3. Par conséquent,
1<i,j,k,e<n 1<i,j,k,e<n 1<i,j,k,e<n

[|A||2]/B]|2 (c’est une norme d’algebre). Ainsi, |[HTAH||2 < |[HT||||AH]]2 < HA||2||HH§ car

N

[IAB][2
[[HT||2 = ||H||2 et on a bien ®(I,, + H) — ®(I,) — u(H) = HTAHio(HHHz). D’apres la définition de la
différentielle, on a donc d, ® = u donc YH € M, (R), di, ®(H) = HTA + AH.

e Pour H € M, (R), di, ®(H) = 0 <= HTA + AH = 0 <= HTAT = (AH)T = —AH <= AH € A,(R)
(matrices antisymétriques) car A est symétrique. Ainsi, Ker(d;, @) = {H € M (R) | AH € A, (R)}.

e Comme A est symétrique, pour H € M, (R), on a d;, ®(H) = HTA + AH = (AH)T + AH est symétrique.

Réciproquement, si M est symétrique, comme A est inversible, on peut poser la matrice H = %A*1 M et on
T
ad; ®(H) = (AH)T + AH = MT + % =M donc Im (d;, ®) = Sn(R).

d. L’application f : M — AM est un automorphisme de Mn,(R) car A est inversible (avec f~' : M —

A~TM). Comme S, (R) et A, (R) sont supplémentaires dans M, (R), leurs images réciproques par f le sont
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aussi. D’apres la question précédente, on a Ker(d, ®) = {H € Mn(R)|AH € An(R)} = (AL (R)) et
F={M € Mp(R)|AM € Sy (R)} = f1(Sy(R)). Ainsi, F = {M € Mn(R) | AM € S (R)} et Ker(ds, ®)
sont supplémentaires dans M, (R).

e. La fonction det est polynomiale donc continue sur M, (R), et R* est un ouvert de R. On sait d’apres le
cours qu’alors det™' (R*) est un ouvert de M, (R). Or GL,(R) = det™'(R*) et I,, € GL,(R) donc il existe

par définition une boule ouverte U = B(I,,,r) centrée en I, et de rayon v > 0 telle que U C GL,(R).
a. Comme f(a) = 0, si on avait aussi f'(a) = 0, la fonction f et la fonction nulle seraient toutes les deux

solutions de (E) sur R avec les mémes conditions de CAUCHY en a : c’est absurde d’apres le théoreme de
CAUCHY-LIPSCHITZ qui s’applique ici puisque les fonctions p et q sont continues sur R. Ainsi, f'(a) # 0.
Puisque ' est continue car f est au moins deux fois dérivable donc de classe C! sur R en tant que solution de
(E), il existe un réel n > 0 tel que Vx € [a —n;a+n], f'(x) # 0. Soit x € [a —n;a+n]\ {a}, par le théoreme
des accroissements finis, il existe ¢ € ]71;\;[ C [a—m;a+mn] tel que f(x) —f(a) = (x — a)f'(c) = (x — a)f(c) #0
d’apres ce qui précéde. On a bien établi que Vx € [a —n;a+n]\ {a}, f(x) #0.

b. Comme f et g sont deux fois dérivables sur R, par opérations, W est dérivable sur R et on a, pour t € R,
W/(1) = P(8)g'(6) + (1)g" (1) — £ (1)’ (1) — (D) () = £()(—p(£)g'(t) — a(t)g(t)) — (—p(B)F'(t) — a"DF(£))g(t)
donc W'(t) = —p(t)(f(t)g’(t) — f'(t)g(t)) = —p(t)W(t). Ainsi, W est solution sur R de (F) : y +py =0.
c. Pour tp € R, notons P : t — j:} p(u)du la primitive de p qui s’annule en tg, on sait que les solutions

—P(t)

sur R de (F) sont les fonctions y : t — Ae avec A € R. En évaluant en to, on a bien stir A = W(tg) car

P(to) = 0 donc Vt € R, W(t) = W(tg)e (V).

d. Supposons qu'il existe un réel t1 tel que W(tq) = :’((tt] )) 3/((11 )) ‘ = 0. Alors les colonnes de cette matrice
1 1
f(t1)

(t1 g'(tr)

comme ’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel puisque (E) est linéaire et homogene, la fonction

))—l-p ( 9(t1) > = 0. Posons h = Af+ug,

h est solution de (E) sur R. De plus, h(t;) = h/(t;) = 0. L’unicité de la solution & un probléme de CAUCHY
montre que h = 0. Ainsi, comme (A, p) # (0,0) et Af + pg = 0, la famille (f,g) est liée contrairement &
I’hypothese de I’énoncé. Par ’absurde, on en déduit que W ne s’annule pas sur R.

e. Comme f est continue sur ]a; b[ et qu’elle ne s’y annule pas, elle y garde un signe constant, supposons par

exemple que f est strictement positive sur Ja; b[. Ainsi, f'(a) = lim, f(x) — (a) > 0car f(x)—f(a) = f(x) > 0
Xx—a XxX—a

et x —a > 0six €]a;b[. De méme, f'(b) < 0. Si on avait f'(a) = 0, comme en a., f serait la fonction nulle ce
qui n’est pas le cas. Plus précisément, on a donc f'(a) > 0 et f'(b) < 0.

Comme W ne s’annule pas sur R, par continuité, W garde aussi un signe constant. Ainsi, W(a) = —f'(a)g(a)
et W(b) = —f'(b)g(b) sont de méme signe, ce qui impose & g(a) et g(b) d’étre de signes différents. Par le
théoreme des valeurs intermédiaires, puisque g est continue, il existe ¢ €]a;b[ tel que g(c) = 0.

Supposons que g s’annule au moins deux fois sur ]a;b[, en ¢ et en e et supposons par exemple que e > c.

Posons d = Inf(A) avec A = {x €]c;e] | g(x) = 0} ; d existe car A est non vide puisque e € A et A est minorée
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par c. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (an)nen d’éléments de A

telle que liT an = d. Comme Vn € N, g(an) = 0, par continuité de g, on a donc g(d) = 0 par passage
n——+0oo

a la limite. Ainsi, d = Inf(A) = Min(A). Par construction, g(c) = g(d) = 0 et g ne peut pas s’annuler sur
Je; d[. Par symétrie des roles joués par f et g, on a prouvé précédemment que f s’annulait alors sur |c; d[, ce
qui contredit ’hypothese faite initialement sur f.

Par l’absurde, on a donc montré que g s’annulait une fois et une seule sur ]a;bl.

167

a. Pour f € E, par CHASLES, Vx € R, F(x) = e~ j:oo e 'f(t)dt — e* L/;X e 'f(t)dt. Comme g :t > e *f(t)
est continue sur R, par le théoreme fondamental de l'intégration, la fonction G : x +— fo h e 'f(t)dt est
de classe C! sur R en tant que primitive de g qui s’annule en 0. En notant I = f;oo e 'f(t)dt, on a
F(x) = Ie* — e*G(x) donc F est de classe C' par opérations.
De plus, pour x € R, on a F/(x) = [e*¥ — e*G(x) — e*G’'(x) = F(x) — e¥g(x) = F(x) — e*e *f(x) = F(x) — f(x)
et on a bien la relation Vx € R, F(x) = F/(x) + f(x).

b. Soit par exemple f : t — [t], alors f € E car g : t — [tle” " est continue sur R et g(t) = o(tlz) donc g est
oo

intégrable sur tout intervalle [x; +o00[. D’aprés la question a., on ne peut pas avoir f = ¢(h) pour h € E car
f n’est pas de classe C! et @(h) I'est. Par conséquent, ¢ n’est pas surjective : Im (@) C C'(R, R).
c. Analyse : soit f € E un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A € R.
e SiA=0,0na @(f) =0.f =0 donc, avec la question a., f = F —F =0 ce qui est impossible pour un
vecteur propre. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de ¢ ce qui montre que @ est injective.
e Si A # 0, alors @(f) = Af donc, avec la question a., on a Vx € R, Af(x) = Af'(x) + f(x) donc f est

(A=T)x
solution sur R de équation Ey : y' = %y donc Jax € R*, Vx € R, f(x) =ae” A  (car f #0).

+0oo =t ..
Mais comme f € E, f e~ 'f(t)dt converge pour tout x, or e"'f(t) = ae X ce qui impose A > 0.
X

A=Dx —t
Synthése : soit A > 0, la fonction f: x +> e A  est continue sur R et e7'f(t) = e donc t — e "f(t) est

+
intégrable sur [x; +oo[ pour tout x € R car A > 0 donc f > e 'f(t)dt converge. Ainsi, f € E\ {0} et, pour
X

oo =t —t
x € R,ona ¢(f)(x) = exf Teddt = eX[ —Ae ]
x

@ associé a la valeur propre A.

+o0 M

., = Ae A = ?\f(x) donc f est un vecteur propre de
(A=1)t

Ainsi, Sp(9) = R et VA € RY, Ex(@) = Vect(fa) avec fy : tr>e A

+oo i R +o0 ¢ L, .
d. Pour x € R, la nature de f e 'f'(t)dt est la méme que celle de f e 'f(t)dt par intégration par
X X

parties car les fonctions u = f et v : t + e~ ! sont de classe C! sur [x; +oo[ et que tlizi u(t)v(t) = 0 car
— 400

+00 Foo

f est bornée sur R. Mais comme f € E, I'intégrale f e 'f(t)dt converge donc f e 'f'(t)dt converge
x x

aussi et, comme f’ est continue, ceci assure que f' € E. De plus, par I'intégration par parties précédente, en

notant F = o(f) comme avant, o()(x) = ¢* [ e (1)t = e (femte(0)] 1™ - f:oo(—e*t)f(t)dt) d'on

x

o(f)(x) = —eXe f(x)+e* f+oo e 'f(t)dt = —f(x)+F(x) = F/(x) d’aprés a.. On a donc bien ((p(f))l = @(f).

X
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e. Par intersection de sous-espaces vectoriels, F est un sous-espace vectoriel de E car ’ensemble des fonctions
bornées en est un et celui des fonctions de classe C' aussi. Soit f € F, on sait d’aprés la question a. que ¢(f)
est de classe C! sur R. Comme f € F, f est bornée sur R et on peut définir ||f||, g € R4. Pour x € R,
par inégalité triangulaire sur les intégrales, |@(f)(x)| = |F(x)| < e* f:oo e~ '[f(t)|dt donc on a la majoration
[F(x)| < e* f:oo e Y [f]oo, At = |[f]|oo, X[ T = [[f]|co,RE¥e ™™ = |[f]|oo,r- Ainsi, ¢(f) € F ce qui
justifie que F est stable par ¢. Comme les vecteurs propres de @f sont a fortiori des vecteurs propres de o,
et que la fonction f) n’est bornée sur R que si A =1 car f; est la fonction constante égale a 1, on en déduit
que Sp(9r) = {1}. On peut dire aussi que ¢ est 1-lipschitzienne (pour ||.||oo, r) donc continue.

Question de cours : si les séries entieres Y. anx™ et Y. byx™ sont respectivement de rayons R et R’

n>0 n=0
n
alors la série entiere > cnx™ avec cn = Y. axbn_k est de rayon R” > Min(R,R’) et on a la relation
n>0 k=0
+oc0 n +oo +o0
Vx €] — Min(R,R"); Min(R,R’)[, > ( > akbn,k)x“ = ( > anx“) X < > bnx“).
n=0 ‘k=0 n=0 n=0

a. Le carré C = [0;1]? est composé de trois morceaux : C1 = {(x,y) € C | x <y}, C2 = {(x,y) € C | x >y}
et C3 = {(x,y) € C| x = y}. C3 est la diagonale du carré C et constitue la frontiere commune entre les

adhérences des triangles C; et C;. Comme K est polynomiale sur C; et Cy, elle y est continue. Par contre, la
définition de K en les points de C3, K(x,x) = x(1 — x), ne permet pas de conclure directement a la continuité
de K car il y a des expressions différentes de K(x,y) dans C; et Cj.
Soit (x0,%0) € C3 et (x,y) € C. On va majorer |K(x,y) — K(xo0,yo0)| selon (x,y).
esi(xy) € C3,onay =xet [K(x,y)=K(xo,yo)| = [x(1—=x) =xo(1=x0)| = [x—x0|.[1=(x+x0)| < [x—xo0
car x + xo € [0;2] donc [K(x,y) — K(x0,Y0)| < |x = xo| < [|(x,y) — (x0,%0)]|oo-
esi(x,y) € Cr,onay > xet |K(x,y)—K(x0,Y0)| = |[x(1—y)—x0(1—%0)| = [x—x0—(x—x0)y+x0(x0—y)|
donc [K(x,y) = K(x0,yo)| < [x = xo[ +y[x = xo[ +x0ly —xo| < 3[[(x,y) = (x0,%0)||oo-
esi(x,y) € Cz,onay < xet |[K(x,y)—K(x0,y0)| = [y(1—x)—x0(1—x0)| = [y—x0—(y—x0)x+x0(x0—x%)|
donc [K(x,y) = K(x0,yo)| < |y = xo| +x[x = xo] +xo[x = xo| < 3[[(x,y) = (x0,%0)l[cc-

Ainsi, Ve > 0, Y(x,y) € C, ||(x,y) — (x0,%0)]|o0 < § = |K(x,y) — K(x0,%0)| < ¢ et la fonction f est continue

en (xo,%0) donc en tout point de C3. D’apres ce qui précede, K est continue sur le carré C = C; U C2 U Cs.
b. La surface S est définie localement autour du point Mo = (x0,yo,z0 = K(x0,Yo0)), comme (xo,yo) € Cr1,
par la relation S : z —x(1 —y) =z — K(x,y) = f(x,y,z) = 0. Comme f est de classe C' car polynomiale et
que, en ce point My de S on a mf(xo,yo,zo) = (=1+4+yo,x0,1) # (0,0,0), le point My est régulier dans S
et une équation du plan tangent P en Mo & S est donnée par P : (yo —1)(x —x0) +x0(y —yo) +(z—20) =0
qu’on peut simplifier, puisque zo = x0(1 —yo) = x0 — xoyo, en P : (yo — 1)x + xoy + z = xoyo- Un vecteur

non nul normal & P est d’apres le cours le vecteur gradient grad f(xo,yo,2z0) = (=14 yo,x0, 1)

a. Pourn € N, f; : t — thet" est continue sur Ry et fo(t) = o(e_tz/z) = o(lz) par croissances
400 +oo t

comparées donc f,, est intégrable sur R} par comparaison aux intégrales de RIEMANN et I, existe.

+oo 2 s . .
b. Dans I, = fo gt (te_t )dt, on effectue une intégration par parties en posant u : t — T et
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7t2
vit =&

qui sont de classe C' sur Ry avec lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
t—+oo

_ n+1 [T.n 24, _n+1
Inyz =0+ 24 fo tre~tar= 1,

+ +
c. Par parité de t — e‘"z7 on a f Ooe_"2 dt = Zf = e tdt = /7 done Iy = @ Classiquement, on
—o0 0 2
obtient I, = 2J32;112p72 — QDZ;] % ;%3121)74 L (2p —1) x (Zzp— 3) X -+ x 1 Ip qu'on transforme
(2p)2p —1)(2p —2)(2p —3)--- .21 (2p)!
oz 2p)(2p —2) -2 x 2P 0 ZZP'Hp!ﬁ
too 2 —t?ydeo . (2p)x (2p—2) x ---x 2 !
Comme I; = fo te Vdt = [— eT}o =2 de méme, Ipp4q = o5 I = %

d. Pour (x,y) € R?, par linéarité de l'intégrale, comme tout converge et que I'intégrale des fonctions impaires
+

sur R est nulle, on a y/7F(x,y) = f OQ(t4 —2(x + )t + 2xyt? + (x +y)Ht2 — 2xy(x + y)t + x2y2)et dt
— 00

puis (oY) = 2L+ 2(2ey + (b y)) + 26320 = 3+ (xy + x4+ 4)2) YT + x2y2yA et enfin

2xy + (x +y)?
2
dérivées partielles a tout ordre sont encore polynomiales.

F(x,y) = % + + x?y2. Comme F est polynomiale, elle est de classe C* sur R? car toutes ses
e. Comme %(x,y) = 2xy? +2y +x et %(X»y) = 2yx? + 2x +y, (x,y) est un point critique pour F si et
seulement si 2xy? 4 2y + x = 2yx? + 2x +y = 0. Ceci équivaut, en faisant la somme et la différence de ces
deux relations, & (2xy +3)(x +y) = (2xy + 1)(x —y) = 0.

e 2xy + 3 = 2xy + 1 = 0 est impossible.

ex+y=x—y=0revient ax =y =0.

e 2xy +3 =x —y = 0 conduit & 2x? + 3 = 0 ce qui est impossible car x € R.
a1
V2
1

On a exactement trois points critiques pour F : My = (0,0), M = (L 71—> et M3 = (f 1 —) Les
’ V2 V2 V2' V2

e2xy+1=x+y=0conduit & 2x> =1 et y = —x donc x = +

rivé - o%F 2 %F 2 0%F
dérivées partielles secondes de F sont W(x,y) =2y- +1, ay—z(x,y) =2x"+1et m(x,y) = 4xy + 2.
1

2

Au voisinage de My = (0,0) : la hessienne de F en (0,0) vaut H = H¢(0,0) = ( f) et son polyndéme

caractéristique vaut xpy = X? — 2X — 3 qui admet deux racines de signes opposés car det(H) = —3. Ainsi,
2

(0,0) est un point selle pour F. On pouvait le voir en considérant F(x,0) = fll + X? > % = F(0,0) et

F(x, —x) = 5’1 —x% +x* donc F(x, —x) — F(0,0) 3 —x? < 0 donc est localement négatif au voisinage de 0 ce qui

montre que F(x, —x) < F(0,0) si x est assez petit.
2
0 2

Au voisinage de M5 : la hessienne de F en M, vaut H' = H¢(M3) = ( > = 21, qui est clairement définie

positive donc F admet en M, un minimum local.

2 0
0 2
minimum local pour F en M3. On pouvait le voir en constatant que F(—x, —y) = F(x,y) donc la surface

Au voisinage de M3 : la hessienne de F en M3 vaut H' = H¢(M3) = = 2I, et on a encore un

d’équation z = F(x,y) est invariante par la rotation d’angle 7 autour de la droite d’équation x =y = 0 (axe

vertical). Comme M3 est 'image de M, par cette rotation, ce qui se passe au voisinage de M, se passe aussi

au voisinage de M3. On a d’ailleurs F(M,) = F(M3) = 437& — % + éll = %
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2 2 2
Mieus, comme F(x, ) ~F( 5, —Jo) = Fixy) =1 = 14 A Ltul 2 - Bt A) betby)

donc Y(x,y) € R?, F(x,y) = F(M32) = F(M3) donc F admet en M et M3 un minimum absolu.

=0

N

a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions de I’équation homogene (Eo) : y” —9y = 0 sont les fonctions

y i x = Ae3* 4+ Be 3% avec (A,B) € R? d’apres le cours. Il est clair que les fonctions fq : x

f :X'_>7ax—b
2 9

_ax+b ot
9

sont respectivement solutions particulieres de 'équation (E) sur R* et R*. Soity: R — R

une solution de (E) sur R, il existe d’apres ce qui précéde quatre scalaires réels A1, Az,B1,B; tels que

Vx>0, y(x) = A1e3* + Bre 3% — L‘;’ D et Vx < 0, y(x) = A2e3X + Bre™3* + L(?_ b

Par continuité dey en 0, y(0) = lim y(x) = A1 +B; —g = li‘r(])l y(x) = Az+Bz—g : A1+B1 = A2+B, (1).
x—0—

x—0+

Par continuité de y’ en 0, on a y'(0) = lim+y/(x) =3A; — 3By — % = lim y'(x) = 3A2 —3B2 + % donc
x—0

x—0~

Al —B; =A,—B,+2a (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Az = A1 — L et B, =By + &

27 27 27
Réciproquement, soit (A7,B1) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = A7 + By — g, par
Vx > 0, y(x) = Are3* + Bre 3% — m‘ff" et Vx < 0, y(x) = (A1 + %)e“ + (131 - Z%)e—“ + %.

Ce qui précede prouve que y est une solution de classe C*° de (E) sur R et R*. De plus, comme il vient
lim y(x) = lim y(x) =y(0) = A;+B; — b 4 est continue en 0. lim y'(x) = lim y'(x) =3A; -3B; - ¢
x—0+ x—0— 9 x—0+ x—0— 9

donc y est de classe C! sur R avec y'(0) = 3A7 — 3B — %. Enfin, ¥x > 0, y”(x) = 9A1e3* + 9B1e™3% et

Yx < 0, y"(x) = 9(A1 — i)e“ +9(B1 + i)6_3" donc lim y”(x) = lim y”(x) = 9A7 + 9B7 et y est
27 27 x—0+ x—0~

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué & y’) avec y”(0) = 9A1 + 9B;. Ainsi
y”(0) +y(0) =9A; + 9B — 9(/\1 +B1 — g) =b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (Aq,B7) € R%, y(0) = A1 +Bq — g,

Vx>0, y(x) = A1e3* + Bre 3 — GXTM et Vx < 0, y(x) = (A] + %)estr (B] - 2%)673X+ axfjb'

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu'on ait A; = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait By — % = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = % — g,
Vx>0, y(x) = %e*b‘ — w et Vx < 0, y(x) = %63" + axT—b est 'unique solution de (E) sur R dont le

graphe possede des asymptotes en +o00, respectivement les droites d’équations y =

_|e®) v
a. Ytel wt) = o'(t) (1)
par hypotheése, w est dérivable sur I et on a Vt € I, w/(t) = @’ (t)¥’'(t) — @” (1)P(t) + e (t)” (1) — @' (t)P’' (1)

donc w'(t) = —(a(t)@’(t) + b(t) e (1)) (t) + @(t) (a(t)’(t) + b(t)h(t)) = a(t)w(t). Ainsi, la fonction w est

_ax+b ety = ax —b
9 9

= o)’ (t) — ¢’ (t)P(t). Comme ¢ et P sont deux fois dérivables sur I

solution sur I de I’équation (F) : y' = ay.

li / li
b. Si ¢ ne s’annule pas sur I, la fonction ¥ st bien définie et dérivable sur I et on a (i) = M =%
® (G

pos
c. Supposons qu’il existe une fonction y développable en série entiere qui soit solution de I’équation (E),

+oo too
alors 3R > 0, Vt €] — R;R[, y(t) = > ant™. Alors, par théoreme, Vt €] — R;R[, y'(t) = > (n + 1)an1t™
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oo +oo
et Vt €] — R;R[, y"(t) = Y. (n+ nanp1t™ " done ty”(t) = > (n+ nanpit™.
n=1 n=0
+oo
Ainsi, Vt €] = R;R[, > (2(n + 1)nang1 + (M + 1)an41 — an)t™ = 0 et par unicité des coefficients (comme

R > 0), on parvient & la relation Yn € N, (n+1)(2n + 1)an4+1 = an.

Réciproquement, si ap € R* et si la suite (an)nen vérifie cette propriété, le rayon de convergence de la série

. . . . a s s
entiere > ant™ est infini par D’ALEMBERT car lim ntl — 0, et les calculs précédents montrent que
n>0 n—+4+o00 apn

Vvt e R, 2ty”(t) +y'(t) —y(t) = 0 donc y ainsi définie est bien solution sur R de ’équation (E).

P EN, aqp= —on=1 - _Gn-1 In—2 — .= 4o . E
ourm T Nn -1 n@n—1) " (n—1)(2n-3) nn—1)m-N2n—3)- 11 "
— e n
rajoutant au dénominateur les termes pairs qui manquent a,, = (n)@n—2)---2.a0 _ 2 aop.
nl(2n)! -~ (2n)!

Ainsi, les fonctions solutions sur R de ( ) et développables en série entiére sont proportionnelles & la fonction

y: R — R définie par Vt € R, y(t) = Z ant™ = ap Z ( ) 1l existe donc une unique fonction ¢ solution

de (E), développable en série entiére et vérifiant @ (0) =1, il s’agit de @ : t — Z %;n;
n=0 :
On distingue selon le signe de t :
400 2“(\/{) 400 (\/ﬂ)Zn
esit>0,onae = AV = ch(V2t).
W= e 5 g VR
nyn/ /_\2n 4+oo (_1\N(./_H1)2n
esit<0,onao(t)= Z( N2 V=Y :ZM:COS(\/*Z’[).

n=0 (Zn). (Zn)!
On vient de voir que I’ensemble des solutions sur R de (E) et qui sont développables en série entiére constitue

une droite Vect(g).

d. Comme (E) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 sous forme normalisée sur R* et
R* | on sait que I’ensemble de ses solutions sur chacun de ces deux intervalles est un plan. On se sert du
wronskien pour trouver une autre solution non proportionnelle & ¢.

Sur R* : soit ¥ : R% — R une solution de (E) sur R, comme ¢ ne s’annule pas sur R, on sait d’apres

i
la question b. que ($> =W Tci,w' = -2 donc w:t— A avec A € R. Ainsi,
@

z - ) - e
o2 1 2t Vi o) ~ Vileh (var)?

On reconnait, comme R7 est un intervalle, L V2Ath (V2t) +  avec p € R. Comme on veut ¥ non
Y

proportionnelle & ¢, on peut prendre p = 0 et A = \Lﬁ pour avoir P(t) = th (v/2t)e(t) = sh(yv/2t). Par
théoreme de structure, les solutions de (E) sur R sont les t — ach (v/2t) + bsh(\ﬁ) avec (a,b) € R2.
Pour y : RY — R deux fois dérivable, soit z : R} — R définie par z(u) = y( ) d’ott y(t) = z(v/2t). Par

2 u2
composition, z est aussi deux fois dérivable sur R’ et on a z'(u) = uy’(u?) et 2"(u) =y ( ) +u y( 7 )
Ainsi, y est solution de (E) sur R% équivaut a vVt > 0, 2ty”(t) +y’(t) —y(t) = 0 ou, en changeant de variable,

2 2
a vVu > 0, uzy”( ) +vy' ( 5 ) -y (u?) =z"(u) —z(u) = 0. Or z” = z si et seulement si z est combinaison

linéaire de ch et sh et on retrouve bien les solutions ci-dessus.

2
Sur R* : y: R* — R deux fois dérivable, soit z : R — R définie par z(u) = y( — u7> ce qui revient a

2
y(t) = z(v/—2t). Par composition, z est aussi deux fois dérivable sur R et on a z'(u) = —uy'( - %) et

2 2
() = -y’ (%) +u?y (u?) Ainsi, y est solution de (E) sur R* équivaut a vVt < 0, 2ty” (t)+y’(t)—y(t) =0
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2 2 2
ou, en changeant de variable, & Vu > 0, —uzy”< - %) —|—y’( - u7) - y( - %) =—z"(u) —z(u) = 0. Or

z" +2z =0 si et seulement si z est combinaison linéaire de cos et sin et les solutions de (E) sur R* sont les
t = acos(yv/—2t) + bsin(y/—2t) avec (a,b) € R2.

e. Analyse : soit y : R — R solution de (E). D’apres la question précédente, il existe (a,b,c,d) € R* tel
que Vt > 0, y(t) = ach (v/2t) + bsh (v/2t) et Vt < 0, y(t) = ccos(v/—2t) + dsin(y/—2t). La continuité de y

en 0 prouve que a = ¢ avec y(0) = a = c. La dérivabilité de y en 0 impose b = d = 0 car, par exemple, si

t>0, y(t) :9(0) = a(ch (\/27) :_ bsh (ﬁ) ¥ ‘E\[tﬁ qui tend vers oo quand t tend vers 07. Ainsi, y = ae.

Synthese : si on pose y = a, on a vu en question c. que y est bien solution de (E) sur R.

On en déduit que les solutions de (E) sur R sont les fonctions proportionnelles & .

a. Clairement, y : x +— x? est une solution polynomial de (Eo). Si on ne la voit pas, en notant n le degré

n
d'une solution polynomiale y : x = Y apx* de (Eo) avec an # 0, en identifiant les termes en x™ dans (Eo),
k=0

on an(n—1)ay —2a, = 0 donc, comme ap # 0, il vient n(n —1) =2 =n? —n—2 = (n—2)(n+1) = 0 donc
n =2carn € N. Ainsi, 8'il existe une solution polynomiale de (Eo), elle est forcément de degré 2. Ensuite,
en notant y(x) = ax? +bx+c et en reportant dans (E), il reste ¥x € R, 2ax? —2(ax?+bx+c) = —2bx—c = 0
donc b = ¢ = 0 et on a bien y(x) = ax?.

b. C’est la méthode de LAGRANGE. Si on se donne une fonction v de classe C? sur R% ou R*, en
posant z(x) = \%7 la fonction z est aussi de classe C? et v(x) = x?z(x) donc v'(x) = 2xz(x) + x*2/(x) puis
V' (x) = 2z(x) + 4xz' (x) + x*2"(x). Ainsi, v est solution de (Eo) sur I = R* ou I = R* si et seulement si
Vx € 1, 2x%z(x) + 432/ (x) + x*2"(x) — 2x?2z(x) = 0 ou encore (F) : xz”(x) +4z/(x) = 0. Classiquement, z’
vérifie (G) : xw’ + 4w = 0 sur I si et seulement §'il existe A € R tel que Vx € 1, 2z/(x) = x% et les solutions

de (F) sont donc les fonctions z : x = % + B avec («, p) € R?. En prenant « = 1 et f = 0, on trouve donc
X

z(x) = % donc v : x - L est une solution de (Eo) sur R% ou R* et elle est bien indépendante de w.
x x

c. Comme l’équation (Ep) est linéaire, homogene et normalisée , d’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ
linéaire, I'espace vectoriel de ses solutions sur R% ou R* est de dimension 2, il est donc engendrée par u
et v d’apres les deux questions précédentes. Les solutions de (Eo) sur R% ou R* sont donc les fonctions

y:x = & 4 px? avec («,B) € R2.
X
3
On constate comme en a. que yp : x — XI est solution de (E) sur R. Par structure affine des solutions, les

solutions de (E) sur R% ou R* sont les fonctions y : x % + Bx? + ’2—3 avec («,B) € R2.

d. Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, ainsi y est deux fois dérivable sur R. Les
restrictions de y a R% et R* sont les solutions vues en c. donc il existe («1,a2,B1,B2) € R* tel que
Vx <0, y(x) = % +B1x? + % et Vx >0, y(x) = % +Bax? + % En prenant x = 0 dans (E), on a y(0) = 0.
La continuité de y en 0 implique que oy = oy = 0. Alors on a y'(0) = 0 (par taux d’accroissements par

2 2
B of x> 0, y'(x) = 2PBax + 3x

exemple) et Vx < 0, y'(x) = 2B1x + e .
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3
Synthese : Soit § € Ret y: R — R définie par y(x) = px? + XI’ alors y est de classe C* sur R et y est
3
bien solution de (E) sur R car y”(x) = 2p + %x done x%y"'(x) — y(x) = 2px* + %x"’ —2px? — X =3
3
Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : x > px? + XT avec p € R. C’est un sous-espace

3
affine de C*°(R, R), écrit S = yp, + Vect(yo) avec yp : x XI et yo : x — x2. S est une droite affine.
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