PSI1 COURS DE MATHS 2023/2024

CHAPITRE 1
SERIES NUMERIQUES

[PARTIE 1.1 : REVISIONS)

[1.1.1 : Généralités|

DEFINITION 1.1 :

n

Si (un)nen € KN, on dit que Y un est une série convergente si, en posant S, = > u, (somme
n>0 k=0
partielle d’ordre n), la suite (Sn)nen est elle-méme convergente. Sinon, . un est dite divergente.
n>0
+oo +oo
Si > un converge, on définit sa somme Y. u, = Um S, et Ry = Y. wug sonreste d’ordre n.
n>0 n=0 n—+oo k=n-+1
(- N
PROPOSITION 1.1 :
Si Y u, converge, alors HT Rn =0. De plus, Vn > —1, S=S, +R,, avec R_1 =S et S_1 =0.
n—-+oo

n=>0

PROPOSITION 1.2 :
Soit A € K, (un)nen, (vi)nen deux suites d’éléments de K, > u, et > v, les séries associées :

n>0 n>0
+ oo 400 400
(i) Si D unet Y vu CV: > (un+Avy) CVet > (un+Avn)= > un+A > vn.
n>0 n>0 n>0 n=0 n=0 n=0
(i) Si Y un CVet Y va DV : Y (un +vn) DV.
n>0 n>0 n>0

REMARQUE 1.1 : On ne peut rien dire de la somme de deux séries divergentes.

PROPOSITION 1.3 :

Si la série Y u, converge alors la suite (u,)nen tend vers 0.
n=0

REMARQUE 1.2 : 3 uy telle que (un)nen ne tend pas vers 0 est dite grossiérement divergente.
n>0

THEOREME ENORME 1.4 :
Soit (un)nen € KV, on a ’équivalence : ((un)neN converge) — ( > (ung1 —un) converge).

n>0

(- R
PROPOSITION 1.5 : . . .

( S un cv) — ( S Re(un) et 3 Im(un) cv). Dans ce cas, > un = 3 Re(un)+i > Im(un).

n>0 n>0 n>0 n=0 n=0 n=0
(- 7
PROPOSITION 1.6 :
400 1 +o0 an+1

Soit a € C, >  a™ converge ssi |a| < 1. Dans ce cas ) a" = et Ry = > df= .
n>0 n=0 1—a k=n-+1 1—a
- J




SERIES NUMERIQUES

]1.1.2 : Séries a termes positifs\

(PROPOSITION 1.7 :
Soit (un)nen une suite de réels positifs :

(i) La série ). u, converge si et seulement si la suite (Sn)nen est majorée.

n=0
“+oo
(ii) Sicestlecas: > up =SupS, ;sinonona: lim S, =+oc.
L n=0 neN n—+oo )

REMARQUE 1.3 : e On a un résultat analogue pour les suites réelles a valeurs négatives.

e Cette équivalence est valable méme si le terme général w,, n’est positif qu’a partir d’un certain rang

+o0 +o00
no : mais si la série converge on a seulement Y, un = Sup Sy, et pas forcément > un = Sup Sp.
n=0 nzno n=0 nenN

REMARQUE 1.4 : Soit f: Ry — Ry continue par morceaux sur Ry, positive et décroissante sur Ry :

> f(n) converge si et seulement si f est intégrable sur R, .
n=0

PROPOSITION 1.8 :

Soit o« € R, & propos des séries de RIEMANN : la série Y % converge si et seulement si o > 1.
n>1 n

“+oo
REMARQUE FONDAMENTALE 1.5 : e Fonction zéta de RIEMANN ( :]1;4+00[— R, {(x) = > ﬁ
n=1

2
e Quelques valeurs classiques sont & connaitre : {(2) = %, 4) = g—o, ((6) = ‘;TS

e [’encadrement établi lors de la démonstration de la proposition précédente montre la double inégalité :
Va>1, —— < (o) € —1 41 ; donc I'équivalent (o) ~ 1 ¢t Ia limite lim (o) =1.
o —1 o —1 1T o — o—+00

REMARQUE 1.6 : On peut se servir de cette comparaison série-intégrale pour les équivalents des sommes
partielles des séries de RIEMANN divergentes et des restes des séries de RIEMANN convergentes :
n 1—x
n

Siae[0;1] alors Sn = > & ~ .
sixe oo, = £ 20

=g 1

.Sj >1a]OI‘SR = — Y =7
* " k:;-H k* too (a0 — 1)~

THEOREME ENORME 1.9 :
Soit (un)nen et (vn)nen deux suites réelles a termes positifs :

(i) Sidno € N, Vn > np, up <vp et si > u, diverge alors Y v, diverge.
n>0 n>0

(ii) Sidnp e N, Vn > np, up <vn et si >, v, converge alors ) u, converge.
n>0 n>0

(iii) Siun = O(vn) et si > v, converge alors ) u, converge.
+oo n=0 n>0

(iv) Siu, ~ vy alors Y u, et > v, sont de méme nature.
+oo n>0 n=0

REMARQUE 1.7 : Soit (un)nen € (Ry)N telle que S w, converge ; alors Y. u2 converge aussi.
n>0 n>0

REMARQUE HP 1.8 : On se rappelle du théoréme de CESARO : si une suite (un)neN converge vers {,

uo + -+ Un— .
i . S ) converge aussi vers (.
n ne N*

alors la suite des moyennes arithmétiques (mn =
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THEOREME ENORME 1.10 :

Equivalent de STIRLING : n!~ <n> V2m.
oo \ e

n
REMARQUE FONDAMENTALE 1.9 : % =1In(n) +v +o(1) avecy ~ 0,577 (constante d’EULER).
k=1 Kk o0

[PROPOSITION 1.11 :
Soit (un)nen une suite de réels positifs et k > 0 :
(i) S’il existe o > 1 tel que u, ol n—ko( alors ). u, converge.
n>0

(ii) S’il existe « < 1 tel que u, ~ % alors > u, diverge.
+oomn n>0

(iii) Sl existe « > 1 tel que u, = O(%) alors ). u, converge.
o7} n n>0
(iv) S’il existe « < 1 et ng € N tes que Vn > ngp, un > % alors Y u, diverge.
n n>o0

REMARQUE 1.10 : En pratique, on montre souvent, pour une série de terme général u,, > 0 :

e qu’elle converge en établissant que 1111 n*u, =0 avec « > 1,
n——+oo

e qu’elle diverge en montrant que liT n*u, = +oo avec « < 1.
n—+oo

REMARQUE HP 1.11 : Nature des séries de BERTRAND Y. —x——— avec («,p) € R? :
ns2 n(Inn)

1

A )P converge si et seulement si « > 1 ou («x =1e€t p > 1).
n>2

[PARTIE 1.2 : SERIES GENERALES)

DEFINITION 1.2 :

Soit (un)nen € CN, on dit que S u, est une série absolument convergente si > |un| converge.
n>0 n>0

PROPOSITION 1.12:

Soit (un)nen € CY, 3 u, ACV si et seulement si . Re(u,) et > Im(u,) sont ACV.
n=0 n=o0 n>o0

THEOREME ENORME 1.13 :

Toute série ) u, ACV est une série CV. Et alors
n=0

+oo
> Un
n=0

+oo
< 2 funl
n=0

REMARQUE 1.12 : Une série CV mais non ACV est dite une série semi-convergente.




4 SERIES NUMERIQUES

THEOREME ENORME 1.14 :
(i) Siun=0(vn), Y. vn absolument convergente — > u, absolument convergente.

n>0 n>0
(ii) Siun ~ vn, > u, absolument convergente <= > v, absolument convergente.
oo 130 n>0
= =

REMARQUE 1.13 : Si (un)nen € (R%)YN est telle que Vn > no, Untl <k < 1 alors la série 3
Un n>0
converge. C’est un résultat du a D’ ALEMBERT mais en pratique on utilise plutét :

THEOREME ENORME 1.15 :

Soit (un)nen € (C)Y, Jlim u:lliﬁ‘ =(€ R, = R, U{+o0}, la régle de D’ALEMBERT s’énonce :
n

e Si ¢ > 1 alors la série )  u, diverge grossiérement.
n=0
e Si ¢ <1 alors > u, converge absolument.
n>0

REMARQUE 1.14 : Avec les mémes hypothéses que dans le théoréme ci-dessus :

. u
e Si lim |=ntl

m ‘ =1, on ne peut a priori rien dire de la convergence de la série car c’est le cas pour
n—+oo | Up

toutes les séries de RIEMANN pour lesquelles on a u, = %
n

. u
e Si lim niﬂ‘

m = 1%, alors > uy diverge (grossiérement) car (|un|)nen est croissante a partir
notool uUp

n>0
d’un certain rang et strictement positive donc ne tend pas vers 0.

DEFINITION 1.3 :

On dit que Y un est une série alternée s’il existe (vn )nen réelle de signe fize et Vn € N, up = (—=1)"vn.
n>0

THEOREME ENORME 1.16 :

Si Y un est alternée et si (Jun) y est décroissante et tend vers 0 alors ) u, converge

€

n=0 n=0
—+o0
(CSSA). Dans ce cas, pour n > —1, Ry = > ug est du signe de un 1 et [Ry| < Junt1].
k=n+1

REMARQUE 1.15 : Ne pas utiliser les équivalents pour des séries non positives

DEFINITION 1.4 :
S0it (Un)nen €t (vn)nen deuz suites complexes, on appelle produit de CAUCHY des séries Y un et > vn
n>0 n>0

n n
la série )" wn telle queVn € N, wn = ) Upvn_k = D Un_kVk = . UpVq.
n=0 k=0 k=0 p+q=n

THEOREME 1.17 : . . .
Si > unet > v,sont ACV, leur produit de CAUCHY l’est aussiet > w, = ( > un) X ( > vn> .

n>0 n>0 n=0 n=0 n=0

REMARQUE 1.16 : Si Y |un|? et Y |vn|? convergent, alors Y. unvn converge absolument et on a
n>0 n>0 n>0

+oo 3 +oo 5
<4/ 2 unl®y ) X2 fval®
n=0 n=0

—+00
Iinégalité de CAUCHY-SCHWARZ : | Y unvn
n=0




