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Pour tout entier n > 3, on pose

Sn =
n∑

k=1

(−1)k
ln(k)

k
, Tn =

n∑
k=1

ln(k)

k
et an = Tn − (ln(n))2

2
.

Pour tout réel x > 0, on définit hx :]0,+∞[→ R par hx(t) =
ln(t)

tx
.

1 Pour n > 1, on pose un =
( n∑

k=1

1

k

)
− ln(n). Étudier la nature de la série

∑
n>1

(un+1 − un).

En déduire que la suite (un)n∈N∗ converge.

On note γ la limite de (un)n∈N∗ . Ainsi γ = lim
n→+∞

(( n∑
k=1

1

k

)
− ln(n)

)
.

2 Premières études

2.1 Déterminer le tableau de variation de hx.

2.2 Justifier les inégalités : ∀n > 3,

∫ n+1

n

ln(t)

t
dt 6 ln(n)

n
et ∀n > 4,

ln(n)

n
6
∫ n

n−1

ln(t)

t
dt.

2.3 Prouver que la série
∑
n>1

(−1)n
ln(n)

n
n’est pas absolument convergente.

3 Comparaison : grâce aux inégalités obtenues au 2.2, montrer que

3.1 La suite (an)n>3 est décroissante.

3.2 La suite (an)n>1 converge.

4 Indépendamment de la question 3, et sans utiliser les inégalités de la question 2.2, montrer d’une autre

manière que la suite (an)n>1 converge.

5 Montrer que ∀n > 3, S2n = Tn − T2n +
( n∑

k=1

1

k

)
ln(2).

En déduire une expression de S2n où figurent an, a2n et un.

6 Calculer lim
n→+∞

S2n (on exprimera cette limite en fonction de γ et de ln(2)).

7 En déduire la convergence de
∑
n>1

(−1)n
ln(n)

n
et donner la valeur de S =

+∞∑
n=1

(−1)n
ln(n)

n
.


