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Traitons quelque cas en posant uy = al!m™ :
Silal=1,¥n € N, |un| = |al™ ™| =1 donc (un)nen- ne tend pas vers 0: 3 al'™ ™ diverge grossierement.

n=1
Sila| > 1, comme lim [In(n)] = 400, la suite (a““ “J) ne tend pas vers 0 car _lim_[al'™ ™| = 400
n—+oo ne N* n—4oo
et la divergence de la série ) al!™ ™) est encore grossicre.
nxl

Sia=0,commeVYn >3, [Inn]>1,o0na al!m™l =0, ce qui montre la convergence de > altnnl,
n>1
Si a €]0:1], In(n) — 1 < [In(n)] < In(n) par définition de la partie entiere, a'™™ < alinn) < (V=1 car
0O<a<l. Or aln(n) _ eln(n) In(a) — eln(a) n(n) _ nl,n(a) _ ; Ainsi
n- In(a) ’

1

—In(a

1
<up < .
n- n(a) "M an— n(a)

Si —1n(a) > 1 <= a < 1/e, alors I'inégalité 0 < un <
an

y montre par comparaison a une série

de RIEMANN que > al'™™ converge.
n>1

Si —1In(a) <1 <= a > 1/e, I'inégalité % < u,, montre par comparaison que » al'!™nJ diverge.
n

n>1
Sia €]l —1/e;0], |al'™ ™| = [a|'" ™) donc, par un des cas précédents, > al'™™ converge absolument.
n>1

n

Sia€]l—1;—1/ef, on note S, = > al'™¥l. L’idée est de faire des paquets de termes pour lesquels |n(k)]
k=1

est constant. Soit p € N*, alors p = [In(k)] <= p < In(k) < p +1 <= eP < k < ePT!. Ainsi, si on pose

Ip = [up;vp] avec up = [eP| + 1 et vy, = [ePT'| — 1, on a la valeur constante Vk € I, [In(k)| =p. Ainsi,

Yo aP =S, —Sy,—1=aP(vp —up +1). Mais, e? < up <eP +1et ePtl — 2 < vp < ePt! — 1 donc
kel,

ePtl 2 _eP < Vp —Up + 1< ePT1 — eP ce qui assure par encadrement que vp —up + 1 ol eP(e — 1) car

ePtl — 2 —eP ~ P! —eP =¢P(e—1). Ainsi, Sy, — Sy, 1 ~ (ae)P(e —1) qui ne tend pas vers 0 quand p
+oo P P +oo

tend vers 4-00. Or si (Sn)nen+ convergeait vers S, les deux suites extraites (Su, )pen+ €t (S, )pen- tendrait

vers S donc on aurait Um (S,, —Syu,—1) = 0. Par absurde, (Sn)n>1 diverge. Ainsi ) almml diverge.

p—+oo n>1
Au final : > al'™™ converge si et seulement si —e™! < a<e” ',
n>1
1
1 1 1\ 27 n -7
. 1—7 . . T—-5 T—7x\ -1 Inla
a. Si Y an ™ converge, on sait que lim an ™ = 0. Comme a,, = (aTL “) =en—1 ( " ), on a
n>1 n—-+oo
1
. . . 1—-5 .
Wm ap=0car lim —— =1, lim In (an “) =—ocoet lim et=0.
n—-+oco n—+ocon — 1 n—-+oo t——o00

1
Ainsi Ing € N, ¥n > no, an <1Tetan <an ™ car 1— -+ < 1 done (1 - l) In(an) = In(ay) car In(an) <0
n n

et que la fonction exp est croissante. On conclut & la convergence de Y a, par comparaison.
n->l
b. D’abord, les conditions définissant ’appartenance & I et J sont la négation I'une de I'autre donc INJ =

et IUJ = N*. Les ensembles I et | constituent donc une partition de N*. Traitons les deux cas :
. 1—& o
Sinel, onaan "™ < Aa, par définition.

. -1 1 -1 n—1
Slnel,onaan“>7\an<:>a#<%<:)an“<<%) car an > 0.



1 n—1 n—1
Ainsi, pour tout n € N*, 0 < al ™ < Max (?\an, (%) ) < Aan + (%) . La série Y Aa, converge
n>1

n—1
par hypothese et la série géométrique Y (%) converge car 0 < % < 1 donc, par somme et comparaison,
n>l
-1 . L, puc ol gt A
> an ™ converge aussi. En sommant l'inégalité obtenue pour n € N*, >~ an ™ < }\( > an) + o1
n>1 n=1 n=1 -

1
. 1-= o N .
c. Les deux séries Y. an ™ et Y. an sont donc de méme nature d’apres les questions a. et b.. On suppose

n>l n>1
+oo
que Y. an converge et on note S = Y, an > 0. Soit ¢ :]1;+o0[— R définie par ¢(A) = AS + ﬁ ¢ est
n>1 n=1 -

dérivable sur |1; 400, Al_i>ﬂ]1+ e(A) = }\ETOO @A) = +o00. Or '(A) =S — (7\_]71)2 En étudiant les variations
1

+oo _
de o, on se rend compte que @ est minimale en Ag = 1 + \1—@ et comme §' = Y all T < ¢(Ao), on a
n=1

“+oo _1 “+o0o
S’ < (VS +1)%, ce qui se traduit par I'inégalité attendue, a savoir ¢/ > an T+ \/ 2o an-
n=1 n=1

Pour tout n € N*, la fonction polynomiale P,, est strictement croissante sur R, car elle y est dérivable et

n

que Vx € Ry, Ph(x) = Y kx*~! > 0. Comme P,(0) = —1 et 1111 Pn(x) = 400, Py induit une bijection
k=1 X—+00

entre Ry et [—1;4o00[ d’apres le théoréme du méme nom donc il existe bien un unique x,, € R4 tel que

Pn(xn) = 0 et on a méme x,, > 0 car P, (0) # 0. Comme Py(x) = x — 1 et P, = x?

V5 -1
2

—x—1,onax; =1c¢et

X2 = car le discriminant de P, vaut A =5 et que x2 > 0.
On constate que Vx = 0, Pr(x) < Pry1(x) = Pn(x) +x™ 1. Ainsi Pp(xng1) < Prg1(xng1) = 0 = Pr(xn).

Comme P, est strictement croissante sur Ry, on en déduit que xn41 < xq et la suite (xn )n>1 est décroissante.

Puisque (xn)nen+ est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0; 1] d’apres le théoréme de

la limite monotone. Sin > 2, P,(1) > 0 = Pn(xn) donc x,, €]0; 1] par stricte croissance de P,,. On a alors

o n 1 _ 41
Pn(Xn) = Xn(il Xn) —1= —an ! Xn

car x # 1 donc 2x, — 1 —x+1 =0 (1).
1 —xn

1T —xn

Or Vn > 2, xn < x2 donc 0 <R+1< XEH —+> 0 car 0 < x2 < 1 et on en déduit par encadrement que
n——+oo

lim x™*! = 0. En passant & la limite (elles existent) dans (1), on a 20 —1 =0 donc Um x, = 1
n—+o00 n—+o00 2

Cherchons d’abord un développement asymptotique de u,.

1, (=Dt
2+ n%

Premiére méthode : sin(un) = (

)\2[3_;\/] - (% + %)2 car cos(Arcsin(x)) = V1 — xZ pour

L 3 (=1)™V3 3 4(=1)" 4 2
x €] — 1;1[. Ainsi, sin(un) = %—i—%—% 1 —%— PR Or /1 —|—x§1 +§— X§—|-o(x2)
: ~)™3 | (=1)"V3 3 3 1 -1)"2V3 | 23 1
dOIlC 51n(un) +:oo ( ZT)ICX + ( 6T)1(X + 6T\L/2>oc + ]8\4;“ + o(ﬂla) +:Oo ( 3)71“ + 9T:é; + 0( th)'

2c

_ n
Comme u,, = Arcsin(sin(un)) et que Aresin(x) =x+ o(x?), on a un = ( ]3) o%\/g + 92\43 +of-] )
00 n n

1

Deuxieme méthode : soit f : x — Arcsin (E + x) — % dérivable sur } 1

.1 /(y) —
2{awecf(x)— 1_(1/z+x)2.

_1
27




2 ) 2(=1)"
Or f(0) = 0 donc f(x) 3 + 3237 + o(x?). Par conséquent : u, = \(@n)‘x + T/5nE + 0(111%)'

Troisieme méthode : soit f : x — Arcsin (15 + x), alors f est de classe C*° sur ] — 15; % [ donc admet un DL
2

en 0 & tout ordre. On a f(0) = Z et, par calculs, (0) = = et /(0) = 4_ Ainsi, par TAYLOR-YOUNG,
( ) 6 P ( ) \/g ( ) 3\/5 p
2, 2x 2 A 2(-1)" 2 ( 1 )
fx)=1 4 £ 42X 4 o(x . Ainsi, comme « > 0, on a u, = + +o|—5% ).
( )o 6 V3 33 (%) ’ T L 2w

. 2(—=1)" 2
e Dans tous les cas, on peut écrire = + avec = et ~ —=—— > 0. Or
p Un Vn T Wn Vn V3n® Wn D50 3332 n%:] Vn

s . - , . 2(-1)"™ ..
converge par le critere spécial des séries alternées car « > 0 donc la suite ( (1) ) est décroissante et
n>l

V3n*

tend vers 0 et Y, wy converge si et seulement si 2o > 1 < « > % par comparaison de séries a termes
n=0

positifs aux séries de RIEMANN. Par somme, la série ) un converge si et seulement si o > %

n>l

Posons u,, = ia sin (%) pour n > 1. Puisque a > 0 et que |un| < ia, par encadrement, ona lim u, = 0.
n n

n—+oo

Sia>1, comme Y, ia converge par RIEMANN, > u, converge absolument par comparaison.

n>l n n>l
Si a > 1. montrons que »_ uy, converge de deux maniéres :
n>1
Méthode 1 : comme la suite (sin (%)) est 10-périodique car sin est 2m-périodique, on voit une
n>1

alternance de termes positifs et négatifs dans cette série, ce qui nous conduit & effectuer une sommation

par paquets de 5 termes consécutifs. Soit v, = usn_4 +usn_3 +Usn_2 + Usn_1 + usn pour tout n > 1.

On constate que vy, est positif si n est impair et que v, est négatif si n est pair, ainsi la série Y vy, est

n>1
P P
alternée. Si on définit les deux sommes partielles associées S, = kzl ug et T, = kz1 vk pour p = 1, on a
P P 5k 5p - R
la relation > v = > ( > ui) =T, =Ss5p = Y un. Avec les propriétés de signe de v, comme
k=1 k=1 ‘i=5k—4 n=1
sin(n 4 0) = (—1)"sin(8), on a la relation v, = (=1)""'w,, en définissant le réel w, = |v| > 0 par
1 1 2n 1 3n

Wn = (5n - 4)° Sm(s) HEEEE Sm( 5 ) T Gn-2)° Sm( 5 ) oo\ )
Or (Wn)nen est clairement décroissante et tend vers 0 donc > vy, converge d’apres le critére spécial des
n>l
séries alternées. Notons T la limite de la suite des sommes partielles (T )n>1. On a donc HT Ssn =T.
n——+oo

De plus, on a Ssn+1 = Ssn +usnt1 = Tn +0(1) = T+ 0(1), puis Ssnt+2 = Ssnt1 +Fusny2 = T+ 0(1),
+oo —+oo +oo

Ssn+3 = Ssnt2 + Usny3 = T+ o(1) et Ssnya = Ssni3 + Usniq o T + o(1), d’ott I'on déduit que
oo o0

lim Ssp= lm S = lim S = lim S = lim S =T.
5n s oo Sn+1 s oo 5n+2 s oo 5n+3 s oo 5n+4

n—-+oo
+oo
Ainsi, la suite (Sn)n>1 converge ce qui signifie que ). un converge. On a méme Y un =T.
n>l n=1
Méthode 2 : la 10-périodicité de (sin (%)) . nous conduit & sommer par paquets de 10 termes. Soit
nz

Zn = Ujon—-9 + Wion-8 + Wion—7 +Uion—6 + Wion—5 +Uion—-4 +Uion—3 + Wion—2 +Uion—1 + Uion POUr

P P
tout entier n > 1. Alors, si on définit les deux sommes partielles associées Sp, = > ux et Ty = > zx
=1



pour p > 1, on a T, = S1op comme précédemment.
9

Onadonczy = 3 % sin (kn> (sin (k“> = 0si k =0 ou k = 5 mais on le laisse) et, en écrivant

1 1 9\ ¢ 1 9a 1 1 1
: = o (1 12m) (o) = o( )
Par exeHPie oy — )@ (10n)a 1on/ 4o (100)° J’(mn)‘“f“L i) S onye O \Gar

on obtient I = (101“)& Z sin (k;) +O( —aFT ) sm (ksﬂ> est la partie imaginaire de la somme

des 10 racines dixiemes de 'unité et on sait que cette somme est nulle. Ainsi, z,, = O(%) ce qui
+oo n
garantit par comparaison aux séries de RIEMANN la convergence de la série > z,. Ainsi, si on note T la
n=l1

limite de la suite (Tn)n>1, ona Um Sjon =T. Deplus, Stont+1 = Ston+uwiont1 donc lim Siony1 =T.
n—-+4oo n—-+4oo

De méme, on montre que Yk € [[0; 9], UT S1on+k = T ce qui implique la convergence de (Sn)n>1 vers
n——+oo

—+oo
T et, & nouveau, on en conclut que la série > up, converge. On a méme Y. un =T.
n>1 n=1

a. Soit f : R — R définie par f(x) = e* — 1. Il est clair que f est croissante. On montre par une petite
étude de fonction, ou par convexité de la fonction exp, que Vx € R, e* > 1+ x, c’est-a-dire f(x) > x et que

f(x) = x <= x = 0. Pour toute valeur de up € R, la suite (un)nen est donc bien définie et croissante car
elle vérifie Yn € N, uny1 = f(un) = un. Il y a alors deux cas :

e Siup < 0. Sl existe n € N tel que uy <0, alors un 1 = f(un) = e —1 < 0. Ainsi, la suite (un)nen

est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers £ < 0. En passant a la limite dans un 41 = f(un),

par continuité de f, on a £ = f(¢) donc £ = 0 d’apres ce qui précede. Ainsi, liT un = 0.
n—-—+0oo
e Siup > 0. La suite (un)nen est encore croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors

forcément € > up > 0. A nouveau, on aurait ¢ = f(¢) donc ¢ = 0 : impossible. Donc 1111 Upn = +00.
n——+oo

b. Comme Vx € R, ¥ > x+1 > x, (vn)n>o0 est bien définie par vo =1 et VYn € N, vy17 = In(e¥™ —vy,). De

plus, si v >0, eV —vy > 1 donc vng1 > In(1) = 0. La suite (vn)n>o0 est donc strictement positive. Ainsi,
Yn € N, viup1 = In(e¥™ —vy) < In(e¥™) = v, donc la suite (vi)nen est aussi strictement décroissante.

Comme elle est décroissante et minorée par 0, la suite (vn)nen converge vers un réel ¢ > 0. En passant

a la limite dans la relation v, 11 = In(e¥™ — vy,,), on obtient { = n(e® — ¢) d’on e* = e* — ¢ donc ¢ = 0.
Enfin, vy, = eV — ¥+, or (e¥™)n>o0 converge vers 1 donc, par dualité suite/série, > vy converge. Or, par
n>0
n n +oo
télescopage, > vi = ). (e¥x —eV:+1) = e¥0 — eVn+1 en passant a la limite, on obtient Y vy =e—1.

k=0 k=0 n=0

La fonction Arccos est décroissante sur [—1;1] et Vn > 1, iz < 1 done Arccos (l> < Arccos (1—2)

n n n n
ainsi un, < 0. De plus, comme lim Arccos(t) = X, il vient lim u, = T — T = 0. Par conséquent,
t—0+ 2 n—-+oo 2 2

sin(un) +: U or sin(u,) = sin(an, — by ) en notant a, = Arccos (l) et by = Arccos ( ) On obtient
e’} n Tl

donc sin(u )cos(bn) —sin(by) cos(an). On sait que Vx € [—1;1], sin(Arccos(x)) = V1 —x% donc

1 1 1
sin(un) = 1—— /1 . Or /1 —x 1—x-1 —f—i—o( ) donc sm(un) = _E+?+O(?)' On

peut ne garder comme information que u,, = =14 (%) et méme u,
OO
T _
2

~ —l.
n +oo N

On pouvait aussi se servir de la relation Arccos(x) = Arcsin(x) pour avoir Arccos(x) —x+ 0(x?)

_x
02



et obtenir plus simplement u, = -1io (iz) donc u,, ~ —1 0. Comme la série harmonique diverge,
n n

o0 n —+o0
par comparaison de séries a termes négatifs, la série > u, diverge.
n>1
(_])n-H 1 Lo (_1)n+1
Or (-1)"up = ~—— + O(—z) qu’on peut écrire (—1)"uy = ~—~——
+o0 n n

(71)n+1

+ vp avec vy = O(iz) Par le
+ n

o0

critére spécial des séries alternées, >

converge car (l) est décroissante et tend vers 0. De
n>l n/n>i

plus, > vn converge absolument par comparaison car iz converge. Par somme »_ (—1)"uy, converge.
n>1 n>1n n>l

a. Pour n > 1, f, : Ry — R est continue et strictement croissante car ¥x > 0, fi,(x) = (1 +x)e* > 0. De

plus, par croissances comparées, f(0) = —n < 0 et ur+n fn(x) = +00. Par le théoreme de la bijection, f,
X—>+00

réalise une bijection de Ry dans [—n;+oo[ donc Fluy > 0, fn(un) =0 car 0 € [—n;+oo[ et 1 (0) # 0.

b. Soitn >3, onafy(l)=e—n<O0care~272¢t fy(ln(n)) =nin(n) —n=n(ln(n) —1) >0carn > e
donc fn (1) < fn(un) < fa(ln(n)) et on conclut par stricte croissance de fn que 1 < un < In(n).

Comme une"™ = n, on obtient In(u,) + uy = In(n) donc 0 < In(n) — un = In(uy) < In(In(n)). Or, par
croissances comparées, In(ln(n)) = o(In(n)) donc, par encadrement, In(n) — un = o(In(n)) ce qui est la
définition de I’équivalence un ol In(n).

c. Comme u,, —Inn = —In(uy, ), on peut espérer montrer que u, — ln(n) folte In(In(n)). On étudie donc

o0
M) qui tend vers 0 car lim n(n)
Un n—4oo  Up

unp —In(n) +In(ln(n)) = n ( =1 par la question précédente. Ainsi,

un—In(n)+in(ln(n)) = o(1) = o(In(ln(n))) ce qui, encore une fois, se traduit par u, —In(n) ~ —In(In(n)).
+o0 —+oo “+oo

a. D’abord, la série > (—1)™u, converge par le critere spécial des séries alternées puisque (un)nen est
n=>0
décroissante et tend vers 0. Ceci justifie 'existence du reste Ry, pour tout entier n > —1.

On sait d’aprés ce méme théoreéme que R, est du signe de (—1)"*'u, 41 done [Rp| = (=1)"F'R,,. Ainsi,

on a |Rn| — [Rny1| = (=)™ Ry — (=1)™"2Rp47 = (=)™ (R + Rpp1). Or, en posant k = j + 1, il vient

400 400

Rnt1 = > (=D = Y (=1)*'uj;41. Ainsi, en regroupant les deux séries, on obtient la relation
k=n-+2 j=n+1
W 1 . RS
Ral = Rutl = (=)™ 5 ((“1) w4+ (<1)% ) d'ot [Ral = [Regr| = (—1)™ 55 (=1)v en
k=n+1 k=n+1
notant vii = ux — ug41. Or, par hypothese, la suite (vi)nen est décroissante, positive, et tend vers 0 (par
+oo
somme). Par conséquent, par le critere spécial des séries alternées, comme Y. (—1)*vy est le reste d’ordre
k=n+1
+oo
n de la série > (—=1)%vy, le signe de > (—1)*vy est celui de (—1)"*"v,, 11 donc celui de (—1)™*+'. On
k>0 k=n+1
en déduit que le signe de [Rn| — [Rny1| est celui de (—1)™F!(—=1)"*! = 1 ce qui permet de conclure que

[Rn| — [Rny1] = 0, c’est-a-dire que (|Rn|)nen est décroissante.

b. Comme avant, pour n € N*, on a [Rn| + [Rnp1]| = (=)™ "Ry + (=)™ 2R, 11 = (D™ (R — Rny1)
or Ry — Rpyq = (—=1)™ 1w,y q apres simplification. Ainsi, [Rn| 4+ |Rnt1| = uny1. Mais on sait que la suite
(IRn)nen est décroissante donc |[Rpi1| < |[Rn| < |[Rn—1| qui devient, en ajoutant |R,| et d’apres ce qui

précede, unt1 < 2|Rn| < upn et on a bien unzi'H <Rp| < ¥



N , 3 , N u N
c. Comme unqq % un d’aprés 1’énoncé, le théoreme des gendarmes prouve que |Rp| ~ 7“ d’apres
o0 —+oo

encadrement 1 2[Rn| < 1. Et puisque R,, = (—=1)™*"|R,|, on en déduit que R,, +rxozo(f1)”+1 Un,

Un Un 2
d. Posons f : x — ln(x)7 alors f est dérivable sur RY et f'(x) = w donc f est décroissante sur
X
. . N " 2In(x) — 3 "
le; +-00[ donc sur [3;400[. f est méme de classe C* sur R% et on trouve f”(x) = =——=5—— donc " est
X

positive sur [e3/2; +oo[ donc sur [5;+oc[. Ainsi, la fonction f est convexe sur [5;+oc[. De plus, en posant
Un = ht(Tn) = f(n), on a In(n + 1)+~001n(n) car lIn(n+1) —In(n) = In (1 + %) +~00%+:00 o(ln(n)) et

n+ 1 ~ n donc, en divisant, un17 ~ un. Pour n > 5, d’apres I’égalité des accroissements finis, il existe
—+oo —+oo

deux réels oy €In+ 1;n 4+ 2[ et Bn €ny;n + 1] tels que upy2 —uny1 = f(n+2) —f(n+ 1) = f(on) et
Ung] —Unp = f(n+1) —f(n) = f'(Bn). Mais comme f' est croissante sur [5;+oo, on a f'(Bn) < f'(on) car
Bn < an. Ainsi, pour n > 5, Unq2 — Ungq = Ung] — Un.

On en déduit d’apres la question c. (comme on parle de reste, le fait que les propriétés requises ne commencent

—+o00
qu’a partir du rang 5 importe peu) que R, = Y (_1)kM ~ (=1 M

k=n-+1 k +oo 2n
a. La série ), i' converge car en notant u, = ]—', on a par exemple u, = O(iz) ou alors par
n>o0 n: n: +oo n
+
D’ALEMBERT car "™ = — 1 4 0 < 1. On reconnait la série exponentielle et E L —el =
Un n+1n-+oo — 1!
+oo 1
Par conséquent R, = > ] existe pour tout entier n € N en tant que reste d’une série convergente.
k=n-+1 ™
+oo
. . n+1)! ] n+1)!
b. On isole les deux premiers termes, (n+1)IRp = (n+1)! ( o I 1 T+ Z (kil) or,
k=n+1 : k=n+3 :
. +1)! 1 1 1 .
our tout entier k > n+3, on a (n = < = — 1 Ainsi, en sommant
P Znts, k! k(k—1)---(n+2) " k(k—1) k-1 k ’
+oo | +oo
> (nt+1)! < > (L - l) = 1 Ainsi, 1 < m+ 1R, <1+ 2 et on conclut par le
k=nt3 K k=n43 k=1 k n+2 n+2

théoreme des gendarmes que lim (n+1)IR, =1.
n—-+oo

n n

1 n!

c. On sait que e = S, + Ry, avec S, = Y o donc en! = n!S,, + n!R,, mais n!S, = Z E est un entier
k=0 =0
donc sin(2men!) = sin(2mn!Sy + 2nlRy) = sin(2nn!Ry) par 27n-périodicité de la fonctlon sin. Comme
~ 1 21 N~ 2m . . .
Rn et on a 27n! Rn i donc u,, = sin(2men! ) fodbemry > 0 ce qui garantit par comparaison

a la série harmonique de RIEMANN la divergence de la série Y sin(2men!).
n=>0

a. Par construction, on a u, > 0 pour tout entier n € N* donc In (M) est bien défini. De plus,
Un

In (M) =n(unt1) — In(uy) = (n + %) In(n+1)— (n + ]E) In(n) —In(n+1) — 1 apres simplifications.
Un

Ao tn (50) = (n ) (143) 21 S (e ) (G- g w0 (G8)) 120G s
ors, In . n+to In + 2 =t )G Zn24—0 3 +OOO ) insi, par

. - u
comparaison aux séries de RIEMANN, > ln (“7“) converge absolument donc converge.
nxl n

b. Comme Y (In(uni1)— In(un)) converge, par dualité suite-série, la suite (In(un))
n>1

une réel k. Par continuité de ’exponentielle, comme u,, = exp (1n(un)), la suite (wn)nen+ converge vers

ne N converge vers



n+l

, 2 S . n
c=¢e*>0. Par conséquent, n'in ~ ¢, ce qui équivaut a n! ~ C\/ﬂ(n) avec C = 1 > 0.
ne  +oo +o0 e c

c. On sait d’apres la formule de STIRLING que C = +/2m. Pour le montrer, on définit, pour un entier
/2
n € N, l'intégrale de WALLIS W,, = fo sin™(t)dt, qui est bien définie car f,, : [ = {0; %} — R telle que

fn(t) = sin™(t) est continue sur le segment I. De plus, Vt € I, 0 < sin(t) < 1 donc 0 < fr41(t) < fo(t) ce qui,

par croissance de l'intégrale, donne 0 < Wy 11 < Wy La suite (Wy )nen est donc positive et décroissante.

/2
Pour n € N, en posant u : t + sin™'(t) et v : t = (—cos(t)) dans Wy, = foﬂ u(t)v/(t)dt, comme
1 soon+1 /2 /2 2 N
u et v sont de classe C' sur I, on a Wy = [—cos(t) sin™' (1)]y" " + fo (n + 1) cos=(t) sin™(t)dt donc
/2 .2 . . n -+ 1
Wni2=(Mn+1) fo (1 —sin“(t)) sin™(t)dt = (n + 1)(Wn, — Wy 42) ce qui montre que Wy 42 = ?Wn.
n
Ainsi, (n 4+ 2)Wn1Whi1 = (n + 1)WuWiy i donc la suite (n + 1)WnWhi1)nen est constante et, comme
/2

Wo =T et Wy = fo sin(t)dt = [~ cos(t)]3/> =1, onaVn e N, (n+ 1)WnWp 1 = x

Pour n > 1, comme Wy 11 < Wy < W;_1, en multipliant par Wy, on a W W41 < WrzL < Wh_1W,, donc
— L WTZ1 < K car Wy, > 0. Par encadrement, on a donc W;, ~ ISy

2(n+1) 2n +o0 1/ 2n

. n— 1 (2n—1)x - x 1 ) s

Pour tout entier n € N, Wy, = %Wanz == ) >)< %2 Wy = ZZT(IHW D’apres la

2n\ 2n
Cv2n (—) s
question b., on a Wy, ~ €

Tt
+00 H2nt1 (C\/R(E)“)Z o0 Cv/2n
e

onaWi, ~ [ ~ L L. Par conséquent, on a [T = T ce qui donne C = 1/27 et on retrouve la
n +oo 4in +oo\/; vV2n 4 ’ 2 C 4 T v

n
formule de STIRLING bien connue : n! ~ \/27m(3> )
e

—+oo

apres simplifications. Mais d’apres ce qui précede,

La suite (un)n>1 est bien définie car Vk € N*| 1+ ax > 0 par hypothese.
1

a. Initialisation : D’abord, u; = —4— =1— . De plus, comme (1+a1)(T4+az2) = a1 +ajaz+az+T,
1+ aq 1+ a;
: 11 1
on a la relation u; +uy = —4— + a2 —ataatast =1- )
TR TG T 0+ a0+ a0) (0+a)(+a2) 0+a)(+a2)
n n 1 n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que >, wx = 1— [] . Alors > u = ( > uk) + Uny1 donc
k=1 k=1 1+ ax k=1 K=T1
n+1 n 1 n+1 1
Sue=1-1]] +ant1 1 par hypothese de récurrence et définition de w, 1. Ainsi, en
k=1 k=1 1+ ax k=1 1+ ax
n+1

regroupant les deux derniers termes, > ux =1—

n+1 = H

1
1+ant1 —angd 1 M 1
=1

k=1 X 14 Ak
[[0+a0
k=1
n n .I
Par principe de récurrence, on a Yn € N*, >~ w. =1— [] .
K=1 k=1 1+ ax
n
b. Comme (an)nen+ une suite de réels positifs, la suite ( II ] _: ) est décroissante donc convergente
k=1 ax/nz

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, d’apres a., la suite de ses sommes

partielles étant convergente, la série Y uy, converge.
n>1



n n n
c. Posons, vy, = ] 1 — > 0. Daprées b., > ux =1—vn. Oronaln(va) =— > In (1 + 1—) et
k=11+ — k=1 k=1 vk
Vi
(1 + ) Comme Y, —= d1verge par RIEMANN, par comparaison des séries & termes positifs,
Vi) 4o \f Kk>1
>ln (1 + ) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers 400 d’ot lim In(vy) = —oco. Ainsi,
k>1 f n—+oo
puisque vy, = e puisque lim X = 0, par composition des limites, lim v, = 0. Par conséquent, si
X——00 n—-+oo
1 =
on suppose que Vn > 1, a, = >0,ona » u,=1.
\F n=1

a. Pour tout entier k € N, la fonction fy : x — (tan(x))* est continue sur le segment I = [O; %} donc uy est
bien défini. De plus, Vx € I, 0 < tan(x) < 1 donc 0 < fi41(x) < fi(x) ce qui, par croissance de I'intégrale,
donne 0 < ug41 < uk. La suite (uy)ken est donc positive et décroissante.

b. La suite (uk)ken est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoreme

de la limite monotone. La fonction tan est convexe sur I car Vx € I, tan”(x) = 2tan(x)(1 + tan?(x)) > 0
donc la courbe représentative de tan est en dessous de ses cordes sur I, notamment Vx € I, 0 < tan(x) < 4—7‘.
Tt

Amsio <we < [ (4X)kd 4k[ k“}m T fouj ' de Iintégrale. C

S - = ————— toujours par croissance de égrale. Co e
insi 0 S uk < J - X = D ak+1) ujours par croissan intégr mm
lim ——, par encadrement, on a lim ui = 0.

k—+oo k + 1 k——+o00

On aurait aussi pu utiliser le chapitre sur les suites de fonctions :

(H1) La suite (fx)xen converge simplement vers f : I — R définie par f(x) =0six < = 4 T et f(%) =1.

(Hz) Les fonctions fi et la fonction f sont continues sur 1.

(H3) Yk e N, Vx € 1, [fik(x)| < @(x) =1 et ¢ est intégrable sur I.

PR ., /4 /4
Par le théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim ux = Um fi = f f=0.
—+o0 k—+o00 J 0O 0
/4 3 /4 e e
c. Pour k € N, ug + uxy2 = f tan®(x)(1 + tan?(x))dx = fo tan®(x) tan’(x)dx par linéarité de

/4
l'intégrale donc uy + uxi2 = [M} 1

k+1 Jo  k+1
B /4 x B /4 B na \/i B ln(Z) R .
d. uw = fo dx = n et up = fo tan(x)dx = [In(cos(x))],’” = —In (7) =5 Gréce a c.,
= _ k n—1 /_1\k
on a5 (1) a4 waesa) = o+ ()" = 5 L done wan = (-0 (3-8 L), e
=0 o 2k +1 4 =2k
n-l n—1_ q1yk—T
méme, on a la relation > (—1)* T(uzk_1 + uay1) = + (=) ™uznp1 = D, % d’ott 'on déduit
k=1 k=1
n-1 k—1
—1 n(2
B )
k=1
n—1 ( 1)k B n—1 (_ka] B 1T1(2)

. C & =0et U =0, lim =Tet U = . Dot
€. omimne n—m}oc tan ¢ n—1>Too H2nt n—1>+oo kzo 2k + 1 4 n—lﬂ}oo kz1 2k 2 o
)

la convergence de > (Gl et > - _21 et les valeurs Z (-

FE e s C o

n>1 n n>0 n=1 n 2T1+ 1



