SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 1
SERIES NUMERIQUES

[1.1 Séries a termes positifs]

a. Sif(x) = /]% alors [0; 1] est stable par f et f(x) > x si 0 < x < 1 donc la suite (un)nen est strictement

croissante, majorée par 1 donc elle converge et comme le seul point fixe de f est 1, ona lim u, =1".
n—-+oo

b. Pourn € Nyona: xpny1 =f(1)—f(un) = f'(vi) (1 —uyn ) d’apres le théoréme des accroissements finis donc

V2 V2

comme [f'(x)| < ¥= < 1. La série ) xn converge car majorée par
n=0

une sérié géométrique de raison k < 1. On a méme mieux en utilisant la quantité conjuguée dans I’expression

our n > 0) de Xntl — 1 < V2 .
(pour > 0) de = 20+VT+un2) ~ 201+V2)

apres calculs, on peut prendre k =

Si by ne tend pas vers 0, la divergence de > by, est grossiére. Sinon, comme b, = 5714-157*5117 on a
n>0 n
bn ~ In(1+bn) ~ n(Snt1)—In(Sn) >00r > In(Sn41)—1n(Sn) diverge par télescopage et par hypothese.
+oo +o00 n>0
Rn71
Par décroissance de t — 17 on a f dt < Roo1 =Rn _ up d’ott In(Rp_1) — In(Ry) < ¥, Or la série
t gt Rn Rn Rn

3" In(Ry) diverge grossicrement car lim R, = 0. Ainsi, par comparaison : Y. %2 diverge.

n>1 n—-+oo n>1 "n

Ensuite, on écrit 20 = tUn = _tn_ 1u“ et on distingue les deux cas :

Rn Rn—1 —uUn Rn—1 1—
Rn71
e si %o tend vers 0, alors S ~ —Un_ donc la série de terme général —2n— diverge.
n-l n +o° Rp—1 Rn—1
e si R:':] ne tend pas vers 0, alors la série de terme général Ru“ diverge grossierement.

n—

a. Pour n € N*| T,, = S;, — nupq1. D’abord, si Y u, converge alors > n(un — un41) converge aussi

n>l n>l
2n
car Tn < Sn. Son —Sn = Y. uk > nuzn donc 2nuzn, — 0+ ; de méme (2n + 1)uzn41 — 0+ et on a
k=n+1
bien nuy — 0 dot lim T, = Um S,. Ensuite, comme lim u, =0,si Y, n(un, —un41) converge :
n—-+4oo n—-4oo n—-+4oo n>1
“+o00 +o0o +oo
nu, =n Y (ux —ug41) < n(k(uk —uk+1)) < Y k(ug —ug41) — 0 donc nuy, — 0, Y. un converge.
k=n k=n k k=n n>l
2 (k+ 12—,k k41
b. Elle vaut ™ en prenant wu, = - car ux — u -1 1 = = + .
6 NP nT N2 FTMAET T T )2 T k1) K (k+1)2

. u . .
a. lim -l = q donc convergence quand a < 1 et divergence si a > 1.

n—+0oo0 Up

b. C’est une simple étude de fonction.

c. Dans ce cas, on a donc Untl — (41 1in (1 L) >1——1_— M donc la suite (nu est
Un ( + ) +n—|—1 = n+1 n+1 ( n)n21
croissante et on a donc Vn > 1, nuy > u) < uy > W et > u, divergence car Y 1 diverge.
n n>1 n>1 n



Par une récurrence simple, on montre que, pour tout entier n € N, by, est bien défini et strictement positif.

Ainsi, la suite (bn)nen est bien définie. Comme by47 — by = 8—“ > 0, la suite (bn)nen est strictement
n

croissante. D’apres le théoreme de la limite monotone, soit (bn)nen converge, soit (bn)nen tend vers +oo.

a. Si lim b, =¢€ R, comme Vn € N, ap = by (bnt1 — by), la suite (an)nen converge par opérations.

n—-+oo
En passant & la limite dans la relation a;, = by (bny1 — bn), on obtient liT an ={(t—10) =0.
n—-+0oo
b. (=) Si (bn)nen converge, comme (bn)n>o est croissante et bp =1, on a { = 1111 bn > 1> 0. Par
n—+oo

dualité suite-série, > (bny1 — by) converge. De plus, bpyq — by = 2 ~ 41 done, par comparaison (les

n>0 bn +oo e
termes sont positifs), la série Y dn converge et la série Y a, converge aussi.

n>0 ¢ n>0
(<) Si > an converge, comme Vn € N, by > 1, on obtient Vn € N, 0 < b1 —bn < an. Puisque > an
n>0 n>0
converge, par comparaison, ». (bn41 — by ) converge donc, par dualité suite-série, (bn)nen converge.
n=0

Par double implication, on a bien établi ’équivalence : (bn)nen converge <= > a, converge.

n>0
a. Soit B tel que 1 < B < «, posons v, = nPu, >0, alors In(vy 1) —In(vy) = In (M) +BIn (1 +l) donc
Un n
_ o 1 B 1y _ B—« 1 _
In(vnt1)—1n(vn) = In (1 f;+o<;))+;+o(7) 7+0(E) car In(1+x) 6ero(x). Comme f—a < 0,

o n/ 400 n
la suite (In(vi41) — In(vn))nen devient négative a partir d’un certain rang et In(vin41) — In(vn) o B-a
[ed] n
Par comparaison a la série harmonique, > (In(vny1) — In(vy)) diverge et on a méme plus précisément
n>0
n—1
lim Y (In(vig1) — In(vk)) = —oo donc  lim  In(vy) = —oo par télescopage. On en déduit en passant &
n—+00 1 " n—-+oo
I'exponentielle que 1lim v, = 0 donc que u,, = o (iﬁ) ce qui garantit la convergence de la série > un
n—4oo 400 n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

b. Dans la méme idée, posons v, = nu,, > 0, alors In(vny1) — In(vy) = In (M> + In (1 + l) donc
Un n

In(vng1) — In(vn) +:Ooln (1 - % + o(%)) + % + o(%) +:OO1_T°‘ + o(TlL). Comme 1 — « > 0, la suite

(In(vn+1) — In(vn))nen devient positive & partir d’un certain rang no donc Vn > ng, vny1 = va. On en

P N nouw . . N .. .
déduit que Vn > ng, vn = v, dot un = Z0Tmo e > uy diverge par comparaison a la série harmonique.
n
n=0

c. Posons cette fois-ci v; = n®u, > 0, alors In(vpt1) — In(vy) = In (M) + aln (1 + l) donc il
Un n

vient In(vn1) = In(vn) = In (1 —&y o(%)) +& o(ﬁ) +:Ooo(ﬁ) car In(14x) =x+0(x?). Comme

In(ving1)—In(vn) = 0 (ﬁ) , on en déduit la convergence absolue de Y (In(vn41)—1n(vy)). Par le théoréme

n=>0
de dualité suite/série, on a donc la convergence de la suite (In(vn))nen vers un réel £ d’on, par continuité de
la fonction exp, la convergence de (vn)nen vers A = e > 0. Ceci nous permet de conclure que u, e %
comn
d. On calcule =21 — (Zn+2)(2n2—|— Do+l _y_ 1 _y_ 1 + O(%) donc ) uy diverge
Un 4n+1) 2n+2 2n+2 +o0 2n n n>0

avec la question b. et il existe méme une constante A > 0 telle que uy e % d’apres la question c..
00 /T
1

/ 2n
Plus simplement, on utilise I’équivalent de STIRLING pour avoir u, ~ 2n47m(2n/ ¢) 57 doll up ~ ——=
+o0 2™ (27n) (n/e) 400 y/TIN

avec une conclusion plus précise. Toujours est-il que > u, diverge par RIEMANN.
n=>0

2



Soit & > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |an — bn| < £an car a, o bn <= an — bn = o(an). Alors,
o0 o0

2
no—]
pour n > no, ‘ Z ax — Z br| < > |ak — by] + Z ax < Sn, —i— Z ax par inégalité triangulaire.
k=0 k=0
n e S
Comme lim Y ax = 400, on a In; = ngp tel que Vn > nq, Z ax = . Ainsi, pour n > ny, ,on a:

n—wak 0

n
‘Zak_zbk‘\ Zakdonc Zakm Zbk
k=0 k=0

toox=o
. . v . . .
a. Ona lim up =0 < lm v, = 0 car u, = —2—. Ainsi, on pourra traiter les deux cas :
n—+oo n—+oo 1T—vn
lim u, =0et on aun an ou (un)neN ne tend pas vers 0 et on a divergence grossiere.
n—-4oo

Ou alors supposer la convergence de I'une des deux séries et montrer 1’équivalence des deux suites.

b. On a bien 0 < vy, < 1 donc In(1 —v;,) est défini. Sila série Y un converge vers S > 0, alors vy, ~ S“. Si
n>0

la série > uy diverge, alors, comme Z In(1—vx)=1In (¢) tend vers —oo, on distingue selon
n>0 k=0 Up + -+ un
que (vn)nen tend vers 0 ou pas pour montrer que la série > vy est divergente.
n>0

On avny1 —vn =n(un —uny1) = 0 donc la suite (v )nen+ est croissante et majorée donc converge vers (.

Ona0<up—upngp1 = %(VTH_] fvn) < vn41 —vn done, par comparaison, la série > (un —uny1) converge
nxl
+o0
car Y (vn41 —vn) converge (vers £ —vy1). Alors, pour un entier n > 1, il vient Rn_1 = > (ux —uky1) <
n>1 k=n
ISl 1 t—v IS
> ,(ka —vk) <= Y (kg1 —v)=——2: lm nu,=0et Y up =1L
k=n k n k=n+1 n n—-+oo n—=1

Il est clair que la suite (xn)n>0 est strictement croissante et si elle convergeait, ce serait vers { > 0 vérifiant

t=0+1 NON. Donc lim xn = +00. Alors on calcule lim (Xﬁ—&-l —x%) = 2 donc la série Y 2 étant
¢ n—+o0 n—+oo n>0

n n
divergente, d’apres 7777 ou les moyennes de CESARO : Y (X%-H — xi) o >~ 2 donc xn o V2n.
k=0 k=0 o0

a. Siug € [-1;0], la suite tend vers 0. Sinon elle tend vers +oo.

b. lum ( 1 _ L) = —1 donc d’apres l'exercice 8.3 : un ~ -1
N—+00 \Un 41 Un +oco M

c. La suite (un)nen est strictement croissante donc un > ug > 0 et (vn )nen strictement croissante et vérifie

I'inégalité de I’énoncé grace a 'inégalité rappelée car vy 11 — vy, = Z“]ﬁ n (1 + L
Un

En sommant et en télescopant, on arrive & (vn)nen majorée par vp + L done elle converge car elle est
uo

croissante majorée et vers « > 0 car il existe un m tel que u;, > 1.

d. Puisque : Vk > p, ux > up, on a vy —vi < ﬁ et on somme pour avoir : Vn = p, v —vp < P
P Up
On passe a la limite quand n tend vers +o0o dans l'inégalité précédente et on obtient o — p1 <vp S o
P P s
don e2" %=1/ up < e2"® et on conclut car Up > +00.

3



a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car sin({) = { = { = 0. Cette série

converge par le critere spécial des séries alternées.
b. La série Y uny1 — un converge et un4q — un ~ —%ui, ona Y. ud converge.
n=0 n=0

c. Y In(unyt1) — In(uy) diverge comme (ln(un))neN, or In(unt+1) — In(un) o~ —%uﬁ : Y uZ diverge.
n>=0
n—1

n=0
d. 2] — iz ~1 par développements limités donc par le théoreme de CESARO lim 1 > 2] — Lz =1
Uni1 n 3 notoo Moo Wiy U 3
(ou avec l'exercice 8.3) donc uy, ~ 3 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
o \/n

a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers 0 car £ = 1 —e™* = { = 0. Cette

série converge par le critere spécial des séries alternées.

b. La série Y. un41 — un converge et un4q — un ~ flui, ona Y. uZ converge.
n>0 o 2 n>0
> n(unt1) — In(uy) diverge comme (In(un)) , or In(upy1) — Inf(uy) ~ “lun > un diverge.
n=0 nel oo 2 n=0
1 11 IS TS N
d. —— —— ~ - par développements limités donc par le théoréeme de CESARO lim - Y, ————+— ==
Un+41 Up o0 2 n—+00 N 1 —o Uk+1 Uk 2

(ou avec l'exercice 8.3) donc uy, ~ 2 ce qui rend plus facile les questions précédentes.
oo

a. Si ¢ > 1, comme 11m Wu, — £ > 1 il existe un rang ng € N tel que Vn > ng, Y/un = 1 ce qui donne

aussi un > 1. Ainsi, (un)neN ne tend pas vers 0 et Z un, divergente grossierement.
n=0

b. Sie<1,enposantk:1zi€,2<k<1etilexistenoeNtelquevn>no, Vi < k = 0 < up < k™

Et comme ) k™ converge, on a bien Y. u, convergente par comparaison aux séries géométriques.
n=0 n=0
. —x . .
c. Siae Retu, = ](X pour n > 1,0on a Yu, =n™ donc hT Wu, = ¢ =1 alors qu’on ne peut rien
n n—-+oo
dire de la convergence de > un. En effet, par RIEMANN, > uy converge si o > 1 et diverge si o < 1.
n>l n>1
n n

2
a. Pour n > Z ( 72 k12 < T car les entiers de o([[1;n])) sont dans leur ensemble supérieur aux
=1

6
entiers de [[1; n]] car o est mJectlve. Comme la série est a termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorées, elle converge.

b. Soit n > 1, les valeurs de [[1 nJ sont prises par la fonction o surjective donc il existe p € N* tel que

[1;n]] € o([1;p]). Alors Hy, = Z 1< Z =S,. Dot ) —— diverge car (Hn)nen+ tend vers +oo.
1k ( ) n>1 0(n)

a. Posons f(t) = Ar%%n(t) pout t > 0, alors f(t) ot tb]’] donc uy existe (et ceci indépendamment de la

valeur de n) si et seulement si b < 2 par le critere de RIEMANN.
b. e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) e ZT donc f est intégrable sur R% si et seulement si b > 1
oo

+
et nous poserons dans ce cas Iy, = f Ar%an()dt > 0 (si b €]1;2[ donc).

0
 Arctan(t) Arct T
. rctan TC an dt
e Sib < 1, par IPP, = et g:t—
P Of t® T (1—-b)n »Of 1—b)( z)tb*‘ J (1—b)(1 +t%)t>]
—+oo
est intégrable sur R’ ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = f i b)(]di )T > 0 (si b €]0; 1] donc).



+°°A t Arctan(t [ Arctan(t
e Sib < 0, comme l'intégrale f e an dt diverge, onaf%n()dt e f%n()dt et on encadre
o0
0
n

0
dt e (1TL E di Arc (J.TL » ) » dt
\!t ‘!- Z ‘1[ P ‘([ dt est ”de 'ordre de ‘f donc de - 71.

e

+oo n n
— Arctan(t) . . Arctan [ 1 rctan ]/t
e Enfin, sib =1, 6/‘ — dt diverge aussi, et comme 1f b dt =3 ]f n 1f ,

car la fonction t — ATCtii:(]/t) est intégrable sur [1;4o0].

rA L
on & f rctan(t) it ™ n(n)
5 t +oo

e Sib €]1;2], on a donc u, o I—% et > un converge si et seulement si a > 1.
o0 nxl

e Sib €)0;1[, on a donc upn ~ ——"——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (] - b) n>1

e Sib €] — 00;0], on a done (par majoration ou minoration) > u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>l

eSib=1T,onauy ~ n;n( n) donc > uy converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).
00 n

n>1

(1.2 Séries a termes quelconques}

a. D’apres le critere spécial des séries alternées, la CNS est o > 0. Dans ce cas, comme le premier terme est

400 (_])k 1
strictement positif, on a > > 0.
k=1

b. D’apres le critere de RIEMANN, c’est > 1. C’est une comparaison série-intégrale.
+
—.
ta(p — T)nP

n—1

n Xz “Sk—5k1 -
OnposeSn:szet,onaZ*k*Z *Z*kfz
k=1 k k=1 k :0
S

c. La CNS est B > 2 d’apres le critere de RIEMANN car Wn

avec So = 0 par une
k =1

=~

-1
n n
transformation d’ABEL. Alors Zk — Sk Sn or Uim n_ car (S converge et
peTmaon kz::1 k k§1k(k+])+n+1 nrtoo n+ 1 (Sn)nen converg

—Sn__0 (iz) car (Sn)nen bornée donc —Sn___ est absolument convergente. C’est fini !
nn+1) o

n ns1n(n+1)
L (1 —em 2 .
OnaTy, = Im( > ‘k) = Im (e“]iei) donc |Tn| < TErE En posant Ty = 0, on a ainsi : Sy =
k=1 — € — e
n n n—1 n
Te — T T T Al T T ; T
kel =y Tk DSy = . 1 n T st
Z T 20T 2y Alors i Sn= 00 ity T oL T e (Tneres
z T
bornée et — 14— = O( ) donc est absolument convergente.
(1) Zawt :

a. D’apres le CSSA, R, existe. De plus, par un changement d’indice dans la série Ry, 41, on obtient facilement

B (_1)11-&-1 (_])n-H +o0 (_])k

la relati e. Mais R, —R =~~——d 2R, = ———— or touj d’apre
a relation proposée. Mais Ry, — Ry 1 T onc 2Ry, — KT or toujours d’apres
& () ) (=)™
le CSSA, on a donc Ry ~ ——+—.
k:¥+1 k(k+1)| ~ (n+1)(n+2) "o  2n

(_]>n+1 1
b. Comme on a Ry =~—*+— + O<—2>, on a Y, R, convergente.
0o 2n n n>=0



Si > v, converge, alors hm vn = 0 donc hT (1+n2un) = +o00 donc vy, o 21 et /unvn +~ —. Par
o0 o0

n=0 n "un

2

n

conséquent Y ,/unvy diverge. Mais par I'inégalité classique de CAUCHY-SCHWARZ, on a : ( >y /ukvk> <
n>0 k=0

(32 ) (0] < ($500) (£ o). Do o 5 e

k=0 k=0 k=0 k=0 n>0

(1.3 Calcul de somme|

a. C’est la sommation par tranches sachant que le terme général tend vers 0.

3n
b. Pourn e N*, ona 3 ug=—+Hsn + LH,.
k=1 2 2
c. Avec léquivalent rappelé, on a: > u, = f% In(3).

n n
On pose Sy = 3 uy, alors Sz = Hap —Hp = In(3n)+v+0(1) —n(n)—y+o(1) =In3+o(1) ot Hy = 3. %
k=1 o0 o0 k=1

“+oo
Comme on a aussi Szni+1 = S3n + 3n]+ : et S3n42 = S3ne1 + Slﬁ’ d’ol nZ::1 un = In(3).
n
En posant H, = E% on décompose la fraction rationnelle en éléments simples et on a
n = +oo 1
=2Hyn —2H, =21n(2 2y—-21 —2 1)=2In2 1): —— =21n(2).
= ¥ ey = a2 220 +2y-21n(n)~2y+o(1) =2t 2+0(): T ol =21n(2)

a. Les nombres a k chiffres sont ceux compris entre (10---0) (un 1 et k — 1 fois 0) et (9---9) (k fois 9).

Ainsi, par définition de d(n), on a ’encadrement 1040V)-T < n <109 — 1 ce qui s’écrit aussi, comme n est

un entier : 1041 <n< 104 En passant cette 1negahte au ln qui est strictement croissante, on obtient

donc d(n)—1 < ll:((lno)) <d(n)doud(n) = {ll:(g O))J +1 = |log 19(n)] 41 par propriété de la partie entiere.
En posant u, = _dm) pour n € N* et puisque 'inégalité tn(n) < d(n) < tn(n) + 1 garantit que
Tonn+1) ' n(10) = n(10)
d(n) e 112((;10)), il vient - ((711(:—)1) ol 11:1(2 )> = O(n; /2) par croissances comparées d’ou la convergence de
_d) par comparaison et critere de RIEMANN.
n>l TI(TL + 1)
n 10P —1 P 10k—1 -
b. En notant S, = >_ 1wy, on obtient par télescopage S1or 1 = Y. _d(n) = > ( d—))—d—]))
K=1 ot (1) S e 30 G+

s 9 1 7L 7p71k+17 L L
et, sur cet "intervalle”, d(j) = k donc S1pr—1 = Z k 0T T k) = > > (en changeant
=1 =
p—1
d’indice dans la premiére somme) d’olt Sjop 1 = (kgo 1:?) — % Par conséquent, comme 11+OO % =0

+oo

. , 1 1 10 / se o ~dn) 10
ar croissances compareées et que — ———— = — (série géomeétrique on a —_.
P P d ,;::omk 1—(1/10) 9 (série g que), ;1 nnt1) 9

Pour la convergence, c’est le critere spécial des séries alternées. Ensuite, pour n € N* :

zzn (=1)*1n (1 + %) =1In ((271)(271—1—1)) Donc on a +zo:o(—U“ n (1 + %) =1n (%) avec STIRLING.

k=1 2™ () n=1



A/ 1| —
On pose up, = > L nt J L\/ﬂ pour n > 1, la plupart des u,, sont nuls. Précisons : soit p € N*

n>1 n

et p2 < n < (p+1)2 =2, alors on a l'inégalité p < n < /(p+1)2—-2 < p+ 1 mais aussi
pL<VPPHTI S Vn+T1<V/(p+1)2—1<p+1 Ainsi [V/n+1]—[y/n] =p—p =0. Par conséquent,
les seuls termes u,, non nuls sont ceux d’indice p? — 1 pour p > 2. Ainsi, pour m > 2, on calcule la somme
partielle S;2_q = Z U = Z m fj (L — L) Par télescopage : lim S2_7 = 1
T 22 % 1 ptd Mmoo 2

Comme (Sp)nen est crmssante et majorée par l, elle converge et lim Sy = Um S, 2_7 = 1

2 n—-+oo n—-+oo 2°

(R 1 _ 1 I = N BN 1Y 1
29) (A DR =y ) e L T S + 2 ar ) mran

n+2 .53 n+2  n+2Z n+3)k +3)"
II »

p=n+3
converge. On en déduit que nETOO(n +1)! <Rn — M) = 0 donc Ry, o~ ﬁ
> 1 P Pop—k+1
Ona Y Rp=(e—1)+(e—1—-1)+(e—1—2)+---+(e—=Sp)= > (e—=Sn)=(p+1)e— > .
n=0 2 n=0 K=o K

2 2 P
Ainsi Y7 Rp=e+ple—Sp)+ > %— > ]‘ donc Z Rn =e.
n=0 = (k=1 (o n=0

1.30] Si on note u, = 1 alors 0 < up < 1 donc u,, converge par comparaison a la série
n 2122+ 1 a2 n N 77 n§] n ge p P
de RIEMANN (2 > 1). On sait que up = Y 1)6(2n . qu’on décompose en éléments simples. On sait
qu’il existe trois constantes réelles a, b et c telles que un, = & + 3_ 7 + 3 C_'_ ; et les techniques habituelles
n n
permettent le calcul a = 6, b = 6 et ¢ = —24. On calcule maintenant sur les sommes partielles en notant
n n
Hyp = Z ~ona Hn+— In(n) +v 4+ o(1). Posons Sy, = kz ug = kz1 ( + m - Zkzj—1>' On rajoute les
n
termes pairs qui manquent : S,, = kZ::] (%-&—ﬁ—%—%—kgi) 24Hn—|—?—6 24H TL—1-24—21121 T
Comme Hy, — Hon = In(n)+v —n(2n) — vy +o(1) = —1n(2) + o(1), il vient S;, =18 — 241n(2) 4 o(1).
oo o0
+o0 1
La somme de la série un, est donc =18 —241n(2).
n; " n§112+22+-~-+n2 @)

(1.4 Séries alternées)

_ n
Onau, = G ]2 + o( 12 ) donc il y a convergence par critere spécial des séries alternées
o In(n) nin“(n) nin“(n)

et convergence d’'une série de BERTRAND (signe constant et équivalent).
_1\n
On au, = (=1) + 2] + o( 21 ) donc il y a divergence par critere spécial des séries alternées et
o In(n)  In“(n) In“(n)
divergence d’une série de BERTRAND (signe constant et équivalent)

On trouve géométriquement que : u,, = % XnXx2sin (”)

3
(=)™ sin(m —un) ~ (=)™ donc Y. nsin(un + nn) converge absolument.
too n n>1

3
De méme : = (271) = 2 ( 1 ) Ainsi : n* (a—n) ~ —% Tlvy adonc convergence
an 2 sin +Oo¢r 3nZ +o o2 n” cos 2 ) S« y verg

+o( 1 ) Par conséquent sin(un+nmn) =
+oc 6n n?

de Y n%cos (a—“> si et seulement si o < 1.
n>l 2



On a clairement : Vn > 1, |un| < 1 donc cos(un) > 0 et la série est donc alternée (& partir du rang

1). Deplus: Vn > 1, |[un| < 1 donc tim Uun = 0 et méme u, = O(l). Par conséquent, on obtient
n n—-+oo +00 n

_1\n 1 n+1 2 _1\n
Uy = (=1) + (=1 u +o(u“’1 ) On peut simplifier : u,, = &Jrvn avec vy = O(%) Donc
n

+oo M 6n en o \n
>~ un converge comme somme d’une série vérifiant le CSSA et d’une série absolument convergente.
n>0
1.35]In {1+ (=" = (=" 1 +o( ) Or Y (=" converge par le CSSA ; de plus par définition
n® )4+ n® 2@ s nd ’ ’

ona — 12a + o(%) ~ 7% est le terme général d’une série convergence si et seulement si 2a > 1.
2n +oo  2n

Finalement, il y a convergence si et seulement si a > 1

un:ln 1+(_£ 1y ae) = ﬂ7‘17"']+O<L) donc >~ u, converge si et seulement
VA{ 2 n,/ +oo \A{ n n%

n>0
sia=—1.
On a (en factorisant par n® et en utilisant le DL (14+x)® =1+ ax + sz +0(x?)) le développement
up = Mn+2)*-2n+1)*4+n® = a(az a) +O< 317(1). Sia=1,uy =0donc > uy est convergente.
+oo n=>0

ala—1)

Sinon, on a un o= donc Y un converge si et seulement si 2 —a > 1 <= a < 1. Ainsi, il y a
n>0

convergence si et seulement a €]0;1].

Posons v, = Z ] par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — \/{ décroit et admet pour

f

primitive t — 2\/{, on a vy +~ Zf . On effectue ensuite un développement asymptotique :

Uy ~ =" + 12 +o( )donc >~ uy diverge car 2 +o< 12> ~ et > — diverge.
V2 Vn

+oo V. Y n>0 +oo 4n n>1 4

_1\n
On constate que uy, est bien défini car ( 102 est convergente d’apres le CSSA, de plus liT u, = 0 car
n—+oo

n>l n
U, est le reste d’ordre n d’une série convergente. On sait d’aprés ce méme théoreme que sign (un) = (—1)"*1.

Méthode 1 : on pense & utiliser & nouveau le CSSA pour établir la convergence de > uy.

n->l
+oo -1 k +oo -1 k +oo -1 k
T CUAID S UM CE Lol DR R ( ¥ DT 5 CDE) o
k=n+2 k=n+1 k=n+2 k=n+1
—+o00
change d’indice dans la premiére somme pour avoir |[uny1| — [un| = (=)™ > (=1)k (]“ - 1‘X>
K=nt1 k% (k+1)
= 1 1 :
On a donc [uni1| —[un| = (=" X (=% ollvk = =g — ——x > 0 donc Y (—1)™v, est une série
Keig1 k (k+1) n>1
alternée avec liT vn = 0 (clairement). Il suffit donc de démontrer que (vn)n>1 est décroissante.
n—+oo
1 1 1 1 1 1
Vil TV = R E T (0 ) (er - W) = g(k+1) — g(k) en posant g(x) = N R
est positive, dérivable sur R et ¢'(x) = —« OJH — o })“H ) < 0. Alors g est strictement décroissante
X X

sur R* donc g(k + 1) — g(k) < 0 et (vi)k>1 est bien décroissante. On pouvait invoquer la convexité de la

fonction x — x~* mais ce n’est plus au programme. On peut aussi effectuer un développement limité de
oo+ 1)

o) < 0 donc vy 41 — vk est négatif a partir d’un certain rang ce qui suffit.

v — Vg ~ —
k+1 k+OC



—+oo

D’apres le CSSA encore, le signe de > (—1)%vy est celui de son premier terme, & savoir (—1)™*! donc

k=n+1
[unt1] — [un| < 0 et, enfin, on peut conclure que la série alternée > u, converge.
n>l
, . . (=" N
Méthode 2 : il est clair que, pour n € N, on a up — up41 = et De plus, comme dans la premiere

; (= (=n* = K
méthode, on a un +unt1 = Y. + Z deoncun—&—un_H: > (_1)(

k=n+1 K& k=n+42 k=n-+1
On pose a nouveau vy = ki"‘ — W > 0. Par I’étude de la fonction g ci-dessus, (vk)x>1
—x
donc, par le CSSA, hun + unt1| < vnp1 = (n—:1)°‘ & _:2)“ - %((] + l)

i )

est décroissante

- (1 + ;)7“) et

—x —
on a aussi le développement —((1 + ) - (1 + ;) ) = %(1 -1+ O( )) = O( o(H) Ainsi,

n +oon

(un — un+1) + (Un + Uvn+1)

=D

o —1 1
, il vient u,, = (Gl + O(TIO(Jr1 ) En posant a,, = Py

comme uy =
" 2 oo 2n%
bn =un—an = 0 (%ﬂ), lasérie > a, converge par le CSSA et lasérie > b, converge par comparaison
+ n>1 n>1
aux séries de RIEMANN car o + 1 > 1. Par somme »_ uy converge.
n>1

[1.5 Comparaison série-intégrale}

a. On sait d’apres le critere de RIEMANN que lim S, = {(«) > 0 et donc que lim Ry,
n—-+4oo n—-4oo

2
a lim S, =7,
n-stoo 6
oo
b. On encadre comme t +—> 1 est décroissante sur R : dat 4t donc Ry ~
tcx + tcx cx
n+1 n

Rn

=0.Sia=2,o0n

i
oo (o= Tn*

1

c. La série est convergente ssi « > 2 d’apres le méme critere de RIEMANN car —* ~ =T
n oo (a—1)¢(e)n

Par une comparaison série-intégrale avec x — +/x croissante, on trouve que sin > 1, on a

n+1

3

n 3
f Vxdx < Y vV < f \/xdx donc Z Vi~ %nf. On a convergence si et seulement si « > %’ L’inégalité
— oo

k=1

n+1 n
initiale donne : 0 < Z Vik— f\fdx f Vxdx < v/n+ 1 donc montre : (—1)"uy = 2(_1)3 Jro( 1 ])'
_3 O
2
n

3072 n

3

Il y a convergence si et seulement sl o> 3

Par une comparaison série-intégrale avec x — 1—“ décroissante (et intégrable sur [1;400[) :
X

+oo too
dX dx d 1 1 . Rn 1
onc — YT =71 - AlnSl —_— 7~
n!-‘l k= n+1 k(x < f k:%:Jr] k“oo(oc—])noci] Sn oo (o0 —1)Seen™™
convergence si et beulement si > 2 (avec Soo = lim Sp).
n—-+oo

9

<=7 ¢t on a donc



a. Une petite étude de fonctions montre que f est décroissante sur [e; +o0o[ donc sur [3; +00[.

p+1
Ainsi, pour p > 4 : f lntdt <np f mtdt et en sommant : Vn > 4, uy = 11;2 + 17;3 + vy Ol
P
pP—
n+1 n
[ e <o < [ 18tat dony, o U200
n .
t 0o 2
4 3
(inn)? _ lnn Int
De plus, en posant wn, = up — 5, omapourn > >4 Wy —wpoq = 1 f Tdt donc (wn)n>4 est
n
n—1
P o . PN (Inn)~ n)?
décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers £ et on a donc Un = +2+0(1).

b. Pourn},onazw—im() i In@2k—1) _ il() %w Donc
k=1 k=1

1

2n ([ n

Son = . E)nn (In2)Hp + un — uzn €t avec a. :  lim <Z (=) nn 1) n ) =1 n(2)(2y — In(2))
K=1 n n—oo \ k21 2

car Hy =1n(n) +v + o(1). Comme Szn 1 = San + o(1), la série proposée converge vers % n(2)(2y — n(2)).
o0
On pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

u —u .
Posons donc vy, = —2EL— =1 Distinguons deux cas :
Un
u —u .
It 7 M ot comme ) (un+1 - un) converge, Y. vy aussi.

Si (un)nen converge vers { > 0, vy, ~
+oo ¢ n>0 n>o0

Si lim un = 400, comme x — 1 st décroissante, on a: In(un41)—1n(un) = f dx < (Unt1—Un)X —.
n—+oo X u

Puisque lim In(un) = +o0, la série > (n(un41) — In(un)) diverge aussi donc Y vy diverge.
n—+oo n=0 n>0
Finalement : la nature de > vy est celle de la suite (un)nen-
n>0

mn

Posons v, = Y ﬁ, par une comparaison série-intégrale, comme la fonction t — ﬁ décroit et admet pour
k=1

primitive t — 2+/t, on a vn ol 24/n. On effectue ensuite un développement asymptotique :

_1\n
Uy ~ &+ a +0( ) donc > uy diverge car ]2 +O<v],21)+woo = et Z dlverge

+too Vn Vn Vn n>0 n>1

1.6 Produit de Cauchy|

()

+oo
On sait que e = > l' : cette série étant absolument convergente. On a aussi clairement que > '
n=1 "N n>1 nn.
400 ( )n71 +o0o n (_])k 1
converge absolument donc, par produit de CAUCHY, on a : Z ' > TN Or
nm  nn! n=1 k=1 Kkl (n —%)!
n k=1 n _1)k-1 n 1)k
Z] ﬁ = % Z <n> % donc il reste & montrer que kz::] <E> % = Hp.

Par exemple par récurrence (on peut aussi utiliser des intégrales en constatant que H,, = Z f k= 1dx) car
=19

n+1 ] —1)k-1 n+1 —_1)k-1 n+1 —1)k-1
la relation est vraie pour n =1 etona Y, <n—|— )(l)c = > (n)() + > (kn ])()
k=1 \k —

k=1 k k=1 \K k k

BB

k k=1 n+1 n+1
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En notant un, = (n+1)37", lim Entl _ % < 1 donc la série converge par la regle de d’ALEMBERT. On

n—+o0o0 Up

+o00o N 1 +o00 1 “+o00 1 1 2 9
aZun—ZZ—k :<Zn>x<zn):( 1) = Z par produit de CAUCHY.
n—ok=o03" 3" n=02 n=03 1— - 4
n—1 n—1 1
Le CSSA puis le produit de CAUCHY est >, wn ol wn = E uvn-kx = (-1)" >, ————. Or
n>1 - k=1 Vk(n—k)
. Z(n —1) . s
Vke [l;n—1], ———— < £ (min. en k = ) donc |wn| > =+~ wy, diverge grossierement.
[ I8 m S L ( 2) lwn| > n né:] n ge g

[1.7 Exercices aux oraux des étudiants de PSIIJ

a. Comme lim b, =1, a partir d’un certain rang, a, > 0 donc S;; ~ 1 g (Sn)nen convergeait, on
n—-+oo +oo an

aurait (an)nen qui tendrait vers une limite non nulle : c’est contraire a la morale publique !

Ainsi ) an diverge ; et comme an ~ 1 ona lim an =0.
n>0 400 Sn n—4oo

b. Bien siir que non avec ¢, = e™ par exemple. Sy — S = aniq = o(1) = o(Sy) donc Sy, ~ Sn+1
o0 oo

c. Sn_H — 82 = (Spi1—Sn)(Snt1 +Sn) =2Sni1ans1 — afﬂ_] qui tend vers 2 en 400 par hypothese.

n
d. Soit ¢ > 0, il existe un rang ng tel que ¥n = ng, |un —vn| < eun. Alors, en notant U, = > uy et
k=0
n n n
Vih = Z Vi, on a vn = no, Iun _VTL| < |un071 _Vnofl | + Z |uk _Vk| < |un071 _Vnofl | +e Z |uk|-
k=0 k:TLo k:no
Comme (Un)nen tend vers +oo, il existe un rang ny > ng tel que Vn > nq, |Uny—1 — Vn,—1] < elyn donc

Vn = ni, |Un — Val| < 2eUy, ce qui prouve que Uy, o Vi
oo

n
Alors, on applique ce résultat avec c. $2 ~ 2 donc S;, ~ v/2n d’ou ~
ppliq n+oo kg() n+00 an Too \/ZiT‘L
n
e. On suppose donc que lim by, =1 avec (an)nen € (Ry)N, by =an Y af et Sy = af.
n—-+oo k=0 k=0

ain(an) 4] faut impérativement que an soit strictement positif pour tout entier n > 1.

Comme a% =e
n

On suit le méme cheminement : on montre par ’absurde que lim S,, = +00, on en déduit que lim a, =0
n—-+oo n—+oo

[0 4 X
car an = ;’—n etonaSnir ~ Sn. Powr p € R, SP =Sk =(Sn+a%)P st :sﬁ(1+ﬁg—“+o(g—“)) —sB.
n n n

On en déduit que SEH —sk o BSE_1 a%. Sion veut pouvoir utiliser ’hypothése an Sy — 1, on doit choisir
(o]

B tel que B — 1 = «. Par conséquent : nEToo (S:j_‘f — Sl{“") =1+ «. En utilisant encore le résultat de la

n
question d., on obtient $]¥* ~ Y (1 + «) donc a, ~ %
= (1 4 o) T

Dabord]O““ <n < 10" donc ¢y =1+ |logo(n)].

n 10¢—1 _1\Ck 10 -1 c _ 1nc—1
a. Soit Sy Z (= ) . Alors ch,]—S]Ocq,]‘:’ ) (=1 _ > l>M:i
k= . k=Toc-1 K k=10c-1 K 10 10
ainsi Y = ) diverge. En effet, si ) (=1) convergeait vers S : lim Sjpe_7 =S = UWm Sqyge-1_3
n>1 n>1 n c——+o00 c—+00
et on aurait donc lim (Sjpe—1 — Sqpe-1_7) = 0 qui est contredit par |S1oc—1 — S1ge—1_1] = 2
c—+o0 10°

n

n _])ck 10€—1 (_])c
b. Posons S, = ( et T, = Sqjon_7. Alors T, = ( ) = —1)%v. avec
" i n =5 s ) T &0

101
1

>
K=i0e-1 kin(k)

Ve = . Montrons que (v¢)c>1 est décroissante de limite nulle.

11



10¢ -1 9 10¢—-1
Orsic>1,0< v = ( 1 )g 10 o,
et k:%,l )Z::o (10k + ) In(10k + ) kz%,1 (Tok) n(10k) = €

10° —10°~"  _ 9
10 " tn(10¢~ ") = (c — 1) n(10)

Ainsi, la série alternée Y (—1)v. converge par le CSSA.
c1

De plus, Vp € [10"1510™ — 1], [Sp — Syon-1-1] < [S1on—1 — S1on-1_1] = vn ce qui se traduit aussi par

De plus, v < — 0 et on a bien les deux renseignements attendus.

Vn € N* |Sp —Sqgen—1] < [S10en—1 —S10en-1-1] = ve, — 0. Ainsi, liT (Sn—S10en-1) = 0 et en écrivant
—+00

n
_1)\¢n
Sn = (Sn —S710en-1) + Sqpen—1, par somme de suites convergentes, > (=1)
n>1nin(n)

converge.

Déja, si o > 0, on a clairement lim up = +oo done la série Y uy diverge grossiérement.
n—+oo
n>1

n
Sioc:—[3<0,ona,pourn>l,un:%z 1 = 2[13_1 %ﬁ
= n T+ 5)
TLZ

2 kz B
n" k=1
(+5)
1

t — (14 t%)~P est continue sur [0;1], par les sommes de RIEMANN, en notant I = f(1 +t?)7Pdt >0,0n a
0

un nzﬁ% Ainsi, on sait d’aprés RIEMANN (I’autre) que go U, converge <= 2B — 1> 1 <= a < —1.
nz

Comme

NgE]

1
oy

Méthode efficace : On sait que Arctan(n) = % — Arctan (l) = % — =+ o(l). Alors, en posant
n n

1
n
n Arctan(n) n

= (- —F—rt onauy = (-1)"—F—"0—0p — (- 1 0 ! .
= (D g o 2 = ()" e — (0 e o (avmiege)

1 1
On a donc un = vy +wn avec vy = (_])HW et Wn _‘:;OO(m) +~OOO(—5>.

n4
La série > vn converge par le CSSA (méme si a < 0 mais alors la suite (y/nIn(n)®)n>> sera croissante a
n>2
partir d’un certain rang) et Y. wy est absolument convergente par le critére de RIEMANN.
n>2

Par somme, la série Y un est donc convergente et ceci quelle que soit la valeur de a.

n>2
Méthode logique mais moins efficace : la série Y un est alternée, la suite (un )nen tend vers 0 par croissance

n>2
a
comparée et : Arctan(n +1) =1 —l—o(l>7 TA =1 —|—o(l) et v/ =1- i—i—o(l). Par
Arctan(n) +oo n/’ Imm+1) 400 n n+1+oo 2n n

produit, on a donc [uner] —1- 1 +o0 (l) donc la suite (\un\) -, est décroissante a partir d'un certain

|un| +o00 n n n>
rang et on peut donc appliquer (et ceci pour tout a € R) le CSSA pour obtenir la convergence de > un,.

n>2

Comme la série harmonique diverge d’apres le cours, la suite (Hn )nen tend vers +oco. Ainsi, pour tout entier
p € N*, la partie {n € N* | Hy > p} est une partie non vide de N et elle admet donc un minimum d’apres
la propriété fondamentale de I'ordre dans N. On peut donc bien définir n, = Min ({n e N* | Hy > p})

k
Par définition de ny,, il vient Hy, | > p. Puisque t — % est décroissante sur [1; 400, on a Vk > 2, % < fk ' %

P
qu’on somme pour k € [2;n,]] pour avoir ) % = Hp, — 1< f]np a _ In(ny,) avec CHASLES. Ainsi,

n
k=2 t
In(ny,) < p — 1 et, par croissance de exp, on obtient n, > eP~1. Par encadrement, lim n, = +oo.
p—+o0
Pour p € N*, comme n, est le plus petit entier de {n € N* | H, > p},onan, —1¢ {n € N* | H, > p}

donc Hp, 1 < p ce qui donne l'encadrement Vp € N*, Hy 1 <p < Hp, .

12



De plus, 0 < H,, —p<Hn, —Hp 1= T oor im L =0 d’apres ce qui précede donc, par encadrement,
P P P np p—r+o0 My
lim (Hn, —p) = 0. Mais on sait par ailleurs que an = ln(np)—i—y—i—o(l) donc lim (p—In(np)—v) =0.

p—+oo

Il suffit donc de passer a ’exponentielle et on a lim e“‘(“P) PHY =1 ce qui equlvaut an, ~ eP7Y,
p—+o00 +oo

a. Soit f : [1;400[— R définie par f(t) = w Comme f'(t) = tiz - higt) - —tlzn(t)7 la fonction f est
k
< In(k)

ts — < S f(t)dt et en sommant

In?(n) :

2

o

k+1
décroissante sur [3;+oo[. Ainsi, classiquement, Vk > 4, fk f(t)

de 4 a n > 4, on obtient ’encadrement suivant dont on déduit I’équivalent w,, o
oo

[ fat <un— @) 1) < [ o()ar = ‘“2(’; +1) 1“22(‘”

n
Posons wy, = f : f(t)dt — M Alors : Vk >4, 0 < wi < f(k—1) — f(k). En sommant et par CHASLES,
n n

n

n
onald< > wy= f3 f(t)dt—un +f(2)+f(3) < f(3) —f(n) < £(3). Alors les sommes partielles sont majorées

) In?(n)
2

donc la série > wy converge ce qui donne la convergence de la suite (

— un) d’ou l'existence
n>2 n=>3

d’une constante C telle que uy, = n? n"(n) + C+o(1).
o0

2
2
On pouvait aussi dire qu’en posant z, = un — M, Yn>4, zn—zn_1= = lnn_ (" : mTtdt donc (zn)n>4
n n—
est décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge uy, = (in zn) + C+o(1) avec C € R.
oo
b. La série proposée converge absolument d’apres RIEMANN donc converge. De plus, pour n > 1, on a
2n (_1)k+1 n—1 1 7 n 1 2n 1 1 n Aj 400 (_1)n+1 7_(2
Son = = - — = —- — = insi : s =
mn k; % Z (2k+ N2 4 ; 2 k; K 2 kz,: Kz nZ1 n? 12
—D*nk Ton(2k) & n2k—1) & n(2k) 28 (k)
. P > (=D nk = _ —= — 25D
c our n > 1, on a Z o k§1 x k§1 PP k§1 . k§1 o onc
2n (. 2n (.
Son =Y. (=1)*ink = (In2)Hp +up —uzn et aveca. : lm | Y (1) nk =1 n(2)(2y —n(2)) car
k=1 k n—+oo \ ) k 2

Hn = In(n)+v+o(1). Comme Szn41 = San +0(1), la série proposée converge vers % n(2)(2y —n(2)). On
oo
pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le critere spécial des séries alternées.

a. Sivn e N* o =0, (otn)n>1 tend vers 0 et ¥n > 1, by =1 donc (bn)n>1 converge vers 1.

mn
Sivn e N* «, = l, (an)n>1 tend vers 0 mais Vn > 1, by = [] % =mn+1 donc (bn)n>1 diverge.
n k=1
On ne peut donc rien conclure sur la convergence de (bn)n>1 si la suite (an)n>1 tend vers 0.
k—1

k=1 _ -1
b. Pour tout entier k > 2, on a ‘%‘ < 1donc 1+ % > 0. De plus, 1 —l—% =2>0. Par

n _1\k—1
conséquent, on peut considérer In(uy) et onaln(un) = > In (1 + %) or on connait le développement
k=1

limité wy = In (1 + (_])k 1 ) = (_])k_1 -1 —|—o(l) Posons ax = ﬂ et bk = awg — ay de sorte
K i~ i o\ . VK A .
qu’avec le calcul précédent on a by o —ik < 0. Or la série > an converge par le critére spécial des séries
o0 n>1
alternées car la suite (L) est décroissante et tend vers 0 et la série Y b, diverge par comparaison
Vi/ k21 n>1
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n
a la série harmonique. Plus précisément, la suite de ses sommes partielles ( > bk) est décroissante a
n>1

partir d’un certain rang donc elle tend vers —oco. Comme wy = ay + by, par somme, la série > wy diverge
k>1
car Y. ay converge et » . by diverge et la suite ( > wk> tend vers —oo.
k>1 k>1 k>1 nzl
Comme uy, = ex ( i In (1 + w)) et que lim e* =0, on en déduit que lim un, =0
n = exp = VK que Htm e =79, q ot Un =0

c. Par dualité suite-série, la suite (vn)nen converge si et seulement si la série > (v —vn) converge.

n>0
Or v =1 (1 ) =1 1 ( ) -1 O(L) = O(i> donc la série
Vnel T = T T T +oon 4 1 n+ n?/ + n(n+1)+ n?/ 400 \n?
> (Vn41—Vn) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, la série Y (vi41 —vn)
n>l n>1

converge donc la suite (vn)n>1 converge (vers un réel qui est en fait la constante d’EULER y ~ 0,577).

_1\k—1
d. On écrit autrement le développement limité de la question b : wy = (G0 i +0 (k\f) Alors,

+oo  Vk

ce qui précede montre que cy = @] (#) donc la série kz;] Ck converge par
. . 400 (_1)7171 400 n 1
comparaison aux séries de RIEMANN. On note a = ) € R,c= > cnet Hy = >, -+ de sorte

b
= vn n=1 k=1 Kk

n n
que Hn, = In(n) +v + o(1) d’apres la question c.. Comme In(un) = > ax — %Hn + > ck, ce qui précede
e k=1 k=1

permet d’écrire In(u,) Soet o(1) — %ln(n) - % +0(1) + ¢+ o(1) donc en notant { = a — % + ¢, il vient
oo

1
en posant = — —_—,
p Ck = Wy — ax + 7K

1

¢
ln(un)+zoo—zln(n) + €+ o(1). Puisque up = em(tn) = o=~ FlHe) — e _o(1) goy Un v o

+oo +oo y/n f
car e®1) =14 0(1) et on en déduit que > u, diverge par comparaison aux séries de RIEMANN.
n>l

Définissons la suite (un)n>1 par un = % si I’écriture en base 10 de n ne contient pas le chiffre 5 et u,, =0
n

sinon. L’énoncé nous demande d’étudier la nature de Un = 1 Deux cas élémentaires :
X
n>1 neA

o six <0, (un)n>1 e tend pas vers 0 car Vn € A, un, > 1 et que A est infini: ) i(x diverge grossiérement.
neA

esia>1,Vn>1 0<u, < % donc > i converge par comparaison a RIEMANN (o > 1).
n neA ™

n

Pour o €]0;1], posons S, = > uy la somme partielle d’ordre n de cette série. Puisque ’énoncé parle
k=1

d’écriture en base 10, on va considérer la suite extraite (Sjon—1)n>1 (cela consiste & prendre dans la somme

partielle tous les entiers dont ’écriture en base 10 contient au plus n chiffres).

Le plus petit nombre & avoir p chiffres en base 10 est 10P~" = (10---00)10 et 10P —1 = (99---99)10 est le

n 10P—1
plus grand. On écrit donc S1on—71 = >, Y.  uk (on scinde la somme selon le nombre de chiffres en base
p=1k=10r—1

10). Or, dans I'intervalle [10P~';10P — 1] qui contient les entiers avec p chiffres en base 10, il existe 8 x 9P~!

entiers qui ne contiennent pas le chiffre 5. En effet, on a 8 choix pour le premier chiffre (1,2,3,4,6,7,8,9)

et 9 choix pour les p — 1 chiffres suivants jusqu’au chiffre des unités (0,1,2,3,4,6,7,8,9). Par conséquent,

8§ x 9P~! 105t 8 x 9P~! ; p—1.10P 1 1 Ainsi
ngi;opi]ukéwcar slkEAﬂ[[]O ,]0 _]]],OnangkSW. msl1, en

p—1 n p—1 n—1 k
sommant ces inégalités, on obtient : Z 8 X %o‘ < Ston—1 < E % Si on note Ty = ) (%)
P= 1 ]O : ]O P k=0 ]O
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8

la somme partielle de la série géométrique, on a donc I'encadrement To% X Tn < Sjon_1 < 8T, (D).

On sait que (Tn)n>o0 converge si et seulement si 10% €]0; 1] et qu’elle tend vers +oco dans le cas contraire.

(=) Si i(x >1,alors lim T, = +oo donc l'inégalité de gauche de (I) montre que lim Sjon_7 = 400
10 n—+oo n—+oo

par minoration. Ainsi, la suite (Sn)n>1 étant croissante, elle ne peut tendre que vers +oo (car si elle tendait

vers un réel £, toutes ses suites extraites tendraient vers cette limite €). Ainsi, la série > % diverge.
neA

(<) Si 10% < 1, alors Tp < :Zof; (mi(x)k < ]79 L’inégalité de droite de (I) montre alors que la suite
10%

(S1om—1)n>1 est majorée et, a nouveau, comme elle est croissante, elle converge vers un réel £. (Sn)n>1 étant

croissante, elle ne peut pas tendre vers +o0o0 comme avant donc elle converge, ainsi ) % converge.

En général, et on I'utilise assez fréquemment : Quand une suite est monotone, sa C(T)er\f\ergence équivaut a la

convergence de 'une quelconque de ses suites extraites !!!!

Or 2. <1e=a> tn(9) . Ce qui précede montre alors que > 1 converge si et seulement si o« >

In
10% n(10) oan® n(10)°

Traitons quelque cas en posant uy = al!m™ :

Silal=1,¥n€ N, |un| = [al"™™| =1 donc (un)ne n- ne tend pas vers 0: 3. al!™ ™ diverge grossierement.
n>1

Sila| > 1, comme lim [In(n)] = 400, la suite (aU““J)
n—-+oo

et la divergence de la série 3" al'™™ est encore grossicre.
nxl

Si a =0, comme ¥n >3, [lnn| >1,onaal™™ =0, ce qui montre la convergence de > alt™™,
n>1
Sia€l0;1], In(n) —1 < [In(n)] <

In(n) par définition de la partie entiére, aln) L glinn] o gIn()=1 cqp
0O<a<1. Or aln(n) _ eln(n) In(a) — eln(a) n(n) _ TLln(a) _ % Ainsi,

N B
n- In(a an— n(a) "’

ne tend pas vers 0 car Uim |aU“ ) | =+00
neN* n—+oo

— 7 S up <
nfln(a) = m

Si —1in(a) > 1 <= a < 1/e, alors I'inégalité 0 < u, < JT@) montre par comparaison a une série
an

de RIEMANN que Y al'™™ converge.

n>1
Si —1In(a) <1 <= a > 1/e, I'inégalité % < uy, montre par comparaison que » al'!™nJ diverge.
n n>l
Siae]—1/e:0], |al!™™| = |a|l'"™ ™ donc, par un des cas précédents, S al'™™ converge absolument.

n>l1

n

Siag]—1:—1/e[, on note S, = 3. al'™kl. L’idée est de faire des paquets de termes pour lesquels |In(k)|
k=1

est constant. Soit p € N*, alors p = [In(k)] <= p < In(k) < p+1 <= eP < k < ePT!. Ainsi, si on pose

Ip = [up;vp] avec up = [eP| + 1 et vy, = [ePT'| — 1, on a la valeur constante Vk € I, [In(k)| =p. Ainsi,
> aP =Sy, —Syu,—1 = aP(vp —up +1). Mais, eP < up < eP +1et ePt —2 < v, < eP™! =1 donc
kel

ePHl —2 —eP < Vp —up + 1< ePT! — eP ce qui assure par encadrement que Vp —up + 1 e eP(e — 1) car
(o]

ePtl —2 —eP Ioa ePT! —eP =eP(e—1). Ainsi, Sy, — Su, —1 ﬁ;o(ae)p(e — 1) qui ne tend pas vers 0 quand p

tend vers +00. Or si (Sn)nen+ convergeait vers S, les deux suites extraites (Su, )Jpen+ et (Sv, )pen- tendrait

vers S donc on aurait lim (S,, — Sy, _1) = 0. Par 'absurde, (Sp)n>1 diverge. Ainsi > al'™™ diverge.
p—+4oo P P - n>1

1 1

Au final : 3 al™™ converge si et seulement si —e”! < a<e”!.

n>l
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1
1 1 1\ ntt n -7
. T—-57 . . T-7 T—7\ -1 In(a
a. Si > an ™ converge, on sait que lim an " =0. Comme ap = (aTL “) =en-1 ( " ), on a

n>1 n—-+4oo
. . n . -k . ¢
lim anp =0car Um =1, lim In{an =—oc0et lim e =0.
n—-+oo n—+oon — 1 n—+4oo t——o0

_1
Ainsi Ing € N, ¥n > no, an <1Tetan < an ™ car 1— -+ < 1 done (1 - l) In(an) > In(ay) car In(an) <0
n n
et que la fonction exp est croissante. On conclut & la convergence de Y a, par comparaison.
n>l
b. D’abord, les conditions définissant I’appartenance & I et | sont la négation 1'une de I'autre donc INJ] = §

et IUJ = N*. Les ensembles I et | constituent donc une partition de N*. Traitons les deux cas :

. -1 o s
Sinel, onaan ™ <Aan par définition.

: -4 x -1 n-l
Slne],onaan“>>\an<:>a,?<%<:>an“<(%) car an > 0.

_1 n—1 n—1
Ainsi, pour tout n € N* 0 < a:l ™ < Max (}\an, (%) ) < Aan + (%) . La série Y Aan converge
n=1

n—1
par hypothese et la série géométrique (%) converge car 0 < % < 1 donc, par somme et comparaison,
n>1

-1 . o R P pucd A
> an ™ converge aussi. En sommant 1'inégalité obtenue pour n € N*, >~ an ™ < 7\( > an) + o
n>l n=1 n=1 -

1
s T1—-5 A N .
c. Les deux séries > an ™ et Y. an sont donc de méme nature d’apres les questions a. et b.. On suppose

n>1 n>l
+oo
que Y. an converge et on note S = Y an > 0. Soit ¢ :]1;+o0[— R définie par ¢(A) = AS + }\}‘—] @ est
n>1 n=1 B
dérivable sur ]1;400[, lim @(A) = lim ¢@(A) = +o0. Or ¢’(A) =S — 1 7. En étudiant les variations
A=+ A—+oco A=1)
.. 1 +oo 17l
de o, on se rend compte que @ est minimale en Ag = 1 + 7 et comme S = Y an ™ < ¢(Ag), on a
n=1

+oo 4_1 +o0
S' < (VS 1)?%, ce qui se traduit par I'inégalité attendue, & savoir 2 all T <144/ D an.
n=1 n=1

a. La fonction Py, : t — t™ —nt+ 1 est continue et strictement décroissante de [0;1] dans R car, si t € [0;1],
P/ (t) =n(t™ " —1) < 0. Comme P,(0) =1>0et Py(1) =2—n <0 carn > 3. Dapres le théoreme de la
bijection continue, il existe un unique x, €]0;1[ tel que Py (xn) = 0.

b. Comme Pn(l> = zi“ - % +1<0,onaVn >3, 0<xy < ~. Mais xI! —nx,, + 1 =0 par construction,
n =1 +o(i) d’ou 'on déduit que xn, T caro <x < L qui implique xr = o(l).
n n? +oon o an ™ too \m

c. On note y, =

3 \:x;f

_ 1 _ _ 1 )
de sorte que yn, +_ooo<¥)' De plus, xi = exp(nln(xn)) = exp (n In (; + yn)) d’ou

n

XN = exp (—nin(n) +nin(l +nyyn)) = n]—n exp (nIn(1 +nyy)) or nin(1 + nyn) Jrm(;onzyn tend vers 0 en

1 417 _ 1 1 1
+00 donc xJy fodeud On en déduit que xn +—OOR+W+O(W).

a. La suite (un)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoreme

de la limite monotone. Si on avait ¢ > 0, en prenant v,, = on aurait bien (vn)nen qui tend vers 0

1
n+1’
alors que, puisque unpvn o ﬁ, la série > unvn divergerait par comparaison : absurde ! Ainsi £ = 0.
oo n
n=0

n
b. Prenons No = 0, comme Y u, diverge, la suite (Sn)nen tend vers 400 si on pose Sy = > uy. Ainsi,
n>0 k=0
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il existe ny > 1 tel que Vn > nqy, S, = Z ug = Z ux = 1. Prenons par exemple pour Nj le plus petit
k=N,
N; —1
entier n qui vérifie Z uy = 1 de sorte qu’on aura donc Y, uy > 1. Voici pour l'initialisation.

k=0 k=No
Soit p > 1, supposons construits des entiers Ny, ---, Ny, vérifiant les conditions 0 = Ng < N7 < --- < N, et
N k41 —1
Vkeo;p—1], >, wuk >1. Puisque hm (Sn_1 —SN,—1) = +00, on a encore l'existence de np 11 > Ny,
k:Nk
n—1
tel que Vn = npy7, Sno1 —Sn,—1 = >, ux = 1. Prenons a nouveau (par exemple) pour Ny 7 le plus
k=N,
N p+1 -1
petit entier n tel que Z up > 1 de sorte que Np 1 > Np et que > w > 1. Voici pour 'hérédité.
k=N,
On conclut par prinmpe de récurrence a lexistence de cette suite strictement croissante d’entiers (Ni)ien
N it1 —1
telleque Vie N, > w > 1.
k=N;

c. On constate d’abord que la suite (Ni)ien étant strictement croissante et entiere, elle tend naturellement
vers +00 puisqu’on peut montrer facilement par récurrence que Vk € N, Ny > k. Construisons alors la suite

(Vn)nen comme suit : pour tout i € N, Vk € [Ni;Niyq1 — 1], on pose vy = % Alors, pour p € N*,
i

Np71 p—1 Ni+1—1 p—1 1 Ni+1 -1 P 1
S oweve = ) ( > ukvk> = > - ( ) > — = Hp (en posant m = i +1). Alors
k=0 i=0 \ k=N izo L+ 1T\ 5K, m=1Mm

Np—1

la suite ( > ukvk) tend vers 400 car on sait que H, o In(p) — +oo, cela implique que la série
— peN oo

> wevk div?}rge. De plus, (vn)nen est clairement décroissante et elle tend vers 0.
k>0

d. On peut affirmer que si (un)nen est une suite positive et décroissante, on a équivalence entre :

(i) pour toute suite (vq)nen € CY qui tend vers 0, la série > unvy, converge.
n>0
(i1) la série > u, converge.
n=0
En effet, on a (i) = (ii) avec b. et c. par contraposée. Réciproquement, si on suppose (ii), soit une suite

complexe (v )nen qui tend vers 0, unvy = o(uyn) donc > unvn converge absolument donc elle converge.

n=0
a. Pourn > 1, Untl — 3(nt1)—2 =12 2 1 T ce qui donne par développements limités
Un 3(n+1) 3n+3 3n g4 2
n
3/4 —3/4
it = -2 (140(1)) = 1-Zto(L1). Dememe, it = 12— (14 1) g3 (1),
U, +oo 3n +oo  3n n Vn m+1) / n +oo  4n n
Ainsi, il Yndl _ (i — ;> 1 + o( ] ) ~ > 0 ce qui prouve, comme deux suites équivalentes sont
Uy vn +oo\4 3/ n +oo 12n
de méme signe a partir d’un certain rang, que Untl _ Ynil > 0 pour n assez grand.
Un Vn
b. On en déduit que Inp € N, ¥Vn = no, Untl > VYnil oy Undl 5 Un, Ainsi, la suite (u—“)
Un Vn V41 Vn vn /nzno
est croissante ce qui montre que Vn > no, Un > Yo done Un = Un,o diverge avec
n Vn, Vn, n>1
RIEMANN, par comparaison, la série Y u, diverge aussi.
n>l
Mieux, on peut poser w, = In (unn2/3> de sorte que wny1 —wn = In (M) — %ln (1 + l) donc,
Un n
2 2 2 2 1 1 :
— =1 (1—7) l (1 )— —_— — = O(—) O( )ce ul montre que
wnprmwn =l T ) 3 Ut ) S T3 ) T oo o\n2) €4 q

la série > (wnt1 —wn) converge absolument donc converge et, par dualité suite-série, (wn)n>1 converge
n>1
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(vers K € R) ce qui, par continuité de exp, montre que lim u,n?/3 =eX = A > 0. Ainsi, u, L/
n—-+4oo +
k
a. La fonction In? étant continue et croissante sur [1; 4-0c[, on en déduit que Yk > 2, In?(k) > fk : In?(t)dt

5 kt1 SR T
et Vk > 1, In“(k) < fk In“(t)dt. En sommant ces inégalités pour k € [2;n] ou k € [[1;n], on trouve avec

+1
la relation de CHASLES : Vn > f] n?( Z n?(k) < f:‘ In?(t)dt car In?(1) = 0.

Par intégration par parties, comme les fonctions u : t — ln (t) et v : t > t sont de classe C' sur [1;+o0],
X
il vient ¥x > j’] m2(t)dt = [tin2(V)]F -2 f1 In(t)dt = [tin2(t) — 2tin(t) + 2t]¥ dont on déduit la

X
relation f1 In?(t)dt = xIn?(x) — 2x In(x) + 2x — 2. Ainsi, comme nn?(n) — 2nin(n) + 2n — 2+~ nin?(n)
o0
et aussi (n+1)?(n+1) =2+ nn+1)+2(n+1)— ~(n+l) 2(n+1) ann (n) car on sait que

In(n+1) = In(n)+In (H—l> ~ In(n), on obtient par encadrement I’équivalent un, = Z n?(k) ~ nin?(n).
n/ +oo k=1 “+oo
2+ 1n(t)

——5 < < 0.
t21n3(1)

b. La fonction f : t — est dérivable et décroissante sur ]1;+oo[ car Vt > 1, f'(t) = —

1
tin?(t)
Pour k > 3 d f(k)<fk f(t)dt d’ot t ke [3 ]]fj LI

our , on a donc t)dt d’ou, en sommant pour k € [3;n], — —&—.
Z S Jio P LI S Lt
n n
Or, —dt___ [— 1 } =-1___1 < donc < —1 . Comme les sommes
fZ tin”(t) In(t)lz  m2) mn) ln(Z) 23 kln k)~ m(2)

artielles de la série & termes positifs 1
P P n§3 nin?(n) nin?(n)
1

série a termes positifs > —— converge par comparaison avec la question a..
Un

sont majorées, la série converge. Ainsi, la

a. Soit n > 1, soit f,, : R — R définie par f,,(x) = e* + nx — 2. La fonction f,, est dérivable et strictement

croissante car f; (x) = e +n > 0 donc, comme on a facilement lim f,(x) = 400 et lim f,(x) = —o0, la
X—+00 X——00

fonction f,, réalise une bijection de R dans R d’ot Vn > 1, Jlay € R, f(an) =0 < e +na, = 2.

b. Comme f,,(0) = =1 < 0 = fa(an) < fn(l> = ¢!/™ — 1, on en déduit que 0 < an < 1 par stricte
n n
an
croissance de f,,. Ainsi, par encadrement, lim an, =0. Ora, = =—%— et Um 2—e% =1doncona
n—-+4oo n n—-+4oo

I’équivalent a,, ~ 1 et on en déduit que Y an diverge (car an = 0).
+oomn n>1

c. Pourn > 1,fhp1(an) =e*+(n+1)an—2 = e +nan—2+an = fr(an)+an > frn(an) = 0= fari(ant1)
donc an, > any1 par stricte croissance de la fonction f41. Ainsi, la suite (an)n>1 est strictement décroissante

et tend vers 0 donc la série Y (—1)™ay, converge par le CSSA.

n>1
On aurait aussi pu poser by, = 1 —an = o( ) d’apres ce qui précede pour avoir e!/™m~bn —|—n< ) =
n o] n
donc,parDL:1+l+1—nbn—2—|—o(l):Ocequidonnebn— +o( )etenﬁnbn ]—2
n n +oon TL 400

_ n _ n
Par conséquent, (—1)"an = =0t +(=1)"bn et > (=1) converge par le CSSA et Y (—1)™by, converge
n n>1 M n>1
absolument d’apres I’équivalent trouvé. Par somme de séries convergentes, la série > (—1)™an converge.
n>1

Cherchons d’abord un développement asymptotique de ;.

1" 1)\ 2
Premieére méthode : sin(un) = (%—I—%) \f—;\/l - (% + ( n]“) ) car cos(Arcsin(x)) = V1 — x2 pour
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—1\" 1\ 2
x €] —1;1]. Ainsi,sw’m(un)zﬁ—l—w—f3 1—4( D" _ 42“.Or\/l+x§1+§—L+o(xz)

4 2n% 4 3n% 3n 8

done sin(un) = (—1)“\/§+(—1)T;\/§+ 3oL V3 (L) _ (—1)“2\/3? 23 (n )

o
2n* 6n 6n n?*

+oo 3n* 9 o

_ n
Comme u,, = Arcsin(sin(un)) et que Aresin(x) =x+ o(x?), on a un = ( ]3110%\/3: + ‘?Zﬁ + o(ﬁ).

Deuxieme méthode : soit f: x — Arcsin (% + x) — I dérivable sur } - %; % [ avec f/(x) = SR S—
6 1— (172 +x)?
Ainsi, f/(x)= 2o x —— 1 — L(] + 2—") +o(x). En primitivant, f(x) = £(0) + 2% + 2X= 4 o(x2).

0 V3 4x x>0 V3 3 0 \[ 3\[

1=
3 3
2x ., 2 2 " 2(=1)" 2 ( 1 )
Or f(0) = 0 donc f(x + . Par conséquent : u, = + +ol—%)-
(©) = 0 done £(x) 5 2% + 252 4 o(x2) quent : wy = 22U 4 20 o( o

Troisieme méthode : soit f : x — Arcsin (% + x), alors f est de classe C* sur ] — % X [ donc admet un DL

en 0 & tout ordre. On a f(0) = % et, par calculs, f'(0) = 2 o 7(0) =

V3

Ainsi, par TAYLOR-YOUNG,

4
33

2=t 2 1
fxzﬂ—&-zx—i— Ainsi, comme o« > 0, on a u, = +o(—).
( )o 6 3 3[ x%). " oo V3n” 3\[3n20¢ 2
-n" 2
e Dans tous les cas, on peut écrire u,, = vy + wy avec v, = 2( et wp ~ —=——>0. Or > v
p n n n n \/irl n 3\/§n2°‘ = n

(="

converge par le critere spécial des séries alternées car o > 0 donc la suite ( Jan® ) est décroissante et
3n n>l

1

tend vers 0 et > wy converge si et seulement si 2o > 1 <= « > - par comparaison de séries & termes

n>0

positifs aux séries de RIEMANN. Par somme, la série Y. u, converge si et seulement si o > 1
n>1 2
Posons u, = i sin (nn) pour n > 1. Puisque a > 0 et que |up| < 1a, par encadrement, Um u, = 0.

n¢ 5 n n—-+oo

Sia>1, comme Y, ia converge par RIEMANN, > u, converge absolument par comparaison.
n>l n n>l
Si a > 1, montrons que Y u, converge de deux maniéres :
n>1
Méthode 1 : comme la suite (sm (nSﬁ)) est 10-périodique car sin est 2m-périodique, on voit une
n>l

alternance de termes positifs et négatifs dans cette série, ce qui nous conduit a effectuer une sommation

par paquets de 5 termes consécutifs. Soit vii = usn_4 +usn_3 +Usn_2 + Usn_1 + usn pour tout n > 1.

On constate que vy, est positif si n est impair et que vy, est négatif si n est pair, ainsi la série Y vy est
n>1

P
alternée. Si on définit les deux sommes partielles associées S, = >~ uyx et T, = Z vk pour p > 1, on a
k=1 k=1
P P 5k 5p
la relation Z =5 ( > ui) =T, =Ss5p = E un. Avec les propriétés de signe de vy, comme
k=1 ‘i=5k—4

k=
sin(nt+0) = (—1)™sin(0), on a la relation v, = ( 1)“ Twy, en définissant le réel w,, = |v,| > 0 par
1

_ jis 1 <2n> 1 (371) 1 (47’[)
YT Gn—4)° Sm(5> T o=\ ) T e s ) T Gy s )
Or (wn)nen est clairement décroissante et tend vers 0 donc Y vy converge d’apres le critére spécial des
n>l
séries alternées. Notons T la limite de la suite des sommes partielles (Ty)n>1. On a donc liT Ssn =T.
n——+oo

De plus, on a Ssn41 = Ssn +usnp1 = T + 0(1) =T+ O(]), puis Ssn4+2 = Ssn41 +usny2 = T+ 0(]),
+oo “+oo +oo

Ssn+3 = Ssn4z +usniz =T+ o(1) et Ssnia = Ssn43 + Usniq =T+ o(1), d’ott 'on déduit que
o0 oo
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Um S5n: Um S5n+1 = Um 55n+2: Um S5n+3: Um S5n+4:T.
n—-+oo n—+o00 n—+00

n—+4oo n—-+o00
“+ o0
Ainsi, la suite (Sn)n>1 converge ce qui signifie que )" un converge. On a méme ). un =T.
n>1 n=1

Méthode 2 : la 10-périodicité de (sm (nsn)) nous conduit & sommer par paquets de 10 termes. Soit
nz

Zn = UIon—-9 T U1on-8 + W1on—-7 +Uion—6 + Wion-5 +U1on—4 +UTon-3 + Uion— 2+u10n 1+ uwion pour

tout entier n > 1. Alors, si on définit les deux sommes partielles associées S, = Z ug et T, = Z Zk

k=1 k=1
pour p > 1, on a T, = S1op comme précédemment.
9
Onadonczy = 3 —1 __sin (kﬂ> (sin (kﬂ> = 0si k = 0 ou k = 5 mais on le laisse) et, en écrivant
& (ion—1° "™ Us 5

1 1 9\ “ 1 9a 1 1 1
! = G (= ion) () o( )
Par exeHPie oy —9y@ (10n)a 1on/ 4o (100)° J’(mn)‘“f“L i) S onye O \Gar

on obtient = (101“)& Z sin (k;) +O( —aFT ) Or Z sin (kSTt> est la partie imaginaire de la somme

des 10 racines dixiemes de 'unité et on sait que cette somme est nulle. Ainsi, z,, = O(%) ce qui
o \n

garantit par comparaison aux séries de RIEMANN la convergence de la série > z,. Ainsi, si on note T la
nxl

limite de la suite (Tn)n>1, ona Um Sjon =T. Deplus, S1ont+1 = Ston+uiont1 donc lim Siony1 =T.
n—4oo n—+o00

De méme, on montre que Yk € [[0; 9], HT S1on+k = T ce qui implique la convergence de (Sn)n>1 vers
n——+oo

—+oo
T et, & nouveau, on en conclut que la série > up, converge. On a méme Y. un =T.

n>l n=1
Analyse :

e Si P =0, alors un o donc > u, diverge grossiérement ce qui contredit ’hypothese.
n>0

e Si P # 0, en notant d = deg(P), on a P = agX® +--- + ag avec aq # 0 et on pose A = aq son coefficient
dominant. Alors, on a clairement P(n) ~ A% donc 3/P(n) ~ v/An%/3 si on comprend la fonction t + t'/3
+oo +oo

comme la bijection réciproque de t + t3 qui est bien une bijection (impaire) de R dans R.
e Ainsi, un, =n +o(n) — ¥YAnd/3 +0(n?/3) et on peut considérer deux cas :
o0

—Sid>4,uy = VAnY340nd3) ~ YAnd3 carn = o(n?/3). Comme d >4, lim u, = +o0
+oo +oo +oo

n—-+oo
(selon le signe de A) ce qui montre & nouveau que Y. uy diverge grossiérement : NON !
n=0

— Sid <2 alors u, = n+o(n) ~ ncar vAn?3 = o(n). Ainsi, on a encore diverge grossiere de
+oo +oo +oo

> un ce qui contredit toujours I’hypothese.
n>0

Ainsi, on conclut que d = 3 et on a donc un, = (1 — ¥/A)n + o(n). Si on suppose que A # 1, alors VA # 1
(oo}

donc uy, o (1 — ¥/A)n et on a encore 1111 un, = Fo0o (selon le signe de (1 — ¥/A)) ce qui encore impossible.
o0 n——+oo

Par conséquent,onad=3et A =a3 =1.

Posons P = X3 + aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3 de sorte que 3/P(n) =n3/1+ & 4+ 2 4 € Or on sait
non° o on

1/1
)
3\3 1

2
que v/1+ x§1 + % - % + 0(x3) car — =5 On écrit ce développement limité en O(x3) car on
veut avoir au final un développement asymptotique de u,, en vy, = O(%) assurant la convergence de la
o \n
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2
série Y vy. Allons-y : {/P(n) = n(1+£+%—a—2+0(%)
o0

n)] 3TL 311 )
A 2 4 1 1 1 1 1
méme, {Vl—&—x?l—l—i—i—O(x)et \/n4+n2:n4/l+P+=oon(1+W+ (F))+§“+R+O(F)'
1 b a2)1 (1)
S22 8 ) Lo
foo 3'\4 3" 9/)n n? 3 (4 370 )n TO\R2
a

—Sia#0,onauy, ~ —2 #0donc > diverge grossierement une nouvelle fois : NON !

2
Ainsi, up, = n—n—ﬂ+(1—h+a—)l+o(i> = =-24
+oo +0oo

1_b_,a®_1
4 3+9 4

la série harmonique : NON !

—Sia=0et u= — % £ 0, alors un o ! done > un diverge par comparaison &
n

o0 n=0

% : ce sont des conditions nécessaires & la convergence de > un.

n>0

On en déduit que a =0 et que b =

Synthese :

Prenons donc a = 0 et b = 3

1 et ¢ quelconque, alors les calculs précédents permettent d’affirmer que

Un = 0 (ﬁ) donc la série Y un converge absolument ce qui prouve qu’elle converge.
n>0

Conclusion : au final, 3 u, converge si et seulement si P = X3 + % + c avec ¢ € R quelconque.
n=0

a. Par hypothese, 0 < up < 1. Soit n > 0 tel que 0 < u, < 1, alors up11 = un(1 — uy,) €J0;1] car
(un,1 —un) €J0; 1[%. Par principe de récurrence, ¥n € N, 0 < u,, < 1. Plus simplement, on aurait pu dire

que la suite récurrente un 41 = f(un) avec f : x — x(1—x) est bien définie et & valeurs dans ]0; 1] car up €]0; 1]

et que l'intervalle ]0; 1] est stable par f.

CommeVn € Ny un11—un = —uﬁ < 0, la suite (un)nen est décroissante donc elle converge par le théoreme
de la limite monotone car elle est minorée par 0. Posons ¢ = liT un € [0;1].
n—+oo

En passant a la limite dans la relation un, 17 = uy, fufl, on obtient ¢ = ¢—¢2 donc ¢ = 0. Ainsi, liT u, = 0.
n——+oo
b.Pourn}O,vn:Lfizéfi:]_(]_un): 1 donc lim v, = 1. Par
Untl  Un  uUn(l—un) un un (1 —up) 1 —un n-4oo

nl 1 1

n—1
le théoréme de CESARO, lim 1 > vx = 1. Or, par télescopage, > vk = — — — et on en déduit donc
n—+0o N 1 "o k=0 Un uo

que Um (]— — L) = 1. Par conséquent, on a lim nu, =1 ce qui se traduit par u, ~ 1
n—+00 \ Ny nugo n—+o00 +o0

L’équation (E) : y’ = —y? est une équation de BERNOULLI et on sait qu’il suffit de poser z = 1 (pour les
Yy

/
fonctions y ne s’annulant pas sur un certain intervalle) pour qu’elle se ramene a —% =2z =1 qui se résout

aisément. Poser z = 1 et en calculer la dérivée s’apparente donc, au niveau des suites, au calcul du “taux
Y

d’accroissement” —— — 1 qui tend d’ailleurs vers 1 comme dans 1'équation (F) : Z=1.

Un+1 Un
On peut constater que si f: [0;1] — [0;1] est continue et bijective, elle est strictement monotone. Ainsi, la
fonction f~! étant par définition bijective et aussi strictement monotone, elle est forcément continue.
a. Par définition, ¥x € [0;1], 2x — f(x) € [0;1] donc —(0) > 0. Mais f(0) > 0 par construction, donc f(0) = 0.
De méme, 2 — (1) < 1 et (1) < 1 conduisent & f(1) = 1. Ainsi, f est strictement croissante sur [0;1].
b. Soit n > 0, on prend x = x 1 dans f(2x — f(x)) = x et on a f(2xn41 — Xn+2) = Xn11. On applique f~' &

cette relation et il vient 2xn41 — Xn42 = xn <= xXn+2 — 2xn41 + xn = 0. La suite (xn)n>o vérifie donc une
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récurrence linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique associée est z2 — 2z + 1 = 0 avec pour solution
double z = 1. On sait qu’alors : 3(a,b) € R?, ¥n € N, xp = an +b. Ainsi, ¥n € N, x = xo +n(x1 — x0).

Mais comme x7 — xo # 0 par hypothese, ceci impliquerait 11111 xn = 00 ce qui est impossible car la suite
n——+oo

(xn)nen vit dans [0;1]. Par 'absurde, quel que soit xo € [0;1], on a donc x; = f(xp) = xo.
c. La seule fonction vérifiant les hypotheses de I'énoncé est f = id [o;1).
1
a. Clairement, up = In(2) ~ 0,69. De plus, u; = fo m(14t)dt = [(1+1) In(1+t) —t]} = 21n(2) =1 ~ 0, 38.

b. Soit f:x = x—1In(1+x) et g:x+— In(1+x)— % définies sur R . Les fonctions f et g sont dérivables
X

sur Ry et f(x) =1——— — X S oetg/(x)=——— 1 - _x
+ et T+x  1+x 9 =% 1+ (1+x)

les fonctions croissantes f et g sont positives sur 'intervalle Ry d’ou : Vx > 0, ﬁ <In(1+x) <x.
x

> > 0. Comme f(0) = g(0) =0,

On pouvait aussi appliquer le théoréme des accroissements finis & la fonction f : x — In(1+x) entre 0 et x > 0
Il +x)—n(1+0) _ f(c) = 1

(les conditions sont réalisées) pour avoir 'existence de ¢ €]0;x[ tel que

x—0 T4+c¢
Or ]_LX g”?<1 donc Vx > 0, ﬁélﬂ(]—l—x)gx(vrai aussi pour x = 0).
n
c. Comme t™ > 0 pour t € [0;1], on a d’aprés b. Pencadrement 1—t|—t“ < In(1 +t") < t™ qu'on integre
(croi de Vintégrale) sur [0:1] : 0 < [ —t° dt<f]l(1+t”)dt<f1t“dt [thT 1
roissan intégr r[0;1] : = = .
croissance de égrale) sur [0; SJo Tyomdts Jy < Jo i) = nr

Ainsi, par encadrement, la suite (un)nen tend vers 0.
1 1 tn 1 tn 1 n
1 = —dt < dt < In(1 th)dt = .
2n+1) 0 2 \fol+t“ fo n(1+t7) tn
Comme 1 diverge par RIEMANN, la série > uy diverge aussi par minoration.
nson+1 n>0
Comme Vt € [0;1], 0 < In(1 +t™1) < In(1 4+ t™), on intégre pour avoir 0 < uny1 < un donc la suite

d. Comme 1+1t" < 2site[0;1], ona

(un)n>o est décroissante et tend vers 0 : la série > (—1)™u, converge par le CSSA.
n=0

a. D’abord, fy : x — x*7f(x) sin(x*) est continue sur R et, puisque « > 0, on a sin(x“)§x°‘ donc

a—1 20—

x*sin(x%) =x . Comme f est bornée au voisinage de 0 car elle y est continue, on a 4 (x) = 0 (1%2“)
x

Comme 1—2« < 1, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, f4 est intégrable sur |0; 1]. Ceci justifie que

up existe. Pour n > 1, u,, existe car on integre une fonction continue sur un segment. Par le changement de

1/«

variable x = u!/% = @(u), comme ¢ est de classe C', bijective et strictement croissante sur Jnr; (n + 1)7,

(n+1)m —_1\ pm
onauy = - f f(ul/*) sin(u)du = (Gl fo f((nm + t)1/%) sin(t)dt en posant u = nm + t et car
0.4 0.4

sin(nt+1t) = —(1)"sin(t). Ainsi, upiq] — [un] = 1; fon [F((n+D)m+1)*) — f((nm+1)"/%)] sin(t)dt <0

car f est positive, décroissante et sin > 0 sur [0;7t]. Par conséquent, (Jun|)nen est décroissante.
b. La série Y u, est alternée d’aprés ce qui précede et (Jun|)nen est décroissante. De plus, comme f est
n>0
7T
positive et |sin| < 1 sur [0;7], on a |Juy| < 1 f f(nm)/*)dt = Tf((nn)'/*). Puisque lim f(x) = 0, par
x JO X x——+o00
encadrement, on a lim |un| = 0. Le critére spécial des séries alternées s’applique et Y uy converge.
n—4o0o n>0

—+oo
c. On a déja vérifié que fy : x = x*7Tf(x) sin(x*) était intégrable sur ]0;1]. On note S = > uy,. Soit € > 0
n=0

n
et np = 1tel que Vn = no, | D, ux — S| < % Soit un réel x = (nom)'/* et n > ny 'unique entier tel que
k=0
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1/x 1/ * a1 : o _ _ = _ x a—1 : o
(nm)/* <x < ((n+1)m)'/*. Alors t* (1) sin(t%)dt — S > uk—S+ t* (1) sin(t%)dt
0 k=0 (n

7-()1/0(

par CHASLES. Ainsi

X X

f % Tf(t) sin(t%)dt — S‘ < £+ f t*~Tf(t)dt (1) par inégalités triangulaire
0 2 (nm)1/«

(R ar < f((nm) /) [T e Tay

(nm)t/e
donc ‘f(zﬁ)l/‘x t*Tf(t)dt < f((nn)!/%) {%}:ﬂﬁ)]/“ < f((nn)1/0€)(((n—|— ])71)1;“)“ — (TLT[)) = mf((nm)'/*).

Or nm > x* — 7t donc f((nm)!/%) < £((x* —m)'/%) et liT f((x* — m)'/*) = 0 par hypothése. On conclut
X—>400

X

par encadrement que lim t*~Tf(t)dt = 0.
x—+oo J (nm)1/«

X
et de la moyenne. Comme f est une fonction décroissante, f( )i/
nr) '/«

Par conséquent, Ixo > (nom)'/*, Vx > xo, 0 < T f(t)dt < % L’inégalité (1) nous apprend alors

(nm)l/«

X X
que Vx = xo, L/; t*1£(t) sin(t“)dt—S‘ < %4—% = ¢. Ceci se traduit par XETOO fo £ Tf(t) sin(t%)dt = S.

+oo
Au final, on a bien établi la convergence de I'intégrale fo T (t) sin(t%)dt.

a. Par dualité suite-série, on sait que la série > p,, converge si et seulement si la suite (1 )ne ny converge. De
nxl
n +oo
plus, comme Y px = up—un apres télescopage, si la suite (un )ne y converge, on aura » . px = 1— liT Un .
k=1 k=1 n—teo

+oo
On a I’équivalence : ( > pn converge et Y. pn = 1) <— ((un)neN converge et lim u, = O).
n>1 n=1 n—+oo

n n n n
b. Soit n > 1, alors > kpx = > k(uk—1 —ux) = > kug_1 — Y. kuy donc, en ré-indexant, on trouve
K= k=1 k=1

1 k=1
n n—1 n n—1 n—1
Skpr= > (k+Dux — > kuk =up —nun + Y, ux = ( > uk) — NUp.
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0
Ainsi, si (nup)nen converge vers £, on a (Y, un converge) <= (Y. npn converge) et, dans le cas de la
n>0 n>1

m nup =0>0,0nau, ~ £ 5 0 et la série & termes

+oo —+oo
convergence u, =0+ npn. De plus, si U
g s Z n Z Pn plus, L Sen

n=0 n=1

positifs Y un diverge par comparaison a la série harmonique. On peut donc étre plus précis.
n>0

e Si (nun)nen converge vers £ > 0, les deux séries > un et > np, divergent.

n>0 n>1
e Si (nun)nen converge vers 0, ( > un converge) <= (Y. npn converge) et, s’il y a convergence, on a
n>0 n>1
+oo +oo
méme Y. un = Y. npy (revoir cette relation avec les espérances des variables aléatoires & valeurs dans N).
n=0 n=1

c. Soit x > 0, en posant w: t ~> f(t) et v : t :— t, les deux fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par
X x

intégration par parties, on a fo f(t)dt = [tf(t)]§ — fo tf’(t)dt. Sila fonction t — tf(t) admet une limite finie
7 7 +m +m . .

¢ en +o0, la formule précédente montre que f , T converge <= j;) tf'(t)dt converge. Puisque les signes

de ces fonctions sont constants, alors (f intégrable sur R;) <= (t — tf'(t) intégrable sur Ry). Comme en

+oo

b., si ¢ > 0, alors f(t) o % donc ‘[1 f(t)dt diverge par comparaison aux intégrales de RIEMANN. D’ot :
o0

e Si t+— tf(t) admet une limite finie £ > 0 en 400, f et t — tf’(t) ne sont pas intégrables sur R..

e Si t — tf(t) admet pour limite 0 en +o0, (f intégrable sur R ) <= (t — tf'(t) intégrable sur R, ) et, s’il

+ +
y a convergence, on a méme fo > f(t)dt = — j;) > tf/ (t)dt.
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a. La fonction f : 1+ cos(tu) est continue sur R et la fonction ¢ = ln est de classe C', bijective de [1; +o0]

dans R, et strictement croissante. Ainsi, par changement de variable, puisque ¢’(x).fo @(x) = M,
X

. +oo cos(t In(x
on salt que j‘]

+oo
et f cos(tu)du sont de méme nature. Sit = 0, 'intégrale fo cos(tu)du
. x . +
diverge clairement car cos(tu) = 1. Sit # 0, fo cos(tu)du = [Smt&}o _ sin(tx) donc fo Oocos(tu)du
X

diverge encore. Ainsi, dx diverge pour tout t € R.

f+°° cos(tin(x))
1 X

b. Méthode 1: Sit=0, cos(tin(n)) = 1 et 1a série harmonique diverge, donc cos(tin(n)) diverge.
n n n>1 n

XZ: os(t 1n(k))

Sit > 0 (le cas t < 0 est inutile puisque cos est paire), alors en posant S , on peut sommer

sur des tranches (sommation par paquets) ou le cosinus est positif. L’idée est de montrer que cette série

diverge comme le laisse imaginer la question a. méme si on ne peut pas appliquer tel quel le théoreme de

comparaison série/intégrale car x — cos(tin(x)) n’est pas monotone.
X
. n n 2p-—1)m (2p+1)m 2p-1)=m
SmtpeN*,Zpﬂ—gétln(k)§2pﬂ+g<:>e 3t <k<e 3t .Enposantap, = |e 3t +1et

2p+1)m
by, = \‘e 3t J, on a I'inégalité Vk € [ap;bp], cos(tin(k)) > % Alors, en les sommant sur cette tranche,

by by b, — 1 2p+1)m 2p+1)m
on obtient Sy, —Sq. 1= 3. costin(k)) 5 1 DRI il IO NS (i <bp<e 3t et
PV L K 2.5k 2b,
P P
2p+1)m 2p—1)m =27
@2p-D=r 3t _ 3 _ 3t
3 - e e St 1 _ 1 _e3t _
ap <e 3t 4 1doncSp, —Sq,-1 > ze(zp;;])ﬂ up. Or pETooup 5 5 £>0.
Si la série > cos(tin(n)) convergeait, en notant § sa somme, on aurait Um Sy, —Sq,-1 =S-S5 =0 car
n>l n p—too i
lim ap = Um b, =+00. Or Sy, —Sq,-1 = Uup, en passant a la limite, devient 0 > ¢, ce qui est absurde.
p—+oo p—+o0
Au final, on a bien montré la divergence de la série > M.
n>l n
Méthode 2 : Une méthode plus fructueuse est de tenter d’adapter le théoréme de comparaison série/intégrale

pour t > 0. Alors g est de classe C', donc pour tout entier k € N*,

malgré tout. On pose g : x — cos(tin(y))
X

S atoax—a00 = [ (000~ gk ax = [(x— k= 1)(g(0) g0 + [T (k1 x)g'(x)ax par une
k+1

K+1
intégration par parties facile & justifier, donc fk g(x)dx — g(k) = fk (k+1—x)g'(x)dx . Ainsi, comme

g'(x) = — tsinn(d) £ eos(nle) vy « TEI o vy € ok +1), 19'(x)] < ];'t'. Par inégalité de la
X X

k+1 k+1
moyenne, Yk > 1, g(x)dx — g(k)‘ kz donc la série Y (f g(x)dx — g(k)) converge absolument.
K>1
) n k+1 n+1 . ’
Sa somme partielle vaut (fk g(x)dx — g(k)) = f1 g(x)dx — Sy, qui converge donc vers un réel A.
k=1
cos(tln(n)) n+1

Si la série

convergeait, alors la suite ( f
n 1
n>1

g(x)dx) convergerait aussi, vers un réel
neN:

n
ae R Or f]n g(x)dx = [sin(tln(x))}1 = sin(tIn(n)) donc (sin(tln(n)))n>1 converge vers a. Alors on

y lyJ [y]
aurait, pour un réel y > 0, j;) g(x)dx = fo x)dx + f x)dx. Or lim g(x)dx = a d’apres ce

x—+o0 J O
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. y lul+ 1 y
< < — =
qui précede et ‘ f Ll g(x)dx‘ < f Ll l[g(x)|dx < ” . Par encadrement, on a donc yEToo Ll g(x)dx =0

tin(x)) 5 cos(tin(n))

. . . +o° cos
ce qui est impossible car on a vu en a. que
1 n>1 n

,_
L~

dx divergeait. Ainsi, diverge.

a. La f : t — 7| sin(t)| — 2 est m-périodique et continue sur R. Ainsi, comme F est la primitive de f qui

s
s’annule en 0, la fonction F est de classe C! sur Ry. Or j;) f=[—mcos(t) —2t]7T = 2n—2n = 0 donc F(nr) = 0.

(k—H)n
Ainsi, six € Ry, en posant n = | X |, onannt <x < (n+1)met F(x Z f t+ f(t)dt =
m

nrt

fox " f(t)dt car f est m-périodique donc F(x) = F(x — nn) avec x — nn € [0;7]. Mais comme F est continue

sur le segment [0; 7], elle y est bornée donc F est bornée sur R d’apres ce qui précede.

b. Comme w =F et v:trs 1 sont de classe C! sur [nm; 4+o00[, et que lim u(t)v(t) = lm F) _ 0 car F
t t—+4o0 t—+oco t

+o0 i — too
est bornée, alors par intégration par parties, f Wdt est de méme nature que f Ft(—;[)dt qui
n7 nrt

F(t) ( 1 ) . . oo F(t)

IEMANN —5= = — ). F =0 = —5~dt.

converge par R car ety (@) o) On a méme, puisque F(nn) , Un fnn 2 d

c. On a vu & la question a. que F est elle aussi n-périodique. Or, pour tout réel x € [0; 7], on a la relation

F(x) = fo"(mm(t)_z)dt = [~ mcos(t) = 2t]§ = m(1 —cos(x)) — 2x. Ainsi, ["F = [m_mm(x)_xz}: —o.

En posant H(x f F(t)dt, la fonction H est la primitive de F (donc H est C' sur R) qui s’annule en 0 et

elle est aussi nm-périodique donc bornée sur R. On peut a nouveau effectuer une intégration par parties en
posant u =Hetv:t— tiz qui sont C' sur [nm; +oo[. Comme tHT y = H(nm) = 0, on obtient donc
—+00

+oo F(t 400 2H(t , . oo dt M
Uy = fmr %dt = fnn % Par conséquent, si Vt € Ry, [H(t)| < M, |Jun| < 2M S S s 4

Comme ﬁ converge d’aprés RIEMANN, la série Y uy converge absolument par comparaison.
n>1 nzl

Notons que wu,, est bien défini & partir d’un certain rang car lim n?4+an+2= lim n?4+bn+1 = +o0.
n—-4oo n—4oo

Comme v, = vVnZ+an+2 —vnZ +bn+1 :n(\/1 —1—94—% - \/1 —4—2—1—%), avec le développement
noon non

2 2
1imité\/l—|—x§l—l—%—’%—l—o(xz),onadoncanr:OOnO—&—ﬁ—i—#—a—z—]—i—L 8n2+ (n ))

2n &n 2n 2n?
2,2
ou encore v, = &—b 4 4=-a +b Jro( ) donc Um v, =94=0b
too 2 &n n n—+o0 2
e Si |a — b] < 2, alors en prenant GT_b < A < 1,1l existe un entier ng € N tel que VYn > ng, |vn| <A
Alors Vn > no, |un| = [vi| <A™ et > upn converge absolument.
n=0
e Si |a —b| > 2, alors il existe un entier no € N tel que ¥n > nog, |va| = 1 donc |un| = 1. La suite

(un)nen ne tend pas vers 0 donc la série > u, diverge grossiérement.
n>0

e Si |a —b| =2, alors nl_i}moo [vn| = 1 donc, comme |vy| +:OO1 + % + o(%) avec « = £(4 — a? + b?)
(selon que a —b =2 oua—b = —2), on a |u,| = er'"vel) = en(ta/nto(l/n) _ e £ ¢ donc la

suite (un)nen ne tend pas 0 donc la série Y u, diverge grossiérement.
n>0

a. Soit f : R — R définie par f(x) = e* — 1. Il est clair que f est croissante. On montre par une petite

étude de fonction, ou par convexité de la fonction exp, que Vx € R, e* > 1+ x, c’est-a-dire f(x) > x et que
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f(x) = x <= x = 0. Pour toute valeur de up € R, la suite (un)nen est donc bien définie et croissante car
elle vérifie Yn € N, uny1 = f(un) 2 un. Il y a alors deux cas :

e Siup < 0. Sl existe n € N tel que uy <0, alors un 1 = f(un) = e —1 < 0. Ainsi, la suite (un)nen

est croissante et majorée par 0 donc elle converge vers £ < 0. En passant a la limite dans un 41 = f(un),

par continuité de f, on a £ = f(¢) donc £ = 0 d’apres ce qui précede. Ainsi, 1111 un, = 0.
n—-+oo
e Si up > 0. La suite (un)nen est encore croissante. Supposons qu’elle converge vers un réel ¢, alors

forcément € > ug > 0. A nouveau, on aurait ¢ = f(¢) donc ¢ = 0 : impossible. Donc liT Up = +oo.
n—+oo

b. Comme Vx € R, ¥ > x+1 > x, (vn)n>0 est bien définie par vo =1 et Yn € N, v = In(e¥™ —vy). De
plus, si vy >0, eV —vy > 1 donc vng1 > In(1) = 0. La suite (vn)n>0 est donc strictement positive. Ainsi,
Vn € N, vy = In(e¥™ —vy) < In(e¥™) = vy donc la suite (vn)nen est aussi strictement décroissante.
Comme elle est décroissante et minorée par 0, la suite (vn)nen converge vers un réel ¢ > 0. En passant
A la limite dans la relation v, 1 = In(e’™ — vy,), on obtient ¢ = In(e® — ¢) d’ott ' = ¢! — ¢ donc ¢ = 0.

Enfin, vy, = eV — ¥+, or (e¥™)n >0 converge vers 1 donc, par dualité suite/série, > vy converge. Or, par

n>0
n n +oo
télescopage, Y vii = Y. (eVk —eVk+1) = V0 — eVn+1 en passant a la limite, on obtient Y vy =e—1.
k=0 k=0 n=0
La fonction Arccos est décroissante sur [—1;1] et Vn > 1, iz < 1 donce Arccos (l) < Arccos (iz)
n n n n
ainsi un, < 0. De plus, comme lim Arccos(t) = T, il vient lim up, = T — T = 0. Par conséquent,
t—0+ 2 n—+oo 2 2
sin(un) = un or sin(un) = sin(an — by ) en notant a, = Arccos (l) et by = Arccos ( ) On obtient
[ed] n Tl
donc sin(uy) ) cos(by) —sin(bn) cos an) On sait que Vx € [—1;1], sin(Arccos(x)) = V1 — x? donc
sin(un) = Hf— /1 . Or /1T —x X—]**+O()dOnCSin(U.n) = fl+i2+0(i4). On
+oo M n n
peut ne garder comme information que un = —— + (0] (1—2> et méme u, +~ —l
o n

On pouvait aussi se servir de la relation Arccos(x) = 2 — Arcsin(x) pour avoir Arccos(x) §% —x+ 0(x?)

et obtenir plus simplement u,, = ~1lio0 (%) donc un, o —1 0. Comme la série harmonique diverge,
n n n

oo o0
par comparaison de séries & termes négatifs, la série Y uy diverge.
n>1
or (1), — C1 (1)

avec = O( ) Par le
= o + v, avi vn+ ) r

+ O( 1 ) qu’on peut écrire (—1)"u, =

(1) !

critére spécial des séries alternées, > converge car (7) est décroissante et tend vers 0. De
n=>1

n>1

plus, > vn converge absolument par comparaison car iz converge. Par somme ) (—1)"uy converge.
n>1 n>1mn n>1

On sait que Vx > 0, Arctan (l) = % — Arctan(x) donc, avec un = Arctan(n + a) — Arctan(n), on a aussi
x

un = Arctan <l> — Arctan ( 1 ) Or Arctan(x) Sxt O(x3). Ainsiu,, = 1__1 40 (%) Comme
n n+a +oon mn+a n
1 1 _ a d
- — = ~ onc, par comparaison Arctan(n+a) —Arctan(n)) converge.
n n-+a n(n+ )+oon2 +oon P P né:o( ( ) ( )) &
On pouvait aussi d’abord calculer lim u, = T — 2% =0 car lim Arctan(x) = T. Ainsi, par la formule
n—-+4oo 2 2 X— 400 2
donnant t ~ t —_nta-n_gonc ~ % 3 nouveau.
N iy ey aadpy v
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On pouvait encore dire que Vn € N, e,y €ln;n+al, un = (n+a—n)Arctan’(cn) = ] & par le théoréme
ch

2

des accroissements finis. Ainsi, comme ¢, > n, on a 1+c¢2 > c2 >n? d’'ott up < -%. Puis comparaison.

n

Si a € N*, on peut méme obtenir la somme de cette série par télescopage.

n —+o0
Sia=1,comme Y (Arctan(k+1)—Arctan(k)) = Arctan(n+1),ona y, (Arctan(n+1)—Arctan(n)) =
k=0

N

n
Sia=2, 3 (Arctan(k +2) — Arctan(k)) = Arctan(n + 2) 4+ Arctan(n + 1) — Arctan(1) donc, en passant
k=0

+o00
4 la limite quand n tend vers +oo, on a »_ (Arctan(n +2) — Arctan(n)) = %T” Etc...
n=0
Ces calculs nous font penser, comme Arctan est croissante, a écrire un < Arctan(n + |a] + 1) — Arctan(n)

donc Z ug < (la] + ) par télescopage (a faire), ce qui permet & nouveau de conclure par majoration.

a. Comme u, — un_H ~ @uﬁ et que Vn € N, tuX > 0, alors un — uny1 devient strictement positif a partir

d'un certain rang. En effet pour ¢ = ] dans la limite lim Y _ndl — 1] existe un rang N tel que
n—-+oo [aThay
Yn > N, %71 <LYdonco<1 < u“_ii““ < 3 et on conclut bien que un — Uny1 > 0 pour
[ 2 2 e 2

tout entier n > N. Ainsi, (un)n>N est strictement décroissante.
1

b. Sia<2etn >N, t— e étant décroissante sur [un41;un], Vt € [unt1;un], —— = %1 On integre

tCX— [0 4
n
. .o Un —Upgy U0 1 tn 1
SUr [up41;un] (car n = N donc un 41 < uyny) pour obtenir T = —rdt < — =7 dt.
Uy Unt1 Uy Uny1 t
Pour m 2 N -+ 1, en sommant ces inégalités pour n € [N;m — 1] et avec la relation de CHASLES, on
uN uN 2—x JuN uz_o‘
obtient Z Un — u”'“ Z f ]dt f ol]dt < f t = {t } =-N_(la
=N un ungr t¥ um t 0 2—uolo 22—«

m
. , 7 PR . Uy — W
convergence de I'intégrale est assurée par le critere de RIEMANN). Or la suite ( > %) est
n=N Uy m>N
. . . . - Uy — U
croissante et majorée donc elle converge, ce qui garantit la convergence de la série Y “7“4'1 Enfin,
n>0 Un

—Un41
T ~ tup >0 donc, par comparaison, la série Y. u, converge aussi.

n n>0

1 1 ; 4ot
——=1 < —=7 toujours par décroissance

(o4
t Up g
t t"‘%] Sur [un41;un]. On intégre sur [un41;un] (car n > N donc un41 < un) pour obtenir I'inégalité

par hypothese, on a Un

c. Si x> 2etn >N, cette fois-ci, on préfere écrire Vt € [un41;unl,

_ Un Un
tn_nitl OCE?H = f ]71 dt > f ] ——1dt. Pour m > N+ 1, en sommant pour n € [N;m — 1] et encore

u Unt1 U Untr t¥

n+1 n+1

Un unN
avec la relation de CHASLES, on obtient u“'” —dt = %dt. Comme
Toa—1 o—1
n=N un_H Un41 t um t

1

. N . . uN
maintenant o« — 1 > 1, le critere de RIEMANN donne la dlvergence de l'intégrale fo ——7dt donc, comme

m
u~N- .. . Un — Un41

im u, =0, Um ~—7dt = +oo. Ainsi, par encadrement, lim >  ———F = 400 d’ou la
n—-+oo m—+ooJu, t m—+4o00 TN Un41
Un — Un41

divergence de Y 1
n>0 Unt1

(ses sommes partielles tendent vers +00).

Une nouvelle fois, par hypothése, un —un41 ~ u&. Or lim up =0et o > 2 donc u¥ = o(uy) (vrai dés
+oo n—+o0o +oo
o o Up — U up —u
que a > 1). Ainsi, on a up —un41 = o(un) donc uy ~ uniy et il vient ———pH ~ “n—_—ntl
+oo +oo un_H +oo Uy

Comme on parle de suites positives strictement (au moins a partir d’'un certain ran on conclut de la
p 1% p ,

~ {un.
+oo
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divergence vue ci-dessus que . u, diverge si a > 2.
n=0

En conclusion, avec ces hypotheéses, > wu, converge si et seulement si o < 2.
n=0

a. D’abord, la série > (—1)"uy, converge par le critére spécial des séries alternées puisque (un)nen est
n>0

décroissante et tend vers 0. Ceci justifie ’existence du reste R,, pour tout entier n > —1.
On sait d’aprés ce méme théoreéme que R, est du signe de (—1)"*'u, 47 donc [Rp| = (=1)"F'R,,. Ainsi,

on a [Rn| — [Rng1| = (=)™ Ry — (=) 2R, 1 = (=)™ (R + Rnp1). Or, en posant k = j + 1, il vient

“+o0 “+oo .
Rnt1 = > (=D*ux = Y (=1)Y"'uy41. Ainsi, en regroupant les deux séries, on obtient la relation
k=n+2 j=n+1
RS 1 1 =
Ral = Regt] = (<1155 (=1 5w + (1)  uieyr) doit [Ral = [Rug] = (1) 5% (=1)kvg en
k=n+1 k=n+1
notant vi = ux — ug41. Or, par hypothese, la suite (vn)nen est décroissante, positive, et tend vers 0 (par
+oo
somme). Par conséquent, par le critére spécial des séries alternées, comme Y. (—1)*vy est le reste d’ordre
k=n+1
—+o0
n de la série 3 (—1)%vy, le signe de > (—1)%vy est celui de (—1)"*+ vy, 47 donc celui de (—1)™*'. On
k>0 k=n+1
en déduit que le signe de |[Rn| — [Rny1| est celui de (—1)™F!(—=1)"*! = 1 ce qui permet de conclure que

[Rn| — |[Rnt1] = 0, c’est-a-dire que (|Rn|)nen est décroissante.

b. Comme avant, pour n € N*, on a [Rn| + [Rnp1]| = (=)™ Ry + (=)™ 2R, 11 = (=)™ (R, — Rny1)
or Rn — Rny1 = (=1)™ 1w, 41 aprés simplification. Ainsi, |Rn| + [Rni1]| = uny1. Mais on sait que la suite
(IRn|)nen est décroissante donc |[Rpi1| < |[Rn| < |[Rn—1| qui devient, en ajoutant |Rn| et d’apres ce qui

précede, un 41 < 2|Rn| < un et on a bien unzi"'] < |Rnl < uT“

N ’ s , N u N
c. Comme unqq % un d’aprés 1’énoncé, le théoreme des gendarmes prouve que |Rp| ~ 7“ d’apres
o] +oo

I'encadrement 1 2[Rn| < 1. Et puisque Ry, = (=1)™*1|Ry|, on en déduit que R,, ~ (—1)"+T4n,

Un Un +o0 2
In(x) - X " 1 —1n(x) Lo
d. Posons f : x = —==, alors f est dérivable sur R et f'(x) = ————= donc f est décroissante sur
x x
. o . " 21n(x) — 3 ”
[e; +-00[ donc sur [3;+oo[. f est méme de classe C> sur R* et on trouve f”(x) = =————— donc " est
x
positive sur [e3/2; 4-00[ donc sur [5;+oo[. Ainsi, la fonction f est convexe sur [5;+oc[. De plus, en posant
In(n) ( 1 ) 1
Un - f(n), on a In(n + )+OO In(n) car In(n+1) —In(n) = In(1+ oy Node Jrooo(ln(n)) et

n+1 o donc, en divisant, w41 o une Pour n > 5, d’apres 1'égalité des accroissements finis, il existe
deux réels oy €N+ 1;n + 2[ et B €nsn + 1] tels que upny2 —upnypr = f(n+2) —f(n+ 1) = F(an) et
Untl —Un = f(n+1) — f(n) = f'(Bn). Mais comme f’ est croissante sur [5;+oo[, on a f'(Bn) < /(o) car
Bn < an. Ainsi, pour n =5, Un42 — Un41 = Ungl — Un.

On en déduit d’apres la question c. (comme on parle de reste, le fait que les propriétés requises ne commencent

+oo
qu’a partir du rang 5 importe peu) que R, = > (71)kM ~ (=1 M
k=n-+1 k +o0 2n

D’abord, par troncature des développements limités (ici des développements asymptotiques), les constantes

ap, a1 sont communes a tous les ordres k aux quels on exprime ce développement.
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a. Supposons que Y. ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ap = 0. De plus, si a; # 0, ona ®(n) ~ 4

n>1 n—-+4oo 400 N
donc > ®(n) diverge par le critere de RIEMANN, ainsi aj = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a
n>l
®d(n) = 0O (%) donc Y ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : ) ®(n) converge <= (ap = aj = 0).
+oo n n>l n>l
b. Supposons que [][ ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tendent vers
n>l

un réel non nul ainsi liT ®(n) = 1 donc ap = 1. A partir d’un certain rang no, le terme ®(n) sera
n——+oo

strictement positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de

la série > n(®(n)). Or In(P(n)) = % + o(%) donc si aj # 0, on a In(®(n)) o C;—] ce qui contredit

n>ng

avec RIEMANN la convergence de [[ ®(n). Alors a; = 0 donc ¢(n) = 14+ O(iz) ce qui montre que
n>l o0 n
In(®(n)) = O(%) d’ou la convergence de > In(®(n)) qui implique celle de [] ®(n).
+oo n nxno n=1
En conclusion, on a ’équivalence [][ ®(n) converge <= (ap =1 et aj =0).
n>1
n

c. On suppose que Vk € N, ®(k) # 0 car sinon la convergence de > [] ®(i) est claire.
n>11i=0

n
Posons un = [ ®(i) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (|un|)n>n, est strictement croissante a partir d'un
i=0

n
rang no pour lequel Vn > ng, |®(n)| > 1 et la série > ] ®(i) est grossierement divergente.
n>1i=0

Si |ap| < 1, en prenant £ tel que ¢ €]laol;1[, il existe un rang ng tel que Vn > no, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, Vn > ng, |[un| < Jun,{"" 0. et la série Y uyn est absolument convergente par
n>0
comparaison aux séries géométriques.
n
Si ap =1, il existe un rang ng & partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc up = A [[ ®(i)
‘i.:TLo

no—1 n n

en prenant A = [] ®(i) # 0. La convergence de Y. [] ®(i) est équivalente & celle de > [ ®(i). Or,
i=0 n>11=0 n>no i=no

n n

en posant vy, = [ ®(i), on a In(vy) = 3. n(®(1)) avec In(®(i)) = L 4+ wi olt wy = 0(1—2) Ainsi

i:‘no i:TLo 1 too 1

+oo n
n(vn) = a1(Hn — Hng—1) +S+o0(1) ot S = 3 wi. Alors vy = [[ @(i) = e@ Inm+A+o(l) &

=y
e i=no i=no too oo m

n
(ot « = e > 0) donc > [ ®(i) converge si et seulement si a; < —1.

n>11i=0
n
Siap = —T, il existe un rang no a partir duquel tous les ®(n) sont strictement négatifs donc up = A [[ @(i)
i:no
no—1 n n
en prenant A = [][ ®(i) # 0. La convergence de > [] ®(i) est équivalente a celle de > [ @(i).
i=0 n>11=0 n>ng i=ng
n n
Or, en posant vy, = [[ ®(1), on a vy = (=) "t avec tn, = [[ |®(1)] et |®(1)] = 1 — & + 0(1—2)
i=ng i=no Feo t '
n
donc In(ty) = 3 n(|®(1)) avec In(|®(i)]) = — L 4+ w; ot wy = O(%) Ainsi, comme avant, en posant
i=n 1 00 1
+oo ’ n
S= > wi,onaln(ty) = —aj(Hn—Hno—1)+S+0(1). Alorst, = [[ [(1)] = e~ @ In+A+ell) o &
i:no +oo i.:no +oo toom

n

(ot e = e > 0) donc > [] @(i) converge par le critére spécial des séries alternées si et seulement si a3 > 0.
n>1i=0

En effet, si a; > 0, la suite (tn)n>n, tend bien vers 0 d’apres 'équivalent précédent et elle est décroissante
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a partir d’un certain rang car t“ﬂti_t“ =|®(n+1)]—1 o —91 0. Et si ay <0, alors la suite (tn)n>n,
n o n

ne tend pas vers 0 donc il y a divergence grossiere de la série.

n
En conclusion, la série > J] ®(i) converge si et seulement si
n>11=0

(Fxke N, ¢(k)=0) ou (ap €] —1;1]) ou (ap=1 et a; <—1) ou (ap=-1 et aj >0).

c oz, &£ 1
d. Ic1<I>(1):2—e1+—2—(]+ —|—22—|—0( ))JF—OO]—% 212+0< ) Par conséquent, d’apres ce qui

précede, la série Y H (2 - eT) si et seulement si o > 1.
n>11i=1

a. Sif:[0;1] = R est définie par f(x) = 1%, alors f est croissante et continue sur [0;1] et I'intervalle

[0; 1] est stable par f. Ainsi, la suite (xn)nen est bien définie et ¥n € N, 0 < x,, < 1 (on le montre par

récurrence). De plus, comme x; = S x0, la suite (xn)nen est croissante (encore par récurrence) donc
) \/i ) €

elle converge vers un réel £ € [0;1] qui est un point fixe de f (on passe a la limite dans xn41 = f(xn).). Or
f(x) =x <= 2x* —x — 1= (2x+1)(x — 1) =0 d’olt £ = 1. Par conséquent, Um x, = 1.
n—-+oo

b. D’apres ce qui précede, on a vVn € N, u, >0 et liT un = 0. Pour n € N, il existe v €Jun;1] tel que
n——+oo

xnt1 = (1) — f(un) = f'(vn)(1 —uy) d’apres le théoréme des accroissements finis. Puisque hT un =0,
n—+oo
on a aussi lim v, = 0 par encadrement donc lim f'(v,) = (1) = - parce que f est de classe C' sur
n—-+oo n—-+oo 4
[0;1]. Ainsi, lim Untl — 1 4 done la série > uy converge par le critere de D’ ALEMBERT.
n—+o00 Up n>0
_ Un _ o up+1-1 _ 1 1
Pour n > 1, onav, = — = = — - — . Posons donc, pour
H(1+uk) H(1+uk) H(]+uk) H +uy)
k=0 k=0 k=0 k=0
n >0, le réel wy = % > 0 de sorte que 'on ait v, = wn_1 — wy, pour tout n > 1. Par dualité
H (1 + uy)
k=0
suite-série, on sait que la convergence de la série > vy, donc de la série > (wn_1 — wy), équivaut a celle
n=0 nxl

de la suite (wn)n>o vers un réel positif, et ceci équivaut encore, par les propriétés du logarithme, au fait que

la suite (wn )nen tende vers un réel ou vers —oo
n n
Or, pour n € N, on a In(wy) = — > In(1 +ug). Posons S, = > In(1 + uk). On a donc
k=0 k=0

e (Sn)nen tend vers un réel ou vers 400 <= la série Y vy, converge.

n=>0
e (Sn)nen diverge sans tendre vers 400 <= la série Y vy, diverge.
n>0
On voit la convergence de la série Y vy sur le comportement de la série Y In(1 + un).
n>0 n=0
a. La série Z — converge car en notant u, = ]', on a par exemple un = O(iz) ou alors par
n>0 ! ! oo n
’ Un 41 1 1w ] 1
D’ALEMBERT car —*+~ = —— — 0 < 1. On reconnait la série exponentielle et 3 =e =ce.
Un n+1n—=+oo n—om
+o0 1
Par conséquent R,, = Z W existe pour tout entier n € N en tant que reste d’une série convergente.
k=n+41

+00 | +oo |
Z (n—|—1).:1+ 1 n Z (n+])'0r,

b. On isole les deux premiers termes, (n+1)IRy = (n+1)!
" o K n+2 s K
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|
(n+1)! _ 1 < 1 — 11 Ainsi, en sommant

pour tout entier k > n+ 3, on a

k! k(k—1)--(n+2) “k(k—1) k-1 %k
= () wr ( 1 1) 1 - 2
< — 1) = . Ainsi, 1 < DR, < 1 t lut 1
k:;ﬂ S k:%;rs Tk g Adnsi 1< (mn+ 1R, < +n+2 et on conclut par le

théoréme des gendarmes que lim (n+1)IR, =1.
n—-+00

n n
c. On sait que e = S, + Ry avec Sy, = >, % donc en! = nlS;, + nlRy mais n!S, = > E—: est un entier
k=0 ™ k=0 K
donc sin(2men!) = sin(2nn!S, + 2mn!R,) = sin(2nn!R,) par 2m-périodicité de la fonction sin. Comme
1 21 . 21 . : .
~ ——— on a2mn!R, ~ donc = 2men!) ~ > 0 ce qui garantit par comparaison
oo (N4 1)! 1 un = sin( n)+oon—|—1 aui e P P

a la série harmonique de RIEMANN la divergence de la série Y sin(2men!).
n>0

a. La fonction f est dérivable sur R¥ et '(x) = (x+1)e* > 0 donc f est strictement croissante sur I'intervalle

R% avec lim f(x) =0et lim f(x) = +o00. Le théoréme de la bijection continue montre que f est bijective.
X—>+00 X—>+00

Le graphe de f~! s’obtient & partir du graphe de f par une symétrie orthogonale par rapport & la droite
D :y = x. Pour tout x € R, on a f(x) > x car e* > 1 d’oll, en appliquant =1 strictement croissante (car f
l'est) & cette stricte inégalité, on obtient f~'(f(x)) = x > £~ (x).
b. Comme f est bijective, la suite (un(a))neN vérifie uo = a > 0 et Vn € N, unqi(a) = ' (un(a)) donc
elle est bien définie car R est stable par =1, De plus, d’apres a., Vn € N, un41(a) < un(a) donc la suite

(un(cl))n ¢ st strictement décroissante. Comme (un(a)) est minorée par 0, le théoreme de la limite

neN

monotone montre que la suite (un(a)) est convergente tend vers £, > 0. Si on avait {4 > 0, en passant

nenN
a la limite dans wn 41 (a)e*+1(%) =, (a), on aurait ¢ge's = €, donc e*e = 1. NON!
Ainsi ¢4 = 0 et la suite (un(a))n €N tend vers 0 quelle que soit la valeur de a > 0.

c. Pour n € N, ungi(a) _ et +1(2) donc ungq(a) = In (M) =1n (unt1(a)) — n (un(a)). Ainsi, la

un (a un(a)
nature de Y un(a), qui est la méme que celle de > uny1(a), est cellede Y (In (unt1(a)) —n (un(a))).
n=0 n=0 n=0
Par dualité suite/série, la nature de la série Y un(a) est donc celle de la suite (1n (un(a)))ne y- Or, d’apres
n>0
la question précédente, lim In (un(a)) = —oo donc Y. un(a) diverge.
n—-4oo n=0

Question de cours : Soit f t[a;b] = K de classe C™*1 alors la formule de TAYLOR reste intégral est la relation

f(b) = f(a)+- - Jr( n) Jrf “H)(t)dt _ i f(k)(a)(b - a)kJrfab (b ;!t)nf(n‘i’])(t)dt.

k=0 k!
a. Par une récurrence simple, u,, est bien défini et u,, > 0 pour tout n € N donc In(u,) est bien défini.

2k

n
Par conséquent, d’aprés I’énoncé, wy, = In(un) + 3 In(n) = 3 1_ >in (1 + i) - 3—y + o(1) donc
2 +oo 2 h kI
1

n
- (1 1.0 n (1 -0 1 —n (1
wn 5 k; (Zk n (1)) =5 He(). Or e —tn (145 ) = O(7 ) donclasérie 1; 2 U

n
converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, Y (2i —1In (1 + 2%)) = S+ o0(1)
k=1 o0

n n
Méthode 1 : par récurrence, on montre que ¥n € N, u, = [] 2k Ainsi, In(un) == > In (1 + i)
k=1

o,

avec S € Retonabienw, = S— 3% +0(1) ce qui prouve la convergence de la suite (wn)n>1 (vers S — 3%)
OO

Méthode 2 : posons, pour n > 1, wy, = In(un) + % In(n). Par dualité suite-série, la suite (wn )nen+ converge
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si et seulement si la série > (wn41 — wy) converge. Or wni1 —wn = In (M) + 31 (@) donc
n

n>1 Un 2
Wntl —Wpn = In (%) + %m (1 + %) =1n (1 + %) —In (1 + %) + %ln (1 + %) Ainsi, a ordre 2,
Wil —Wn = %—2?1—1-%-1-0 (i) = 0 (n ) donc, avec RIEMANN, n§1 (Wn1—wn ) converge absolument.
Par dualité suite-série, (wn)n>1 converge et vérifie bien ¥n € N*| In(u,) = f% In(n) +wn.
b. Notons £ = lim wy, alors u, = e!™n) = exp ( 3 In(n)+e+o(1 )) L par continuité
) n—+oo ™ n “+o0 “+o0 Tl3/2 “+oo TL3/2
de 'exponentielle. Ainsi, & nouveau par RIEMANN, la série Y u, converge car % > 1.

n=0

c. Soit n > 1, pour tout k € [0;n]], on a (2k +5)ury1 = 2k +2)uy donc 2(k + w1 + 3ux+1 = 2kuy + 2uy.

n n n
On somme pour avoir 2 Z (k + Dugyr +3 Z Ug41 =2 ) kug +2 > ux. On pose m = k + 1 dans les

k=0 k=0 k=0
n+1 n+1
deux premiéres sommes et on a bien 2 > mum +3 > upm =2 Z kuy + 2 Z Ug.
m=1 m=1 k=0 k=0
041 0+1
On peut aussi le montrer par récurrence. En effet, on a 2 Y kux +3 > ux = 2uj + 3uy = 5uy mais
k=1 k=1
O < _ 2042
aussi 2 > kux +2 > ux = 2up et on a bien ug = 20 i 5uo donc la relation est vraie pour n = 0. Soit
k=0 k=0
n+1 n+1 n
> 0 tel que 2 Z kug +3 > ux =25 kug +2 Z uy, alors, par hypothése de récurrence, il vient
k=1 k=0 k=0
n+2 n n
2 Z kug + 3 Z ug =2 Z kuy + 3 Z ug + (2(n 4+ 2) + 3)uni2 =2 Z kuk +2 > ux + 2n+ 7)unyo
k=1 k=1 k=0
n+2 n+2 n+1 n+1
donc 2 Z kux + 3 Z ug =2 Z kuy + 2 E ux + (2n+4)upq =2 Z kug +2 > ux. Par principe de
= k=0 k=0

n+1 n+1
récurrence, la relation 2 > kux +3 > up =2 Z kuy + 2 Z uy est vraie pour tout entier n > 0.

k=1 k=1 k=0 k=0

d. Posons S, = Z ug la somme partielle de Y uyn. On sait que (Sn)n>o0 converge vers S = Z un. La
k=0 n>0 n=0
14
relation de la question c. s’écrit, apres télescopage, 2(n+ 1)un41 +3Sn+1 —3uo = 2S» (R). Or nu, o €
o0

5

+oo
d’aprés b., donc lim nu, = 0. En passant & la limite dans (R), 35 — 3 = 2S. Ainsi, S= > un =3.
n—-+oo n=0
nz z
Pour n € N, comme z # 2, on peut poser u, = ez—2 = (eZ—Z)n. La série > uy est donc une série

n=0
z

géométrique de raison a = ez—2 et on sait d’apres le cours que cette série converge si et seulement si
_z_
la] = eRe (%) < 1, c’est-a-dire si et seulement si Re (%) < 0.
z —
z x4y (i) -2-iy) X2 — 2x +y® = 2iy
z-2 (x—2)+iy (x—2)" +¢? (x—2)% +v?
%) est celui de x? — 2x +y? = (x — 1)% + y?

Or, si z = x + iy avec (x,y) € R?, il vient

donc le signe de Re (

nz

Par conséquent, > ez—2 converge si et seulement si (x —1)? +y? < 1, c’est-a-dire si et seulement si le point
n=0

M d’affixe z = x + iy appartient au disque ouvert de centre A = (1,0) et de rayon R = 1.

Posons I = {oc ceR| > converge} incluse dans R. Si « > 0, alors Vn > 1, 0 < =% < u, donc, comme
n>1 n n

. Un
> u, converge, par comparaison, » . —% converge aussi. Par conséquent, R, C I.
n>l n>1
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Soit « € I, alors pour tout f§ > &, Vn > 1, 0 < K—E < ;L—& donc B € I par comparaison. Ainsi, [ est un

intervalle et nous avons trois possibilités selon que I est minoré, et que sa borne inférieure appartienne ou

non a I 8'il est minoré : 1= R ou I =]a;+o00[ ou I = [a; +o0[ avec a = Inf(I) < 0.

e Siuy = L 0, on a bien Y u, converge et, comme Vo € R, ¥ — o(%) par croissances
n! =4 n* + n
=
comparées, la série > u—g converge par comparaison donc, dans ce cas, on a I = R.
n>1n
e Soit un, = n]—b avecb > 1. Pour x € R, % = n"‘]ﬁ donc, par RIEMANN, 21 ;L—& converge converge
n>

si et seulement si « +b > 1 <= a > 1 —b. Dans ce cas, on a donc I =]a;+oo avec a =1—b < 0.

e Pas slir qu’on puisse trouver un exemple de série positive convergente telle que I = [a; +00].

a. Par une récurrence simple, on montre que la suite (un)n>o est bien définie et positive. Pour n € N,

(\/u2 +a2 —u )(\/uz +aZ2 +u )
U‘!’L+1_Un:l(un+ U1Z'L+a%)_un:l(\/u$1+a1z1_un):l. n e b n n n en
2 2 2 \/uz—i-az—i—un
n mn
2
n = I <a—“carun20.
2(\/u$1—l—a$L +un)

Uun + (un + an)

a

multipliant par la quantité conjuguée donc un41 —u

Plus simplement, u2 4+ a2 < (un + an)? donc un 1 < et on a bien un 1 —uy < 40

2 S 2
De plus —un =1 (a2t a2 - >1 2 — =0 car aZ > 0 donc (un) est croissante
plus, un41 Un = 7 Uy v ap —Un ) =2 5 Uy —Un | = an =2 Un )neN S .
b. Sila série >  a, converge, comme 0 < Up4] — Un < In | par comparaison, la série & termes positifs
n>0 2
> (un41 —un) converge ce qui prouve, par dualité suite-série, que la suite (un)nen converge.

n>0

n

c. Pour n € N, posons u, = Alors la suite (un)nen est positive, croissante et elle tend vers 1.

Ainsi, comme (2uni1 —un)? —ud > u?,; —ud >0, on peut poser an = \/(2unt1 —un)Z —ud > 0. On

n+1
2

trouve alors (2uny1 — un)? = us + aﬁ ce qui, en passant & la racine (puisque 2un47 — un, > 0), montre

que 2Uun 1 — up = /uZ + a2 donc upy1 = %(un +/u2 + aﬁ). Dans le cas particulier de cette question,

2(n+1) n )2 n2 (z(n+1) m )(2(n—|—1) n n ) . .
- - - = - — dentit
an \/( n—+2 n+1 (n_|_])2 n+2 n+1 nt2 n+1+n+1 par 1dentite

apres simplifications. Ainsi, a,, ~ 2 done > an diverge par RIEMANN. La
+oomn n>0

remarquable donc an = i 5
n

réciproque de la question b. est donc fausse.

a. La fonction f : x — e~ est continue sur Ry et f(x) = o(iz) par croissances comparées donc f
o0 X

s . s too 2 .
est intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc u, = 1 f e * dx existe pour

n Jn2
* 2 2 .. +oo 2 +o0 2 .
n € N*. Comme n* < (n+ 1)° et que f est positive, on a f , e X dx > f( 1)y e * dx donc, puisque
n n

n’ n+1

, Ol & Up = Un4 et la suite (un)n>1 est décroissante, positive, et elle tend vers 0 car, en tant que

. 7’ . +Oo 2 A . 7’
reste d’une intégrale convergente, lim e*’dx = 0. Et on a méme lim 1 = 0. Par conséquent,
n—+oo Jn? n—+4oo n

fs - - . - —1)" pree 2
avec le critere spécial de séries alternées, la série Y (Glbi f , e * dx converge.
n=0 n n

n
b. Pour n € N*, posons v,, = e U dt et x = tn = @(t), alors la fonction ¢ est une bijection de classe
0
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2
n
C' strictement croissante de [0;n] dans [0;n?] donc, par changement de variable, on a v, = 1 fo e %" dx
n

+oo 2 - - P
donc, par CHASLES, v, = 1_ u, en posant [ = fo e ™ dx (intégrale de GAUSS). Ainsi, on peut écrire
n

_ n _ n
(=)™, = =0 (=1)™un. Or la série > =0 converge par le critére spécial des séries alternées et
n n>1 n
n
> (=1)™uy, converge d’apres la question précédente. Par somme, la série Y (—1)™ fo e~t""" 4t converge.
nzl n>1
a. Par construction, on a u,, > 0 pour tout entier n € N* donc In (u“—H) est bien défini. De plus,
Un
In (M) =n(unt1) — In(un) = (n + %) In(n+1)— (n + %) In(n) —In(n+1) — 1 apres simplifications.
Un
Un41) _ 1 1 _ 1 1 1 1 _ 1 -
o (522) = (o5 i (15 )1 2 ) (3 e +0(5)) 1 20(,%): Ao

Un41
Un

comparaison aux séries de RIEMANN, > In ( ) converge absolument donc converge.

n>1
b. Comme Y (n(un41) — In(un)) converge, par dualité suite-série, la suite (In(un))
n>l
une réel k. Par continuité de I’exponentielle, comme u, = exp (ln(un)), la suite (un)nen+ converge vers
1
n—&-j 1

n
¢ = e* > 0. Par conséquent, nlin ~ ¢, ce qui équivaut & n! ~ Cﬁ(ﬂ) avec C = - > 0.
ne - +oo +o0 (4 c

ne N+ converge vers

c. On sait d’apres la formule de STIRLING que C = y/2m. Pour le montrer, on définit, pour un entier
/2

n € N, l'intégrale de WALLIS W,, = fo sin™(t)dt, qui est bien définie car f,, : [ = {0; ﬂ — R telle que

fn(t) = sin™(t) est continue sur le segment 1. De plus, ¥t € I, 0 < sin(t) < 1donc 0 < f41(t) < fu(t) ce qui,

par croissance de l'intégrale, donne 0 < Wy 1 < Wy La suite (Wy )nen est donc positive et décroissante.

/2
Pour n € N, en posant u : t — sin™'(t) et v : t > (—cos(t)) dans Wp,» = fon u(t)V/(t)dt, comme

/2
uw et v sont de classe C! sur I, on a Wy, = [—cos(t) sin™*! (t)]g/2 + foﬂ (n 4 1) cos?(t) sin™(t)dt donc
/2 2 . : nt1
Wni2=(n+1) fo (1 —sin“(t)) sin™(t)dt = (n + 1)(Wn — Wy 42) ce qui montre que Wy 42 = ?Wn.
n
Ainsi, (N 4+ 2)Wp1Whi1 = (n + )W Wy donc la suite (n + 1)Wu Wi 1)nen est constante et, comme
/2
Wo =T ot Wy = fo sin(t)dt = [~ cos()]3/> =1, onaVn e N, (n+ )WnWp 1 = x
Pour n > 1, comme Wy 11 < W,, < W;,,_1, en multipliant par W;,, on a W, W41 < Wﬁ < Wn_1W, donc
2(11711) < W,z1 < i car W,, > 0. Par encadrement, on a donc Wy, +’Zc ﬁ
. 2n —1 n—1)x---x1 2n)!n s s
Pour tout entier n € N, Wy,, = %Wzn_z == ( () >)< T Wy = % D’apres la

2 2n
C\/Zn(—n> T
e
+zo 22n+1 (C\/R(E)n)
e
on a Woy ol /ﬁ od \/? X \/% Par conséquent, on a \/? = % ce qui donne C = /27 et on retrouve la
n

formule de STIRLING bien connue : n! o \/Znn(ﬂ)
[e%e] e

question b., on a Wy, ~ —T_ apres simplifications. Mais d’apres ce qui précede,
2 400 Cv/2n

_1\n+1
a. La série alternée ) =0t converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (i> est
n>1 Vvn Vn/nz1
(_])n+1 —+o00 (_1)k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’'ordren de > ~—~—— notéiciun, = Y, ~—~—
n>1 \/H k=n-+1 k
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+oo (__1\k+1
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = ) % la
k=1

somme de la série et S, = > = les sommes partielles, on a u, =S — S, et lim S, = S donc
k=1 \f n——+oo
lim u, = 0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).

n—-+oo

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (—=1)™. Ainsi, vy, = ¢un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critere spécial des séries
n

» 1 1 1 . N
alternées que |un| < ———= donc |v,| < = O( ) donc Vv, converge par comparalson a
1 | “| = m | nl < nvn 4+ 1 4oo n3/2 né:] " sep P

une série de RIEMANN car % > 1.
_ n _ n _ n _ mn
c. Comme S;, =S —u,, on a wy = (=% _ (=1) Un, = (=) S—vn. Comme la série Y (=1)"S
n n n ns1 o on

converge par le critere spécial des séries alternées car (§> est décroissante et tend vers 0 et que > vy
n/nxi n>1
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l
d. Onax, = (—1)"wy = 3_ (=1)™vy. Comme Y (—1)™v, converge puisque »_ vy converge absolument
n
n>1 n>1

d’aprés b. et que la série harmonique S diverge par RIEMANN, par somme, Y x, diverge.
n>l n n>l

La suite (un)n>1 est bien définie car Vk € N*| 1+ ax > 0 par hypothese.

aq 1

a. Initialisation : D’abord, u; = =1-— . De plus, comme (1+a7)(T4+az2) = a1 +ajaz+az+1,
1+ ay 1+ ay
. 1—1 1
on a la relation u; +uw; = —3— + a2 —ataatat =1- )
e T (O D) (T+a)(T+az) (1 +a)(T+ az)
n n 1 n+1 n
Hérédité : soit n > 1, supposons que », wx = 1— [] . Alors > ue = ( > uk) + Uny1 donc
k=1 k=1 1 +ax K=1 k=1
n+1 n n+1 1
Su=1-1] +ant1 1 par hypothese de récurrence et définition de w, 1. Ainsi, en
K=1 k=1 1+ ax k=11+a
n+1

_ n+1
regroupant les deux derniers termes, Y ux =1 — 14yt —angt g _ I1 1

k=1 nil e 1+ ak
H (14 ax)
k=1
n n .l
Par principe de récurrence, on a ¥n € N*, >~ w. =1— [] .
k=1 k=1 1+ax
n
b. Comme (an)nen+ une suite de réels positifs, la suite ( I1 1 _: ) - est décroissante donc convergente
k=1 ax/nz

par le théoreme de la limite monotone car elle est minorée par 0. Ainsi, d’apres a., la suite de ses sommes

partielles étant convergente, la série > u, converge.
n>l1
c. Posons, vy, = [] — > 0. Dapres b., > ux =1—vy. Oronaln(vy) =— 3 In (1 + —) et
k=114 — k=1 k=1 vk
vk
In (1 + ]—) o ﬁ Comme 1 diverge par RIEMANN, par comparaison des séries a termes positifs,
oo

Vk k>1
1

> in (1 + —) diverge, ses sommes partielles tendent donc vers 400 d’ott lim In(vy) = —oo. Ainsi,
k>1 \/E n—+oo

puisque vy, = ™) puisque lim e* = 0, par composition des limites, lim vn = 0. Par conséquent, si
X——00 n——+oo
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+oo
on suppose que Vn > 1, an—\]r>0 ona Y u,=1

n=1

a. Pour tout entier k € N, la fonction fy : x — (tan(x))* est continue sur le segment I = [O; ﬂ donc uy est

bien défini. De plus, ¥x € I, 0 < tan(x) < 1 donc 0 < fir41(x) < fi(x) ce qui, par croissance de I'intégrale,
donne 0 < ux41 < ug. La suite (uy)xen est donc positive et décroissante.
b. La suite (uk)ken est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ¢ > 0 par le théoreme

de la limite monotone. La fonction tan est convexe sur I car Vx € I, tan”(x) = 2tan(x)(1 + tan?(x)) = 0
donc la courbe représentative de tan est en dessous de ses cordes sur I, notamment Vx € I, 0 < tan(x) < **.
s

o WL 4k K1 qm/4 - . . L,
Ainsi 0 < ug < f (—) dx = [ } = —2— toujours par croissance de l'intégrale. Comme
0 m k+1 4k +1)
lim , par encadrement, on a lim w = 0.
k—+oo k + 1 k—+o00

On aurait aussi pu utiliser le chapitre sur les suites de fonctions :

(H1) La suite (fx)xen converge simplement vers f : I — R définie par f(x) =0six < = 1 T et f(4) 1.

(Hz) Les fonctions fy et la fonction f sont continues sur 1.

(H3) Vk € Ny ¥x € I, [fi(x)| < o(x) =1 et ¢ est intégrable sur I.

N L, /4 /4
Par le théoréeme de convergence dominée, on peut conclure que lim ux = Um fi = f f=0.
k——+oo k—+o0 JO 0

/4 /4
c. Pour k € N, ug + ux42 = f tan®(x)(1 + tan?(x))dx = fo tan®(x) tan’(x)dx par linéarité de

/4
Iintégrale donc ug + uy42 = {M} 1

k+1 Jo  k+1°
/4 /4
d. u = fon dx = ZTT et u; = fo tan(x)dx [ln(cos(x))}g/4 = —In (%) = % Grace a c.,
LS n—1 — ( 1)~ n(m (=D
ona 3 (—1)¥(uzk + war2) = uo + (=) uzn = z done uzn = (1" (% ~ ¥ ). De
k=0 k=0 2k +1 4 =0 2k+1
n—1 n—1,/_q1\k—1
méme, on a la relation Y (=1)* 7" (uzk—1 + uzpr) = wr + (=)™ uznp1 = > % d’ott 'on déduit
k=1 K=
n—1 k—1
—1 In(2
que upny] = (—1)“( > ( Z)k — 2( ))
k=1
n—1 /_1\k ne1/_qyk—1
e. Comme lim uzy =0et Wm Urnit =0, Um CD° _mop tim 3 (D™ @) gy
n—+4oo n—>+oo n—+4oo ' =o 2k + 1 4 n—o+too 2k 2
la convergence de Y (Cablia et > ( D ot los valeurs JrZO:O (Cabia =1n(2) et EO:O )" _n
n>1 n n>0 n+1 n=1 n n=0 n+1 4

1.8 Officiel de la Taupe|

n n
Posons, pour n € N, S, = > ap et Ty = > 2Kay«. Clairement (Sp)new et (Tn)nen sont croissantes.

k=0 k=0
“+oo
eSi lim Sy, =S= Y an,alors pour n € N*, comme il y a 25~ entiers dans I'intervalle [2%~1 +1;2*], on
n—-+oo n=0
aTh, =a7+2ay +4a4 +8ag+---+2"ay =ay +2 Z Z arx. Mais on sait que la suite (an)nen est

k=1j=2k-141

décroissante donc on peut majorer T, < aj + 2 Z Z aj = 2S7n —2ag — a7 < 2Syn < 2S car Sp < S.
=1j=2k=141
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Comme (T )new est croissante et majorée, elle converge ce qui assure la convergence de la série > Ty.

n=>0
“+o00 2k
eSi lim T, =T = > 2%ayn, pour n € N* Syn = qo + a1 + Z >> ;. Mais (an)new est
n—-4oo n=0 k=1j=2k=141

n
décroissante : Son < ap+aj + Z Z ark-1 = ap+aj+ Z 2k—1 ark-1 K aptar+Tho1 <THao+ag
=1j=2k-141 k=1
car T, < T. Comme la suite (Szn)neN est croissante et majorée, elle converge vers S. Pour un entier n € N,
il existe un entier p tel que n < 2P donc Sy, < Sz2r < S donc la suite (Sn)nen est aussi majorée par S et elle
converge, ceci ne pouvant se faire que vers S car (San )nen est une suite extraite de (Sn)nen. Ceci assure la
convergence de la série > Sy.
n=0

1 ~ est décroissante sur |1; +00[, la nature de la premiere série proposée est la méme que

Vx(inx)

n n
cellede Y —x 2 =3 22 d’apres le critere de condensation mais cette derniere série diverge
w5027 (In(2M)? 36 (In(2M)?

grossierement par croissance comparée. On pouvait plus classiquement utiliser un critere de RIEMANN car
lim n3/4 x % = +o00 par croissance comparée et comme 3 1, il y a divergence de la série.
n—+oo Vn(inn) 4

-1
x(lnx) (1 (Inx))

e Comme x —

e Comme x — est décroissante sur ]e; 4+oo[, la nature de la seconde série proposée est

1 ) N s .
celle de = d’apres le critere de condensation. Or on a
I T I IE) i@ )
1 1 1
1 In2)) =1 In(in(2), d t d
nin(2) In(nin2) oo nin(2) in(n) car In(n n(2)) n(n) + n(in(2), donc ngo n(lnn)(In(inn)) st ae

1 1

méme nature que Y . Mais puisque x +— est décroissante sur |1;+oo], cette derniére série

nso nin(n) x In(x)
n
est de méme nature que > % c'est-a-dire que Y 1. Or la série harmonique diverge. Ainsi,
n>0 2 ln(z ) nZOn

1
né:() n(lnn)(ln(lnn))

a. Soit fy : [0;1] — R définie par f,(x) = x™ + /nx — 1. Pour tout entier n > 0, la fonction f,, est croissante

diverge.

sur [0;1] car £ (x) = nx™ "' +/n >0et onaf,(0) =—1<0et fr(1) =+/n > 0. Ainsi d’aprés le théoreme

de la bijection (T'VI + injectivité car stricte monotonie) : I, € [0;1], fn(xn) = 0.

b. Comme fn< ) > 0 = fn(xn) et que f,, est strictement croissante, on a 0 < x,, < \% ce qui garantit
n

par encadrement que lim x, =0.
n—+oo

c. Onadonc lim xI' =0donc lim (1 —4/nxy) =0 ainsi /nxy — 1 = o(1) donc x,, —
o0

n—+oo n—+oo

o)

5

ce qui confirme que x,, ~ 1 Par le critere de RIEMANN, la série > x, diverge.
+o0 \/1; n=0

On peut donner une expression de u, avec des In car un, = In(n++vn? — 1) —In(n+vn? + 1) donc un < 0.
On voudrait donc un équivalent de wy, calculons donc sh (uy).

Or avec la trigonométrie hyperbolique : sh (un) = sh (Argch (n))ch (Argsh (n))—sh (Argsh (n))ch (Argch (n)).
Par conséquent : sh(u,) = vnZ —1vnZ 1 -n? = Vn? —1 - Vn? = _ﬁn_ﬁ-o@_zlﬁ car

ch?(x) —sh?(x) = 1 (on aurait pu le trouver par développement limité en écrivant vn% —1 =n? /1 — %)
n

D’aprés RIEMANN, comme 2 > 1, la série Y uy, converge.
n>0
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On aurait méme pu écrire u, = In (1 + /11— iz) —1n (1 + /14 iz) et 1a encore effectuer des DL.
\/ n \/ n

a. Par une étude de fonctions niveau terminale (ou par convexité de la fonction x — e~*), on montre que

Vx >0, x > 1— e * avec égalité si et seulement si x = 0.

On en déduit alors par récurrence que Vn > 0, an > 0 et an41 < an.

Alinsi, la suite (an)nen est décroissante et minorée par 0 : elle tend vers ¢ > 0.

En passant a la limite dans la relation de récurrence, on a £ =1 — e~ ! = ¢ = 0 d’aprés ce qui précede.

b. La série Y a, converge donc par le critére spécial des séries alternées.
n>1

Un théoréme fondamental : la série Y (ani1 — an) converge si et seulement si la suite (an)nen converge.
n>0

. .. . _ a
Ceci implique ici que Y (an4+1 — an) converge mais an4i — an = 1 —e % —q, = —7“ + o(a2) donc
n>0 o0

Gn41 —an o~ 7“711 et les deux séries (& termes négatifs) ont donc méme nature : . a? converge.
0o n>0
c. Lasérie Y n(ans1)—1n(an) diverge comme la suite (1n(an)) year lm an = 0d’apres le théoreme
n>0 ne n—-+oo
rappelé, or In(any1) — In(an) =1In (M> ~ —laTl par développements limités.
an / +oo 2

Encore une fois, les termes étant négatifs : Y an diverge.
n>0
Si on note My x le nombre de mots a k lettres contenant au plus une fois la méme lettre, on a clairement

n

(partition) : My = Y M,k avec par convention My o =1 (mot vide). Pour calculer My k, on commence
k=0

n
par choisir les lettres qui vont composer ce mot a k lettres ce qui fait <k> choix puis on les ordonne pour

. . - n n!
faire un mot avec k! choix ce qui fait : My x = k! = —.
k (n—x)!
- 1 =1
Par conséquent : Mp =n! 35 ———— =nl} = enposant j=n—k.
K=o (n —k)! =0 J!
IS =g
On sait que e = Y — donc en notant Ry = >, = > 0 et My, = nl(e — Ry). Il est donc clair que
K=o k! k=mnt1 k!

My > nle. Il reste donc & prouver que n!R,, < 1 et on aura alors M;, < nle < My, + 1 ce qui garantira que

M, = |nle] par définition de la partie entiere et car M;, € N par construction.

OrnRp———4 ST ol 1§ 1 1 ++fjo(#—l)— Z_ 1. 0K!
T4l ek T+ o k(=1 Tn4+1 0 S k=10 k n+2 '
a. Par récurrence ou par un simple souvenir : o, = P(n) avec P = XX+ ])G(ZX + ]).
b. On a clairement a,, o % donc > an est une série numérique absolument convergente donc convergente
con

n>1
d’apres le critere de RIEMANN car 3 > 1.

c. Soit on sait que Hp o In(n) + v + o(1) et on soustrait, soit on utilise les sommes de RIEMANN car
oo

-3

S 1
k=nga1 K Stk nD

n
Hop —Hp = > f(%) avec f : x — ]1? qui est continue sur [0; 1]. Par théoréme

1
sur les sommes de RIEMANN, on a _lim  (Han — Hp) = f f(x)dx = [In(1 + x)]:) = In(2).

n—-+oo
0

c. On décompose 1_

a b 4+_¢
P X X+1 2X+1

. Par les méthodes habituelles, on trouve: a =6,b = 6 et c = —24.
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- (1 1 1 1 L
Ainsi,pourn>1,sn:2ak:6z< +———4 ):6(2 nt———1-4> ). Dol

& = K+ 1 2k+1 n+ 1 2k 1

1 1 1 1
Sp=6(2Hp+———1—4 4 6(2Hp + —— —1—4Hy, — 4+42H,,).
n = 6(2Hn+ n+1 kz12k+1 kz12k+ Z ) =6l T E ")

Avec la question précédente, on a donc 1111 Sph = 18 - 24 In(2) ~ 1,36.
n—

1.100) a. Par une formule de trigonométrie bien connue : sin(n — 1) = sin(n)cos(1) — cos(n)sin(1). Par

cos(n)

conséquent, on a sin(1)a, = sin(1) = cos(1)by, — sin(n —1) _ cos(1)by, — M(] - 7) donc
n

n (m—1
sin(T)an, = cos(1)by —bn_1 + O(iz) Comme la série ) by est absolument convergente, et que Y ]—2
400 n n>1 n>1n
lest aussi par RIEMANN, la série Y a, est aussi absolument convergente par somme de séries absolument
n>l
convergentes et car sin(1) # 0 (7 n’est pas rationnel).

b. Comme cos(n) et sin(n) sont entre —1 et 1, on a cos?(n) < |cos(n)| et sin?(n) < |sin(n)| ce qui donne
en sommant 1 = cos?(n) + sin®(n) < | cos(n)| + | sin(n)| ou encore | cos(n)| + | sin(n)| > 1.

Avec hypotheses faite en a., on a déduit que Y (|an|+ [bn|) est absolument convergente.

n>l
~Jcos(n)]| + | sin(n)] . 1 5 s . . .
Or |an| + |bn] = > In alors que ). — diverge (série harmonique). Ceci contredit
n n>1 n
I’hypothese de départ donc, par 'absurde : Y b, n’est pas absolument convergente.
n>l
De méme, par symétrie : >, an n’est pas absolument convergente.
n>1
1.101 ) e Supposons que Y. ®(n) converge, alors lim ®(n) = 0 donc ag = 0. De plus, si a; # 0, ona d(n) ~ &L
n>1 n—4oo 400 M
donc > ®(n) diverge par le critéere de RIEMANN, ainsi a;j = 0. Réciproquement, si ap = a; = 0, on a
n>1

d(n) = ( ) donc Y ®(n) converge par RIEMANN. Conclusion : Y ®(n) converge ssi ap = aj = 0.
o0 n>1 n>1

e Supposons que [][ ®(n) converge, cela signifie que les produits partiels sont non nuls et tende vers un
n>1

réel non nul ainsi HT ®(n) = 1 donc ap = 1. A partir d’un certain rang no, le terme ®(n) sera stricte-
n—+oo

ment positif et, en passant au logarithme, la convergence de ce produit équivaut a la convergence de la
série > n(®(n)). Or In(P(n)) = a1 +o ( ) donc si a; # 0, on a In(®(n)) ~ <L ce qui contredit
n>no +o00 +oo N

avec RIEMANN la convergence de [[ ®(n). Alors a; = 0 donc ¢(n) = 1+ O(iz) ce qui montre que
n>l o0

In(®(n)) = O( ] ) d’oti la convergence de Y In(®(n)) qui implique celle de [[ ®(n) : J[ ®(n) con-
+°° TI n>ng n>l n>1
verge ssi ap =1 et a1 = 0.
n

e On suppose que Yk € N, ®(k) # 0 car sinon la convergence de Y. [] ®(i) est claire.
n>11i=0

n
Posons un, = [[ ®(1) # 0, si ap ¢ [—1;1], alors la suite (Jun|)n>n, est strictement croissante & partir d’un
i=0
n
rang no pour lequel Vn > ng, |un| > 1 et lasérie > [] ®(i) est grossierement divergente.
n>11=0
Si |ag| < 1, en prenant € tel que ¢ €]|ap|; 1], il existe un rang no tel que ¥n > np, |®(n)| < ¢ donc, par

une récurrence simple, Vn > ng, |un| < Jup,{"" 0. et la série Y un est absolument convergente par
n=0
comparaison aux séries géométriques.

Si ap =1, il existe un rang no & partir duquel tous les ®(n) sont strictement positifs donc un, = A [[ @(i)
i:no
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Tlo—]

n n
en prenant A = [[ ®(i) # 0 La convergence de IT ®(i) est équivalente & celle de >~ [] @(i). Or

i=0 n>11i=0 n>no i=ng
n n
en posant v, = [ ®(i), on a In(vy) = > n(®(1)) avec In(®(i)) = L 4wy olt wy = O(lz) Ainsi
i=no i=ng 1 +oo 1
+oo n
n(vn) = a1(Hp — Hpeo1) + S+ o0(1) ot S = 3 wi. Alors [] ®(i) = e nm+ate) o & (oy
+o0o i=no i=no “+o0 +oomn
n
«=e>0)donc Y [] ®(i) converge si et seulement si a; < —1.
n>11i=0
Reste le cas ap = —1 que vous ferez sans aucune difficulté........
2
olci d(i)=2— et +:0027 (1 + &y 5 e +o< 1 )) +001 - % - 2“? +O(il2>' Par conséquent, d’aprés ce qui

n
précede, la série > ] (2 - eT) si et seulement si o > 1.
n>1i=1

1.102 | Par une récurrence immédiate, tous les termes de cette suite sont définis et strictement positifs.
=M (1),si¢>0,0ona lim — 0> =0= lim upt

1T+ nuj n—o+oo 1 4 nus n—+oo
ce qui est contradictoire Par conséquent, si la suite (un)n>1 converge, sa limite est 0.

Si (un)n>o tend vers ¢ € Ry, comme un41

2 2
Vn > 2, f (x) = 1E nd = 1= nxz)z : fn est croissante sur {O; Lf}’ décroissante sur [i +00 [
n

(14 nx?)? (T4 nx Vn'
U

—15 =f1(uy) or f; est maximale en 1 ou elle vaut 1 donc uy < 1
1+ 2 2

e Soit n > 2, supposons u, < l7 alors u,, € [O; ]—] d’ott 1, (un) < fn(l) = % et I’hérédité est établie.
n n

vn n+

o uy; =

On en déduit donc Vn > 2, uy < 1
n

+ u (n+Dup —nup —n?ud un(1—n?u?) .

Yn>2 (n+1u —nu :(nin—nu = n > n . —n > 0 d’apres

22 ( Jun+1 " 1—|—nu721 " 1—&—nuf1 1—|—nu$L - P
.2

2u; 5 — U] = 1”(]712”) dont on ne connait pas le signe. Ainsi

(un)n>2 est croissante, majorée par 1 d’apres (1) : elle converge vers a €]0;1]. On en déduit : un o a,
oo n

Pinégalité (1). Pour n =1, on 2uy —uy =

2.2

. 1T —nu N . N
Posons v, = nuy, alors lim v, = a €]0;1]. vpy1 —vn = un(izn) d’apres ce qui précede et
n—-+oo 1 +nun

2
. 2N\ . 22N 1 2 e . N -~ a(l —a ) .
nE;Too(] +nuy) =1et nBTooU n“uf) =1—a*. Ainsi,sia # 1, vag1 —vn ST et n%:] (Vi41 —Vn)

est alors divergente ce qui contredit la convergence de la suite (vn)nen+. Par conséquent a =1 et uy o 1
con

+oo X +o0 in X +oo :2n
1.103) On sait que Vz € C, e* = > é (série exponentielle). Ainsi: e = Z i' e => L' et e’ = S

n=0 ™ n=0 - n=o ™!
Mais on sait aussi que 14 3j™ +j?™ = 3 si n est un multiple de 3 et 1 +] +i2" =0 sinon car j =j"sir

est le reste de la division euclidienne de n par 3. Alors e + ¢ + e’ Z ﬁ—jLL Z ( ) On en

déduit que la série proposée converge, ce qu’on pouvait vérifier par comparalson ou par D ALEMBERT et que

W3 —iv3 2 cos (ﬁ

e 2 te 2 _ e 2
+ 3ve 31 3ve

1.104 | Par la méthode classique, on décompose en éléments simples :

1 :e—i—e’.—l—ejZ _

e
—~, (3n)! 3 3

~1,168.

111 1
4x3 X 2X—=1 " 2X+1 X

Opa l__1 1. 1 41 __1 __ 1 d’ot 1 it
PR T T K@k 1) At aE 2K k=1 2k(Zk— 1) £ 12 €0t Ia convergence (on pouved

aussi raisonner par série télescopiques).
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n
Pourn > g (Zk 2k1+1> = Hn—Hanp1+1 = In(n)+y—n@n+1)=y+1+o(1) = 1-In(2)+o(1).
De méme, Z (Zik -5 ]) = Hp —Hzn = In(n) +y = In(2n) =y +o(1) = —1n(2) +o(1).
Ainsi +oo 1 +o00 1 1 d +o00 1 1 +o0 1 1 400 1 1
sl : = — =~ d’ou — = —2 — LI — LI
k§24k3—k kz::]4k3—k 3 k§24k3—k 3 k; <2k 2k+]) k; (Zk Zk—l)

qui vaut —% F1n(2) +1n(2) — 1=21n(2) — ;i ~0,05.

—+oo
De plus, f de converge x — de est continue sur [2;+o0[ et 1 —. Pour x > 2, il vient
9 4x” —x 4x” —x 4x3 —x oo 4x

X X
_dt ( 1 1 —l)dtz{ll (‘“ ])} — i@ =1 (15)=11 (E)Noos
zf4t3—t zf -1 Tt (T ), =@ g () = 55 s

1.105 | Pour tout n € N*, la fonction polynomiale P, est strictement croissante sur R car elle y est dérivable et

n
que Vx € Ry, PL(x) = Y kxk™! > 0. Comme P,(0) = —1 et HT Pn(x) = 400, Py induit une bijection
X—>+00

k=1
entre Ry et [—1;4o00[ d’apres le théoréme du méme nom donc il existe bien un unique x,, € R, tel que

Pn(xn) = 0 et on a méme x,, > 0 car P,,(0) # 0. Comme Py(x) = x — 1 et P, = x?

V5 —1
2

—x—1,onax; =1e¢et

X2 = car le discriminant de P, vaut A =5 et que x2 > 0.

On constate que Vx > 0, Pr(x) < Pry1(x) = Pr(x) + x™ 1. Ainsi Pr(xng1) < Prg1(xng1) = 0 = Pr(xn).
Comme Py, est strictement croissante sur Ry, on en déduit que xn41 < xq et la suite (xn)n>1 est décroissante.
Puisque (xn)nen+ est décroissante minorée par 0, elle converge vers un réel ¢ € [0; 1] d’apres le théoreme de

la limite monotone. Sin > 2, Pn(1) > 0 = Pn(xn) donc x €]0;1[ par stricte croissance de Py,. On a alors

_om 1 _ 41
Pr(xn) :Xn(: _:”) —1= % car x,, # 1 donc 2x, — 1 —x0+1 =0 (1).
n mn

Or Vn > 2, xn < x2 donc 0 <2+1< X;—H —+> 0 car 0 < x2 < 1 et on en déduit par encadrement que
n——+oo

lim x! = 0. En passant & la limite (elles existent) dans (1), on a 2¢ —1 =0 donc lim x, = 1

n—s—4o0 n—+4oo 2
—
1.106) Si « € Retvn:%, on a Yntl — (1+l) = 1fﬁ+o<l). En posant 1y = %2, on a ot —
n Vn n +o0 n n Vi ™

——+o 7)
Untl o Vi _ Undl o Vno _ n (T11 :(1—A+o( ))(1+ +0( ))—]—l—“_}\—&-o(l).
Vi+1 Up U V41 +oo177+0(7) +o0 n n +o00 n n
n n

TTL+1 1 + X — A

1l suffit donc de prendre o tel que 1 < & < A et Ay o<] ) implique donc D'existence d’un
n

Tn +oc
. T , . . 7 . N .
entier ng tel que Yn > ngy, 2+ < 1. On en déduit que la suite (rn) est donc décroissante & partir du
Tn
rang no, elle est donc bornée (car positive). Ainsi un, = O(vn) et comme > v, = >, —x converge par
+ n>l n>l n
RIEMANN, on a aussi la convergence de la série numérique > u, & termes positifs.

n>1

1.107) La fonction t + cos(nt?) est continue sur le segment [0;1] donc u, existe. On a clairement wy = 1. Pour

Vvn
n > 1, on effectue le changement de variable u = y/nt et on obtient u,, = Lf j;) cos(u?)du.
n

2
La fonction h : u + cos(u?) = Zuccz)ﬁ est continue sur R} et h(u) = f(u)g'(u) avec g(u) = sin(u?)
u
et f(u) = 1 Comme lim f(u)g(u) = Um f(u)g(u) = 0, la convergence de f+oo fg' équivaut a celle
u’ U0+ u—s+oo ’ 0
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+o0 400 400 ¢i 2
de fo f'g et en cas de convergence on a fo h = fo %dw Or la fonction k : u —

sin(u?)

se
22

+oo
prolonge par continuité en 0 et k(u) = O( ) donc k est méme intégrable sur R . Ainsi f o h converge.
s \u?

+ + . 2 4 .
Posons T = f “h. Par le changement de variable v = u?, on a [ = f ~ %du =1 f ~ mdv
0 0 2u 4 Jo vy/v

car v — /v est bijective de R’ dans lui-méme, strictement croissante et de classe C L

+0  A(n+1 . +1) .
Par CHASLES : [ = Y f DTSN 3 posons Uy = f(“ ™ sin(v)
n=0vYn7m V\/V nm v\/\j

dw car sin(nmt+w) = (=1)" sin(w).

dv, avec le changement de variable

S T sin(w
v=w bl vient w = (<) [ S

e Comme sin est strictement positive sur |0; 7t[, la suite (un)n>o est alternée.

7‘ sin(w) T sin(w) T sin(w)
o |u = dw < ———=dw < ———————dw = |un| donc (Ju
[un] fo ((n+ 1)7T+W)3/2 fo ((n+ ])ﬁ)s/z fo (mH_W)s/z [un| (lunn>o
s
i cro . Enfi < 1 < —X i —o0.
est strictement décroissante. Enfin [uy| < fo (et w7 dw < ()72 donc nl—l>Too [un| =0
—+o0
On conclut par le CSSA que Y un converge (on le savait déja) et surtout que le signe de > u,, = I est
n>0 n=0
celui de wp > 0. Ainsi I > 0. Par conséquent : w, ~ L ¢t 1a série > uy diverge d’apres RIEMANN.
+oo f n>0

1.108]| Une petite étude de fonctions montre que f : x +— tnx) est décroissante sur [e; +00[ donc sur [4; 400

X
p+1
Ainsi, pour p > f lttdt < —E < f lntdt et en sommant : Vn > 4, u, = % + 123 + wy, ou
P p—
n+1 n L 2 n
f lnTtdt <wp < f 1Tt—tdt d’oilu.nowO ( nzn) . Pourn>4:v,—vq_1 = h‘T“— f 1T‘Ttdt donc (vn)n>4 est
4 3 n—-1
2
décroissante et minorée d’apres ce qui précede donc elle converge vers £ et on a donc u,, = % +¢+0(1).
o0
2n n n _ n 2n
Pour n > 1, onaz( D) lnn_z ( )—Zln(Zk D = > ( k) ZM Dong, il vient
n K=1 k=1 2k-—1 K=1 k=1 K
2n 2n n
—1)"Inn . . 1) In
Son = kz::1 % = (In2)Hn + un — uzn puis nl—l>Too (kz_:] ()n> = %Ln(z) (2y — ln(z)) car
1

Hp =1n(n) +v +o(1). Comme Syn41 = San + 0(1), la série proposée converge vers > n(2)(2y —n(2)). On
oo
pouvait dire que cette série convergeait sans ce calcul car elle vérifie le CSSA.

1.109 | Clairement (xn)n>o0 est bien définie et on montre facilement par récurrence que ¥n € N, x, > 0 donc

Xn41 — Xn > 0 et la suite est croissante. Si elle convergeait vers { > xo > 0 alors, en passant a la limite dans
(M), =10+ % : NON ! Ainsi, elle ne peut pas converger, donc elle tend vers oo car elle est croissante.

Par télescopage, la série > 1= > (%n4+1 —%n) a la méme nature que la suite (xn)n>o donc elle diverge.

n>0 *n n>o0

En élevant xy 11 = x + 1 au carré, on a Xi—H Xt =2+ 2 On somme pour k € [0;n] pour obtenir par

XK
télescopage encore : xA,; —x§ = Z 1—2 On en déduit que x4 ; > 2(n + 1) donc xiz < i des
k=0 Xk
LIRSS I B o 1 o~ 1 .
que n > 1. Ainsi : Z - = —2 = Z <. Onsait que ). - =Hn ~ In(n) donc ) — = o(n). Comme
—0 Xk X0 2 k=1 Kk’ = k +o0 k=0 Xj T

2 .
XA =242+ Zo 2 +x§, il vient x4 ,; = 2n + o(n) donc x3 4 fod 2n ce qui donne au final x;, fod V2n.
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1.110/ Si un, € [0;7, alors 1 — cos(un) € [0;2] C [0;m]. Par récurrence, on a donc Vn € N, u, € [0;n]. Soit

f: [0; 1] — [0; 7] définie par f(x) = 1—cos(x) de sorte que un 41 = f(uyn). La fonction f est croissante sur [0; 7]
car f'(x) = sin(x) > 0. Ainsi, on sait que la suite (un)n>0 est monotone. De plus, uj = 1—cos(ug) < up car

une petite étude de la fonction g : x — f(x) —x de dérivée g’ (x) = sin(x)—1 < 0 (et ne s’annulant qu’en x = %)

montre que Vx €]0;m], g(x) < 0. Ainsi (un)n>o est décroissante, minorée par 0 : elle converge vers un réel
¢ € [0;7]. Par continuité de f, en passant & la limite dans un 1 = f(un ), onaf({) = <= g({) =0 <= =0.
Siupg =0, alors Vn > 0, up =0 et la série > u, converge clairement.

n>0
u2
Sinon, u,, > 0 pour tout n € N. Comme um u, = 0, par le DL de cos en 0 a l'ordre 2, on a uy 41 o 7“,
n—+4 oo
u Un
il o Unodone lim =L et on conclut que >~ un converge absolument par la réegle de D’ ALEMBERT.
Uy +oo 2 n—+oo0 un n>0

1.111] D’abord, comme « > 1, la série > 1 converge d’apreés RIEMANN donc Ry, est bien défini en tant que
n

2
nxl

1

reste de série convergente. Comme la fonction t — « est décroissante, pour k > 2, on a par comparaison

k41 k
série/intégrale fk % < ]J—(x < i t"‘ On somme pour k allant de n 4+ 1 & oo (tout converge) et on a :
1 :{ 1 }+00:f+ocﬁ R f-‘rooﬁz[ 1 ]+oo
(x —1)(n41)*T (o — 1)t T g R I S (—1)t*Tn (o 1)n°‘ !
On en déduit bien que Ry ~ —— . Comme o« > 1,S 0. On a donc "o ~ _ )
e (x — 1)n*! * s (o) 7 Sn +oo (o — 1)n&1
Toujours d’aprés RIEMANN, on peut conclure que > Rn & et seulement si o > 2.
nx1°n
1.112|Pourn > 1, up = In(2n+(=1)")—In(2n) = In (1 + (7])n> ) i —|—0( 1 ) donc on peut écrire
2n 2n 4n? 4n?
_ n
Un = Vn + Wn avec v, = (=1 et Wn = Un —vn ———. > vn converge d’apres le CSSA et >~ wy
n +°O 4TL n>1 n>1
converge absolument par le critére de RIEMANN (2 > 1). Par somme la série numérique »_ uy converge. Or
n>l
R . . (=" 1 - . .
d’apres le premier développement, on a u, ~ donc [un| ~ =— et la série Y |un| diverge toujours
+o0  2n +o0 21

n>l
par le critere de RIEMANN. On en déduit que > wuy est semi-convergente.
n>1

On pose un = ((n+ (=1)™)%—n%) :n"‘((l—i—%)“—l) = n“(]—l—oc(_:l)n—i—(x(;‘n_ 1) —|—o( )—1)

oo —1) (=" ]

d’ott up, = ovn, + Wn avec vp = ~q=x et wn ~ —— > 0. Comme 1 — « > 0, la série ) vy
2 n +oomn n>1
converge par le CSSA. Comme 2—« > 1, la série Y wy converge absolument. Par somme, > wu, converge.
n>l n>l

+o00
1.114) On sait que Y z" = % des que z € C et |z| < 1 (avec convergence absolue). On ne peut pas dériver
n=0 -z

en complexe donc on se doit d’utiliser un produit de CAUCHY pour faire apparaitre ce n. Ainsi, si |z| < 1,

(E%OZ“)(%ZZ“)f(kzi:”)l“%““)zn T ret = (1_12)2’ e (et

n=0 n= n=0 ) n=0 T—z
(1+2i)

+o0o
1 (1 +21) - go O+20™ (T +20((0+20) —1)2

<1, onaz

Ainsi, comme ’

A=
N e

1
1421
1.115 ) La fonction t — ﬁ est continue et décroissante sur R donc, pour tout entier n > 1, on a les inégalités

k+1 1 2n+1
Vk € [n+ 1;2n], —=dt <

k 2n
1 .
—= < — < < —=dt. 5
Y A A \[dt En sommant, f \/{dt <un < fn \/{dt Ainsi
[2\[]1211#1 < up < VAR = 2(V2 - 1)ym. Or [2\[]311?‘ = 2y/2n+1 — 2¢/n + 1 donc, en factorisant,
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cela donne 2130 = 2\/E<ﬁ\/1 + i — \/1 + %) donc [2v/4]Z%4] I 2(v/2 — 1)y/n. L’encadrement
(o)

précédente nous montre alors par le théoréme des gendarmes que un o 2(v2 - 1)/
oo

b
no4oo n®* 400 n% 2n

—1\)n _1\n
donc, en notant v, = un — %, onavy, ~ — 120( < 0. La série > ( Q converge par le CSSA car
n +oo  2n n>1

_1\n _1\n _1\n
1.116 | Posons u,, = 1n(1 +%) sin > 2, alors comme lim & =0,onau, = (=1 — ]20( +O(%¢X)
n n

(L> . décroit et tend vers 0. La série Y vn converge si et seulement si 2« > 1 (signe constant).
nz

o
n n>2

Ainsi ) u, converge si et seulement si o > %
n>2

1.117)Si |a| > 1, comme hm [v1] = 400, la suite (aLﬁJ) ne tend pas vers 0 et la divergence de la série
n—

neN
> aLfJ est alors grossiere. Si a = 0, comme Vn > 1, aLﬁJ =0, on a convergence de Y aLﬁJ.
n>0 n>0
Si a €]0;1], comme /n — 1 < [y/n] < /A, il vient aV™ < alvil < avm-T = 1ovR car ¢ ot est
a

décroissante. Or n2aV™ = eVni(@)=2n() ot /min(a) — Zln(n) ~ \/Hln(a) — —o00 par croissances

comparées donc  lim nZaV™ = 0. Ainsi aV™ = 0( 1 ) donc, par comparaison, Y a [vn] converge.
n—-+oo “+oo n n>0

Sia e } - 1;0[, |aL\/ﬁJ| = \a\L‘/ﬁJ donc, par le cas précédent : alvrl converge absolument donc
n=>0

converge. Au final : ) aLﬁJ converge si et seulement si —1 < a < 1.
n>1

1.118] Soit on se rappelle (mais c’est hors programme) que Hy o In(n) +v + o(1) et on soustrait pour avoir
(o)
Hont1 —Hn = In2n+1)—Inn+vy—vy+o(1) = In(2)+0(1) et le tour est joué, soit on utilise les sommes de
o0 oo

2n n n
1 1 1 1 : :
RIEMANN car Hy;, —Hyp = = ( ) avec f : x — ui est continue sur |0;1].
n " k%jﬂk kz::1n—|— nz:: X ]+Xq [031]

1
Par théoréme sur les sommes de RIEMANN, on a lim  (Han — Hp) = f f(x)dx = [In(1 —l—x)}:) =1n(2). Or
n—-+oo 5

lim (Han41 — Han) = 0 donc ceci montre aussi que lim (Han+1 — Hn) = In2.
n—-4oo n—-4oo

n
Comme Y k% > n? onaa, < iz donc, par comparaison, Y, an converge. On décompose en éléments

k=1 n n>1
simples : X(X+1)6(2X+1) _;‘(+X7+1+2X+1 Par les méthodes habituelles, on trouve : a =6, b = 6 et
n
= —24. Ai 1,Sn = ( S Y- ):62H S T L
¢ tnsl, pour n. > 1, Sn Zﬁlk Z i o) T8 Z )
1 S 1 1
t Sp = 6(2Hp+———1—4 43 44y 1) =6(2Hn+———T1—4Hppn— 442Hy,).
et S = 6(2Hn+ PO e k§12k+ k;zk) (@t =gy T2

Avec la question précédente, on a donc lim S, =18 —241n(2) ~ 1,36.
n—+oo

. (n+1)m
1.119]Soit n > 1, 0 < up < f " | sin(x)|™"dx car |sin(x)| < 1 pour x € [nm; (n 4+ 1)7t]. Comme x — | sin(x)|

nr

s
est m-périodique, on a encore 0 < un < fo | sin(x)|™"dx. Puisque sin(m — x) = sin(x), on a par symétrie
/2
0<uy <2 f sin(x)""dx. En posant fy : x — sin(x)™", la suite de fonctions continues (fn)n>o converge

simplement vers la fonction nulle (continue) sur [O 72'[[ et Vn € N, Vx € [O ”[ Ifn(x)] < @(x) =1 avec @
/2

/2
intégrable sur [0; n { D’apres le théoreme de convergence dominée, lim sin(x)™dx = f 0dx = 0.
2 n—+oo JO 0
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On étudie la fonction g : t — sint — 2t sur [O; %}, g est deux fois dérivable et g'(t) = cos(t) — 2 ot
m m

g”(t) = —sin(t). Ainsi, ¢’ est décroissante sur [0; %} et comme g’(0) > 0 et g’(%) < 0, il existe un unique

)
o€ ]O z [ tel que g’'(«) = 0. Ainsi, g est croissante sur [0; o] et décroissante sur [oc E} donc g est positive

2

2
sur {0; %} car g(0) = g(%) = 0. Ceci justifie bien que Vt € {O; %}, sint > t.

On reporte dans U'intégrale et, toujours avec des arguments de symétrie puisque sin(m — x) = sin(x) :

(n+1)m /2 (n4+1)m
. (n+ma, : (n+1)m 2 ) ( )
Up > fnn | sin(x)] dx 2f0 | sin(x)| dx > 2[0 (T[x dx > Zf dx.

/2 (n+1)m (n+1)m /2 (n+1)m (m+1)m+1
Or Zf7T (;x> dx = 2(2) fﬂ x(HD7ax = 2(2) +<E) ce qui
0 i m 0 m m+1)r+1\2

S | S . Par comparaison, un diverge.
(n +1)7T‘H+°° P nz>:O " &

La fonction F : x +— f1 [ sin(t)|'dt est clairement dérivable et croissante donc F admet une limite (finie ou

fait que u,, >

n
+00) en +oo par le théoréme de la limite monotone. Or F((n+1)m) > > uy d’apres la relation de CHASLES.
k=1

Comme on sait que hT Z ux = +00, on en déduit par encadrement que 11111 F((n 4+ 1)m) = 4+00. On

+
en déduit donc que f1 | sin(x)|*dx diverge aussi.

1.120)a. f: [1;+o0o[— R définie par f(t) = mt( ) est dérivable sur [1;4o00[ et f'(t) = J—z - mgt) _ ! —tlzn(t)7 ainsi
K1
f est décroissante sur [e; +-o0o[ donc sur [3; +oo[. Ainsi, Vk > 4, f f(t)dt < < f t)dt(< f(k—1))
n
et, pour n > 4, en sommant ces inégalités pour k € [4;n], comme u, = Y f(k), on a Pencadrement suivant :
k=1

S 00 < =2 = 160) < f logar s D) - e

) : - < —1(2) - £3) <

2
car une primitive de f est t — w Comme In(n + 1) o In(n), par encadrement, on a un o
o0 o0

1

b. Posons d, = u, — E(ln n)2 pour n > 1. Il s’agit de montrer que (dn)n>1 tend vers ¢ € R,

. . n In(n) s
Méthode 1 : posons, pour tout entier k > 1, w,, = f f(t)dt — —— pour n > 1. D’apreés a., on a
n

n—1
n
Vk 24, 0 < wi < f(k—1) — f(k). En sommant et par télescopage, on a 0 < > wy < f(3) — f(n) < £(3).
k=4

Les sommes partielles la série > wy sont majorées donc, comme la série > wy est & termes positifs, elle
nz=4 n>4

n n
converge d’apres une propriété du cours. Or, par CHASLES, Y wy = f3 f(t)dt —un + lnsﬁ + hlzﬂ donc
k=4

n 2 2 400
> wy = In"(n) _n"@3) _ Un + n(3) + M En notant la somme de la série W = 3 wy, on a donc
=, 2 2 3 2 =
2 2
n z(n) _In 2(3) —un + lnSﬁ + mzﬂ = W + 0(1) ce qui donne le développement asymptotique attendu,
o0
n?(n) , In(2) , In(3) 1n?(3) n?(n) n(2)  1m(3) n%(3)
= —_— —_ 1 = = _— —_— .
e B 7 Well) 5 T Feto(lavece = =4 PR
n
Méthode 2 : pourn >4, dn—dn—1 = Un—Un_1] —%(lnn)z—l—%(ln(n—l))z =nn_ : InTtdt. La premiere
n n—

inégalité (de droite) de la question a. montre que (dn)n>4 est décroissante. De plus, la seconde inégalité

de la question a. (a gauche) montre que wu, — %(lnn)2 > f(2) +f(3) — %(m n)? + %(In(n +1))% — %(ln4)2.
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Comme %(In(n+1))2 - %(m n)2 > 0, on en déduit que dpn > £(2)+£(3) — %(1114)2 donc (dn)n>4 est minorée
donc elle converge (vers c) par le théoréme de la limite monotone.

Méthode 3 : pourn > 2, dn—dn_1 :unfun_lf%(lnn)er%(ln(nfU)z = m—nf%(lnn)er%(ln(nfU)z.
n

Or n2(n) — n2(n — 1) = (In(n) + n(n — 1))(In(n) — In(n — 1)) = (z In(n) + n (1 - %)) x In (1 - %)

done 1n2(n) — t(n 1) = (2in(m) + 0(1)) (1 + 0( L)) = 2inln)

+0 (ln(zl ) ) Ainsi, on obtient
n

dn — dp_q = O<1n(2n)> = 0(%) donc " (dn — dn—1) converge absolument par comparaison & une
+o0 n +o0o n n>2

série de RIEMANN donc, par dualité suite-série, la suite (dn)n>1 converge (vers c).
2
Avec les trois méthodes, hm dn =c € R donc dn =c+ o(1) d’olt un = (inn) +c+o(1) avec c € R.
oo

n—-4oo

N

2n (. n n _ n 2n
c. pourn?honmn:zm:zw_zw 2y (k) n(k)

k=1 k k=1 2k K

n
Puisque In(2k) = n(2) + In(k), il vient Spn = In(2) >

n
+ 3 - = (n2)Hn +un — uzn.

Jlim <:§_jn1 M:“”‘) = %m(z) (2y — n(2)) car In(2n)? = n(2)? + 21n(2) In(n) + In(n)%. Comme

Sont1 = Son+0o(1), Um Sony1 = lln(Z)(Zy — ln(Z)). Comme (San)n>1 €t (Sant1)n>0 convergent vers
+o00 n—-+oo 2 z >

+oo

la méme limite, on a lim Sy, = %ln(Z)(Zy —1n(2)). Au final, > (—nninn — %111(2) (2y —1n(2)).

n—+oo n=1 n
1.121)a. Pour n > 1, f, : Ry — R est continue et strictement croissante car ¥x > 0, f (x) = (1 +x)e* > 0. De

plus, par croissances comparées, f,(0) = —n < 0 et HT fn(x) = +00. Par le théoreme de la bijection, fy
X—+00

réalise une bijection de R4 dans [—n;4oo[ donc Fhuy, > 0, fn(un) =0 car 0 € [—n;+oo[ et £, (0) # 0.

b. Soitn>3,onafy(l)=e—n<0care~272et fr(ln(n)) =nin(n) —n=n(ln(n) —1) >0carn >e
donc (1) < fn(un) < fa(In(n)) et on conclut par stricte croissance de f, que 1 < un < In(n).

Comme une'™ = n, on obtient In(un) + un = In(n) donc 0 < In(n) — un = In(un) < In(in(n)). Or, par
croissances comparées, In(ln(n)) = o(ln(n)) donc, par encadrement, Iln(n) — uy, = o(ln(n)) ce qui est la
définition de I’équivalence u,, ol In(n).

c. Comme u,, — Inn = —In(uy, ), on peut espérer montrer que u, — ln(n) fode In(In(n)). On étudie donc
o0

up —In(n) +In(ln(n)) = n (M) qui tend vers 0 car lim tn(n) = 1 par la question précédente. Ainsi,

Un n—+oo  Up

unp—In(n)+in(in(n)) = o(1) = o(In(in(n))) ce qui, encore une fois, se traduit par u,, —ln(n) fodie In(in(n)).

1.122 | Comme n+(—1)" > 0 pour n > 2, uy est bien défini. De plus, lim (n+(—1)") = +oo et —1 .1
n—+o00 n+ (-1
donc, comme sin(x) ?x—i—O(xZ), onaun +:OO(—1)“ (Mi_])n—&—o (%)) Mals % (

donc ﬁﬂm‘n(]—i—o(i))jm%—l—o(ﬁ).Ainsi,un+:00(—1) ( +O(T32))+:oo - —|—O(i2)
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_ n _ n
En posant v, = u, — &, on a donc v, = O(iz) d’apres le calcul précédent. Comme > (=1)
n +oo n n>2 TN

converge par le critere spécial des séries alternées car (l> décroit et tend vers 0 et que Y v, converge
n/nx2

n>2
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car 2 > 1, > uy, converge par somrne.
n>2
Comme la série Y u, est alternée, on aurait pu s’intéresser a la décroissance de (|un|)n>2. Or (Jun|)n>2

n>2

est positive et tend vers 0 mais elle n’est pas décroissante car [uzn41| = sin (%) > sin (z]ﬁ) = [uzn|.
n n
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