Correction du DS1
(d’apres de E3A MP 1999 maths 3)

Partie I

1 -1
1. Pour 6 =0, Z — diverge et pour 6 = m, Z (=1)
n

n

converge par CSSA

n n ; .
: . , 1 — e e™0/2(—24) sin &
_ k0 0 k0 _ 0 _ 2
2.a) C, =Re (; e’ ) donc pour 6 €]0, 2x[, comme e’ # 1, on a ];eL =e' T = 72(~a1) sing )
n sifd=0
(n+1)6 .. no
On conclut donc |C,, = { cos = 2 GSIII 5 i 0 €0, 2n]
Sin 5
L. 1 0 .0
b) On en déduit | |Cy,| < — | On remarque 5 €0, 7[ donc sin - >0
sin 3 2 2
1 1 1 1 1 1 1
c) n (ﬁ - T 1> ’ < sing <ﬁ - T 1) et comme la suite <E> tend vers 0, la série Z <ﬁ - = 1) converge
donc, par théoreme de comparaison Z C (1 L ) converge, ie ZC (1 L ) est ACV
o Vi [l
y P p ) P ——— ge, e
d) Cette égalité peut se prouver par récurrence mais on peut aussi le faire ainsi : on remarque que, pour k > 1,
" cos(k)  n Cp —C k-1 o= G = C
kO) = Cj, — Cj_1 d D - L L P let dant
cos(k0) L _1 donc Z ? Z ’ Z ’ z PE e terme correspondant &
k=1 k=1 k=1 p=0
n n—1
) cos(kd) (1 1 ) Cn
= 0 est nul et on en déduit = Cel-——— —
P ; K kzzl k)T

1 1
D’apres la question précédente, g Cy (E — m) converge et, avec (C,) bornée, nglfoo7 = 0 donc
+oo +oo
cos(nd) cos(nd) <1 1 )
E converge et g = E Cp e
n>=1 n=1 n=1

3. Fait en cours

4. a) On sépare les termes pairs et impairs dans Ha,, :

n 1 n 1 1 n 1
Hy=3 o +y o= Hy+ >
2 Z2k+22k—1 2 +Z21<;—1

k=1 k=1 k=1

——

—_——
pairs impairs
1 1
id = H,y, — -H
ce qui donne Z2k—1 2n — 5 tn
k=1
2n (_1)k n 1 n 1
b) Fait en cours : en séparant ls termes pairs et impairs, on trouve Z e Z % Z T donc
k=1 k=1 k=1
2n
—1)*
Z ( k) = Hn - HQn
k=1
=k S~ (D"
¢) La convergence de la série est déja établie en I.1 donc ; — = HEIEOO; = nBIEOO(Hn — Hsy,) ce
+oo
. (=" ) :
qui donne Z = —In(2) | avec le développement asymptotique de 1.3
n
n=1
sin =3k

sin=3k+1oun=3k+2

1
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b)

6. a)

Partie I1

1. a)

On sépare cette fois la somme en trois :

2 cos(kl) & [ S W5 R et G
2 :;3 pZSpH Zo3p+2

k=1

——
k=3p k=3p+1 k=3p+2

1
puis on rajoute les termes de la forme 3p avec un facteur —5 (le méme que dans les autres sommes) :

3n n—1 n—1 n n
cos(kf) 1 1 ( 1 1 1 1< 1 1 1 1
I 1 DIESED DP9} BT S A A 18
= k 3 2 o 3p+1 = 3p+2 o 3p 2 = 3p 3 2 6
il cos(k) 1
0] dédui = —(H, — H3,
n en déduit Z . 2( 3n)
k=1
o cos (k)
La convergence de la série ayant déja été justifiée en 1.2.d, 'examen de la suite extraite (Z 3 >
k=1 neN*
X cos 1 2
suffit & conclure Z A =-3 In 3 pour 6 = 5 en utilisant le développement asymptotique de 1.3.
k=1

On pourrait a nouveau le prouver par récurrence ou bien de la fagon suivante :
n n n

1 1 1 1 1 & 1
Zﬁ%_§:4k+ <4k —2 g;2k71:iHﬁ_§g;2kfl

k=1 k=1

1
ce qui donne Zbk = i(Hn — Hs,) | en utilisant I.4.a

1
Avec le développement asymptotique de 1.3, on en déduit Z b, = —3 In2

On obtient une valeur différente de celle de I.4.c, bien que les termes de la somme soient les mémes dans un
ordre différent :

— la somme partielle de I.4.c est
1 1 1 1 1 1

I T
toT3tiTs et

(Lol )y (el Dy (L1 ny,
4 2 8 6 3 10 5

Ceci est dii au fait que la série n’est pas absolument convergente donc en modifiant 'ordre des termes sur une
somme infinie, on peut en modifier la valeur. La commutativité de I’addition n’est une propriété valable que
pour les sommes finies.

— celle de Z b,, est

2(no 0 0
On a | €% (no) < |COS(n ) car | cos(nf)| < 1 donc, avec le théoréme de comparaison des SATP, si Z cos(nf)
n n n
cos?(nf)
est ACV alors Z —— est aussi ACV
n
2(no 1/1 2nf 1 2(no 2nf 1
On a M = (f + M) donc — =252 (n6) — QCOS( nb) donc la série Z — serait la somme de
n 2\n n n 2n n
2n6
deux séries ACV donc serait convergente. En effet, Z coséin) serait elle aussi convergente car la somme
n
cos(2k0) 2 cos (k) = cos (k)
tielle d tte SATP ifi —| < < ——=| et est d jorée. C
partielle de cette vérifie ; ok ’ kz::l kz::l ’ et est donc majorée. Comme

1 0
Z — est DV, on en déduit Z M n’est pas ACV
n n

N-1 N—-n—1

Comme t # —1, on a Z (—1)FHik = (—1)ntign Z (=) | =

k=n h=0

(_1)n+1tn _ (—1)N+1tN
1+1¢




1
1 1
b) On a / thdt = —— | et pour t €[0,1], on a 0 < < t* done 0 < /—dt /tkdtzi
0

E+1 k+1
N (71)/(: N—-1 1
OnaR, = NLHEOO k_z:ﬂ = NEIEOO kz_: (—1)’chl /0 t* dt. Par linéarité de I'intégrale et d’apres la question
N-1 1 1 1 1
-1 n+1tn — (=1 N+1tN -1 n+1tn -1 NtN
précédente, ona » (—1)’”1/ thdt = / (=1) (=1 dt = / (Gl e dt+/ EDT g
= 0 0 1+t 0 1+1¢ 0 1+t

De plus

1 4N 1
< dt < 0
/O 1+t N+1 No+

1 1 1
-1 n+lin _ 1 N+14N -1 n+1lsn n
On en déduit donc lim (D" — ()7 dt = / =y dt et | R, = (_1)n+1/ t dt
0 0

1/ _{\N4N
/&dt <
o 1+t

N=+oo Jo 1+t 1+t 1+t
tn—i—l 1 1 tn tn+1 tn-i—l 1
2.a) t— et t — —— sont C* sur [0,1] donc / dt = { / dt
n+1 14+t o 141 n—|—1 1—|—t n—|—1 1—|—t)
1 n+1 n+1 n+1
t 1 t 1 1 1
etog/ixidtg/ dt = :O( )doncR ) +O( )
o n+1 " (1+1¢)? o n+1 (n+1)(n+2) n? n?
b (=) CSSA) et ! bsolument (Ri d R
) Z —,— converge ( )e Z —3 converge absolumen (Riemann) donc Z 5 converge
N N 1 n 1 N 1 1 N+1
1 dz T
3. R, = —1”+1/ Ldm:—/ —x"dx:—/ — + —1N+1/ ———dx et
2 M= 2 (0 T ) Tz 2 o OV e
bogN+t Yo 1 o 1
< ——dz < de = —— , = " dr=-=
comme 0 /0 e T /Ox T N+2m0 on a nzz:OR /0 L T >
Partie III
1 2\/n
1.a) Onauw, —vn:7—2\/n+ +2
1/2 1 1\)Y2 1 1
Puis 2 1) — (2 1) = 2(1 7277 = — O( )) —2—- = :O(f).
uis 24/n(n+1)—2n+1)=n + = n +2n+ 3 . -
Comme vn+1 ~ /n, on en déduit v, 1 — v, = O 7 ; la série Z (Un+1 — vy,) est donc absolument

convergente donc ‘ la suite (v,,) converge ‘

b) Cours (par comparaison avec une intégrale)

2.a) Les fonctionst— (k+1—1¢)(t—k) et t — sont C* sur [k, k + 1] donc

3t 3/2

dit

/k+1 (k+1—t)(t—k)dt:{—2(k+1—t)(t—k)r“+2/k+12k+1—2t 2/k+12k+1—2t
3
k k k k

5/2 343/2 3/2 dt = 3 372

—2
Les fonctions ¢ +— 2k +1 — 2t et t — — sont C* sur [k, k + 1] donc

Vit
k11—t —k 21202k +1—2t)1% 2 [kt 4 4/ 1 1
[ 2 e 2 (1) 8

t5/2 Vi P N N1 VE  VE+1
1
b) vgy1 — v = il —2vVk + 1+ 2Vk donc la question précédente nous donne
1( 1 1) 3/k+1(k+1—t)(t—k) 3
== | ————=| = |= dt| < ,
e R Vs B ’ 8 J, 572 ENE

1
< 152 site [k k+1].

car

(k+1—-1t)(t—k)
$5/2
—+oo
c) La suite (v,) converge vers L donc la série Z(Unﬂ — v,) converge et Z(U}g+1 —vg) = L — v,. De méme,
k=n



1 1) ( 1 1) 1
Y (—-— t ——)=———.0nad
( Jhil vk converge e Z NS RN Jn n a donc

:il(wrl vkl(\/%lk)) i:

31 1
NP =0 ()

1 1 1
L—uv,+ - 77( )‘
‘ ° ANV Y

1
NG

On en déduit |U, =2v/n+ L + ——

it ve)

3.a) cours: CSSA!

+oo 2n n 1 n—
g r2n:k§+1 k - kz:: _S Z\ﬁ—FZ\/QkJr = 2;::1W <z_: 2:1 )

doncrgn—5—2zr—l—;\f—ls—\/ﬁUn—&-Uzn‘

¢) Ton=5- f(2f+L+ \F) <2m+L+2\}%)+O<1)S+(1\@)L 1 +O( 1 )

ny/n 2v/2n ny/n
d) 7o, est le reste d’une série convergente donc limrg,, = 0, ce qui donne | S = (\/5 —-1)L
1 1 1 1 1
De plus ry, = — +O< ) uis 7 = 7o, + = +O<7> ce qui donne
p 2n 2\/% f b 2n+1 2n 2(7”), T 1) 2\/% n\/ﬁ q

_1\n+1 n+1
T = (21\)/5 + O (n\lf) donc comme Z 1\% converge (CSSA) et Z n\l/ﬁ converge absolument

(Riemann), on en déduit que Z Ty CONVErge

Partie IV
1 1

1.a) f(t)=e " ou f(t) = 7i et plus généralement f(t) = 7= dvec >0

b) CSSA

—+o0 K 1 +o0 —+o0
=p ) n
2.0na > (DPf(p)—fp+ D] = D (=DPfp) = Y (DFfR) = 26, — (1) f(n+ 1) (un tel
p=n+1 p=n+1 k=n+2
calcul est possible car toutes les séries qui apparaissent sont convergentes).
(1t RS
On a donc t, = Tf(n +1)+ 5 Z (=D)P[f(p) — f(p + 1)]. On commence par vérifier que la fonction
p=n+1

g: x> f(x)— f(x+1) est positive (car f décroit), tend vers 0 (car f aussi) et décroit, car ¢'(z) = f'(z) — f'(z+1)
donc, par croissance de f’, ¢’(z) < 0. On en déduit que Z(—l)p[f(p) — f(p+ 1)] vérifie le CSSA et que son reste

400 n+1
verifie| S (<1P[f(p) ~ £(p-+ )] < [F(n+1)~F(n+2)). Onadonc , = T fn1)40(f(n+1)- F(n+2)).
p=n+1
(-1

La série Z Tf(TH— 1) CV par CSSA et Z (f(n+1)— f(n+2)) est ACV par télescopage car lim f(n)=0.

Par somme on en déduit E t, converge

3. Comme f(n+1) ~ f(n+2),ona f(n+1)— f(n+2) = o(f(n+ 1)). La question précédente donne donc

(-1)"+
)

tn = 5 (=)™ f(n +1) + o(f(n + 1)) done t, ~ %(*1)’”1]”(“ +1) et |ty ~




