TD 03 : ESPACES PREHILBERTIENS

PSI 1 2023-2024 vendredi 15 septembre 2023

Centrale Mathsl PSI 2016 Arthur Robbe
Soit E un espace euclidien de dimension n, X = (x1,-++,xn) €t Y = (y1, -, yn) sont deux familles de vecteurs
de E telles que V(3,j) € [15n]?, (xihxj) = (uily;):
a. Sin =2 et (x1,x2) est libre, montrer que (y1,y2) est libre.
b. On revient au cas général, montrer que si X et Y sont libres, alors si on définit ¢ € £(E) par les conditions
vie [1in], o(xi) =y, alors ¥x € E, [Jo(x)|| = [[x]|
c. Si X n’est pas libre, montrer qu’il existe encore ¢ € £(E) telle que Vi € [1;n], ¢(xi) = yi et qui vérifie

Vx € E, ||@(x)|| = ||x||.- Montrer qu’on peut méme imposer que cette isométrie soit directe.

Mines PSI 2017 Maxime Lacourcelle 11

Soit E un espace euclidien de dimension n.
a. Si (e, --,en) est une base de E, montrer que VM € My (R), 3(f,---,fn) € E™, M = ((ei|fj))1<1.L <’

b. La réciproque est-elle vraie 7

Mines PSI 2018 Jean Boudou II
Soit E un espace euclidien de dimension n € N* et B = (e, - -, en) une famille de vecteurs de E.

n
On suppose que Vx € E, |[x||*> = Y (x|ex)?. Montrer que B est une base orthonormale de E.

Mines PSIT 2018 Julien Langlais I

Soit [a;b] C R, n € N* et w :]a;b[— R continue, strictement positive et intégrable sur |a;b].
b

a. Montrer que < P,Q >= f P(t)Q(t)w(t)dt définit un produit scalaire sur Ry [X].
a

On considere (Py, - - -, P ) Vorthonormalisée de GRAM-SCHMIDT de la base canonique (1,---,X™) de Ry [X].
Dans toute la suite de l’exercice k désigne un entier dans [1;n — 1].

b. Montrer qu’il existe (ay,by,ck) € R3 tel que XPx = axPyi1 + biPx + ckPr_1.

c. Si k > 2, montrer que cx = ax_1.

d. Avec < Py, 1 >, montrer que Py posséde une racine réelle de multiplicité impaire dans |a;b|.

Soit (x1,--+,xp) €]a;b[P les racines de multiplicités impaires de Py dans I'intervalle |a;b].

P
e. En considérant Qx = [] (X —xi) et < Pk, Qx >, montrer que p = k.
i=1

f. En déduire que les racines complexes de Py sont toutes réelles, toutes dans Ja; b[ et toutes simples.

CCP PSI 2018 Benoit Souillard 1

+
On donne f et = VL

+oo
a. Calculer, pour n € N, l'intégrale I,, = f the—t dt.

—00

+oo
b. Montrer que ¢ : (P,Q) — 4 f P(t)Q(t)e_tz dt est un produit scalaire sur R[X].
NS

c. Déterminer d(X3, Rz[X]).



Centrale Mathsl PSI 2022 Louis Lacarrieu

+oo
Soit n € N* et E = R,,[X]. Pour (P,Q) € EZ, on pose < P,Q >= fo P(t)Q(t)etdt.
. Xk . —* Co _
On note, pour k € [0;n]], Bx = AT bkt %e"fg< )(t) otl fy : t = e k.
a. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur E.
b. La famille B = (Bo, -+, Bn) est-elle une base orthonormale de E ?
c. Montrer que £ = (Lo, -+, Ln) est une famille de vecteurs de E.

Donner le degré et le coefficient dominant de Ly pour k € [0;n].
d. La famille £ est-elle une base orthonormale de E 7
e. On définit F = {P € R, [X] | P(0) = 0}. Donner une base de F, de F1.

—+oo
f. Calculer Inf f (1 —ajt—---— apt™)Ze tdt.
(ar,-,an)eR™ JO

CCINP PSI 2022 Marius Desvalois T
Soit n € N* et I'espace E = My 1(R) sur lequel on définit, pour tout (X,Y) € E2, < X,Y >=XTY € R.

a. Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur E. On note ||.|| sa norme euclidienne associée.
b. Soit A € M (R), montrer que Im (A)+ = Ker(AT).

Soit A € Mu(R) et Y € E fixés, on définit f: E — R par f(X) = [|[AX —Y]|.
c. Montrer que f(X) = %m;(f(z)) si et seulement si AT(AX —Y) = 0.
€

CCINP PSI 2022 Matis Viozelange 11

1
On note E = C°([0; 1], R) et, pour (f, g) € E?, (f|lg) = fo t2f(t)g(t)dt. On pose F le sous-espace de E composé
des fonctions affines de [0;1] dans R, c’est-a-dire F = {f € E | 3(a,b) € R?, Vx € [0;1], f(x) = ax +b}.

a. Montrer que (.|.) définit un produit scalaire sur E.

1
b. Pour n € N, montrer la convergence de fo t™ In(t)dt et calculer sa valeur.
c. Déterminer le projeté orthogonal de f : x — x In(x) sur F.

d. Calculer Inf ||gq,b|| OU ga,p : x = ax + b — xIn(x).
(a,b)e R2

)



