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CHAPITRE 4
ALGEBRE LINEAIRE

[PARTIE 4.1 : REVISIONS

REMARQUE 4.1 : Soit une famille quelconque (xi)ic1 de vecteurs d’un espace vectoriel E, on appelle
combinaison linéaire de cette famille tout vecteur x de E qui s’écrit x = Y Aixq ol (Ai)ie1 est une famille
iel
de scalaires pour laquelle ] = {i € I | Ay # Ox} est fini (on dit que (Ai)ic1 est & support fini) de sorte
que x = Y Aixi s’interpréte comme étant x = Y, Aixi (car Og.xi = O est neutre pour I’addition).
iel ie]
On note KN Iensemble de toutes les familles (Ai)ie1 & support fini. On définit 'ensemble de toutes les
combinaisons linéaires des (xi)iec1, noté Vect((xi)iel) = Vectiel(xi) = {x =S Axi | Aier € KO,
i€l

C’est un sous-espace vectoriel de E qui est a la fois le plus petit sous-espace de E qui contient tous
les vecteurs de la famille (xi)ie1 mais aussi lintersection de tous les sous-espaces vectoriels de E qui
contiennent les vecteurs de la famille (xi)ier-

EXEMPLE 4.1 : Avec cette définition : Vect((X*)xen) = C[X].

DEFINITION 4.1 :
Soit E est un espace, f € L(E) et F un sous-espace de E, on dit que F est stable par f si f(F)

C F. On pose
alors l'application induite par f dans F, notée fr : F — F € L(F) et définie par : Vx € F, fr(x) =

f(x).

REMARQUE FONDAMENTALE 4.2 : Soit E, F, G trois espaces et f € L(E,F), g € L(F,G), alors :

e On a I'équivalence gof =0 <= Im(f) C Ker(g).

e Pour la composition, on a aussi les inclusions Im(g o f) C Im(g) et Ker(f) C Ker(g o f).

e Pour la multiplication par un scalaire, si « # 0 € K, on a Im(af) = Im(f) et ker(af) = Ker(f).
Soit E,F deux espaces et (f,g) € (L(E,F))z, Ker(f) N Ker(g) C Ker(f + g) et Im(f + g) C Im(f) + Im(g).
Pour un endomorphisme f € £(E), on a les inclusions classiques :

e Pour les noyaux : Ker(f°) = {0} C Ker(f) C Ker(f?) C -+ C Ker(fP) C - -.
e Pour les images : Im(f°) = E D Im(f) D Im(f?) D --- D Im(fP) D ---.

THEOREME ENORME 4.1 :

Soit f € £L(E,F) et S un supplémentaire de Ker(f) dans E alors f induit un isomorphisme de S sur

Im(f) ; c’est-a-dire que f\ém(f) est un isomorphisme.

REMARQUE HP 4.5 : Soit (n,p) € (N*)%, A € My ,(K), r =rg(A) et la matrice Jn,p,+ € Mnp(K) qui
ne contient que des 0 saufji 1 =---=jrr =1: A et Jn p r sont équivalentes.
A et B de My p(K) sont donc équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

[PARTIE 4.2 : PRODUIT ET SOMME D’ESPACES]

PROPOSITION 4.2 :

Soit n > 3 et des K-espaces vectoriels Eq,---E,, si on définit les lois + et . dans E; x --- X E,, par
(x1y -y xn)H(, - x0) = (X, xn X)) et Ad(xa, -y xn) = (Axa, -, Axn ), alors (B X+ - XEq, +,.)
est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul est 0¢, x...xg, = (0g,, - -,0g, ).

n n n
Si Eq, -+, E, sont de dimensions finies, alors [] Ex aussi et dim( 11 Ek) = > dim(Ek).
k=1 k=1 k=1
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DEFINITION 4.2 :

P
Soit p sous-espaces vectoriels de E notés Ey,---,Ep ; on note By +--- 4+ E, = > Ex la somme des sous-
k=1

P
espaces Eq,---,E, définie par ) Ek:{er ‘ I(x1,-yxp) € Ep X - X Epy x = X7 +~-~+xp}.
k=1

PROPOSITION 4.3 :
Avec ces notations, E; +---+E, est un sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit sous-espace
vectoriel de E (pour ’inclusion) contenant tous les Ey, c’est-a-dire le sous-espace de E engendré
P P
par la réunion des sous-espaces Ej,---,E,. En dimension finie, dim( > F_k) < Y. dim(Ey).
= =1

N — Y,

DEFINITION 4.3 :

Avec les notations ci- dessus on dit que la somme des Ex est une somme directe et on note alors

ZEk—E1@ @Ep—®Ek SiV(x1,- - xp) €EEp X X Ep, x14+ -+ xp =0 = x1 =+ =xp = Of.
k=1

PROPOSITION 4.4 :

P
Soit Ej,---,E, des sous-espaces vectoriels de E. On a I’équivalence (i) ) Ey est directe «<—
k=1
11 p p oo p
(i) Vxe > Ex, N0xa,--yxp) € I] By x=x1+--+xp < (i) k€ [1;p], B ( X ) = {0e}.
k=1 k=1 i=
j#k
- J

REMARQUE 4.4 : Attention : ( 3. Ey directe) % (V(i,j) e[p]? i) = ENE = {oE}).
k=1

THEOREME 4.5 :

p p p p
Si E de dimension finie, > Ey = @Ek <= dim ( > Ek) = > dim(Ex). Dans ce cas, si By, -+, B,
k=1 o k=1 k=1

sont des bases respectives de E1,-~_-,E]D alors By 1I---IIB, est une base (adaptée) de E1 ®--- B Ep.

(PARTIE 4.3 : MATRICES PAR BLOCS|

PROPOSITION 4.6 :

Si A= (AU)]<1<n est composée de blocs “de bonnes tailles” ainsi que B = (B j) 1<i<
<i<p 1<5<

AB = C ou C est écrite par blocs C = (Cj, ])

PROPOSITION 4.7 :
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace vectoriel de E et f € £(E).

Soit B = (e1,---,en) une base de E telle que Br = (e, --,ep) soit une base de F. On a alors
I’équivalence : (F est stable par f) = (Matg (f) = (f; E) est triangulaire par blocs).

A € Mp(K) est alors la matrice dans la base B¢ de I’endomorphisme fr de F induit par f.
-

REMARQUE 4.5 : Si B = (e1,--,en) est une base de E, f € L(E) et A = Matz(f) :
e (A est diagonale) <= (Vk € [1;n], Vect(ek) est stable par f).
e (A est triangulaire supérieure) <= (Vk € [1;n], Ex = Vect(er,---,ex) est stable par f).
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(PROPOPSITION 4.8 : )

SiE= @Ek et B = (B1,---,Bp) est une base adaptée a la décomposition, si f € £(E) alors on a
k=1

I’équivalence : (Vk € [1;p], Ex stable par f) <= (A = Mats(f) diagonale par blocs dans B).

Dans ce cas : A = diag(A1,---,Ap) ot Vk € [1;p], Ax = Matg, (fx) avec fg, = fi.

PROPOSITION 4.9 :
Si (u,v) € £(E)? et u et v commutent (soit wov =vou) alors Ker(u) et Im(u) sont stables par v.
- J

THEOREME 4.10 :
Si M € M, (K) est triangulaire supérieure (resp. inférieure) par blocs, c’est-a-dire qu’on a

P
M = (Aij)i<ij<p avec A;j matrice nulle si i>j (resp. i <j) alors det(M) = [] det(Axx)-
k=1

(PARTIE 4.4 : TRACE

DEFINITION 4.4 : N
Sine N* A =(aij)i<ij<n € Mn(K), on définit la trace de A, c’est le scalaire tr(A) = 3 ay k.
k=1

(PROPOSITION 4.11 :
La trace est linéaire. Si ca existe, tr(AB) = tr(BA) et tr(AT) = tr(A) et tr(PAP™') = tr(A).

DEFINITION 4.5 :
Soit E de dimension finie et f € £L(E), on appelle trace de f le scalaire tr(f) = tr (Matg(f)) si B base de E.

PROPOSITION 4.12 :
La trace est linéaire. tr(gof) = tr(f o g) si ¢a existe et, si p est un projecteur, tr(p) = rg(p).
-

J
[PARTIE 4.5 : LAGRANGE ET VANDERMONDE]
THEOREME 4.13 :
Soit n € N*, a1, --,an des éléments de K distincts et by,---,b, des scalaires, il existe un unique
n n
polynéme P € K,,_;[X] tel que Vk € [1;n], P(ax) = by, il s’agit de P = > by [] %.
k=1 :;l k i
n
REMARQUE FONDAMENTALE 4.6 : Avec ces notations, si on pose L, = ]| <—S&_ alors (Ly,---,Ly)
o T
n
est une base de Kn_1[X] et, siP € Kn_1[X], on aP = Y P(ax)L.
k=1
PROPOSITION 4.14 :
Soit n € N* et une famille de n scalaires (x1,-,00n) € K™, on se donne la matrice de VANDER-
MONDE A = (0(}_1)1<i,j<n7 alors det(A) = H ((Xq — ocp).

I<p<q<n
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[PARTIE 4.6 : POLYNOMES D'ENDOMORPHISMES |

DEFINITION 4.6 :
Soit E un espace vectoriel et f € L(E). Pour k € N, on pose f*=idg sik=0etf*=fof* ! sik >1.

d d
SiP =Y ax* € K[X], on définit P(f) € L(E) par P(f) = Y axf* = agfd+aq_1f4" "+ + aif + aoidg.
k=0 k=0

THEOREME 4.15 :
Soit E un espace, f € £(E), (P,Q,«,B) € K[X]2x K?, (aP+BQ)(f) = aP(f)+BQ(f), (PxQ)(f) = P(f)oQ(f).

REMARQUE 4.7 : VP € K[X], Ker (P(f)) et Im (P(f)) sont stables par f.

e SiC(f)={g € L(E) | fog = gof} est 'ensemble des endomorphismes de E qui commutent avec f
(appelé le commutant de f) : €(f) est une sous-algébre de £(E) qui contient K[f] = Vect(f*|k € N).

DEFINITION 4.7 :
Soit E un espace, f € L(E) et P € K[X]. On dit que P est un polynéme annulateur de f si P(f) = O g).

REMARQUE HP 4.8 : Si E de dimension finie, f a au moins un polynéme annulateur non nul :
o I existe un unique polynéme unitaire noté n¢ tel que VP € K[X], P(f) = 0 = m¢|P.
e Si F est un sous-espace de E stable par f, alors my, |7'[f.
e La dimension de K[f] est égale au degré de .

REMARQUE 4.9 : Pour caractériser les automorphismes, soit E de dimension finie et f € L(E) :

d d
e SiP(f)=0avecP= > aX¥ et ap #0 alors -1 = — 3 Gkgk-1,
k=0 k=1 @0
o f € GL(E) <= (3P € Ann(f), P(0) # 0) (ce qui équivaut aussi a m¢(0) # 0).

T

REMARQUE FONDAMENTALE 4.10 : Si P = Y (X — ax)™* est un polynéme annulateur unitaire
k=1
scindé de degré n d’un endomorphisme f d’un espace E (le mieux est d’avoir P de bas degré donc P
minimal est optimal), cela nous permet de calculer efficacement les puissances de f. Effectuons la division
euclidienne de XP par P qu’on écrit XP = QP 4+ Ry, (Ep) avec deg(Rp) < n — 1. Traitons deux cas :
e Si P est scindé & racines simples, c’est-a-dire si Vk € [[1;7], mx = 1 qui équivaut a v = n, alors
Vk € [1;n], Rp(ax) = af et R, est donc un polynéme d’interpolation de LAGRANGE.
e Si P admet des racines multiples, on évalue, pour chaque k € [1;r]], la relation (E,) ainsi que ses
T

dérivées jusqu’a la dérivée d’ordre m, —1 et cela nous donne un systéme de > my = n équations avec
k=1
n inconnues (les coefficients de Ry, ) ce qui nous permet de déterminer Ry,.

On évalue ensuite (Ep) en f et on a fP = Ry, (f) car (QpP)(f) = Qp(f) o P(f) = 0.

DEFINITION 4.8 :
Soit A € Mp(K). Pourk € N, on pose AKX =1,, sik =0 et AK = A x A¥" 1 sik > 1.

d d

SiP =Y aX* € K[X], on définit P(A) € Mn(K) par P(A) = Y axA* = agAd+ -+ a1A + aply.

k=0 K=0

~

(PROPOSITION 4.16 :
| Soit A € My (K), (P,Q) € K[X]? et (o, B) € K?, (aP+BQ)(A) = aP(A)+BQ(A), (PxQ)(A) = P(A)xQ(A).

J

REMARQUE 4.11 : Si€(A) = {B € M, (K) | AB = BA} est ’ensemble des matrices qui commutent avec
A (le commutant de A) : C(A) est une sous-algébre de My (K) qui contient K[A] = Vect(A¥|k € N).




