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a. Bien sir que non, on a vu dans le cours un contre-exemple d’une fonction continue par morceaux, positive,

intégrable et qui ne tend pas vers 0 en +oo.

b. Avec sin(x —t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme les fonctions sont toutes
continues sur le segment [0;x], ¥x > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt.

Comme cosa f et sina f sont continues sur R, par le théoreme fondamental de 'intégration, la dérivée de
/

fonction x — [ " cos(t)a(t)f(t)dt est x s cos(x)a(x)f(x), et ( fo" sin(t)a(t)f(t)dt) — sin(x)a(x)f(x). Par
opérations et simplifications, g’(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. Puis,

g"(x) = " (x) —sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x) fO
”(x) = £(x) + 1) — 9(x) + a()F(x) = —g(x) donc g + g =0 (E) sur R,

sin(t)a(t)f(t)dt+cos?(x)a(x)f(x)+sin?(x)(x)f(x) donc

c. Les solutions réelles définies sur R, de cette équation différentielle (E) sont les fonctions g telles que
J(A,B) € R?, Vx > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc |g| < |A| + |B| = C par exemple et g est bornée.
Comme f(x) = g(x) — fox sin(x — t)a(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec I'inégalité triangulaire,
X X

on obtient, Vx > 0, |f(x)| < |g(x)| + fo | sin(x — t)||a(t)||f(t)]dt < C + fo la(t)f(t)|dt car |sin| < 1.

d. Posonsh : x — fox la(t)f(t)|dt, comme la fonction |a| |f| est continue sur R, par le théoréme fondamental
de T'intégration, la fonction h est dérivable sur Ry et h'/(x) = |a(x)||f(x)| < Cla(x)| + |a(x)|h(x) d’apres la

X

question c.. En notant A(x) = fo la(t)|dt, on a (e’A(X)h(X))/ < Cla(x)[e™*™ = ¢( - e*A(X))/. On
integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir e’A(")h(x) < C(] — e*A(X)) < C. Alors, on peut majorer
Vx >0, h(x) < CeA™ et comme a est intégrable, A est croissante (car A’ = |a| > 0) et possede une limite

+oo
finie Cexp (f;) |a(t)|dt) en +oo donc A est bornée sur R, d’oit h est bornée sur R, car [h| < Ce?.

Enfin, f est aussi bornée sur Ry car |f| < C+ h.

Toutes les solutions sur R de (E) sont des fonctions bornées sur R si a est intégrable sur Ry.

La fonction g : x — y/tan(x) est continue, positive sur [0; % { De plus, Vx € | = }0; % {, g(x) = 1

7T

tan (E - x)

1

donc, puisque tan(u) Su,ona Péquivalent g(x) ~ donc g est intégrable sur [O; % [ par comparaison

/2

2

/2
aux intégrales de RIEMANN car % < 1. Ainsi, fo g(t)dt converge donc I existe.

La fonction ¢ : x + y/tan(x) est de classe C', bijective et strictement croissante de ] dans R% et on

2

a @'(x) = M. Comme on a g(x) = y/tan(x) = M@’(x) = f(p(x))@'(x) en posant
2+/tan(x) 14 tan“(x)
2

fiu— 1%: 7 qui est continue sur R7, le théoréme de changement de variable montre que, en posant
u

+o00
u = y/tan(x) = @(x), on a la relation I = fo f(u)du. 11 y a maintenant deux méthodes :



(1) Parle changement de variable u = 1 ¥ (v), comme 1 réalise une bijection C! strictement décroissante
v

+ 2 0 2 +
de R* dans R%, j;) 2w g — M(— iz) dv = f " 7 dv apres simplifications.

T+u? +001—|—(1/v)4 v 0 T+4+wv
_ [T 2u _ PN . , . , .
OrL = fo — du = [Arctan(u )}o =7 De plus, on peut décomposer le dénominateur
avec les identités remarquables car 1 + u? = (1 + u 22 —2? = (v - V2u+ )(u2 —|— V2u + 1)
+
ce qui nous incite & écrire 1+ 2L + 1 = fo = 4d u -+ f Zﬁu u -+ f 4du d’onl
+oo 2 +V2u +1) . . .
[+V2L+1 = du donc, avec des techniques classiques, on obtient
fo W —V2u+1)u? +V2u+1) d d

_ [t 2 _ [t 4 _ T 3Von
I—l—\/iL—H—fo U’27\[2u+1du—fo (\fzui])sz]du—Zﬁ[Arctan(ﬂu 1)}0 = =5

o 13V ):\fzn:L
On en déduit queI—2<72 V2L 3 3

(2) Par une décomposition en éléments simples classique (mais hors programme en PSI) on arrive a la
relation PITRE i( u — u ) - 1 <2u—\/§+\f2_2u+\/§—ﬁ)
1+u? V2\u? —V2u+1 u? +V2u+1 2vV2\u? —V2u+1 uw +V2u+1

2u2 _ ( 2u—+2 u++v2 ) 1 1 ;
donc - + + et, apres
zﬁ Va1l vt T2 Vet ) 2t vutr) P
—+o0
leuls, 1= 1~ [ (u —\[u“)] L[ Aretan(vau = 1) + Arctan(vVau +1)| = 2.
calculs, Y —&—\[2 retan(yv/2u — 1) + Arctan(v2u + 1) . v

a. Par intégration par parties, comme f est de classe C' sur [a;b] et que cos est C' sur R, on a, pour

tout entier n > 1, la relation I, = [— 1 cos(nt)f( 1 f ) cos(nt)dt. Comme f’ est continue sur
n
le segment [a;b], il existe M > 0 tel que Vt € [a; ], \f’( )| < M. Par inégalités triangulaires, on obtient
I < 1 (|f(a)| +|f(b)| + (b — a)M) donc lim I =0 (lemme de RIEMANN-LEBESGUE).
n n—-+oo
sin(t)

b. Tout d’abord, g : t — est continue sur R% et prolongeable par continuité en 0 en posant

g(0) = 1 car sin(t) Tt En posant u : t — % et v it 1— cos(t), les fonctions u et v sont de classe C!

2
sur RY et tlifg)h u(t)v(t) = 0 car 1 — cos(t) N % et tl}?mu(t)v(t) =0 par 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales

+00 ¢i +oo 1 — —
fo %(t)dt et fo ]:%(t)dt sont donc de méme nature. Or g : t — ]i%(t) est continue et positive

sur RY, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = % toujours car 1 — cos(t) ~ = et [g(t)] < 5

> 1T —cos(t
tiz()dt converge car elle converge absolument,

+oo sin(t)
t

+
ce qui garantit son intégrabilité sur Ry. Ainsi, fo

+oo
f stn(t )dt converge aussi et on admet que A = f

[t 1 —cos(t) Ji
o " dt = f ——dt = 5 (DIRICHLET).

0 t?

: 2
c. La fonction f, : t — Ln(i))z est continue sur }O; %} et se prolonge par continuité en 0 en posant
nsin
2.2
fa(0) = n car sin(nt) Tt et sin(t) Tt donc fp(t) N nt—zt = n?. Ainsi, J,, est bien définie pour n € N*.
Or on sait que cotan’(t) = _%(t) et cotan (t)fg% donc, en posant u = —cotan et v : t — sin(nt)?,
sin

les fonctions u et v étant de classe C! sur }O; ﬂ et comme 117(1)1+ cotan (t) sin(nt)? = 0, par intégration par
t—
/2

/2
parties, on a J, = —|—f0 2 sin(nt) cos(nt)cotan (t)dt = fo sin(2nt)cotan (t)dt.

_ cotan (t) sin(nt)* ] /2
n 0



/2 /2 <3
L’équivalent de cotan en 0 nous incite & écrire J,, = j; sin(2nt) (cotan (1) — %)dt + fo Mdt

sin(2nt)

3
(les deux intégrales convergent car rSZn). Comme on se rappelle que tan(t) St + % + o(t3),

1 1 1_1 1 1 t? 2 t
on a cotan (t) — t=—5—— — f:f(z— — 1) (1— % =1 +o0(t}))=-L 4 o(t).
t t
tot—i—?—l—o(t?’) tot 1+?+o(t2) ot 3 o 3
Ainsi, la fonction h : t — cotan (t) — % se prolonge par continuité (avec h(0) = 0) en une fonction
dérivable sur le segment [0; ﬂ] avec h'(0) = ~1 Comme W (t) = 1—2 - — 12 , le calcul analogue
2 3 t sin“(t)
11 _L_%_io_%)_i(]_(”ﬁ” 2y _1
> — = - - == o(t*) ) === 4+ o(1) nous
t sin“(t) 0 t tz_L+0(t4)0t 1_t3 o(?) 0 3 o 3
permet de conclure que h est de classe C' sur le segment [O } car 117(1)1 K (t) = —% = h/(0). La premiere
t—
/2 1 /2
question nous apprend alors que hm f (cotan (t) — 7) sin(2nt)dt = lim h(t) sin(2nt)dt = 0.
t n—+oo J 0

De plus, par le changement de variable t = ¢(u) = ZL’ comme @ réalise une bijection strictement croissante
n

/2 i
de classe C' de Jo;nr] dans ]0; E} , on a la relation f sin(2nt)
2 0 t
i

vers A quand n tend vers +oo d’apres la question b.. Au final, en sommant, il vient 1111 Jn=%
n—-+oo

nr7 3
dt = f SIN(W) 411 et cette quantité tend
0 u

>
En fait, la suite (Jn)n>1 est constante et elle vaut 72l, mais c’est une autre histoire !

—t +oo
a. La fonction g : t — €— est continue sur R et l'intégrale f f converge pour x > 0 car g(t) = o(iz)
t x +o0 t

. 7 +OO N . . . 7 .
par croissances comparées et que f S—zt converge d’aprés RIEMANN. Ainsi f est bien définie sur R?.
x

+oo x
Comme f(x) = f] g(t)dt — f] g(t)dt et que g est continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de

I'intégration, la fonction f est de classe C! sur R et Vx > 0, f'(x) = —g(x) = —€—.
X
b. Six > 0, on pose u(t) = —e~ " et v(t) = 1? comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +o0]
et que tliﬂl u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient par intégration par parties la relation
— 00
e oo e tgt 1 1 . o N
flx) = &— — f v Or, comme Vt > x, Z < —5, par croissance et linéarité de I'intégrale, on a
X X
+oo —t +oco ,—t +oo —Xx —Xx —X
ng £ zdtgf e dt _ 12f e tdt = &5 :o(e—).Onadoncf(x) ~ &,
x t x X X x X 4oo X +oo X
—t
Si x €]0; 1], on écrit f(x) = f dt + f dt et, comme eT Y %, ceci nous incite a écrire la relation
1ot Tt
f € _dt = f e —Tat 4 f Tat = —In(x) + f ¢ —14t. Par convexité de la fonction exp, on a
x t X t x t t

1 —t
> 1udone Ve €]o;1), 0< T —et < tdonc 0 < —1 1.Ainsi,o<f e =14t <1—x<1donc
X

t
1t _q o
f £ dt=0(1). Ainsi, f(x)

x t 0 o

—1n(x) + O(1) = f(x) + o(In(x)) ce qui signifie que f(x) v In(x).

i i * ~— —of L et (i) apre
c. La fonction f est continue sur R%, on a f(x) 3 In(x) 5 0(\/;) et f(x )+Oo - =ol2 d’apres la

question précédente donc f est intégrable sur R’ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, les
fonctions u = f et v = id sont de classe C' sur R*, avec xf(x) T In(x) et xf(x) o e ™ d’apres b. donc
o0

lim u(x)v(x) = lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées ce qui montre, par intégration par parties,
x—0t X—>—400



+ + +
que j;) T f(x)dx = — fo W (x)v(x)dx = fo Tetax = [e T =1,

Avec le théoréme de FUBINI (hors programme), on aurait pu utiliser les intégrales doubles pour avoir plus
+o00 +oo +oco —t +oo t —t +o0

1 — e — e = -t = [—et +oo =

simplement fo f(x)dx = fo (fx " dt) dx fo (fo " dx) dt fo e tdt = [—e ]} 1.

a. La fonction y% —y’?4y"? — (y+y’+y”)? est continue sur R, par hypothese donc elle y admet des primitives.
De plus, y> —y +y"? —(y+y'+y")* = =292 —2yy’' —2yy" - 2y'y" = —(v*)' ~ (v'?)'~ (2yy")' = (—(y+y')?)"
Ainsi, —(y +y’)? est une primitive sur R de y2 —y2 +y"? — (y +y’ +y”)%.

2 "2
b. L’inégalité classique |yy”’| < % montre, par comparaison, comme y? +y”? est intégrable sur R

+
par hypothese, que yy” est aussi intégrable sur R, . Ainsi, I'intégrale fo Ooyy” converge.

Pour x € R, par intégration par parties puisque les fonctions y et y’ sont de classe C' sur [0;x], on

a fx 2 = [yy']§ - “yy”. Or on sait que [ yy” converge et que, par le théoreme de la limite
0 Yy~ = YYlo o yy . q 0 Yy g que, p

X
monotone, comme x — fo y’? est croissante sur R, elle admet une limite finie ou elle tend vers 4oo

quand x tend vers +oco. Il en est donc de méme pour yy’. Mais si on avait llmyy’ = +o00, on aurait
o0

X 29x
lim f yy' = Um {L] = +00 ce qui montrerait que lim y2(x) = 400, en contradiction avec la
x—+oo0 JO x—+oo L 2 10 X——400

+oo 2 .. , +oo 2
convergence de fo y~. Ainsi, par 'absurde, on a prouvé que fo y'~ converge.
2 12
c. Comme avant |yy’| < % donc yy’ est intégrable sur R par comparaison car y? et y’2 le sont et,

oo, x / o 27x 2 2 2 . :
nouveau, | = yy' converge. Or 2 R y(t)y'(t)dt = [y]§ = y(x)* —y(0)*, donc y~ admet une limite finie en

400
+00. Mais comme fo y? converge par hypothese, cette limite est forcément nulle donc HT y(x) =o0.
X—+00

N 2 12
d. A nouveau, |y'y”| < % donc y'y” est intégrable sur R, par comparaison car y’? et y”? le sont

244 +°°/// D x " S VA b 2 .1 (n\2 P :
donc l'intégrale s Yy converge. Ainsi 2 o Y (Hy"(t)at = Y]y = v'(x)* —y’(0)” admet une limite finie

+oo
quand x tend vers +00. Si on note { = lim y/(x)? € R, comme y’2 converge, on a forcément ¢ = 0
+ * 0
X—+00
ce qui montre que lim y'(x) = 0.
X—>+00
e. Comme y, y’, y” sont de carrés intégrables d’apres ce qui précede, la fonction y + y’ + y” Vest aussi
donc y? —y? +y"? — (y +y' + y”)? est intégrable sur R, par somme. De toutes facons, pour x > 0,
fox(yz —y?+y"? - (y+vy +vy")?) = [~ (y +y')?]§ d’apres la question a. et ljm(y +1y")? = 0 d’apres les
o0
“+oo
questions c. et d.. En passant & la limite, on a fo (Y2 —y? +y"? - (y+v +y")?) = (y(0) +y'(0))%

+o0 +oo “+o00 +oo e el e 7 [N
fo y? — fo y?+ fo y’? - fo (y+y +y")? = (y(0) + y'(0))? par linéarité de I'intégrale d’on

+oo +oo +o00 +oo ., e
fo y2 4 j;) Y2 - fo y? = fo (y+y +y")?% + (y(0) +y'(0))? > 0 et I'inégalité attendue.

f. Pour qu’il y ait égalité dans I'inégalité de la question précédente, il est nécessaire et suffisant que 'on ait
y(0) +y'(0) =0 et que (E) : y” +y’ +y =0. Comme les racines de X?> + X + 1 sont j et j?, les solutions

sur Ry de (E) sont les fonctions y : x +— (A cos (?x) + Bsin (?x))e% avec (A,B) € R?. Comme

y(0) = A et y'(0) = —% + @, la condition y(0) + y’(0) = 0 équivaut a % + ?B =0ouA = —/3B.

+oo +oo “+o0
Ainsi, les fonctions y telles que fo y'? = fo y? + j;) y"’? sont les fonctions (en posant A = 2B € R)



y:xt—>?\< \Z[COS<\/§ ) 231n<\§§x))e%:Asin(?x—%)e%.

2
Questions de cours :
e Soit un intervalle I et f,g : I — R deux fonctions continues par morceaux et de carré intégrables sur
2 2
I. Alors, puisque |[fg] < f—_;i, lintégrale fI fg converge par comparaison. Soit ¢ : R — R définie par

o(t) = fl(f +tg)? ; lintégrale converge car (f + tg)? = % + 2tfg + t?g? est intégrable sur I par somme
de fonctions intégrables. Ainsi, ¢ est bien définie et elle est polynomiale par linéarité de I'intégrale et on a
2
_ 2 2 : .
t) = fIf +2tf1fg +t fg . Traitons deux cas :

— Si fl g% = 0, alors ¢ est affine et positive sur R donc elle est constante et on a donc fI fg = 0.
2
5o 2 sz 2 2 . .
Alors l'inégalité (flfg) < flf X flg est clairement vraie (0 < 0).
— Si fl g? > 0, comme ¢ est positive sur R, son discriminant est négatif (on ne peut pas avoir deux

2
racines réelles car ¢ serait négative entre les deux). Ainsi, A =4 fI 2 x fI g2 —4( fl fg) < 0 ce qui

2
est a nouveau 'inégalité (flfg) < flfz X flgz.

2
Dans les deux cas, on a 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : (fI fg) < fl 2 x fl g’

e Soit la fonction f : Ry — R, telle que f est nulle sur |0; 3 et, pour tout entier n € N* la fonction
+ + 4

f est affine sur {n - 22%;11} et sur [n;n + 22%} avec f(n - 22%) = f(n + 22n> =0et f(n) = 2™ et

telle que f soit nulle partout ailleurs que sur ces intervalles. Alors f est intégrable sur Ry et on trouve

fR f = 2 bien que la fonction f ne tende pas vers 0 en +o0co. En effet, si x, = n + 22%, on sait calculer
+

fxnf:ilxzk“x(ZxL):n ] 2( fi)qultendversz
0 =2 2%k 2k—1 2"

a. La fonction f :]0;1[— R définie par f(x) = =2/3(1 —x)~1/3 est continue sur ]0;1[. De

1 _
(Xz _ X3)1/3 =X

1 1 B N . 1 2 . , 1
lus, f(x) ~ ———~= et f(x) ~ —-= donc, d RIEMANN - <2< 1, festint bl [7;1{
plus, f(x) ST et f(x) o 7273 done, dapres puisque 3 < 2 est intégrable sur |2
1
dx ;
et } 2] donc sur ]0; 1[. Par conséquent, l'intégrale fo (xz - x3)1/3 converge donc I existe.

Meéme si ce n’est pas demandé, on peut transformer I'intégrale I en posant x = @(u) = 3 car la fonction

ui
T+u
¢ : R% —]0; 1] est une bijection strictement croissante de classe C ! dont la bijection réciproque est la fonction

(') —+o0
o] . Par changement de variable, I = f flo(u)e'(u)du = fo ] iuuS (apres calculs).

X 3

. _ — 1 gans [T _du To: :
On effectue ensuite le changement de variable u = {(v) = = dans L T o P :]0;1] — [1; 400 est
v u

+ 0
une bijection strictement décroissante de classe C! donc f du 3 = — f vdv
T 14u T 14w
obtient donc, puisque v est une variable muette qu’on remplace avantageusement par u et que 1’on factorise

“+o00 1 1 1 1
3 _ 2 _ du du udu (0 +u)du _ du
T4+u’ = (14u)(u u—|—1),1—f f 3—|-f 3 —fo 3 —fo Zouil

o 1+v Jo1+u 0 1+u T+u Z_u+1

7 (apres calculs). On

2 2
b. Avec cette expression de I, et en mettant u?> —u+ 1 sous la forme (u— l) +% =3 (1 + (b> ), on

2 4 V3



2
—du

1
4 Arctan

trouve I = fol = —du+1 \[f (1 " (Zu\/—?;]) ) = %[Aretan <2u\/_§])}o =A (%) par

imparité de Arctan. Or Arctan (—) — T donc [ = 21,
P V3 3V3

tsin(xt)

a. Si x =0, la fonction t — tht est nulle sur R donc y est intégrable et f(0) existe.
)

L’existence de f(x) et celle de f(—x) sont équivalentes par imparité de la fonction sin et, en cas de convergence,

on aura f(—x) = —f(x) donc f est une fonction impaire sur son ensemble de définition.
Soit x > 0, posons u : t — _cos(xt) etv:it— ] —:tz’ alors u et v sont de classe C! sur Ry, u(0)v(0) =0
2
et U t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, comme u/(t) = sin(xt) et v/(t) = —-—t _ les
Jm u(t)v(t) p i p insi, w'(t) = sin(xt) et v'(t) 012

+ —
intégrales f 0 - t?i&dt et f = Wdt sont de méme nature et, en cas de convergence, on

% (1 — t?) cos(xt) (1 — t%) cos(xt) . 1
aura f(x) = A————>5—%dt. Or t = ——2 >~ est continue sur Ry et g« (t) = O(—)
(X) fo X(] +t ) Ix * X(] +t2)2 + gx( )+oo tz
donc gy est intégrable sur R;. Ceci montre I'existence de f(x) pour x € R. Ainsi, la fonction f est définie
. . - too (1 — tz) cos(xt)
et impaire sur R et vérifie Vx € R*, f(x) = A ——dt.
p x , f(x) j; x(1+ t2)2
b. Pour x > 0, puisque f(x) existe, on effectue le changement de variable t = * = @(u) avec ¢ strictement

too ysin(u
du = f 7(2)du.

o0 i
croissante, de classe C! et bijective de R* dans RY, et f(x) = f u M o T
X~ +u

1
0 X u- x

- +oo . oo sin(u) . .

Ainsi, f(x) —1 = (L - l) sin(u)du = —x? ————>—du. Comme on sait que |sin(u)| <u

C-1= [, (e 1) sn Jo s que |sin(w)] <

et que la fonction u +— ﬁ est intégrable sur Ry, on peut majorer par inégalité triangulaire et on
X u

+00 +oo
obtient 0 < |I — f(x)| < x? f du 2 [l Arctan (Eﬂo = % Par théoreme d’encadrement,
X X

0 x+u
comme Um ™ =0, on obtient la limite lim f(x) =1
x—0F x—0+
_ 2
Comme | cos(xt)| < 1 et que la fonction t — H est intégrable sur R, encore une fois par inégalité

triangulaire, avec I’expression vue en a., on a |f(x)| < 1 f udt Par encadrement, lim f(x) = 0.
xJo (14t ) x—>-00
sin(t)

+
c. Comme l'intégrale f o dt converge d’apres I’énoncé, on peut utiliser CHASLES pour 1’écrire sous la

k77t
forme I = Z f sin )dt Pour k € N, on effectue le changement de variable t = u+ kn = ¢y (u) dans

k7 k47t i T o1
f Mdt avec @y de classe C! sur le segment [0; 7] pour avoir f sin(t) dt = f Mdu.
k7t t k7t t 0 u + k7
krt+7t T o1
. VK s . . sin(t) K sin(u)
Or sin(u+ kn) = (=1)*sin(u) ce qui donne bien fkﬂ - dt = (—1) fo - du. Finalement, on a
—+oo
bien une expression de I sous forme de somme de série numérique, [ = Y (1) f sin(u)
k=0 0 u + k7t

oo
d. Posons, pour k € N, u, = f sin(u)

du. Alors ux > 0 car sin est strictement positive sur ]0; 7| et
0 u+km

sin(u) est continue sur [0;7t]. Comme Yu € [0;7] sinfu) _  sin(u)

que u — g NS
u+ km u+t (k+1)r = u+tkn

, on obtient w41 < uy



7T
par croissance de l'intégrale. De plus, si k > 1, il vient 0 < uy < fo k1 du en majorant sin(u) par 1 et

en minorant u + km par kn. Ainsi, 0 < ux < % donc, par encadrement, klim ux = 0. Comme la suite
—+00

(uk)x>o0 est décroissante et tend vers 0, le critere spécial des séries alternées montre que Y (—1)*uy converge.
k>0
On le savait déja d’apres la question précédente. Mais il dit aussi que les sommes partielles consécutives

n
constituent un encadrement de la somme 1. Ainsi, pour tout entier n, en notant S = Y (—1)kuk, on a
k=0

la double inégalité Srny11 < I < Szn. En particulier, up —u; < I < up donc I > up —uy. Or, en écrivant
1

o —ur = fﬂsm(u)(l - )du = “Ln(u)du’ comme u —» msin(u)
° v 0 u(u+m) w(u + )

non nulle sur [0;7], on a up — wuy > 0 donc I > 0. On le sait déja car on connait l'intégrale de DIRICHLET

I:fmw

0 t

est continue, positive et
u—+

dt = % mais ce n’est pas au programme et ce qui précede montre bien que I > 0.

Comme f(0) =0 et “’5& f(x) = 1> 0, la fonction f n’est pas continue en 0.
X—

5.8 a. Pour x € R, la fonction St — 1 est positive et continue sur R* et t) ~ et
9x tx\/’EU ) p + gx(t)

1
0 tx+(1/2)
gx(t) o tx+973/z) D’apres le critére de RIEMANN, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x + % <1et

3

gx est intégrable sur [1;+o0[ si et seulement si > 1.1

4+ x > 1 donc f est définie sur I = } — 5 E{ car pour une

fonction continue positive, la convergence ou ’absolue convergence de 'intégrale sont équivalentes et que gy

est intégrable sur R si et seulement si elle 'est sur ]0; 1] et sur [1;+o0].

b. Pour x € I, on pose t = 1_ @(u) avec @ qui est strictement décroissante, de classe C' et bijective de
u

x . 0 Vu d oo d :
R+ dans R+ et f(X) = f—‘,—oo m( — ﬁ) = fO WM = f(—X) donc f est pailre.
—x1 +oo
c. On a admis qu’en notant g : (x,t) — t"\/{(]] ry = \e/{; :—(t)) onaVx el f(x f t)dt

(c’est la formule de LEIBNIZ). On peut bien siir le montrer en utilisant deux fois le théoréme de derlvatlon

2 _ 2 —x1n(t) _ 2
sous le signe somme(voir plus tard dans I’année). Comme a—%(x, t) = (ZIn(y)"e = g( tn(t)) >0,
x V(1 + 1) V(1 +t)
" +oo 2 . , . e
on a f f —9 (x,t)dt > 0 donc f est convexe. Comme f est paire et dérivable, sa dérivée en 0 est

nulle donc, comme f/ est croissante car f” > 0 sur lintervalle I, f' est positive sur [O; %{ et négative sur

} - %; O] donc f admet son minimum absolu en 0. Comme f(0) = f+oo \f?it—i—t) = [2 Arctan(\/{)} :OO =,
on a bien Vx € 1, f(x) > f(O) =
d. Comme U/Z]ﬁ =/, t"\f fo - _ [(J[](;S):Xx]o’ on évalue la différence entre f; tx\/{%ﬁ
1 1 1 1
et |, txd\t/{ pour x € IN R;. Or fo t"\/‘E(l y _fo txd\t/{ = j;) 4‘:"\/’%(‘1’(—1—’() et, comme j_ St
1 1 3/2)—x 1
fo % S fo t"—c};(/l) - {(t:%(/;))—x}o - (S,/Z]ﬁ stdou] Jg t"\/{‘(i;—kt) (1/2) ST

1 “+o00 1
. Avec CHASLES, f(x) = __dt _dt dt _ 1 L o(
R =, Vi Ty ) (R J; eV Y 3 (172) =x M
+oo +oo —(1/2)—x o0
d.. De pl < —dt < at [ t } N )
avec e plus, 0 f1 V(1 1) f1 +G/2) —(1/2) —xI1 (1/2) + x donc



“+o0
f —dt ___ — 0(1). Par somme, f(x) = S 0(1). Or lim — 1 — o0 donc
TVt +t) 1 1 (1/2) —x x=(1/2)- (1/2) —x
1 1 [ 1 Lz . 1
f(x) = ———— +o(—=—), dou f(x) ~ ————. Par parité de f, on a aussi f(x) ~ ———.
1 (172) =x <(1/2) *X) 17 (1/2) —x S (1/2) +x

a. Pour n € N, la fonction f, : t — e~ (I7UH™ est continue sur Ry et |f(t)] = t™e™* = o(t]—z) par
oo

“+ o0 .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et l'intégrale I, = fo e~ 1=Vt gt existe. Pour tout

(-T)t
n € N* on pose u(t) = t™ et v(t) = 6_7], u et v sont de classe C' sur R, et tli_rp u(t)v(t) = 0 par
1— —+00

croissances comparées donc I, = 0 —

+ . .
_T. ] j;) = ei=Ngn—T dt = n(%i_])lnq par intégration par parties.
i

(i—=1)tq+oo . . n+1
Par une récurrence treés simple, puisque Ip = [%} . T 1 _ 1"5 l onavVne N, I, = n! (%) )
— —i

b. Pour n € N, la fonction gn : t > e=t'"" sin(t'/4)t" est continue sur Ry et [gn ()] < et = o(%)
+oo t

. . L o too /e, .
par croissances comparées donc g, est intégrable sur R, et I'intégrale J,, = e U7 sin(t!/4)t"dt existe.
g g + g 0

4:

On effectue dans J,, le changement de variable t = u o (u) avec @ qui est strictement croissante, de classe

+o0 +o0 .
C! et bijective de R, dans R, de sorte que J,, = 4 fo e Usin(uWumt3du = 41Im (fo e Ueltytnt3 du)

oy 4n+4 % 4(n+1)
donc Jn =4Im (Ign43). Or Iyngz = (dn+ 3)'(17) = (4n+ 3)!(%) = (@dn+3)!I(=1)"FT est
+
réel donc J,, = J; et sin(t"/4)thdt = 0.

e Les solutions sur R de 'équation homogene (Eo) : y’ —y = 0 associée & (E) sont les y : R — R définies
par y(x) = Ae* (avec A € R). On cherche une solution particuliere de (E) par variation de la constante,
avec A : R — R dérivable telle que y(x) = A(x)e* et, en reportant, A'(x)e® = f(x), soit A(x) = e *f(x).

X
En prenant pour A la primitive de x — e *f(x) qui s’annule en 0, A(x) = fo e 'f(t)dt, ce qui montre que
X
x — eX fo e 'f(t)dt est solution particuliere de (E). Par structure affine des solutions de (E), les solutions
X X
de (E) sont les Fc : R — R telles que Fc : x — Ce* + e* fo e Hf(t)dt = e* (C + fo e’tf(t)dt) avec C € R.
X
e Pour 'existence, il semble logique de prendre la constante C qui rend petite la quantité C + fo e 'f(t)dt

quand x tend vers +o0o. Tout d’abord, comme Vt € Ry, e *f(t)| < |f(t)| et que f est intégrable sur R,

+oo
la fonction t — e 'f(t) est intégrable sur R, par comparaison donc fo e 'f(t)dt converge et on pose
+oo +oo L.
donc Cp = —J;) e tf(t)dt. Alors Vx € R, Fc,(x) = —e"f e 'f(t)dt par CHASLES. Vérifions que
X

Fc, est bornée sur R. Soit x € R, comme Vt € [x;+oo[, [e7f(t)] < e ¥|f(t)], on obtient la majoration
“+oo +oo +oo +oo

[Fc, (x)] = e* f e_tf(t)dt’ < e f [f(t)le~tdt < f [f(t)|dt < f |f| donc Fc, est bornée sur R.
X X x — 00

+

Définissons donc F : R — R définie par F(x) = F¢,(x) = —e* f = e tf(t)dt. Cette fonction F est solution
X

de (E) et elle est bornée sur R.

e Les solutions de (E) sont donc aussi lesy : R — R telles que y(x) = F(x) + Ae® avec A € R. Si A # 0,

comme F est bornée sur R et 11141_1 Ae* = £00, la fonction y n’est pas bornée sur R.
X—+00

e En conclusion, il existe donc une unique solution F de (E) bornée sur R et il s’agit de la fonction F: R — R

+
définie par F(x) = —e* f ~ e Hf(t)dt.
x



e On veut maintenant montrer que F est intégrable sur R, or on dispose de la majoration établie précédemment
+
Vx € R, [F(x)] < G(x) = €~ f * If(t)|e~tdt, ce qui nous conduit & nous intéresser A intégrabilité de G.
X
. Foo x .
Or, en écrivant, G(x) = ex(fo [f(t)]e"tdt — fo |f(t)|e*tdt), comme t — [f(t)le™" est continue sur R,
par le théoréme fondamental de I'intégration, G est de classe C! sur R avec G'(x) = G(x) — eX|f(x)|e™* donc
G’ = G — |[f|. Par conséquent, G est une primitive de G — [f|, ce qui montre que f OO(G — |f]) converge si et
—o0
seulement G admet des limites finies en +o0.
. Foo +oo .
e Pour x € R, on a vu ci-dessus que G(x) < f |f(t)]dt donc, comme j; |f(t)|dt converge, on sait
X
+
d’apres le cours que lim f ~ [f(t)|dt = 0 (reste). Par encadrement, on en déduit que lim G(x) =0.
X—+o0o Jx X—>+00

0 A
e Soit ¢ > 0, comme f |f| converge, il existe A € R_ tel que f If] < % Soit un réel x < A,
— 0 —o0

A +
e* f et (t)dt + e* fA = e‘tf(t)dt‘ < e¥ tf(t)dt‘ + ex
X

CHASLES et inégalité triangulaire. Alors, par inégalité de la moyenne comme Vt € [x;A], e7t < e et

comme on a G(x) = > e 'f(t)dt| par

Vt > A, et <e ™, on obtient G(x) gf |£(t)]dt + eX— Af (t)|dt. Or [x;A] C] — oo; A] et || positive
A
doncOSG(x)éf [f(t)|dt 4+ e*~ Af |f(t)|dt. Mais m X~ Af f(t)]dt = 0 donc il existe B < A
tel que Vx < B, e*~ Af (t)|dt < £. Alors, Vx < B, G(x) < £+ £ =¢ Enfin, lim G(x)=0.
22 X——00

. +oo PR +oo N
e Ainsi, f (G — |f]) converge avec ce qui précede donc, comme f |f| converge par hypothese, on en
—00 o0

+oo
déduit la convergence de f G ce qui équivaut, puisque G est positive, a I'intégrabilité de G sur R. Par
— 00
théoréme de comparaison, comme 0 < |[F| < G, la fonction F est aussi intégrable sur R.
e Par construction, F+f = F’ car F est solution de (E) donc, comme avant, F est une primitive de F4f. Or F+f
+oo
est intégrable sur R par somme avec ce qui précede donc f (F+f) =[FT2 = Um F(x) — lm F(x).
—0o0 X—+00 X——00
Puisque 0 < |F| < G et que lim G(x) = lim G(x) = 0, par encadrement, lim F(x) = lm F(x) = 0.
X—>+00 X——00 X—>+00 X—>—00

+ +
Par conséquent, f (F+f) =0 donc f = _ f <
e .

— 00



