SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 3
INTEGRALES

[3.1 Intégrales sur un segment et développements Iimités}

b
On effectue dans I = f xf(x)dx le changement de variables x = ¢(t) = a +b — t et on trouve par linéarité
a

. .
- o a + b _sinx_
que I = (a+b) fa f(x)dx — I d’ott fa xf(x)dx = f x)dx. L'application f : 1+ cos®x est
continue et f(m — x) = f(x) : f” _xsinx g @ [T _sinx 4 @ [ — Arctan(cosx) T n*

"Jo 1+ cos®x 2Jo 14 cos®x 2 o 4

1/n
n 2 n 2
un = [] (1 + k2> donc v, = In(u,) = 1 >oln (l + k—z) Or x — In(1 + x?) est continue sur [0;1],
n nyx—q n
1 /2
par somme de RIEMANN et IPP : lim v, = . In(14+x?)dx = In(2) — 2 + % dott Um u, =285
e

n—+oo n—-+oo

Pour x € ]O; % [, on a cosaxcosx +1 > 14 cosa > 0 ce qui justifie 'existence de I'intégrale, on pose alors

/2 1 2 ! du o
u = tan our avoir dx = = avec quelques
(2) p fO cosxcosx + 1 x 1—|—cosocf0 oy 2 sin« qued
14+ (utan (E)

formules de trigonométrie de derriere les fagots comme 1+ cos « = 2 cos? (%) et 1 —cosx = 2sin? (%)

a. Par le changement de variables x = 1 — t on trouve J(p,q) = J(q,p) et par intégration par parties
(W= (-2 et v/ =xP): J(p,q+1) = f)%}}(pw,q).

+1
b. On a J(p,0) = [L—H} = % donc, par récurrence et en utilisant la question a., on trouve la formule
P o P
1q! 1q!
finale : , =_49 +1, 1NN =.. = P9 +q, - P9
J(p,q) er11(19 q—1) (p+q+),l(p q,0) CETES

On pose ¢ : t — e ¥'F(t). Alors @'(t) = (f(t) — kF(t))e~ ¥t < 0 par hypothese.
Ainsi @ est décroissante et comme @(0) =0, on a ¢ est négative.
Mais ¢ est positive par construction donc elle est nulle ; et comme f = F/, on a f nulle.

OnaM :l—&-wzl—i—]i—i-o( 1 )gréceauDh de la fonction In ; d’ou le

Inx Inx +oo xlnx xlnx
développement In (1 + tn(1 + VX)) =1 4 o( ] ) d’olt xInx1n (1 + M) =1+0(1) et
Inx +oo x lnx xlnx Inx +o0

Inx
n(x+1))" _ - ] - , .
a <lnx > = exp (1+0(1)) e + o(1) : la limite est donc égale a e.

On sait que e* — 1§x + o(x) donc le DL, (0) de (e* — 1)™ est (e — 1)“?x“ + o(x™). De plus, on a

n n .. P P
(eX—1)" = S (-1)n=k (k) e par le binome de NEWTON ; or le DL, (0) de e** est e** = Z k X +o(x™) en
k=0
composant celui de e* par kx (qui tend bien vers 0 quand x tend vers 0). Alors, en sommant ces DL on obtient

(-1 = 3 (= 1) ( ) pog KPP _ 3 (i (—1)nk (’ka) %-l—o(x“) et en identifiant les coefficients

0 p=0 \k=1

n n
dans les deux expressions (unicité) : Vp € [0;n —1], 3 (—1)“k<z) KP=0et > (—1)"K (Z) K" =nl
k=1 K=1

1



@ a. Soit ¢ : Ry — R, définie par : Vx > 0, (p(x) = f t)dt + f t)dt — xf(x) ; alors ¢ est dérivable
car f est dérivable et f~! continue et : Vx > 0, ¢’(x) = f(x) +(x)f~ (f( )) —f(x) — xf’(x) = 0 donc, comme
R, est un intervalle, ¢ est constante sur R+ et ©(0) = 0 donc ¢ est nulle sur R.
b. Soit x € Ry fixé, on définit Py : Ry — R par: Yy € Ry, dx(y) = fox f(t)dt + foy f71(t) — xy. Uy
est encore dérivable et V/ (y) = f~'(y) — x et comme f~! est strictement croissante, {5 est décroissante sur

[0; f(x)] et croissante sur [f(x); +o00[, elle est par ailleurs nulle en f(x) d’aprés la question a. donc elle est
positive sur Ry et nulle seulement en f(x).

a. Soit f: Ry — R, définie par f(x) = ! ; £ est continue et positive sur Ry et f(x) ~ %
Vi3 +x2 +x+1 +oo 3
et % > 1 donc f est intégrable sur R par critere de RIEMANN.
L n+i dx
b. Comme f est décroissante sur Ry, on a, pourn € N: f(n+1) < f < f(n) ; or
n \/x +x2+x+1
n+1 1
fn+1) ~ f(n) ~ donc dx ~ .
+oo +oo % f VX3 2 x4 14003
C’est plus délicat pour le second équivalent : on constat que pour x € [n;2n], % < f(x) € 1—; car
(x+1)2 x2
2n 2n 2n
x3+x2+x+1 < x3+3x24+3x+1. Ainsi: [ —2 } < f dx < [_—2} = 2_\/2. Or on
x+Tin X3 X2 Xt Vxin Vvn
2n -1/2 -1/2 2n
aaussi[ —2 } zi[(H—l) —<2+l) } ~ 2_\ﬁdoncf dx ~ Z—ﬁ.
vVx+11ln \/E n n +oc0 \/TT. n \/X3+X2—|-X+]+O° n

Soit f : Ry — R définie par f(t) = ——1— alors f est continue et positive sur R et f(x) ~ Lz
Vit + 1241 Foo x
et 2 > 1 : f est intégrable sur R, par critere de RIEMANN. Pour x > 0, on encadre, sur l'intervalle

1 1 . e s R
[x;2x] : < < ——, la croissance de l'intégrale donne la double inégalité :
’ Vit 212 41 Vit 1 Vi

2x 2x 2x
f S S— Arctan(2x) — Arctan(x f (7 - —) f dt . Comme,
X/t 2t2 41 \/t4+t2 x
Arctan(2x) —Arctan(x) = T — Arctan (i> — T+ Arctan (1 ) ~ l on a enfin : fzx
2 2x +oo 2X A /t4 + tZ 1 +OO ZX

Sia>0,o0na FZ:—)JX <up < nn"t(] car t — ticx est décroissante.

Si & > 1, par encadrement lim un =0. Si « =1, avec les sommes de RIEMANN :  lim u, = In(2).
n—-+o0o n—-+oo

Si « €]0; 1], la minoration montre que hm Un = +00. Six <0, un =>n+1,0n a encore 1iTJ1r1 Un = +o00.
n—+oo

gn réalise une bijection strictement croissante C*° de [n;+o0o[ dans Ry d’ol I'existence et I'unicité de x,.

n+1 2 2
n(n—l—]):f etdt>1caret >21doncgn(n)=0<1=9gn(xn) <gnn+1)=n<xp<n+1.
n
. . 2 . . L _n2
On se sert ensuite de la croissance de t — et” pour obtenir par croissance de 'intégrale xp, —n < e™ ™
s n2
On peut en déduire par exemple par un nouvel encadrement que x,, — n e n
(o]

On justifie que V'existence des intégrales I,,, puis on obtient par IPP la relation In11 = e — (n + 1)I,. Par

récurrence, on arrive & b, = (—1)™*'nl. On conclut & la convergence souhaitée par le CSSA. On pouvait
bien str utiliser le théoreme de convergence dominée pour avoir le méme résultat plus rapidement.



[3.2 Fonctions intégrables}

=P donc f est intégrable

B B
fite M est continue et positive sur ]0;1[. On a \ln(t)z oct ~ 1
(- t9) (- T -y
B
1. |: . . 5 N 9 ” |].Tl(t) dt 1
sur |—;1| si et seulement si &« — B < 1 d’aprés RIEMANN. "En 07 : ~
{2 “-P P (t—t2)% o t¥n(t)|”

1

5 et d’apres les

intégrales de BERTRAND, f est intégrable sur }O; E] si et seulement si x < 1 ou (ax =Tet B <1).

D’abord, la fonction fy,y, est continue et positive sur [1;+oo[ pour tout couple (x,y) € R2.

e Siy > 0, par croissances comparées, on a lim t*e™*"¥ = 07 donc, puisque In(1 + u)~u, on obtient
0

t—+oo

x —ty
Péquivalent fy . (t) ~ L€
équivalent fy  ( )+oo e

fx,y est intégrable sur [1; +oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

eSiy=0et x>0, im t* = 400 et In(1 +t*) = xIn(t) + In(1 +t7*) donc fx o(t) ~

donc, encore par croissances comparées, fy y(t) = o(tlz) ce qui prouve que
o0

x In(t) :

—4o0 +oco t*

1

Six>1, avec 1 < a < x, fx,o(t) = o(t—a> par croissances comparées donc fy o est intégrable sur [1; +oo].

Six <1, ona fyot) > % pour t assez grand donc fy,o n’est pas intégrable sur [1; 400l

eSiy=0etx=0,foo(t) = n(2) donc fo,0 n'est pas intégrable sur [1; +ool.
e Siy=0etx <0, fyolt) e t* = %X donc fy o est intégrable sur [1;+oo[ si et seulement si x < —1.
o0
_ —x ty _
eSiy<Oetx>0,fxy(t) = W —|—xln(t% j:;(] +t7e?) ol th%n," et on a trois cas :

Six <0, fry(t) vt donc fy n’est pas intégrable sur [1; +oo[ car tLiTOO fry(t) = 400.

Six =0, fxy(t) ol —}ZLJ[ donc fy,yy n'est pas intégrable sur [1; +oo[ car tEToo fx,y () = +o0.

Six >0, fry(t) folte donc fy y, est intégrable sur [1;+o0[ si et seulement si x > 2.
oo

tx—1

En conclusion : fy, est intégrable sur [1;+oo[<= ((y > 0) ou (y =0 et |x| > 1) ou (y < 0 et x > 2)).

Soit f :Ja;b[— R définie par f(t) = In <b_t> ; f est continue sur ]a;b[, positive sur ]a; a—&—b} puis

t—a
a+b
2

négative sur [ ;b{ donc de signe constant au voisinage des deux bornes. Posons c

2

= atDb foegt

2

intégrable sur |a; b si et seulement si elle l'est sur [a;c] et sur [c;b]. Or f(t) ~—1In(t—a) or In est intégrable

a

sur |0;1] donc t — In(t — a) Pest sur Ja;a + 1]. Ainsi f est intégrable sur ]Ja;c]. De méme f est intégrable
sur [c; b[ et par conséquent sur |a; b[. Reste a effectuer le changement de variable u = a+b —t et on trouve

b a b b
b—t) 4 — w—a) gy — b—t b—t) 4 —
[ m <t_a> dt= [ tn (b_u>( dw)=—["n (t_a) dt done [ “in <t_a> dt = 0.

La fonction fp, : t ——dX &gt continue et positive sur [1;400][, et fp(x) ~

x\V/ x2P+1 41 oo Pt

1

3 donc f, est
2

2
intégrable si et seulement si p > —% d’apres le critere de RIEMANN. On pose x = ¢(t) = (tan t) 2p+1 qui

1

T, T

est un C'-difféomorphisme de [4, 5 [ dans [1; +oo[ donc, sip > —» comme une primitive de t —

1

st
sin(t) o

+ /2
t»—>ln(tan (%)) et que tan (%) =2-1: j‘] > dx 2 dt

xV/x2PH1 11 T 2p+1Jnsa sin(t)  2p

3

2+1 n(V2+1).



Posons f : t + |1 —t*|P alors f est positive et continue sur |0;1[. Six =0,onaf=0si f >0, f=1si

B =0 et f non définie si B < 0. Si o > 0, 1112)1+ f(t) = 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et donc
t—

intégrable sur [O; %[ Sia<0,o0naVtelo;1], f(t) moz’c"‘f3 car |1 —t%| =t% —1 r(;zto‘. Alors, par le critere de

RIEMANN, f est intégrable sur }0; %[ si et seulement si —af <1 <= aff > —1.

Voyons ce qui se passe au voisinage de 1 si o # 0 en posant t = 1 — h (avec h €]0;1[), alors on a le calcul
f(t) =f(1 —h) = exp (BIn|1 — (1 — h)*) Sexp (Bn|ah + o(h)]) = exp (Bn(h) + B In|a| + o(1)) f(?(|oc\h)f3

donc toujours d’aprés RIEMANN : f est intégrable sur B, 1[ si et seulement si g > —1.

(f est intégrable sur ]0;1]) <= («a =0et B > 0) ou («>0et B >—1)ou (e« <O0et B <—1et af > —1).
|in(t)|Pat t)|Pdt 1

3.19)f: t— est continue et positive sur J0;1[. On a Lull «—p donc f est intégrable

(t—t9) =% T (-1
sur [1'1 [ si et seulement si « — B < 1 d’aprés RIEMANN. "En 07 : |ln(t)|5 to et d’apres les
2 P ' St Ot“|1()|—B P
intégrales de BERTRAND, f est intégrable sur }O; %] si et seulement si «c < 1 ou (c=T1et p <1).

On a foc,ﬁ(t)?t% sio>0; fo(‘[g(t)fg l‘r;gl) sioe=0et fu,p(t)~ ‘Xhé(t) sio> 0.

0o t
A % . ) n2) . aln(t)
De méme fq g (t) L sias 0; fo,p(t) L sla= 0 et fo,p(t) L sta> 0
Ainsi, avec les criteres de RIEMANN et le fait que “h}s(t) =o0 1L sip<let ‘xhé(t) =0 11+ si
t 0 t7 2 t +o0o Tz

B > 1, on a intégrabilité de fo g sur R ssi (oc>Oet1<[3<oc+1) (oc<Oet oc+1<B<1).

La fonction f : x — % est positive et continue sur R* et f(x) ~ 2x~%e™2* = o(e™) et f(x)~ 1—“
X +o0 +oo 0 x

donc f est intégrable sur R% si et seulement si « < 1 d’apres le critere de RIEMANN.

Posons f: t — % qui est continue sur R% ; on a 1m(1) f(t) = 0 donc f est prolongeable par continuité

en 0. De plus f(t )§ (t]—2> et 2 > 1 donc f est intégrable sur [1;+oo] (car positive sur [1;+o00[) et donc sur

R%. On pose t = ¢(u) = ﬁ avec @ de classe C', strictement décroissante et bijective de R* dans R’ donc

+oo 1 w3 In(1/u)du
I = — ———*>%— = —I; donc I; = 0.
! fO u? (1 +u2)2 ! !

Comme f intégrable sur [1;4o0[, I, = aEToo Ia f(t)dt et on pose u(t) =1n(t) et v(t) = ﬁ qui sont
C' sur [1;4q] : fff(t)dt— {2(1+t } +1 f —2 —In(a +1 f )dt ce qui donne
j’]“ f(t)dt = 2(_11%(22)) + }1(2 n(a) — n(1+a?) + ln(Z)). On passe a la limite quand a tend vers +o0o et on
trouve I, = % On aurait pu poser le changement de variable t = \/u pour simplifier un peu !

Posons f : t — % qui est continue sur R* ; on a f(t) ?;ln(t) or In est intégrable sur ]0;1] donc f
est intégrable sur ]0; 1] (car négative sur |0;1]). De plus f(t) =0 (t 1/ ) et % > 1 donc f est intégrable sur
[1; 4+00[ (car positive sur [1;+o0c[) et donc sur R*. On pose t = @(u) = — avec ¢ de classe C', strictement



+oo 1w n(1/u)du

décroissante et bijective de R dans R* donc I1 = = —Iy donc I} = 0.
) + * ! f o’ 14+ u? ! !
f intégrable sur [1; +oo[, I, = hm f t)dt et on pose u(t) = In(t) et v(t) = % qui sont C! sur [1;4q] :

Lfmm:{%d)r+ﬂa(“ :3%M®+LGG——Lyn:ZELLH()—mU+®+m@)

T+t 11 t(1+1t) 1+a t 14t 1+a
On passe a la limite quand a tend vers+oco et on trouve I; = In(2).

On a In (tan()) ~ —1In(cos(6)) donc comme lim cos(0) =07 et li%1+y In(y) = 0 : prolongement par
it [< i y—
2 2

-1
continuité en % De plus, cos(0) In (tan(6)) ~ n(0) io(\/é ) intégrable d’apres RIEMANN.
0

. T b o . b b
Sio < ba <b < 5, ona fa cos(0) In (tan(0))do —b[sm(e)ln(tan(e))}a - fa coe( ) par IPP donc
I, = fo cos(0) In (tan(0))do = sin(b) In (tan(b)) —fo cocie(e) = sin(b) In (tan(b)) —ln (tan (%—!—%)) =
—cos(h) In (tan(h))+1In (tan (%)) = —(140(h)) In (h+o(h))+In <%+o(h)) avecb = %—h: I=—1n(2).

a. Vt € R, [f(t)e ™| = |f(t)| or f est intégrable donc f(x) existe car t — f(t)e X! est intégrable sur R.

~ . 0 . 400 .
Pour x € R, on a f(x) = fR e~ Itlemitxgqt = fioo e(1=1)tge 4 fo e(=1-tgt = . —]ix + —llix =1 sz.

b. Par exemple, pour t € R, on a |[f(x —t)g(t)| < ||f]|oo|g(t)| d’ott Uintégrabilité. Si par exemple x > 0, on a
0 X
_ —|x—t|—|t]| _ 2t—x —x x—2t 3¢ —x
(h*h)(x) fR e dt fioo e dt + fo e *dt + fx e dt = (x 4+ 1)e *. On effectue ensuite

le changement de variable u = —t pour constater la parité de h * h.
c. On calcule ensuite en utilisant le théoréeme de FUBINI : (f * g f (f f(t—u) du> e xtat =

fR (fR f(t —u)e~*tdt | g(u)du qui devient avec le changement de variable (facile & justifier) v =t —u :
(fxg)(x) = fR (fRf(v)e—mdt) e~ NUg(u)du = (fRf(v)e—ixtdt) x (fRe—iwg(u)du> =F(x) x §(x).

La fonction f: Ry — R définie par f(x) = %H est continue et positive sur Ry et f(x) o % avec 3 > 1
x o0 X

donc f est intégrable sur R, d’apres le critere de RIEMANN. On effectue ensuite le changement de variable

_ 1 N Y o o o 1 (1 o +oo ydx
x = (les bonnes hypotheses sont vérifiées) car I = fR+ f= f " f= f i uzf(u>du = fo S

+oo

+oo +oo

1 dx 2 2x — 1 s
I+I X + dx = = —_ = —Arctan( ) = —=.
Zf x> 4+ Zfo X2 —x+1 [\@ V3 0 V2

On vérifie que :]0; 1] — R définie par f(t) = %— “J est continue par morceaux sur |0; 1] (ce qui par définition
1

signifie que f est continue par morceaux sur tout segment inclus dans ]0;1]) : c’est le cas car f admet en —
n

Alors I =

N\—‘

1

1
(n € N*) des limites a gauche, a droite. f est intégrable car positive et majorée par 1 et f f= lm f.
0 n—+oodJ1/n

o 1/(k— 1) & 1 1 B LA
Or f1/n f= E f1 = k§:2 (m(k) In(k—1) (—k — E)(k 1)) =1n(n) k§:2 . par CHASLES.
i > 1 (L] )ar=1- ~
Or on sait que k§:] k O—oln(n) + v+ 0(1) donc f]o;” " " dt =1 —vy avecy ~ 0,577.



Continuité sur le segment {O; %} par prolongement par continuité donc intégrabilité. Puis changement de

variable u = % — t et somme. Réponse : I = % Sia=0, m = %, Ip converge et vaut %
1 + 1
T+ tan®(t) 1+ tan™*(t)

Si « < 0, on prolonge encore par continuité sur le segment ; = 1donc I, = %

Par I’absurde, s’il existe x € [a;b] tel que f(x) < 0, alors on construit g de classe C* positive telle que g soit

strictement positive sur |x — h;x + h[ et nulle ailleurs (on I’a vu en cours avec la fonction h telle que h(x) =0

six <0et h(x)=e"/*six>0) dou la contradiction.

Ensuite, il suffit de prendre m = 1 T[\/linf qui existe car f est continue sur un segment et qui est strictement
a;

positif car il existe ¢ € [a;b] tel que Mir]lf = f(c) > 0.
;b

)

Continuité sur |a; b[ et équivalent simple en a™ et b~ donc intégrabilité avec RIEMANN : % < 1.

t—a

Y out=a+ (b—a)sind. Réponse : [ = .

Changement de variable u =

-+

/2 7T
Changement de variable u = 71 — x sur la seconde intégrale pour avoir fo Lz = f Lz

1+ sin“x /2 1+ sin“x’

Puis u = tan(x) et décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples. Résultat : I = \%

a. f(t) = J{n;(t]) se prolonge par continuité a [0;1] : f(0) =0 et (1) =1 d’ou la convergence de I.

b. On effectue le changement de variable t = @(x) = e~ avec @ qui est bien une bijection de classe C' de

+o0 X —2x
R*% dans ]0;1[ et on a I = f € —€ dx. On ne peut pas séparer directement I'intégrale en deux car
+ 0 x

+oo e X . +oo e X — e—Zx +oo e X +oo e—Zx .
f =—dx diverge. Par contre, pour a > 0, f —dx = f =—dx — f dx ce qui en

0 X a X a X a X

" L, . . +o0 e X — efzx 2a e X .
posant u = 2x dans la derniére intégrale se ramene a f ——dx = f dx. On a vu que ceci
a X a x
. . . .. +oo e_x — e—ZX
tendait vers In(2) lundi dernier. Ainsi, [ = lim E—Ff —dx =1n(2).
a—+ooJa X

SioczO,onaf:Osi[5>0,f:1 si B =0 et f non définie si B < 0.
On suppose dorénavant que « # 0. Posons f : t +— |1 — t*|B alors f est positive et continue sur ]0; 1[.

e Sia >0, lir(a)m+ f(t) = 1 donc f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur [0; % {
t—

e Sia<0,o0naVte€l0;l] f(’c);t"‘f3 car |1 —t%| =t%¥ —1 ?;t“. Alors, par le critere de RIEMANN, f est

intégrable sur ]0; % [ si et seulement si —af < 1 <= aff > —1.

e f(t) =f(1—h)=exp (BIn|1 — (1 —h)%|) S exp (BIn|ah+o(h)|) 5 exp (Bn(h) + B In|x|+o(1)) 3/(|oc\h)[3
en posant t =1 — h (avec h €]0;1[). Toujours d’aprés RIEMANN : f est intégrable sur [%;1 [ ssip > —1.
(f est intégrable sur |0;1]) <= (a=0et p = 0)ou (a>0et B> —T)ou (a <Oet B < —1et af >—1).

f(t) r(\;ln(t) ?O(\Lﬁ) donc f est intégrable sur ]0;1] (référence ou RIEMANN). Par développements limités
(ou asymptotiques) : f(t) = (1 4+ a+b)In(t) + atlb O(%) Sil+a+b#0,ona lim f(t)==+o00
400 t t t—+oo
donc f n’est pas intégrable sur [1; +00[. De méme, si T+a+b=0et a+2b # 0, on a f(t) o a—|:£72b donc f
oo

n’est pas intégrable sur [1; 4+o00[ avec le critére de RIEMANN. Si1+a+b = a+2b =0, alors f(t) = 0 (t]—z)
o0

donc f est intégrable sur [1; 400 par ce méme critére. La CNS cherchée est donc (a = —2 et b =1).
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e Si0<x, onaF(x)= f]x f(t)dt = [tin(t) —t —2(t+ ) In(t+1) + 2t + (t+2) In(t +2) —t]] = [G(O)]} (la
valeur G(1) disparaitra). On sait que f0+00 f(t)dt = lim F(x) — Xl_i:gh F(x) = [F(x)]™ = [6(x)]§*>°. Mais

lim G(x) = 21n(2) alors que par DL, G(x) = o(1) en écrivant (x+1) In(x+1) = (x+1)(ln(x)+ln (1 +%))

x—07F
Ainsi : hm G(x) =0et f f(t)dt = —21n(2). Une autre méthode ci-dessous.
+oo _ [t t(t—|—2)) _ (t(t+2)) _ 1
o fo f(t)dt = fo In ((tJr T dt. Avec u(t) = In 1) et v(t) = t, u et v sont de classe C
R et Ui = 1 =0 (classique) : [ f(Har= [ 2dt i se calcul
sur R et lim u(t)v(t) = Jm u(t)v(t) = 0 (classique) : fo (t)dat = fo R qui se calcule
aisément.
- 1 1 1 . ¢ eroi
Vn > 2, v <un < wp avec vy = Zz W et wnp = Zz () it T étant décroissante,
) n+1 . ST
continue sur [2;+o0[: ¥Vn >3, f(2)+ f f(t)dt <f(2)+ f (t)dt par comparaison série/intégrale.

Orsia>2: fan f(t)dt = {m(ln( ))} = In(In(n)) — In(In(a)) donc wy ol In(in(n)).

a
1 o1 ( 1 ) i 1a s ( 1 )
Kin(k)  kin(k) + 1 4% K2 in2(k) =05z ) ainsi la série kgz Kin() ~ Kin(x) £ converge ce

qui se traduit par wn — vy = O(1). Mais comme UWm wy =400, 0n a upy ~ wy ; puis vy ~ In(ln(n)).
+oo n—-+4oo —+oo +oo

De plus

£3.3 Intégrales impropres convergentes}

a. Posons f(t) = Ar%%n(t) pout t > 0, alors f(t) ot tb]’] donc uy, existe (et ceci indépendamment de la
valeur de n) si et seulement si b < 2 par le critere de RIEMANN.

b. e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) e Ztlb donc f est intégrable sur R% si et seulement si b > 1
oo

+oo Arctan( )
et nous poserons dans ce cas Iy, = —_—

o dt >0 (si b €]1;2[ donc).

Arctan(t) Arctan(n) n dt dt
Sib<1 IPP, dt = — tg:t—
#Sib<tparIPP [ (ot T o T T S g e

+
est intégrable sur R ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = fo ~ T b)(ld:— RIS >0 (si b €]0; 1] donc).
+oo Arctan(t)

n n
e Si b < 0, comme f ———5——*dt diverge, on a f ArL%n(t)dt ~ f ArLc;n(t)dt et on encadre
0 t 0 t +oo J1 t

oM dt n Arctan(t) M dt n Arctan(t) .11 s ™ dt 1
1 f] e < f] b dt < 7 f1 ng donc fo — 0 dt est "de l'ordre de f1 ne donc de T

— oo Arctan(t) . . nArctan(t) .. o ™1 n Arctan(1/t)dt
eSib=1, fo fdt diverge aussi, et comme f] tibdt =5 f] —dt — f1 —

Arctan(1/t)
<P

)

car la fonction t —

n
on a j;) Arctan(t) dt ~ an;(n) est intégrable sur [1; 400/

t 400

e Sib €]1;2], on a donc un o I—% et > un converge si et seulement si a > 1.
o0 n>1

e Sib €)0;1[, on a donc un ~ ——T——p—7 et > u, converge si et seulement si a +b > 2.
+oo (1 —b)n n>1

e Si b €] —00;0], on a donc (par majoration ou minoration) Y. u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>1

wﬁ‘) donc > uy, converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).

eSib=1,onau, ~
+o0 2n n>1



a. Par opérations, ¢ est de classe C' sur ]0;7n]. Par DL, on montre qu’on peut prolonger ¢ par ¢(0) = 0

1

puis, par le théoreme de prolongement C', ¢ de classe C! sur [0; 7] avec ¢’ (0) = 3

+oo
b. On l'a déja fait en cours par une intégration par parties ; I = fo f(t)dt.

sin ((n + %)x)

c. Les f, : x — S oin (z)

sont continues sur ]0;71] et se prolongent par continuité en 0 en posant

7 Sin ((n + z)x) —sin ((n + %)x)

fa(0) =n+ 1 Ainsi, les I, existent. De plus, I,117 — Iy = f < dx. Or
2 0 2sin (E)
sin(a) — sin(b) = 2 cos (a '; b) sin (a > b) donc Inyy — Iy = fon cos((n + 1)x)dx = 0.
Ainsi, la suite (In)n>o0 est constante et vaut Ip = g
(n+1/2)m . .
d. Comme F((n + 15)7[) = fo f(t)dt, en posant le changement de variable t = (n + %)x, on obtient
1 sin ((n + 7)x)
F((n + %)7’[) = fo %dx et on transforme 1; en % — Zsinl(x/Z) + Zsin1(x/2) pour avoir la

relationF((n—l— ) f o(x sm<(n+ ))dx—i—ln.

7T
e. Comme on sait que, puisque ¢ est de classe C! sur [0;7], on a )\lim o @ (x)sin (?\x) dx = 0, d’apres
—+o0

la question c. : Um F((n + l)n) = T Comme F admet comme limite I en +oo, il vient finalement
n—+oo 2 2
) ) 1 T +oo sin(t)
= F — = = =
XETOC F(X) ngToo ((Tl + Z)Tt) 2 fO t dt.

a. f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0 car f(t) Tt de plus f(t) = O(lz) donc f est
oo

t
intégrable sur Ry d’apres RIEMANN et f f(t)dt converge.
it —it\3 3it —3it it —it

b. -st:(e —e ) _ett—e —3e" +3e" _ 3 i) — Lein(3t

s 2 —si 3 stlt) = 3 sin(3Y).
c. Par linéarité de l'intégrale I(x) = 3 f Smtdt 3 f 511(3 )d t (les 2 intégrales convergent d’apres

toosin(3t) 9stnu u _3 51nt _3 [ stnt

a.). Or fx Tdt = f3x 3.2 du en posant t = 3 donc I(x f dt f dt ce

qui donne bien I(x) = i f Sit—gtdt avec la relation de CHASLES.
X

d. On a w(t):

_ 43 33 o
t-t/e tzo(t )sint _ %i_é + o(t) donc ¥ se prolonge par continuité en 0 en posant
(0) = 0 donc ¥ est bornée au vmsmage de 0 car elle est continue sur [0;1] par exemple. Par conséquent

t 1 3
f b(t)dt=o(1). Or fx %dt: fx ¥dt+fx b(t)dt = n(3)+o0(1). Aufinal, lim I(x) = 3 1n(3) = L.
a. g:t— et est C et strictement positive sur R donc f est la primitive de g qui s’annule en 0 et a ce
titre elle est bien définie, C*° et strictement croissante car f' = g > 0. Comme g(t) = et = = 0(t1 ) g est
o0

+oo
intégrable sur R d’apres RIEMANN donc fo g converge ce qui garantit une limite finie pour f en +oo.

b. C’est une inégalité de convexité (plutét de concavité d’ailleurs) qu'on démontre aisément en étudiant
@ x> x—In(1+x)sur ] —1;+occ[. En effet ¢’(x) = ] _T_ et @(0) = 0.
X




2 2
Soit n € N* et t € [0,/n] alors x = £ et y = — appartiennent & | — 1; +00|.
n n
. 12 12 T . . .
Ainsi In (1 + —) < = qu’on multiplie par n et qu'on compose par la fonction exp qui est croissante pour
n n
2\ _
obtenir (1 + t—) < et’. En passant 3 I'inverse, on a bien et < (1 + %) "
. 2\ )
De méme In ( ) qu on multiplie par n et qu’on compose par exp : (l — —) <e V.
n

2 _
On a bien (1 —%) <e ¥V K (1—}—%) npouurte [0,v/n]. Pourt=n,0<e ™ <2 Mcar2<e.
c. @ : 0+ /n cos(8) est une bijection de classe C! strictement décroissante de [0; %} sur [0;/n]. En posant

vn 2\ "M 0 2 n
t= /i cos(0), [ (1 _ L) dt = fn/z (1 - M) (—/msin8)d8 = /m Iany car 1—cos? 8 = sin? 6.

n n

d. ¢ : 6 +— y/ncotan () est une bijection C' strictement décroissante de {%,%} sur [0;4/n]. Ainsi

fﬁ%dtz‘fﬂﬂ ] n(— @ ) e—\ﬁf n2"=204d0 < /1 lan_s.

o (1+(t*/n)) 7/2 (1 + cotan *6) sin” 0

s vn
e. Pour n € N* on integre sur [0;4/n] avec b., c. et d. : /nloni < fo e tat < vnlzn_2. Comme

. R . . T
classiquement I, ~ [/, il vient lim Vnlmyr = Um nlm_2 = i Par encadrement, on a donc
+o0 i/ 2n n—4oo n—4oo 2

. . _ . _ym s, . [t . ﬁ
xEToo f(x) = nLIToo f(yn)=1= 5 cequis écrit aussi fo e =
+oo x
a. Six > 2, f f(t)dt > f f(t)dt > Xf(x) donc hm xf(x) = 0 car l'intégrale converge. Si x > 1,
x/2 2 X—+00
x +1
f1 t(f(t) — f(t + f] tf(t)dt — f1 tft+ 1) f1 tf(t)dt — f (t — 1)f(t)dt. Ainsi, comme
X x+1
xEToo xf(x) = 0: f1 t(f(t) — f(t +1))dt = f1 tf(t)dt — fx t)dt + f t)dt donc on parvient a

f1+oot(f(t) —f(t+1))dt = ff tf(t)dt + f:oo f(t)dt.
! Z)dx = 1n(2) +% si

—+oo —+o0
b. D’apres RIEMANN f1 x~%*dx converge et d’apres a., on a f] x(iz — (7
X X

+1)
+oo 1 1 ) 22—0( ] 21—0( .
oc:ZetL X(ix“ii(x G dx:2 X 2 “Jr] 5, Smon.

La fonction f :]0; 1[— R définie par f(x) = ) est continue et négative sur ]0; 1] et se prolonge

(T+x)V1—x2
par continuité en 1 avec f(1) = 0 car In(x) ~ x—1 donc f(x ) ST x)\;lijxx/] = 2” \[_

) par croissances comparées. Au final, d’apres les intégrales de RIEMANN

. De plus, au

1
VX

1
(% < 1), f est bien intégrable sur ]0; 1] ce qui prouve la convergence de j;) f.

voisinage de 0, f(x) Y In(x) = o(

La fonction sin est une bijection de classe C! strictement croissante de }0; % { dans ]0; 1], ce qui prouve par

/2 i
cosede:f” In(sin0)

/2 3
changement de variable que I = f tn(sin 0) -
0 1+ sind

0 (1+4sin0)cosd

Pour reconnaitre le changement de variable proposé, qui est valide car 8 — tan (%) est une bijection de classe

C' strictement croissante de ]O; %[ sur ]0;1[ et que la fonction t — 2 ( 2t

est continue sur
4+t \1+ tz)
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. I /2 2 0/2 C s .
10; 1], on transforme I par trigonométrie en I = f n ( tan ( / ) ) 1 do ce qui s’écrit aussi

0 1+tan? (0/2) 2tan (0/2)
1+tan? (0/2)

L[ g (2ran(02) i L 2(9)) fore
I= fo 21n <1+tan2 (9/2)> = (e/z)+2tan (9/2) X p 14 tan 7 de. Par théoreme de changement

1
; 2 2t 2t 2 2t
d ble, I = l( )dt.O 1 t:l( )t t)=2—-——=---4d
e variable fo (]+t)2n e n pose alors u(t) = In Ty et v(t) it T4 de
sorte que u et v sont de classe C' sur ]0;1] et 111(1)1+ u(t)v(t) = 0 par croissances comparées car u(t) Y In(t) et
t—
. . 1—1%) 2 .
t) ~2t. Comme u(1)v(1) = 0, par intégration par parties, comme u’(t) = 7( et vV(t) = —5—, il
v()O LL( )V() p g p p U’() t(1+t2) V() (1+‘t)2
; 120 -9 't ' 2tdr 2 1 n
ent I = — ————-dt = -2 + = | In(141t°) =2 Arctan(t)— |, = In(2) — = ~ —0.87.
Vi fo(1+t) o 1+t2 "Jo 1442 = [tn( )—2Aretan(t) =] = n(2) -

[3.4 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

. . Y -
Soit x € R fixé, Fy : y — f et’dt est dérivable sur R et Fl.(y) = eY’ > 1. Donc Fy est de classe C*,
X

. . Y .
strictement croissante. lim Fy(y) = +oo car Vy > x, Fx(y) = f dt=y—x. Siy <x, Fx(y) <y—xdonc
X

y——+oo

f(x)
lim Fy(y) = —00. Fx : R — R est donc bijective : Iy = f(x) € [x; +o0], f Yetar=1.

y——oo
. . f(x) 2 f(x)2
Comme f(x) > x, on a xEToof(X) = +o0. Six >0, (f(x) —x) < f et dt < (f(x) — x)ef™" par
croissance de t — et sur Ry. On en déduit que f(x) —x < e~ * donc hT (f( x) = 0. L’inégalité
X—+00
précédente montre que f(x) —x e car e~ (F)*—¥%) < f(x)i—zx <let0<f(x)2—x% <e™ (2x+e XZ).

+oo e

WV

f f
Comme f ) e dt =1 f ) dt = f(x) —x, ona: f(x) < x+ 1 donc tm f(x) = —o0.
X — 00

X X

On montrerait de méme que f(x) — x est équivalent & e=*" quand x tend vers —oo.

. . . . f(x) .2 f(x) .2
La fonction f est strictement croissante car si x < x/, on a 1 = f et dt > f et dt donc
x x/

f(x') : .
1= et ar = Fxr (f(x")) > Fyr(f(x)) et Fxs étant strictement croissante, f(x) < f(x).
X/

Mieux, par CHASLES : Vx € R, Fo(f(x)) — Fo(x) = 1 donc f(x) = Fy ' (Fo(x) +1) et comme Fy ' est de classe
C® car Fy ne s’annule pas, on a f de classe C* par composée et on retrouve les limites en +o0o0 déja établies.

(%)
Par parité de t > et’, ¥x € R, f Yetat = f foo © = 1 donc f(—f(x)) = —x. Si le point de
X
coordonnées (x,f(x)) appartient au graphe de la fonction f, le point de coordonnées (—f(x), —x) aussi : le

graphe de la fonction f est symétrique (par une symétrie orthogonale) par rapport & la droite y +x = 0.

a. Six > 0, la fonction t +— % est continue sur [O; l} donc F(x) existe. Si 0 < x < y, on a
x + sin“(t) x

Vv at Vx  at Vv at Vv at ro
F(x) = —at —et_> —at_> —==—>— donc F est décroissante.
() j;) x+sin2(t)+ﬁ/y x +sin?(t) ~ fO x +sin?(t) ~ fO y + sin?(t)

b. O < <la intégrant ———— < F(x) < 4y donc _lim F(x) = ¢
na el S onc, en intégran by ) (x) ~z donc_lm (x) = +oo et on a

méme 'équivalent F(x) ~ iz Par minoration, lim F(x) = 4o0.
+o00 X x—0+

1

c. On prend, pour x > 0, ny tel que nym < = < (ny + 1)7 ce qui se traduit par ny = {]J Alors, par
X XTT

A n 1/x
m-périodicité de I'intégrande et CHASLES, on a ‘F(x) —ny fo ﬁ%‘ < fnxn ﬁ < 7;(
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T dt ™2 2dt oo 2du [ 1 ( T+x )ro"
fO x + sin?(t) fO x + sin?(t) fO x(1+u?) +u? Vx(x+1) reran x o one

s
f dt = u car sin(m — t) = sin(t) et grace au changement de variable u = tan(t).

0 x—l—sinz(t) f\/]—i—x
Ainsi : F(x)~ —1— L= ( )
insi : F(x) S o car —=o o
. o ., F(x) — F(0) -
a. Soit F la primitive de f qui s’annule en 0. Alors Vx > 0, g(x) = =———— donc, comme F est dérivable

X

sur Ry et que F =f,ona lim g(x) =F(0) = f(0).
x—0+t
On dérive g(x) = F(x) —F(0) pour obtenir : Vx >0, ¢'(x) = _Fx) —FO) _ZF(O) + fx) = fx) —9(x) g(x).
X X X X

Avec 0 < a < b, on a par IPP, en posant u(t) = g%(t) et v( ) = t, u et v de classe C' sur [a;b] d’ot :

f g?(t)dt = [tg%( Zf )g(t)dt. Ainsi : f g9° dt—Zf t)dt 4+ ag®(a) — bg?(b).

b
b. Grace a l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, f f(t)g \/f 2 (t dt\/f g?(t)dt. On le reporte ci-
b
. 2 24 2
dessus : fa g2 (t)dt \/f £2( dt\/f g%(t)dt+ag?(a) —bg?(b) gz\/fa f (t)dt\/fa g2(t)dt+ag?(a).
b b b
o 2 _ 2 2 2 2 2
c. @ On a un double produit : fa g~ (t)dt 2\/fa f (t)dt\/f(1 g7 (t)dt+ fa f2(t)dt < ag (a)+fa f2(t)dt

2
b b b
ce qui équivaut a <\/f g (t)dt — \/f fz(t)dt> < ag?(a) + f 2(t)dt. En passant & la racine, comme
a a a

\/fb 92(t)dt\/fb f2(t)dt < ‘\/fb g*(t)dt — \/fab f2(t)dt
de 2 sur R, on a \/f g(t)2dt < \/f dt+\/ (a)2 +fo+oo 02t

On fait tendre a vers 0 (on le peut) : \/fo \/f 2dt. Ainsi b f 24t est majorée

b +
et fa 2 (t)dt < fo Oofz(t)dt par intégrabilité

sur R : g est de carré intégrable sur R,.
+ +
En passant a la limite quand b — 400 : \/fo - g(t)?dt < 2\/f0 ~ f(t)2dt

e On peut passer a la limite quand a — 07 dans la relation de a. : fo t)dt =2 f t)dt — bg?(b).
Comme f et g sont de carrés intégrables sur R, on sait qu’alors fg est intégrable sur R donc les intégrales
+
f t)dt et f t)dt convergent ce qui montre I'existence de lim bg?(b) = ¢ € R,. Si on avait
0 b—+oco
¢

¢ > 0, alors on aurait g (x) fodbw ce qui contredit I'intégrabilité de g2 sur R, par critére de RIEMANN. Ainsi
oo X

L. +oo +oo
lim bg?(b) = 0 et en passant & la limite quand b tend vers +oo0 : fo g?(t)dt =2 fo f(t)g(t)dt

b—+oco
a. Bien str que non, on a vu dans le cours un contre-exemple d’une fonction continue par morceaux, positive,
intégrable et qui ne tend pas vers 0 en +oc.

b. Avec sin(x—t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme les fonctions sont toutes
continues sur le segment [0;x], Vx > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt.

Comme cos a f et sina f sont continues sur R, par le théoreme fondamental de 'intégration, la dérivée de
!/
X X
fonction x — j; cos(t)a(t)f(t)dt est x — cos(x)a(x)f(x), et ( fo sin(t)a(t)f(t)dt) = sin(x)a(x)f(x). Par

opérations et simplifications, g’(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. Puis,

11



X

g’ (x) = " (x) —sin(x) fo cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt+cos?(x)a(x)f(x)+sin?(x)(x)f(x) donc
§"(x) = /(x) + (x) — 9(x) + a(x)f(x) = —g(x) donc ¢” + g =0 (E) sur R,.

c. Les solutions réelles définies sur R, de cette équation différentielle (E) sont les fonctions g telles que
J(A,B) € R?, ¥x > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc |g| < |A| + |B| = C par exemple et g est bornée.
Comme f(x) = g(x) — fox sin(x — t)a(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec 'inégalité triangulaire,
on obtient, Vx > 0, [f(x)| < |g(x)| + fo" |sin(x — t)||a(t)|[f(t)|dt < C + f f(t)|dt car |sin| <

d. Posonsh : x — fox |a(t)f(t)|dt, comme la fonction |a| |f| est continue sur R, par le théoréme fondamental

de lintégration, la fonction h est dérivable sur R et h'/(x) = |a(x)||f(x)| < Cla(x)| + |a(x)|h(x) d’apres la
X
question c.. En notant A(x) = fo la(t)|dt, on a (e’A(")h(x))/ < Cla(x)[e™*® = ¢( - e*A(X))/. On

intégre cette inégalité entre 0 et x pour avoir e~ *)h(x) < C(] — e_A(X)) < C. Alors, on peut majorer

Vx = 0, h(x) < Ce™™ et comme a est intégrable, A est croissante (car A’ = |a| > 0) et posseéde une limite
+oo

finie Cexp (f |a(t)|dt> en +oo donc A est bornée sur R, d’oul h est bornée sur R, car [h| < Ce?

Enfin, f est aussi bornée sur Ry car |f| < C+ h.

Toutes les solutions sur R, de (E) sont des fonctions bornées sur R si a est intégrable sur R,.

) e~ ot . .. " . . . . L 1
a. Py t— \/{ est continue et positive sur R+. Si <0, tBToo ox(t) = +o0, 81 « =0, pu(t) ol \/’E
1

donc I(«) et J(«) divergent car t — 7 n’est pas intégrable sur [1;4+o00[ (RIEMANN).

t
b. Pour « > 0, on effectue le changement de variable x = at (avec t — at qui est une bijection strictement

De plus, si « > 0, on a @q(t) +ooo< ! ) et @qlt )ON+ ﬁ et t — % donc I(«) et J(e) convergent.

croissante de classe C! de [1;400[ dans [«; +0c[) dans les deux intégrales pour avoir I(e \f f —dx
t —d Al e du= /T avecle ch t d ble x = 2.
et J(e \/7 f x. Alors J(« \f f u o avec le changement de variable x = u

Par une simple IPP, comme x > \% et x — —e % sont de classe C! sur [«; +0o[ et que le crochet converge :
X

N et R
Val(a) = [ \/;L( fa 2x\/§dx avec
—x 7 +0oo —x e~

X ety e ( ) il (o) ~ &5 (o) ~ &5
Comme L/;L( N et 2“\/&+DO Ja il vient /o I(ox ) \/& donc I(« )+Oo ot
a. D’abord, pour tout x € R, l'application t — cos(x — t)f(t) est continue sur [0;x| donc le réel u(f)(x)

existe bien (intégrale d’une fonction continue sur un segment). La fonction u(f) est donc bien définie sur R.

oo efx 1 “+o0 —

f+ dx| < f “Xdx = €
x  2xy/x * \Zocf ¢ X_Zcx\/&'

De plus, puisque par trigonométrie on a cos(x —t) = cos(x) cos(t) + sin(x) sin(t), on peut écrire par linéarité
de lintégrale que Vx € R, u(f)(x) = cos(x) fox cos(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)f(t)dt ce qui garantit que u(f)
est continue car les fonctions t — cos(t)f(t) et t — sin(t)f(t) sont continues sur R ce qui montre que les

X
fonctions t j;) cos(t)f(t)dt et t — f sin(t)f(t)dt sont aussi continues sur R (elles sont d’ailleurs méme
de classe C', voir b.). Enfin la linéarité de u provient de celle de I'intégrale, il suffit de I’écrire.

Par conséquent, u est un endomorphisme de E.

t — f cos(t)f(t)dt et t — f sin(t)f(t)dt étant respectivement les primitives s’annulant en 0 des

fonctions t — cos(t)f(t) et t — sin(t)f(t) par le théoréme fondamental de I'intégration, et puisque d’apres a.
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onaVx € R, u(f)(x) = cos(x) fox cos(t)f(t)dt+sin(x) fox sin(t)f(t)dt, la fonction u(f) est, par opérations, de
classe C! sur R avec u(f)’(x) = f(x)—sin(x) fox cos(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)f(t)dt car cos?(x)+sin?(x) = 1.
Ainsi, u n’est pas surjective car les fonctions continues qui ne sont pas de classe C' (comme la valeur absolue
par exemple) n’auront pas d’antécédent par u. On peut aussi constater que u(f)(0) = 0 ce qui montre que
les fonctions dont la valeur en 0 n’est pas nulle ne peuvent pas étre dans Im (u) non plus.
c. Sif e Ker(u), u(f) = 0 donc u(f) = 0 d’ott f(x) = sin(x) fo" cos(t)f(t)dt — cos(x) fox sin(t)f(t)at (1)
pour tout réel x d’apres le calcul précédent. Ainsi, comme avant, f est de classe C! sur R et on peut dériver
X X

une fois de plus, ce qui donne Vx € R, f'(x) = cos(x) fo cos(t)f(t)dt + sin(x) fo sin(t)f(t)dt = u(f)(x) =0
apres simplifications. Ainsi, f est constante car R est un intervalle. Mais comme f(0) = 0 par la relation (1)
ci-dessus, f est la fonction nulle sur R ce qui prouve que Ker(f) = {0}. Ainsi, u est injective.

a. Six>a,onaVt>0, [f(t)e ™ =|f(t)|e ™" < Cete ™t = Ce (*~Wt gt t s e~ (x~ )t st intégrable sur
R, car x —a > 0 (fonction de référence). Ainsi, par comparaison, la fonction t — f(t)e *" est intégrable sur

+oo
R, . Ainsi, I'intégrale fo f(t)e~*'dt est absolument convergente donc convergente et F(x) existe.

b. Comme a < 0, F est définie sur R d’apres a.. Comme lim f(x) =1,ona Um (f(x)—1) =0 ce qui
X—400 X—400

+ + +
nous incite a écrire, pour x > 0, xF(x) = x fo OC (f(t)—T+1)e¥dt =x fo Oo(1‘(’()—1)e_"tdt—i-x fo T e xtat

+oo

ce qui donne xF(x) = x fo

—xtq+0oo +
(f(t)—1)e"‘tdt+x[— e }0 :xfo 0O(f(t)—1)e"‘tdt—|—1. Par conséquent,
x

. +oo
on a Pexpression plus compacte xF(x) — 1 = fo (f(t) — 1)e *'xdt.

Revenons & la définition de la limite. Soit ¢ > 0, il existe donc m > 0 tel que Vx > m, [f(x)—1| < % On peut

+
donc écrire avec CHASLES xF(x) —1 = fom (f(t)— 1)e*"txdt+f ~ (f(t) — 1)e **xdt. Comme f est continue
m
sur le segment [0;m], f — 1 est bornée (par M) sur ce segment donc, par inégalités triangulaire sur les réels
et sur les intégrales : |xF(x) — 1] < Mx fm e Xtdt+ £ f+°° e Xtxdt < M(1 —eXm) + £ f+°° e *txdt
’ = 0 2Jm = 2Jo ’

Enfin, 111?)1+ M(1 — e ™) = 0 donc il existe o > 0 tel que ¥x €]0;a], 0 < M(1 — e ™) < % On en déduit,
x—

. too 4 . . ) B e _ . . N
puisque fo e *'xdt =1, que si x €]0; ], on a |xF(x) — 1| < £ + 5 = € ce qui prouve que lim xF(x) = 1.

£
2 x—0+
On pouvait aussi le faire avec la caractérisation séquentielle de la limite et le théoreme de convergence

dominée qu’on verra plus tard dans I’année.

La fonction g : x — /tan(x) est continue, positive sur [O;g[. De plus, Vx € | = }O;%[, g(x) =
] donc, puisque tan(u) =u,ona Péquivalent g(x) > —1  done g est intégrable sur [O; %
7T

s 7T
tan (— —x —
S :
. o 1 ..o T/2 .
par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 3 < 1. Ainsi, fo g(t)dt converge donc I existe.

La fonction ¢ : x + y/tan(x) est de classe C', bijective et strictement croissante de ] dans R% et on

2

a @'(x) = M. Comme on a g(x) = y/tan(x) = M@/(x) = f(p(x))@'(x) en posant
24y/tan(x) 1+ tan”(x)
2

fiu— 1? 7 qui est continue sur R7, le théoréme de changement de variable montre que, en posant
u

+
u = y/tan(x) = @(x), on a la relation I = fo * f(u)du. 11 y a maintenant deux méthodes :
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(1) Parle changement de variable u = 1 ¥ (v), comme 1 réalise une bijection C! strictement décroissante
v

oo 2 o 2(1/w)? 1 too ) P TPS
* * u p— — =
de R* dans R%, j;) T du oo T+ (1/\))4 ( vz)dv fo T dv apres simplifications.

+o0 +oo
OrL = f Zu Fdu = [Arctan(uz)}o = T De plus, on peut décomposer le dénominateur

0 1T4+u 2
avec les identités remarquables car 1 + u? = (1 + u 22 —2? = (v - V2u+ )(u2 —|— V2u + 1)
+
ce qui nous incite & écrire 1+ 2L + 1 = fo = 4d u -+ f Zﬁu u -+ f 4du d’onl
+oo 2 +V2u +1) . . .
[+V2L+1 = du donc, avec des techniques classiques, on obtient
fo W —V2u+1)u? +V2u+1) d d

+ +00
[+V2L+1 = fo > du = Zﬁ[Arctan(\/iu—])}o = @

2 _ +o0 4
uzf\[ZuJﬂdu_fO (V2u—1)2 41
o)

5 T

On en déduit que I =

2 V2

(2) Par une décomposition en éléments simples classique (mais hors programme en PSI) on arrive a la
relation n? i( u — u ) - 1 <2uf\f2+ﬁ_2u+\[27ﬁ>
]—|—u4 ﬁ uz—\[Zu—F] uz—l—\[Zu—Fl 2\5 uz—ﬁu+1 u2—|—\6u—|—1

2u2 1 ( 2u—\2 2u+2 ) 1 1 .
donc — + et, apres
T2V - Vu u2+ﬁu+1 2@ Vaut1) 2@ ivaurny 0

calculs, I = 7 (u T %ﬁi 1 )} + \% [Arctan(ﬁu — 1) + Arctan(yv/2u + 1)} :OO =T,

a. D’apres le théoreme de la limite monotone, la fonction h admet en +oo une limite ¢ finie ou —oo car elle

+oo
est décroissante. Or fo h converge ce qui n’est possible que si £ = 0. Ainsi, comme h est décroissante et
de limite nulle en 400, elle ne peut étre que positive sur R .

n
b. Pour t > 0, comme h est positive, la suite (Sn)n>o0 est croissante si S, = > h(kt). De plus, pour
k=0

kt kt

* = < 3 % 4
tout k € N*, on a th(kt) f(kq)t h(kt)du < f(kq)t h(u)du par croissance de l'intégrale car h est
décroissante sur [(k — 1)t;kt]. En sommant pour k € [1;n] et par CHASLES, on obtient la majoration

n
tSn = th(0) +t > h(kt) < th(0 +f u)du < th(0 +f (uw)du.
k=1

La suite (Sn)n>0 est donc croissante et majorée donc elle converge, ce qui montre la convergence de Y h(nt).
n>0

. " .
Comme f : t — _sin(t) est continue sur [1;4o00[, la convergence de f = %dt est équivalente a

tin(1+1t) T tin(1+1)
+ 3 (n+1)7 3 .
celle de fﬂ = %dt On pose, pour n > 1, u,, = fnn %dt de sorte que u, est du signe
- .
de (—1)™ et la série né:] uy, est donc alternée. Avec t = u+nm, uy, = (—1)" fo s nn)sl?((lui g
Clairement (u 4+ nm)In(1 +u+nn) < (u+ (n+ 1)) In(l + u+ (n + 1)n) donc la suite (jun|)nx1 est
7T
décroissante et puisque |[u,| < fo pp—— (]] ) < oy (7]T+ ) en majorant brutalement, on en conclut
“+oo
que llm [un| = 0. Par le critére spéciale des séries alternées, la série > u, converge et on note S = > un
n>1 n=1

sa somme mais aussi les sommes partielles S,, = Z Uk.
k=1

Soit x > m, si on note ny le plus grand entier tel que nym < x < (nx+1)m, on a d’apres le relation de CHASLES :
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o .
f ﬂdt =Sn,1+ %dt. Or lim n, = +oocar ny = {;J donc 11141_1 Sn,—1=Set

m tIn(] +t) e tIn(l 4+ t) x—>-+00 X— 400
‘ f sm dt' < (x - nxﬂ) < T qui tend vers 0 en +o0o. Par somme, x — h L(t)
nem tIn(l xIn(1+x) ~ xIn(1+x) m tn(1+1t)
+ i :
admet une limite finie en +0o0 donc f &dt converge et f ﬂdt =S.
©  tin(l+1t) tin(l+1)
On pouvait aussi poser u(t) = ”(1]7‘*"0 et v(t) = — cos(t) de sorte que u et v sont de classe C! sur [1; +ocl.
n
Comme lim u(t)v(t) =0, f+oo wdt et f cos(t)( ] - ] 2)d’c sont de
t—r+oo T tin(141) t“n(14+1t) t(t+1)n(1+1)
méme nature. Or g :t+— — L — L vérifie g(t) = (i) ce qui justifie 'intégrabilité
I Zin(l+1) t(t+ 1)+ 1) 9(t) 5,05z ) coaui &
) . sin(t)
de g sur [1;+o0[. Par conséquent M Py ) dt converge.
L (k+1)7
Par contre, f n’est pas intégrable sur [1;+o00[. En effet, on pose u, = f Z f (t)|dt et
7T
(k+1)7 (k+1)t—7t/6 1 (k+1)t—m/6 1 - 1
f(t)] = f(t)|dt = = ——dt > = X = .
Joo NI [ O S A T 2 T G e T
n—1
Ainsi uy, > Y wy et la série Y wy diverge (séries de BERTRAND car Wi é) par comparaison a
k=1 K>1 o0 3k In(k)

une intégrale. Encore un cas de fonction non intégrable dont I'intégrale converge.

a. Par intégration par parties, comme f est de classe C' sur [a;b] et que cos est C' sur R, on a, pour

1 TR / i
- cos(nt)f(t)]a + - fa f'(t) cos(nt)dt. Comme f’ est continue sur

tout entier n > 1, la relation I,, = [—
le segment [a;b], il existe M > 0 tel que Yt € [a;b], |f'(t)] < M. Par inégalités triangulaires, on obtient

Tl < L (I#(@)] + 1£(0)] + (b — @)M)) donc lim T =0 (lemme de RIEMANN-LEBESGUE).

b. Tout d’abord, g : t — sin(t)

est continue sur R% et prolongeable par continuité en 0 en posant

g(0) = 1 car sin(t) Tt En posant u : t — % et v:tr> 1 — cos(t), les fonctions u et v sont de classe C!

2
sur R et lim u(t)v(t) =0 car 1 — cos(t) ~ et lim u(t)v(t) = 0 par 1 — cos(t) = O(1). Les intégrales
t—0+ 02 +o0

t——+o
+oo ¢ +oo 1 — _
fo %(t)dt et fo %%mdt sont donc de méme nature. Or g : t — 1:%@ est continue et positive
2
sur R, prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = % toujours car 1 — cos(t) ~ % et [g(t)| < t%

oo 1 — cos(t)

ce qui garantit son intégrabilité sur R, . Ainsi, fo 2 dt converge car elle converge absolument,

+o0 sin(t) sin(t) ., [1T°° 1 —cos(t) n
fo " dt converge aussi et on admet que A = f " dt = fo —z dt = 5 (DIRICHLET).

sin(nt)?

c. La fonction f, : t — - (t)z est continue sur }O; %} et se prolonge par continuité en 0 en posant
nsin
2.2
fa(0) = n car sin(nt) Tt et sin(t) Tt donc fp(t) N nt—zt = n?. Ainsi, J,, est bien définie pour n € N*.
Or on sait que cotan’(t) = _%(t) et cotan (t)fg% donc, en posant u = —cotan et v : t — sin(nt)?,
sin

les fonctions u et v étant de classe C! sur }O; ﬂ et comme 117(1)1+ cotan (t) sin(nt)? = 0, par intégration par
t—
/2

/2
parties, on a J, = —|—f0 2 sin(nt) cos(nt)cotan (t)dt = fo sin(2nt)cotan (t)dt.

_ cotan (t) sin(nt)* ] /2
n 0
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/2 /2 <3
L’équivalent de cotan en 0 nous incite & écrire J,, = j; sin(2nt) (cotan (1) — %)dt + fo Mdt

sin(2nt)

3
(les deux intégrales convergent car rSZn). Comme on se rappelle que tan(t) St + % + o(t3),

_1_1($_1) 1(1_j_1+0(t2))_
- _ -
tot1+%+o(tz) ot 3 0

1

on a cotan (t) — —
t+ + o(t?)

1_ _t
3 3 + of(t).

Ainsi, la fonction h : t — cotan (t) — % se prolonge par continuité (avec h(0) = 0) en une fonction

dérivable sur le segment [0; ﬂ] avec h'(0) = ~1 Comme W (t) = 1—2 - — 12 , le calcul analogue
2 3 t sin“(t)

1 1 1  _1 (1——1 )——] (1—(1+—t2)+o(t2))——l+o(1)nous
2 .2 N 12 4 N 42 N 12 -
t sin“(t) 0 t z_t3+0(t4)0t 1_t3 o(t2)” © 3 o 3

permet de conclure que h est de classe C' sur le segment [O } car lim h/(t) = S (0). La premiere

t—0+ 3
/2 1 /2
question nous apprend alors que hm f (cotan (t) — ?) sin(2nt)dt = lim h(t) sin(2nt)dt = 0.

n—+4oo J0

De plus, par le changement de Varlable t=@(u) = XX, comme o réalise une bijection strictement croissante

2n
/2 i nm ¢q
de classe C' de ]0;nn] dans ]0; E} , on a la relation f Mdt = f mdu et cette quantité tend
2 0 t 0 u
vers A quand n tend vers +oo d’apres la question b.. Au final, en sommant, il vient 1111 Jn = 721
n——+oo

En fait, la suite (Jn)n>1 est constante et elle vaut g, mais c¢’est une autre histoire !

n 7
a. La fonction f est définie et dérivable sur D = U ]Zkﬂ— > 2(k+1)m— 7 [ (1& ou sin ne vaut pas —1). Pour
keZ

. . 2

x € D, comme ! Sjm(x) = 2 —1,ona f(x) = ( 2cos(x) ) X - U +Zsm(x)) - >
1+sin(x) 14 sin(x) (14 sin(x))? (1 —sin(x))” + (1 + sin(x))

ce qui donne aprés simplifications la relation f'(x) = cos(x ) = (— Arctan(sin(x)))’. Ainsi, la fonction

1 +sin?(x)
x = f(x) + Arctan(sin(x)) est constante sur chaque intervalle du type Iy = ]Zkﬂ - E 2k +1)m— 721 [

Comme f et x — Arctan(sin(x)) sont 2n-périodiques, il suffit de trouver cette constante sur Iy = } - %; 3771 [

Or f(0) 4+ Arctan(sin(0)) = % donc Vx € D, f(x) = ZTT — Arctan(sin(x)).

—t —+oo
a. La fonction g : t — eT est continue sur R’ et I'intégrale f f converge pour x > 0 car g(t) =0 (t]—z)
X o0

. , +oo R o . PP
par croissances comparées et que f S—zt converge d’aprés RIEMANN. Ainsi f est bien définie sur R?.
x

+
Comme f(x) = f1 ~ g(t)dt — f]x g(t)dt et que g est continue sur R, d’apres le théoreme fondamental de

I'intégration, la fonction f est de classe C! sur R% et Vx > 0, f'(x) = —g(x) = —€—.

X

b. Six > 0, on pose u(t) = —e et v(t) = %, comme les fonctions u et v sont de classe C' sur [x; +oo]

et que tliT u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient par intégration par parties la relation
—+00

+oo —t
f(x) = eT — f tizdt Or, comme VYVt > x, t]—z < %7 par croissance et linéarité de l'intégrale, on a

oo —t +oo o=t + - - -
0<f ooeiftgf = dt ]f - _tdt——:o(%).Onadoncf(x)va.

X t x xX° +oo +oo X

—t
Si x €]0; 1], on écrit f(x) = f dt + f dt et, comme eT v %, ceci nous incite a écrire la relation
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1 -t 1 -t 1
f € _at = f e —lgg 4 f Tat = —In(x) + f ¢ —14t. Par convexité de la fonction exp, on a
x t X t x t t

1 -t
> 1udone Vi €]o;1), 0< T —et < tdonc 0 < —1 1.Ainsi,o<f € =14t <1—x<1done
X

t
Tt _q o
| dt=0(1). Ainsi, f(x)
x t 0

== In(x) + O(1) = f(x) + o(In(x)) ce qui signifie que f(x) v In(x).
—X
. La fonction f est conti R* f(x) ~— 1 :(i)tf ~ e ()d 1
c. La fonction f est continue sur , on a f(x) 3 n(x) =0 7 et f(x) o sl apres la
question précédente donc f est intégrable sur R’ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, les

fonctions u = f et v = id sont de classe C' sur R*, avec xf(x) T In(x) et xf(x) o e ™ d’apres b. donc
o0

1i1g)1+ u(x)v(x) = ILT u(x)v(x) = 0 par croissances comparées ce qui montre, par intégration par parties,
x—

+o0 +o0
que fo x)dx = — f u(x)v(x)dx = fo e Xdx = [—e X]J* =1.

Avec le théoréeme de FUBINI (hors programme), on aurait pu utiliser les intégrales doubles pour avoir plus
—+oo —+oo —t —+oo t —t —+oo
e _ —tqr _ [_,—t]too _
simplement f x)dx = fo (fx dt)d fo (fo n dx) dt fo e tdt = [—e ]} 1.

Les solutions réelles de 1'équation homogene (Ep) : y’ —y = 0 sont les fonctions yy : x — Ae™ avec A € R.

On effectue une variation de la constante en cherchant les solutions de (E) sous la forme y : x — A(x)e* avec

—X
A dérivable. En remplacant dans (E), on parvient ay' —y = LEPEEN N(x)e* = 1 N(x) = &—. On prend
x x X

par exemple A : x — f dt Ainsi, les solutions de (E) sur [1;+oo[ forment un espace affine et s’écrivent
Yo 1 X > ((x+ f dt)e avec « € R. La fonction g : t — %t est continue sur [1; 4o00[ et L :Ooo(e_t)
donc, par comparaison, g est intégrable sur [1;4o00[. Ainsi, hm o+ f dt = o+ f dt Pour
que y4 soit bornée, comme XETOOe = +o0, il faut absolument que « + f dt = 0, ce qui impose

+oo ,—t . oo o e Foo ot
oc:—f =—dt = x¢. Seulela fonction b =yq4, : x — (—f —dt—i—f —dt)e":—e"f £ —dt
1 t 1 t 1 t x t

(par la relation de CHASLES) est éventuellement bornée parmi les solutions de (E).

x [Tt x [Tt 1 11 :
Comme ¥x > 1,[b(x)| = e f dt <e f £ dt=+<1car - < - sit>x, cette fonction b est
x t X X X t X

bien bornée sur [1; +oo[. Conclusion : (E) a une seule solution bornée qui est b et elle tend vers 0 en +oo.

On peut se restreindre a 0 < x < y car échanger x et y dans cette inégalité ne change rien.
Pour y > 0, p > 0, on étudie alors la fonction fpy : x = |[x —y[P — [xP —yP| = (y — x)? —yP +xP sur
I'intervalle [0;y]. Cette fonction est dérivable et f}, | (x) = —p(y — x)P~1 4+ pxP~'. Traitons alors trois cas :
esip=1,f,, est de dérivée nulle donc constante sur cet intervalle et 'inégalité est établie.
esi0<p<1, commet+— tP~1 est décroissante et que f;)y (%) =0, la fonction f} ,, est croissante sur ]O; %[

et décroissante sur ]%;y [. Comme fp, 4, (0) = fpy(y) = 0, la fonction f,  est positive sur [0;y].
e sip>1, comme t — tP~! est croissante et que fi),y (%) =0, la fonction f}, , est décroissante sur }0; %[ et
croissante sur }}zi;y [. Comme f, 4, (0) = fp(y) = 0, la fonction f, , est négative sur [0;y].
On en déduit bien que (V(x,y) € R%, xP —yP| < [x —y[P) <= p < 1.
On pose u = f2 et v : t — t de sorte que u et v sont de classe C' sur [0;1] par hypothese. Ainsi, par une

intégration par parties, on obtient f 2dt = tf2 Zf tf(t = —Zf tf'(t)f(t)dt car f(1) = 0.

1
Par l'inégalité triangulaire, on a fo f(t)zdt < Zfo [f'(t)||f(t)|dt puis, par celle de CAUCHY-SCHWARZ, on
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1 1 1
trouve fo f(t)2dt < 2\/f0 tzf’z(t)dt\/fo f2(t)dt (1). Il y a maintenant deux cas :

1 1
o si fo f(t)2dt = 0, on a bien fo

1 1 1 1
e si fo f(t)2dt > 0, en divisant par fo 2(t)dt dans (1), on a fo f(t)2dt < 2 fo t2'2(t)dt puis

le résultat de I’énoncé résultat en élevant au carré cette inégalité.

1
f(t)2dt < 4f0 t2£/(t)2dt.

1 1
Dans tous les cas, on a bien fo f(t)2dt < 4 fo t2f/(t)?dt si f est de classe C' sur [0;1] et (1) = 0.
Pour le cas d’égalité, on doit avoir égalité dans CAUCHY—SCHWARZ ce qui donne ’existence d’une constante
A telle que YVt € [0;1], tf'(t) = Af(t) (E) car les deux fonctions t — tf'(t) et t — f(t) doivent étre colinéaires.

1 1
De plus, comme fo f(t)?dt > 0, on doit avoir —2 fo tf'(t)f(t)dt > 0 ce qui impose A < 0. Ainsi, en résolvant

I’équation différentielle (E), on a Vt € [0;1], f(t) = at® avec a € R et les conditions “f de classe C' et

f(1) = 0” imposent que f = 0. On n’a égalité dans cette inégalité que pour f égale & la fonction nulle.

a. La fonction nulle (qui est bien continue) appartient clairement & Wy, qui est donc non vide.

Soit (f,g) € W2 et A € R alors Af + g € Wy, car, par linéarité de l'intégrale, on a pour tout x € R :

x+2h x+2h x+2h x+h x+h x+h

fx+h (M + g)(t)dt = A fx+h f(t)dt + fx+h g(t)dt = 21 fx f(t)dt + 2 fx g(t)dt =2 fx A+ g.

Ainsi, W}, est un sous-espace vectoriel de C°(R, R) donc lui-méme un espace vectoriel.

Pour « > 0, soit la fonction py : t — o' définie sur R. Alors, avec le changement de variable t = u + h, on

apa €Wy deés que o = 2"/™. Ainsi pyi/n # 0 € Wy,

b. Toute fonction h-périodique d’intégrale nulle sur une période appartient & Wy, car on aura alors la relation
x+2h x+h X . . It L

Vx € R, 0= f f(t)dt =2 f f(t)dt =2 x 0 = 0. En particulier f,, : t — sin (—) est élément de
x+h X h

W pour tout entier n > 1. Ces fonctions forment une famille libre, car ce sont des vecteurs propres pour

P
la double dérivation, associés a des valeurs propres distinctes. Ou alors on écrit Y Afx = 0, on dérive

k=1
P
deux fois p fois et on a Vd € [1;p], > k*%Axfx = 0. Si on considere le DL en 0 & l'ordre 1, on a donc
k=1
P
vd € [1;p], > k*4F'Ax = 0. On en déduit que Ay = -+ = A, = 0 par un déterminant de VANDERMONDE.
k=1
. . . x+h
c. Soit f € ﬂ Wh,. Fixons x € R et h > 0. Raisonnons sur x, x+h, x+2h, x+3h, x+4h et posons J; = f f,
X
h>0

X+2hf xsn f X+4hf 0] 2 i i 2 ! h) et de mé
J2 = fx+h 13 fx+2h , Ja = fx+3h . On a J, = 2J; mais aussi J3 = 2], (poser x’ = x + h) et de méme
an

X+ x+2h
J4 = 2J3. On applique la relation avec h' = 2h d’olt f f=2 f f soit encore J3 + J4 = 2(J1 + J2) ce
x+2h X

qui donne 4]J7 + 8J1 = J1 + 2J; donc J; = 0. Ainsi l'intégrale de f sur tout [x;x + h] avec h > 0 est nulle. On
en déduit que f = 0, soit par théoreme fondamental, soit directement avec la continuité de f : si par exemple
f(x0) > 0 on construit un petit intervalle autour de xo sur lequel 'intégrale de f est strictement positive.

Méthodel : Soit y € R, si on éerit z = 1 + iy = pe'® avecp>Oet6€] fg;g[carRe(z)>0, on a donc

pcos(6) =1 et psin(0) =y donc tan(0) =y ce qui montre que Arctan(y) = arg(z) = arg(1 + iy).
Soit x € R\ {—1,1}, x est solution de (E) si et seulement si arg (1 +%> +arg(1+ix)+arg (1 + ) =x
— X

1+ x 2
qui équivaut, par les propriétés de l'argument, a arg ((1 + 3 i )(1 + ix) (1 + . _}_ )) = % On doit
—x X

donc trouver les réels x € R\ {—1,1} tels que (1 + %)(1 + ix)(l + 3 _|l_ ) est imaginaire pur. Or
—x X
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i ) S 4+i2—x3) ) . _
L X)(1 + ix) (1 + : +x) = " . Finalement : x est solution de (E) <= x = 0.

(

Méthode 2 : On constate que x = 0 est solution de (E). Six # 0 est solution de (E), on applique tan & I’égalité
tan(a) + tan(b)

Arctan (%) + Arctan ( 1 ) =T — Arctan(x) et, comme on sait que tan(a +b) =

- 1T+ x 2 1 —tan(a)tan(b)
1 1
et tan (ﬂ - 9) = —1__ on obtient —I=x Tix - 1 ce qui se simplifie en —% =1 done x = —2.
2 tan(0) 1— w1 x x x
T—x T4+x
Réciproquement, comme 1 = Arctan( ) + Arctan(—2) + Arctan(—1) < 0 donc x = —2 n’est pas solution de
(E), en fait r = _E Ainsi, la seule solutlon de (E) est x = 0.

La fonction f : x +— th(S.x)X;th(Zx)

nuité en 0 en posant f(0) = 2 car th (t) = t+o(t) donc th (3x) —th (2x) = 3x—2x+o(x) puis th (3x) —th (2x) T

est continue sur R’ par continuité de th. Or, f se prolonge par conti-

t__—t -2t -2t —2t
De plus, th (t) = =6+ =1=€ " — 126 = Aingi, 1—th (¢ _2e7~2 “2t p séquent
e plus, th (t) s S B e insi, (1) eI e ar conséquent,
_ _ _ —4x _ 5,—6% —4x —6X% —4x —4x _4
fx) = 1—th(2x) —(1—th(3x)) _ 2e 2e +o(e )to(e™®) _ 2e7™ to(e”™) e doit
X +oo x 400 x +oo X
+o0 th (3x) — th (2x)

f(x) = 0(e™™) = 0 (%) et f est bien intégrable sur R’ par RIEMANN : f dx converge.
oo \x

+oo x

u th (3x) — th (2x)

De plus, fo dx = fu de — fu de (les deux convergent). On pose y = 3x dans
X X

0 0
wth(3x) —th(2x) . p3wth(y) . 2thy, _ 3“thx
v — dx = fo 71_4 dy fo y dy = fzu " dx.
3 . dx thx My (2 |
Or In (2)th (2u) = th (2u) szu N < fzu dx < th(3u) f2u o= In 2)th (3w) car th est croissante.

X
+oo _
Par encadrement, f o w

X

la premiere et y = 2x dans la seconde et f

3
dx= lim [ hxge—1n (%) car lim th(y) =

X u—+oodJ2u  x y—+oo

Comme la fonction g : t — 1__ est continue (et méme de classe C*) sur D =]0; 1[U]1; +00[, la fonction f

In(t)
est bien définie sur D car pour tout réel x appartenant & D, le segment [x;x?] est inclus dans D

Soit G une primitive de g sur D, alors f(x) = [G(’c)]§2 = G(x?) — G(x) donc f est C* sur D car G lest.

—_~—

Six €]0;1[,on a0 < x? < x < 1, g est décroissante sur [x?;x] et u — 1 est décroissante sur R* , donc on
u
peut encadrer fx 1__dt = x —x? < fx dt _ — _f(x) < x = :fxz |_gt. Or lim X=X —g
x2 In(x?) 21n(x) x2 In(t) In(x) x  In(x) x—0+ In(x)
donc, par encadrement, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(O) 0.
Comme g(t) Radth l 7 on est conduit & transformer f(x) en f(x) = f: dt + f ( ot l 3 )dt. Or

x? 2
f 1 _dgt=1n (g) = In(x+1) tend vers In(2) quand x tend vers 1. En posant h : t — a1 1
x t—1 x—1 Int t—17

onah(1+u):+—i?i(m—1)?i(1 +%+o(u)—l) + o(1) donc h se
2

1
Ou—7+o(u2) 2

oll

prolonge par continuité en 1 en posant h(1) = % Ceci signifie que h étant maintenant continue sur le segment

Ll‘;4} (par exemple), y est bornée (par M). Pour x € B, } on a donc ‘ f dt’ < M|x? —x| —> 0. Par

2

x
encadrement, lin% h(t)dt = 0 puis, par somme, un% f(x) = In(2). Par conséquent, la fonction f prolongée
X— X X—

par f(0) =0 et f(1) = In(2) est continue sur R..
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Plus simplement, en écrivant f(x) = f tltdgt)’ on pouvait aussi encadrer par exemple pour x €]0;1],
x n
2 2 2
x? f: tlitt) < f(x) € xf: tliﬁ car on a l'inégalité Vt € [x?;x], XT <1< %, In(t) < 0 et x > x2.
2 x2 x2
Si x > 1, comme Vt € [x;x?], XT > 1> f, I'inégalité devient x? fx tlit(t) > f(x) = xfx tlit(t)'
Par encadrement, on peut prolonger f par continuité en 1 (& gauche et & droite) avec f(1) = In(2) car
2
f: tl?tt(t) =[In | =n|InGx2)| - n|inx| = n(2).
D’apres ce qui précede, f est C' sur D avec f'(x) = 2xG/'(x?) — G'(x) = 2xg(x?) — g(x) = lel dong,
nx

classiquement, lim] '(x) = 1. Par le théoréme de prolongement C', f est de classe C! sur R avec /(1) = 1.
xX—

De méme, comme lim, '(x) = 0, la fonction f est de classe C! sur Ry et f'(0) = 0.
x—0

2
Puisque f > 0 sur RY, la fonction f est strictement croissante sur Ry et Vx > 1, f(x) > X_—X donc, par

Z 2

In(x~)

croissances comparées, HT f(x) = 4+o00. La fonction f' est donc continue sur [0;1] et vérifie '(0) = 0,
X—>+00

(1) =1 et ¥x €]0;1], f'(x) = 2 — 1 Ainsi, f est une primitive de la fonction continue g:x— X= 1 sur
In(x) In(x)
10: 1] tell (0) =0 et g(1) = 1. Done [ g=1(1)=1(0) = [ X=Lax = n(2)
1] telle que g(0) =0 et g(1) = 1. Donc | "g = = Oln(x)x—n .

+
a. Méthode 1 : Par le changement de variable x = In(t) bijectif et C', f] C>Of(t)dt a meéme nature que

“+oo . +oo . .
fo x%e™dx qui a elle-méme la méme nature que f] x%e'™dx par continuité sur Ry de x — x%e**. Or

. X . xXelx X o X 1 . . .
par une IPP simple, pour X > 1, on a f1 x%eXdx = [7]] - = f] x* 7 "e™dx. On continue jusqu’a
i i
: oo i 1 iX 1 X i :
avoir F(X) = f x¥eXdx = (X‘X — &xx-t 4 ) e + A+ [[ (x—k) f x* Medx. Sin = |a| +2,
1 i " 1

+00 - . X +o0 .
a—n>1et f1 x*~Me™dx converge, ainsi F(X) o X*e'* donc |F(X)| fox X% = +00: f] f(t)dt diverge.
o0 o0

Méthode 2 : Si cette intégrale convergeait, ses parties réelle et imaginaire convergeraient aussi. En posant
o F o
F:x— fxwan(ln(t))dt, on aurait L = lim F(x) = j‘] > Msm(ln(t))dt. Soit p € N*,

1 X—>—+00

x € [ezpm‘%; e2p”+%} = In(t) € [an—i— %;an—k %} = sin(In(t)) > %, n(t) > 2pm et % > e (2P
ean+5TT[

Alors F<e2p"+57ﬂ) - F(ez]””r%) = f2p7r+% f(t)dt > %(EZPTHFS% - e:zT’7t+%>(2P7t)°‘e*(2p”)7t = ap. Or,
e

. . L . sm z
comme « > 1, Um a, = +00 ce qui est contradictoire avec lim F(ez‘f’wr 67[) — F(eZP”JFE) =L-L=0.
p—+o0 p——+oo

PN +oo :
Ainsi l'intégrale f; f(t)dt est divergente.

. s . . . - In(n))* . . .
b. De la méme maniere, si cette série convergeait, la série » (n(n)® sin(ln(n)) convergerait aussi. En
n
n>1

n 04
notant Sy, = > % sin(In(k)), il existerait S € R tel que liT Sn =S. Or, si p € N*, considérons
n——+0oo

up = [e2P™FE | + 1 et v, = {ezpmﬁ%J’ alors Vk € [up;vp], f(k) > %(an)"‘e_(z"“)7r ce qui donne en

vP 7T s
sommant : Y. f(k) > %( b —Up+1)(2pm)*e~(ZPHIT > %(ezw‘*% —ezF’“*Z)(2p7t)"‘e*(2‘f’“)7T =bp. Or,
k=u,

lm Sy, = Sy,-1=5-5=0.

comme o« > 1, lim a, = +00 ce qui est contradictoire avec
p——+o0 o]

P

Ainsi, la série numérique Y f(n) est divergente.
n>1
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X

Soit F la primitive de f qui s’annule en 0 (qui existe car f est continue sur R ) : Vx >0, F(x) = f f(t)dt.

0
+o0
Par hypothése, on sait que lm F(x) ={ = fo f(t)dt. Par intégration par parties, t — t et F étant de

1 Xheo X x X x X
classe C' sur le segment [0;x], on a fo tf(t)dt = [tF(t)] —fo F(t)dt = xF(x)—fo F(t)dt = fo (F(x)—F(t))dt.
Soit ¢ > 0, puisque HT F(x) = ¢, il existe xo € Ry tel que ¥x > xo, { — % < F(x) < € (car F est croissante).
X—+00

Ainsi, Vt € [x0;x], 0 < F(x) —F(t) <€ —F(t) < % donc on l'encadrement :

<j;xtf(t)dt:j;X(F(x)—F(t))dt:fOXO(F(x)—F(t))dt—&-f: (F(x) = F(1))dt < xot + £ (x = xo)-
tf(t)dt < e d’out f tf(t)dt = o(x).

OO

2x0l
xof—i—%(x—xo) <ex <= x = xq :%—xo. Vx = Max(xg,%1), %fo

a. Soit gy : t = — -1|-t3 . Six > 0ousix < —1, lafonction gy est continue sur le segment [0; 1] donc f(x) existe.
x

Six =0, gx(t) = 3—3 donc (0) n’existe pas d’aprés RIEMANN (3> 1). Six=—1,t3 —1=(t = 1)(t> +t+1)

1
3(t—1)

méme pas définie sur ]0; 1] et f(x) n’existe pas. L’ensemble de définition de f est donc D =]—o0; —1[U]0; +00].
1

donc gy (t) ~ donc f(1) n’existe pas d’aprés RIEMANN (1 > 1). Si x €] — 1;0], la fonction gy n’est

b. Six > 0,0 < f(x) < dt — 1 donc lim f(x) = 0 par encadrement. Et f(x) — 1= f] _ =t
5 XX X 3 X3 DAL X3 0 X3(X3 +t3)

donc ‘f(x) — %
X

1 13 1 1 (1) (1) 1
< — t>dt = —= donc f — = =0|—¢) = — ) donc f ~ —.
S 6 Jo s onc f(x) 3 © o 3 onc f(x) 3

On pouvait encadrer — L_ ] < f(x) < % pour avoir la limite et I’équivalent mais c¢’est moins précis.
X X

1 _ 1
5 =

i 1
c. Six< —1,onaVvte|0;] :7( — +
* [0:1], x>+t (t+x)(t° —xt+x3)  ex*\t+x P —xt+x* 7 —xt+x?

d’ot f(x) = 6]7 (2 In(—x—1)=21n(—x)—In(1—x+x2)+2n(—x)+2v/3 Arctan ( i )+2\[Arctan (\}5’))

2 2t — x 3x )

— In(—x —1)
Comme — In(1 — x + x?) 4+ 2v/3 Arctan (2 X) + 2v/3 Arctan (1—> =0(1),on a f(x) ~ ——=.
( )+2v3 —3) 4 2v3aretan (1) = 0(1), on a 1(x) ~ 2
a. f est continue et 2n-périodique donc bornée sur R par M = I\/[%azx | [f(x)] et ¥x € [1; 400, %‘ < tM“
xe€|0;27T

rs +oo 1 f(t) +oo £(t)
D’apres RIEMANN, f1 « dt converge donc t — L est intégrable et l'intégrale f] tTdt convergente.

b. Si f € E, ses primitives sont de la forme F : x — f t)dt + A avec A € R. Ces fonctions F sont
2n-périodiques, par périodicité de la fonction f, si et seulement si 'on a, pour tout réel x :
2m) = F(x nat = [ f(v)a b )at = o t)dt =0 =0
F(x + 2m) = F( <:>f —f (t) <:>fx )—<:>f =0<=c(f) =0.
c. Sif € E, bien siir g = f — ¢(f) est encore continue et 2n-périodique donc g € E. Par linéarité de l'intégrale,
onac(g) =c(f—c(f)) =c(f) —c(c(f)1) =c(f) — c(f)c(1) =0 car ¢(1) =1 ou 1 est la fonction constante.
d. Puisque c(g) = 0, g admet une primitive 27-périodique (elles le sont toutes en fait), par exemple

X
G:xrr fo g(t)dt. On effectue une intégration par parties avec G et t — % qui sont de classe C! sur [1;x]

X
six > 1, et on a fr @dt = [@} + f]x %dt. Or G étant périodique, elle est bornée sur R donc

t 1
+
lim G(x) = 0. De plus, on a vu a la question a. que f = izt)dt converge car « =2 > 1 et G € E. Alinsi,
x—+o0o X 1 t
+00 +oo
g(t) A q(t)
par somme, f1 n dt converge et on a méme f1 n dt )+ f
, . g f) o x g(t)
e. Il suffit décrire que f f dt + f dt. Or f dt c(f) In(x) et x — f1 " dt
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X
admet une limite finie en 400 d’apres la question précédente. Ainsi, ‘f] @dt e c(f) In(x).
[ee]

2
f. Comme t — |sin(t)| est continue et 2n-périodique, et que c(f) = Zi fo K | sin(t)|dt = 2 on a d’apres la
T m’

question précédente f1 b @dt e 2in(x) — 400 donc f] | STH dt diverge.
[e’¢) T

a. D’abord, pour n € N, la fonction t — (In(1 4+ t))™ est continue sur le segment [0; 1] donc w,, existe.

Pour t € [0;1], 0 < n(1+1t) < n(2) < 1 donc 0 < In(1 + )" < In(1+t)™ ce qui donne en intégrant entre

Oet 1:0< uny1 < up et la suite (un)nen est décroissante.

b. La suite (un)nen converge car elle est décroissante et minorée par 0. De plus, en intégrant entre 0 et 1

I'inégalité 0 < (In(141t))™ < (In(2))™, on obtient 0 < un, < (In(2))™ donc UT un = 0carIn(2) ~ 0,69 < 1.
n——+oo

c. Par intégration par parties, en posant les fonctions u : t + (In(1 +t))™*" et v : t = 1+t dans
wn = [ (im0t (et v sont €' sur 0:1]) 2 wngr = [(14)n(1+0)™ ]~ (et 1) [ (in(1+0)mat
ce qui donne la relation wn 1 = 2(In(2))™ — (n + Nuy,

d. On a0 < uny1 < un dapres a. donc 0 < 2(In(2))™*! — (n 4+ 1)u, < un d’apreés c.. Ainsi, on obtient
(n 4+ Nun <2(n2)™ " et 2(1n(2))™" < (n + 2)u, comme attendu en exploitant chaque inégalité.

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
In""(2) < In""'(2) ot comme M 2 0 Wm"(2)  Wm"T(2)
n+2 n+41 n+2 4o n+4+1 +oo n

PR R . n"t1(2)
par le théoreme des gendarmes a 1’équivalent suivant : u,, ~ —=~.

—+o0 n
f. Si on pose v, = —S0__ >0, alors vy, ~ n2) d’apres e. donc > —4n
In"™(2) 40 M nso In(2)

a. Comme f est dérivable sur R, elle y est continue. Or, Vt # 0, f'(t) = M (1). Ainsi, par

opération,  est de classe C' sur R*. Si on suppose f de classe C* sur R* pour k € N*, alors la relation (1)

e. D’apres d., , on peut conclure

N

diverge (série harmonique).

montre qu’elle est aussi de classe C**1. Par principe de récurrence, f est de classe C*® sur R*.
t £(s) — sf'(s) . y a1 .
Soit t > 1, f f(s—1)ds = j; ————~4ds puisque Vs € [1;t], f(s —1) = f(s) — sf'(s) d’apres I’énoncé,
s

t t t
ainsi [[s=24(s — 1)as = | - @} — #(1) = " 4o T'on déduit bien f(t) = i)~ [ 5720 - vyas].

1 s 11 t 1

x x — uf x
b. Comme avant, si x > 1, on a f1 u 2 f(u—1)du = f] Mds = {— @} =f(1) — f(x) donc
X

uz u 1
“+ o0
I’hypothese ” f1 u™?f(u — 1)du converge” de 1’énoncé se traduit par I'existence de { = HT M Si on
X—+o0 X
f(x)

avait € # 0, la quantité ==~ garderait un signe constant au voisinage de +o0o donc f(x) aussi. On aurait aussi
x

— — +
) ~ { donc fx—1) ~ { qui devient 1‘()(721) ~ L. Montrer comme f = Lau diverge par RIEMANN,
X +oo x—1 +4oo X +o0 X 1 u
. SN .. N too 5 f(u) +
on arriverait a une contradiction. Ainsi £ = 0 et on a donc f1 u “flu—T)du= | ————= .= £(1). Alors,
u
t —+oo
_ —2¢(c _ —2¢(c o s 2f(s —
(1) f1 s f(s—1)ds = j; s “f(s — 1)ds avec CHASLES d’ou Vt > 1, = tf f(s —1)ds.
too oo 5
c. Comme f u”“f(u—1)du converge, on en déduit que lim s~ “f(s—1)ds = 0 (une sorte de reste)
1 totooJt

+ +
car j; h sT2f(s — 1)ds = f] OOs_zf(s —1)ds — f] s72f(s — 1)ds. D’apres a., . lim (t) = 0. On a aussi
—

+oo
(

im =D g =) =T o Ay final, lim (8 = lim (@ fw):o—o:o.

t——+o00 t t—+oo t—1 t t— o0 t—+oo t
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Appliquons le théoréme des accroissements finis & f (qui est bien dérivable sur [t — 1;t]) entre t — 1 et t :
Juy €]t —15t[, f(t) —f(t—1) = (t — (t —1))f (u) = f'(u). Or comme f'(t) = o(1), f(t) —f(t—1) = o(1) donc

gy = ) = fe=1) _ (1) (1) = (L) Cf(—1) = ¢ .
f(t) = " =oly 'Slf(t)J:ooO " , comme f(t) —f(t 1)ff(ut)etut+ootcart T<ug <t,

' (ue) +:OOO(,[]T<) donc '(t) = w +:ooo(tk%)- Par récurrence : Vk € N, LLTOO tf'(t) = 0.

d. D’aprés c., Ito > 0, Vt > to, |f'(t)] < tiz donc ' est intégrable sur [to; +oo[ d’aprés RIEMANN, ainsi

too . . . t
j; f'(u)du converge et f admet bien une limite finie € en +oo car Vt > to, f(t) = f(to) + ft f'(w)du (2).
0

0 +oo
En passant a la limite dans (2), ¢ = f(0) + f u)du donc f(t) — ¢ = — j; f'(u)du.

Un petit lemme préalable : si g et h sont mtegrables sur Ry et h est positive avec g(t) = o(h(t)), alors
(o)

—+oo —+oo
[ gwau = o(f h(u)du). En effet, soit ¢ > 0, Jto = 0, Vt > to, |g(t)] < e[h(t)] = eh(t). On
t —+o0 t

integre entre t et +00 (on le peut) et ‘ f (w)du < j; f u)du. Clest fait !

+
Comme f(t) —¢ = — j:( =y (u)du, en appliquant le lemme car f'(t) = o(t—k> pour k > 2 (les hypotheses
o0

Crific _ too _ 1 — 1
sont vérifiées), onaf(t)—€+_ooo ft ?du =0 T o)

a. g :t+— £— est continue et positive sur R . f = g(t)dt converge pour x > O car g(t) = o(e™') = o (%)
t X +o00 +o00 t

+ +
et que = dt converge d’apres RIEMANN : f est bien définie sur R* . f(x = g(t)dt — b g(t)dt avec
+ 1 1
X

—x
CHASLES donc, d’apres le théoreme fondamental de Uintégration, f est C! sur R et f'(x) = —g(x) = —€—.
x
b. Si x > 0, par intégration par parties en posant u(t) = —e~* et v(t) = %, comme u et v sont C' sur [x; +-00]
: : e~ oo e tdt 1 1 ; :
et lim u(t)v(t) =0, on obtient f(x) = - f 5=. Or comme Vt > x, = < —, on a la majoration
t—=+o0 X x t t X

+oo =t —x —x —x —x —x
0< f dt <L f e tdt =&, = o(e—). Ainsi, f(x) = LJrO(L) d’ott f(x) ~ &—.
x X% 4oo \ x too X x oo x

Six€]0;1[7f(X):fX et:dt+ﬂ+ooet;tdtetf: %dt:f] _t_]dt+f1 Tat = —n(x) +f 7—1dt

eft

—1 s prolonge par

1 -t
par CHASLES et linéarité de 'intégrale. fo %dt converge puisque h : t —

1 -t
continuité en 0 en posant h(0) = —1 (par développements limités), il vient f £ t_ 1 dtf O(1) (et méme
X

1 —t 1 —t 1 —t
. e " —1.. e —1 e -~ ~_
im [ " dt = fo " dt) donc f " dt N f(x) 5 In(x).

x—0t x
—X

c. f est intégrable sur R car elle y est continue et que f(x) v In(x) ?o(ﬁ) et f(x )-4:;0 eT +—Ooo(x1—2>.
De plus, u = f et v = id sont de classe C' sur R%, [xf(x)}g_oo converge par croissances comparées avec la

tion b. f(x)~—xl t xf ~ e *d 1 f(x) = U f(x) =0.
question b. car xf(x) X n(x) et xf(x) e onc lim x (x) Jim x (x)

+o0 +o0 +oo

. , . . _ _ X _ —x I 400 _

Par intégration par parties, on a donc fo f(x)dx =0 \[;) (—e™*)dx fo e Xdx = [—e ], 1.

On pouvait prévoir ce résultat en admettant pouvoir inverser les intégrales doubles (théoréme de FUBINI),

f:oo f(x)dx = f:oo (f:oo e ! dt) dx = ﬂ0<x<t %dtdx = f;oo (fot %dx) dt = f;m e~ Xdx = 1.
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1/n n
Posons u,, = #/n = (n—') pour n > 1. D’aprés STIRLING, on a
n!

(n!? nl {oo \/7 oo \/L(] +o(1))

_ —1/n 1/n : -1/ _ oy _ 1 _ .0 _
donc uy e(2mm) (1 4+ o(1))"/™. Or nBTOO(ZTm) ngToo exp ( o In(2mm)) e 1 car
nI—EToo @ = 0 par croissances comparées et (1 + o(1))'/™ = exp (% n(1+o(1))) = exp (o(%)) qui
tend vers 1. Ainsi, Um u, =e.

n—+oo
Indication donnée pendant 1'oral et qui permettait de se passer de ce passage par les o(1) : montrer que si
1 1
on a deux suites strictement positives (un)nen €t (vn)nen telles que uy +~ vn, alors u ~ vt
oo

+oo
% = 1 u
. . n L . .
En effet, si lim 0 =1 ona % = (u—“) = e“ln("n) or lm In (u—“) =1n(1) = Um oo
n—+00 Vv Vﬁ Vn n—-4oo Vn n—+ocon
n
* 1 1
n LN LN
donc on a bien lim u—’} =1 qui est la définition de ut ~ vi. En utilisant ce résultat, toujours d’apres
n—+oo V'r? +oo
Tl e 1 1
STIRLING, on a 1~ ~ /m —/n =

doncun ~ e(2mn)~'/™ et on conclut comme avant car lim e(27n)
T‘L' “+o0 2mn “+o0 n—+oo

n n
On pouvait penser aux sommes de RIEMANN mais vy, = In(un) = 1 > (tn(n) — In(k)) = 1 > f(K)
nyr—q n

e.

avec f : x — — In(x) mais f n’est que continue sur Uintervalle ]0;1] et pas sur un segment donc on ne peut
1
pas appliquer le théoreme sur les sommes de RIEMANN. Pourtant fo (—Inx)dx = [x — xIn(x)]0" =1 et si

lim v, =1alors lim u, =e' =1 par continuité de exp.
n—-+oo n—-+oo

a. Par hypothese, A = f f > 0. Comme f est continue sur [0; 1], en posant F : x — f t)dt, la fonction F

est la primitive (donc de classe C') de f sur [0;1] qui s’annule en 0, elle est strictement croissante car f > 0

donc réalise une bijection de [0; 1] sur [0; A]. Pour n € N*| les conditions imposées & xg,x1, - * -, X, T€viennent
aVvk e [1;n],F(xx) — F(xk—1) = & donc puisque xp = 0 est attendu, Vk € [0;n], F(xx) = KA " Ceci montre
n
l'existence et I'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xj = F~! (M)
n
1 5 KA 1
b. Pourn > 1, uy = — > g(Fq(—)) = Z h( ) en posant h : x — goF '(xA). Comme h
N k=1 n N k=1

est continue par morceaux sur le segment [0;1] par composée, un théoréme du cours montre que l'on a

1 1
: — _ ! . _ . 1 .. . e
nl_1>1100 Up = fo h(x)dx = L/; h(e(t))e’(t)dt en posant x = @(t) avec @ : t — AF(t) une bijection strictement

f £

1
croissante de classe C' de [0; 1] sur [0;1]. On parvient donc & lim u, = fo goF~ToF(t)x f(t)dt =

n—-+oo

n . in :
a. Soit x € R\ 2nZ, alors Dy (x) = %—i—Re (1231 e‘k"> =3 14 Re (e”‘%) car e’ # 1. Par conséquent,
+1
1 i(n+1)x 2isin (E) ] cos ((n )X) sin (ﬁ)
Dn(x) =~ +Rele 2 —2°|=_+ 2 2~ en introduisant I’angle moitié ce qui
2 x 2 sin(x/2)
2isin (=)
2n+1 1
1 sin(( = )X) —sin (i) sin((n-l-f)x)
donne Dy (x) = >t 2 2~ = 2 avec une derniere formule de trigonométrie.
x X
2sin (- 2sin (-
sin (2) sin (2)

cos(At)
A

b. Si ¢ € C'([0;7], R), par intégration par parties en posant u = ¢ et v(t) = — de classe C! sur [0; 7] si
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s /
A>0, fﬂ @(t) sin(At)dt = [— M} . —i—foﬂ Mdt. Par inégalité de la moyenne et |cos | < 1

A A
s s
‘ f ) sin(At) dt‘ (|(p(a)\ + |o(b)] + f \(p’|)- Par encadrement : _lim @(t) sin(At)dt = 0.
0 A—+oo JO
S o 71 27 LA X1 _ ot
c. Pour n > 1, par linéarité de I'intégrale, f xDn (x)dx = [X—} + > f xcos(kx)dx. Or [—} =
0 4 =1 Jo 4 1o 4
NP . sin(kx) 1
et, par intégration par parties en posant u(x) = x et v(x) = . onau et v de classe C' sur [0;n]
7 1T _cos(km) — 1 , I _
et fo xcos(kx)dx = . fo sin(kx)dx = —z de sorte que l'on parvient & fo xcos(2kx)dx = 0 et
7T _ 2 S 7T _ L -
fo xcos((2k + 1)x)dx = ETFE Ainsi : fo xDon(x)dx = 4 Z_: (2k+ 72
' t x sin ((Zn—l— ) )
D’apres la question a., fo xDon(x)dx = fo x—xdx = f @(x) sin ((Zn + ) )dx en posant
Zsin( )
2
Qx> X . La fonction ¢ est continue sur ]0; 7] et se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) =1
X
2sin (7)
2

2sin (z) — X cos (z)

car sin(u) Tw De plus, ¢ est de classe C' sur |0; 7] par opérations et Vx €]0;7], ¢’(x) =
X
4sin? (-

sin (2)

X
2(= +0o(x?) —x(1+o(x))
2 o(1) _ o(1),on a liT(I)lJr ¢’(x) = 0 ce qui montre par le théoréme
X—

Or o (X)i xz + o(xz) ? 1 —|—o(1) 0

de prolongement C' que ¢ est de classe C' sur le segment [0; 7] et que ¢’(0) = 0.

. . m L m . 1 ) _
La question b. prouve alors que n1—l>11<>o fo xDon(x)dx = lim @(x) sin ((Zn + z)x dx = 0.

n—+oo J O

+o0 2 n—1
. - 2 2 1
Par conséquent, la série ——=—— converge et —_— . Mais en posant S,, =2 —_—
4 20 @17 seet X Geri? 4 P n=2 2 Gy
n 1 n 1 n—1 1
et T, = —,o0n a Iy = — + —_— = “ + “ en séparant les termes pairs et impairs.
N T L g T ey P P P
Comme on sait que la série de RIEMANN iz converge (2 > 1) vers ((2), en passant a la limite ci-dessus :
k>1
2 400 2
(2) = ) + ™. On en déduit classiquement : ¢(2) = iz =0,
4 8 K 6
n 1
a. Pour n € N*| u, est bien défini et strictement positif. Ainsi v, = In(un) = In ( IT 0+ k) “) donc
k=1 n
n
=1 Z ( ) Comme la fonction f : t — In(1+1) est continue sur le segment [0; 1], par le théoreme
n :
1
sur les sommes de RIEMANN, on a hT vn= f f= [(1+x)In(1+x) —x]) =21n(2) — 1. Par conséquent,
n—-+0oo
par continuité de exp, Um un = lm e'n =e2m@-1 =4 —
n—-+oo n—+o00 €

1 1

I\ I\
b. On peut écrire u, = 1 (@) "= ((zni)) " Or on connait I'équivalent de STIRLING n! ~ /2mn2-
n\ nl n"nl 400

Ainsi 5127?)' ~ m(zn)hen ~ (ﬁ)4n = ﬁ(é)n. On en déduit que un +:OO (ﬂ(g)n +o0 (%)n))
1

3

e

n! +oo V2mn"t nme™ +oo  e"

Alorsuy, = e% ™ (V2(8) 0(87) = ain(brfintvErom) = 4yorlin@ro() _ 4(;, 2] o
+o0 too oo e +oo e 2n

)

en effectuant un développement limité & ’ordre 1 de exp en 0.
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P . . . 21In(2
On retrouve 'équivalent u,, o ¢ de la question a. ; mais on a beaucoup mieux, u, — l{+~ (2) .
o] o) en

a. La fonction f : t — Sltit est continue sur R en posant f(0) = 1 (classique). Or u:t — 1 — cos(t) et

vt 1 sont de classe C! sur R* et, par DL ou croissances comparées, lim u(t)v(t) =0= Um u(t)v(t).
+
t t—0+ t—+oo

+oo +oo s +oo +oo 1 _ R
Ainsi, par IPP, les intégrales fo uv = fo SlT“tdt et fo w' = — fo ]J[%Stdt ont méme nature.

Or la seconde est absolument convergente car la fonction g : t —

H[%St se prolonge par continuité en 0 en

1

1 e [T sint .
posant g(0) = 5 par DL et g(t) = O(t—z) Alnsi, fx Tdt converge (mais pas absolument) pour x > 0.

+oo s +oo - X s
Soit donc F: Ry — R définie par F(x) = f %dt = fo Sltitdt - fo Sltﬂdt. Comme f est continue
X

sur Ry, la fonction Fy est C' et vérifie F/(x) = —f(x) = —S$inX
X

par le théoreme fondamental de 'intégration.

b. G : x ~> x est aussi de classe C' sur R, donc, par IPP, on a fa F(x)G'(x)dx = [F(X)G(x)]g—foa F/(x)G(x)dx

pour un réel a > 0 ; ce qui donne j;)a F(x)dx = aF(a) + f sin(x)dx = aF(a) + 1 — cos(a).

+
Or par IPP encore, aF(a) = a[w} + af ]_#dx = cos(a) — 1+ af Oo 1=cosx gy et
t a a X a x

: a _ T 1 —cosx 4. _ too g T cosx oo 4 T cosx :
on obtient fo F(x)dx = afa 2 dx = afa dex afa e dx =1 afa =T dx qui se
transforme par une ultime IPP, u(x) = sinx et v(x) = %7 en foa F(x)dx = 14 S04 _7q f smxd

x

+o0 : +o0
Enfin ‘f Sde ‘ f ‘%‘ = % donc lim $4 — {im %dx = 0 et on peut enfin
a X 2a a—+oo a a—+ooJa X

+oo +oo i a
conclure a la convergence l'intégrale proposée et que I = \]; ( f Sltntdt) dx = Um F(x)dx = 1.

X a—+oo JO

a. Comme f : t +— ﬁ est continue et décroissante sur R* . on pense & une comparaison série/intégrale.
k41 1 Kk o
Pour n > Tet k € [n+1;2n], on a fk f(t)dt < f(k) = —= < f(t)dt. On somme ces inégalités

N

2n+1 2
pour k € [n + 1;2n] pour avoir I'inégalité [2v/t]3% = f:] d—i < Sp < f " dt = [2vt]3™. Or
n

VAT =2(V2—1)ymet VAR =2+ T -2+ 1 —zf(\/z+ - \/1 +;) f;oz(ﬁ—])\/ﬁ.

Ainsi, on arrive a I’équivalent S, o 2(v/2 — 1)y/n par encadrement.
o0

b. On peut aussi écrire S, = nx-— N et, comme f : t — — 1 st continue sur le
p n Z /7 =n n kZ] 4 Kk v+t
n
1
segment [0; 1], par le théoreme sur les sommes de RIEMANN, on a lim Sno_ j;) f=[2V1+t]) =2v2-2.

n—+4o0 \/TT

On retrouve bien I’équivalent de la question a. : Sy, ol 2(v2 = 1)y

a. Soit x € R,sh(x) =1 <= e¥—e *=2<=e’X—2e*-1=0<=y?>—2y—1=0en posant y = e* > 0.
Le discriminant de cette équation vaut A =4 +4 = 8 = (21/2)? donc y = Zi%ﬁ mais comme y > 0, on a
forcément y = 1+ /2 donc sh (x) = 1 <= x = In(y) = In(1 + v2) = «.

b. Vt € [0;a], 0 < sh(t) < 1 car sh est croissante donc 0 < (sh (t))™*! < (sh(t))™. Ainsi, par croissance de
I'intégrale, 0 < Inq1 < In. La suite (In)n>o est donc décroissante et minorée par 0 donc convergente.
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Avec la question d. (qui se démontre indépendamment des questions b. et c.), si on note ¢ = liT I et si
n——+oo
on avait ¢ > 0, on aurait 1111 (nIn+(n—1)I,_2 = +0oo ce qui contredit le fait que nl, +(n—1)I_2 = In(2).
n——+oo
De méme, ¢ < 0 est impossible et on en déduit donc que ¢ = 0.
La bonne méthode est d’utiliser le théoreme de convergence dominée : Vt € [0; «, llT (sht)™ =0 avec la
n—

24 [0 4
3 3 . n 3 n — —
domination ¥n € N, Vt € [0; «[, |(sht)™]| < 1, alors nl_1>1100 j;) (sht)™dt = fo 0=0.

. 5 2 (X pe X 27 X e X ZieZX_i_z_'_e—Zx_

c. Soit x € R, ch“(x) —sh“(x) = (72 ) ( 3 ) = 2

d. Soit n > 2, en posant u(t) = (sht)™~ ! et v(t) = ch (t), on a u/(t) = (n—1)ch (t)(sht)™" 2 et v/(t) = sh (1),
[0 4 X

les fonctions u et v sont de classe C' sur [0; «] donc I, = fo u(t)V'(t)dt = u(t)v(t)]§ — fo u(t)v(t)dt d’ou

In = [(cht)(sht)*1]&—(n—1) foa(cht) (sht)™2dt. De plus, I = (cha)(sha)* ™! —(n—1)(I;,_2 +1) car

(cht)? =1+ (sht)?. Ensuite I, =+v2 — (n —1)I,_2 — (n — 1)I,, car chox = /1 + (sha)2 =2 et sho = 1,

ce qui revient & la relation attendue nl,, + (n — 1I,,_» = v/2.

e?X 42— e _ -1

INNTN

)dt
(

e. Comme la suite (I )nen est décroissante, pour un entier n > 2 fixé, on a I,_» > Iy ce qui donne

nly + (n — D2 = V2 > (2n — 1)I,, ou encore I, < % De méme, I,, > I,.2 donc, comme
n—

(M4 2) g2+ M+ DI = v2, V2 < (2n + 3)I, , cest-a-dire I, > V2 . Par encadrement, 1, ~ 1
2n+3 +o00v/2n

1
a. [p = f V1 — x2dx est 1'aire d’un quart de cercle de rayon 1 donc Iy = % Ou alors on pose le changement

/2 /2 .
de variable x = sin(t) d’ou Iy = f V1 —sin?(t) cos(t)dt = f Mdt = [w} =I

2 4 4

1
(sin est C! de [O; %] dans [0;1]). Plus simplement, I; = fo xV1 —x2dx = [— %(1 —x2)3/2}0 = %

Pour x €]0;1[ et n € N, 0 < x™1V/1 —x2 < x™/1 —x2 qu'on intégre sur [0; 1] pour avoir 0 < Inyq < I
(inégalité stricte vient du fait que les deux fonctions ne sont pas constamment égales).
Ainsi (In)n>o0 est strictement positive et strictement décroissante.

b. Sin € N, les fonctions u : x — —%(1 —x%)3/2 et v : x = x™ sont de classe C' sur [0;1] donc, par
intégration par parties, puisque u/(x) = xv/1 — x2 et v/(x) = nx™~ !, on a la relation :
n

1
It = fo x™(xV/1 —Xz)dxz [—%(1 3/2 nf (1—x )3/2dx— nf (1T—x )3/2dx.

En écrivant (1 —x?)3/2 = (1 =x?)v/1 —xZ et par linéarité : 1,11 = %In—l - %ITLJ,_] donc Iy 41 = %In_].
n
c. On en déduit donc, d’apres a., que 0 < Iny1 = ——1I,, 1 < Iy < Iy_7 donc —— < . Ainsi,
n+3 nt3 T

par encadrement, on a lim In =1donc I, ~ Inh_1.
n—+oo Iy _1 o0

d. Pourne N upy1 = (n+1)(n+2)(n+3)Int1ln = (n+1)(n+2)nly 11, d’apres b. donc uny1 = un et

la suite (un )ne N+ est constante. Comme ug = 6Ipl; = %, onadoncVn =1, (n+1)(n+2)(n+3)Ih 1, = Z.

2
N 2 1
D’apres c., Iy ol Inln—1 = In(nt ?)(n—i—z) ol 2n . En passant a la racine, comme I, > 0, I, ot /ﬁ.

a. Il est clair que f est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (E)

b. f est de classe C* sur [0; 1], positive. Si k =0, f(x) = (1 — x)™ donc f est décroissante sur [0; 1] et varie

de 14 0. Si k =n, alors f(x) = x™, donc f est croissante sur [0; 1] et varie de 0 & 1.
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Si k € [1;n — 1], on calcule f'(x) = (x*7T 1 =)™ — (n — k)X = %)™ qui se simplifie en

f(x) = (*;) A =)™ (K (1 = %) — (0 — K)x) = (2) 11 = x)™ %1 (k — nx) donc f est croissante

. . n\ /kyk/mn—kyn-k
sur [0;k/n] et décroissante sur [k/n;1] avec pour valeur maximale 5 <7) <7) . Sin = 2k, alors
n n

2k
f(l—x) = (k)(] —x)*(1 = (1=x))* = f(x) donc le graphe de f admet un axe de symétrie d’équation x = %

c. Six €]0;1[ et k € N est fixé, quand n tend vers +oo, f(x) = (n —nl!d)k. (](1__ ;(]Z or on peut aussi écrire

(nii!k)! =nn—1)..n—k+1) ol n* donc f(x) ol ﬁnk(l —x)™. Pas la bonne question !!!!

d. On intégre par parties dans I k (si k < n) en posant u(x) = E: : et v(x) = x™ %, wet vsont C' sur [0;1]

et W(x) =xKet vV(x) = —(n—k) (1T —x)" %1 I = {Xk?_f;ik}; + T}z;]; 01 (Ll)xk] (1 —x)" kT,
— | |

Mais t+]1<<2> T (& Jr(T;)k!](jin. Wl (k+1)! (2; —n (ki 1)' Alnst Injc = In s

On en déduit que Vk € [0;n], Inx =Inn = fo xMdx = L’in_:”; = n17+1

La fonction f : t — % est continue sur |m; +00[ et f(t ) = O( ) donc f est intégrable sur [4; +o0[. De
-

=t 1 donc fse prolonge par continuité

plus, comme sin(t) = sin(m—t), on a sin(t) ~m—t donc f(t) ~ =~
s — 7)) 7

n .
en 7 en posant f(n) = 1 Ppar conséquent, f est intégrable sur |rt; 400 donc I = f > :Zm&dt existe.
s n — 7t
. (7 sin(t)
Pour tout entier n € N*, posons u,, = f tzidt Ainsi, si on définit la somme partielle S;;, = Z Uy
nr — 7t k=1
+
pourn >1l,onaS,_1 = f mdt On sait d’apres ce qui précede que im S, = f > sin(t) dt =L
2 _ ot —+o0 T tT—mt
e Sur [kr; (k+ 1)7, sin est du signe de (—1)¥ donc wy aussi est du signe de (—1)% : > uy est donc alternée.
k>1
e Par l'inégalité de la moyenne, on a |uy| < f(k+1)ﬂ dt < ] donc Um wuy =0
’ = Jkr t(t — 7'[) S k(k+ 1w k=500 '
(k1) \ 51n | sin(u 4 k)| sin(u)
_ _ — d sant
o |uy fkﬂ f (w4 k) (u + (k — f )+ (k= 1)) u en posan

i sin(u) B sin(u)
fo (u+(k—|—l)7r)(u+k7t)du fo k) (u+ (k= 1))
_ (rsinwutk-—Dr—u—(k+1)m) . _ & du
st =l = J) G G e e (= D T 2o e D e T =)
done [uis1] — | = 2 [ du <
0 (u+ (k+1)m)(w+km)(u+ (k—1)n)

Le critere spécial des séries alternées montre alors que Y uy converge, on le savait déja. Il nous apprend
k>1

u =t—km. Ainsi|uxi1|— |uk| = du ce qui devient

0 donc (Juk|)k>1 est décroissante.

+oo
aussi que le signe de I = Y uy est celui du premier terme, c’est-a-dire de uq qui est positif. Ainsi, I > 0.
n=1

a. Pour x € R, la fonction fx : t — %dt est continue sur R’ (et méme sur Ry six #0).
x

De plus, si x # 0, fx(t) Y ln(zt) =0 (ﬁ) par croissances comparées donc fy est intégrable sur ]0; 1] par critere
x
de RIEMANN. Par contre si x =0, lim tfo(t) = lim In(t) = —oo donc fp n’est pas intégrable sur ]0; 1].
t—0t t—0+ t



lTch(zt) -0 (tgﬁ) donc fy est intégrable sur [1; +o00[ par RIEMANN.

Au final, le domaine de définition de F est D = R* et F est clairement paire sur D.

1
u

0
de variable t = ¢(u) = i montre que F(1) = f+oo % ( - ﬁ)du = —F(1) donc F(1) = 0.

Pour tout x € R, fx(t) ~
+o00

b. Comme ¢ : u+— —+ est une bijection de classe C' strictement décroissante de R* dans R?, le changement

. _ a s e ot In(t) _ ot In(xu)
c. Soit x > 0, en posant t = xu (facile & justifier), F(x) = fo Ry dt = j;) T2 +X2u2xdu. Or

In() = In(x) + tn(u) done F(x) = lnix) fo+oo ] iuuz n ip(]) = @[Arctan(u)}gw — %X(X)

min |x|
20|

a. Pour n € N, on définit f, : }O; %} — R par fo(t) = sm(?ﬁt)) Alors f,, est continue sur }0; 721} par
sin

théoreémes généraux et elle se prolonge par continuité en 0 en posant f,, (0) = n car sin(u) T Ainsi, pour

Comme F est paire, au final, on obtient ¥x € R*, F(x) = F(|x|) =

/2
n € N, J, est bien définie en tant qu’intégrale de fonction continue sur un segment. Jy = fo 0=0et

/2 /2
1= fo 1= 7; Comme sin(2t) = 2sin(t) cos(t) et sin(3t) = —4sin®(t) +3sin(t), J2 = fo 2cos(t)dt =

s

. /2 o /2 B .2 - /2 B |: . }7[/2
2sin(t)]y " =2et J3 = fo (3 —4sin“(t))dt = fo (2cos(2t) + 1)dt = | sin(2t) +t . X
/2 . el
b. Pourn € N, par linéarité de 'intégrale, on obtient J412—Jn = fon stn((n + Z)tzt) sin(nt)
sin

or on sait que

7T : /2
sin(a) — sin(b) = 2sin (& E b) cos (a—2|—b) donc Jpi2 — Jn = fo /ZZCOS((T‘L +1)t)dt = Z{W .

1P
d’olt Jny2 — Jn = 0 si n est impair et Jn42 — Jn = 2(=1) si n = 2p est pair.

2p +1
e Comme J; =J3 = %, par une récurrence immédiate, on a Vn € N, Joni1 = %
) n—1 n—1 2(_])k
e Pour n € N, par télescopage, J2n = Jo + 3 (k2 — Jo) = 3. .
k=0 k=0 2k +1
sin(xt)

c. Pour x > 0, on effectue une intégration par parties en posant u : t — et v = f qui sont de

b i b b
classe C! sur le segment [a;b] et on trouve f f(t) cos(xt)dt = [M} -1 f f'(t) sin(xt)dt. Or on
a X a X Ja
peut majorer [M} sin(bx)f(b) sm(ax)f(a)’ < [lloc,fasp) pour la partie “toute intégrée”
X a X X

b b b —a)l|f : e . -
et ‘lf f'(t) Sin(xt)dt‘ < lf If'(t)]dt < ( Moo, ez par inégalité triangulaire sur les intégrales
X a X a X
car f et f' sont continues sur le segment [a;b] donc elles y sont bornées. Ainsi, par inégalité triangulaire,

2||f . b —a)l|f .
< [#lloe,(as0) + ( 11 loo, o) — 0. Par encadrement, la majoration
X X—400

b
on arrive & ‘ f f(t) cos(xt)dt’
a

b
précédente permet de conclure que lim f f(t) cos(xt)dt = 0.
x—+oo J a

d. Toujours par linéarité de l'intégrale et avec la formule sin(a) — sin(b) = 2sin (& E b) cos (& ; b), on

trouve Jni1 — Jn = fﬂ/z 2sin(t/2) cos(((2n +1)t)/2)

o Sin(0) dt. Or sin(t) = 2sin (%) cos (%) donc, en simplifiant,

/2
Jn+1 —Jn = J;) ](t cos ((Zn;— 1)t)d’c. D’apres le lemme de RIEMANN-LEBESGUE vu en c., comme
cos (=
2
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% est de classe C! sur le segment {O; %} et Um

2n +1
cos (7 n—-+oo 2

= 400, on a nE;TJTrLoo(]n+] —Jn) =0.

La suite (Jan+1)n>0 est constante donc elle tend vers % Comme Joqn = Jon+1 — (Jan+1 —J2n), ce qui précede

montre aussi que Uim Jyn, = =. Comme on a les indices pairs et les indices impairs, (Jn)n>o tend vers .
t i 1'+ 7ZTC les indi irs et les indices impai >o tend z
n—-—+0o0o
On en déduit que lim nil 2(=1)" =T ce qui s’écrit aussi —io (=D" _ T
n—+oo 1=y 2k +1 2 o 2n+1 4

3 ] ] . , . k+1 dt ] k dt
a. Les fonctions t +— " et t — Z sont continues et décroissantes sur R* donc fk T < X < 1t

e o ff k>2 O 1 ier d d k € [2
t fk 2SS )2 pour k > 2. On somme le premier de ces encadrements pour k € [2;n]

~ nt dt ] ™ dt ~
pour avoir 1 + 5 < ) k <14 f £ et le second pour k > n (tout converge) pour obtenir
k=1
+o0 too +o0 . +eo

dt 1 dt 1 1 1 1

= < —5 < Ainsi, T+1 1) —1n(2) < L <141 et - < A
J. <X fn] i) —n@) < DL <Trmmer t< P b <

U IS 1
On en déduit par théoreme d’encadrement que Y. — ~ In(n) et 5 ~ =
k=1 k 4o k=n k% +oomn
= 1
On peut procéder de la méme maniére pour montrer que ». —3 ~ —— mais on peut aussi établir que
k=n k> 400 2n
2 1 1 2k —1 2 2 ; A
= {——>5 — 5 = —5— car 2k* — 4k + 2 < 2k“ — k ce qui, en sommant et par télescopage, donne
K (k=172 k¥ K(k—1)° d P pag
= 1 IS 1

la majoration < ————. Ainsi, —- = O(—)

) Z K3 T2 —1)? k;n K> +oo \n?
b. Pour n € N* la fonction f,, : Ry — Ry définie par f,, (t) = — 1 st continue sur Ry et fo(t) ]

(1+ )" " e B
donc f, est intégrable sur R, d’aprés RIEMANN car 3n > 1. Ainsi, pour tout entler n > 1, le réel u, existe.

aron et v(t) = 1 dans

c. Soit n € N* on effectue une intégration par parties en posant u(t) = ]
I'expression de uy, les deux fonctions u et v sont de classe C! sur R et ltm u(t

+ Sn
Jv(t) = u(0)v(0) = 0 donc

+oo +o0o
_ t } —3nt3 4 3 _ 3 . NS
Uy = | —5— — ——=2= . En décomposant t> = (1 +1t°) — 1 et en utilisant la linéarité de
n |:(.] +t3)n fO (1 _|_t3)n+1 p ( )
Pintégrale (les deux intégrales convergent), on obtient wu,, = 3n(u, —un41) donc unyq = 3“3;11“1.

n

d. viiy1 —vn = aln(n+ 1) + In(un41) — xln(n) — In(un) = aln (1 + l) +In (1 - 3%) donc, avec les
n n

développements limités, v — vn = % + O(ﬁ) - i + O(#) = (oc - %)% + O(ﬁ)

e Sia# l, Vgl —Vn ~ (oc — ]> donc Y (vny1 —vn) diverge par RIEMANN.
3 +oo 3 T1>1

e Sia= %, Vil —vn = O( ) donc > (vn41 —vn) converge par RIEMANN.
n>l

Ainsi, par dualité suite-série, la suite (vn)n>1 converge (vers un réel £) si et seulement si o = 1
3

Comme v,, = % In(n)+in(un) =1n (nl /3un) et que 1111 v, = {, en utilisant la continuité de ’exponentielle,
n——+oo

on en déduit que lim n'/3u, = e’ # 0. On a donc Péquivalent u, ~

n—+o0 +oo %/H

Tout d’abord, comme la fonction fp : RY — Ry définie par fp(t) = Ar%;n(t) est continue et que

fu(t) Y tb%], la fonction fp est intégrable sur ]0;n] (pour tout entier n € N*) si et seulement si b —1 < 1.

Ainsi, la suite (un)n>1 est bien définie si et seulement si b < 2.
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a. Sib>0etb#1,onadoncb €]0;1[U]T;2[...4 terminer.

e Soit maintenant b < 2, alors comme f(t) o Ztlb donc f est intégrable sur R si et seulement si b > 1 et
o0

+
nous poserons dans ce cas I, = fo > Ar%%n(t)dt > 0 (si b €]1;2] donc).
. " Arctan(t) . Arctan(n)  n dt ) dt
e Sib < 1, par IPP, fo ne = - b)nbf] fo =0y —|—t2)tb*1 etg:t— 0o —|—t2)tb*1

+oo dt

est intégrable sur R ssi b > 0 et dans ce cas, on note J, = f

o (1-b)(1+ ! > 0 (si b €]0; 1] donc).

. o +o0 Arctan(t) . " Arctan(t) n Arctan(t)
. < ’ Arctanit) Arctan(t) .. " Arctan(t)
b. e Si b < 0, comme l'intégrale j;) b dt diverge, on a fo o dt ol f1 ne dt et
™ dt " Arctan(t) w ™ dt n Arctan(t) 511 » ™ dt
s at - AR Y < T at ALy g at
on encadre 4 f] o S f] g dt < 7 f1 0 donc fo e dt est "de ordre de f1 0 donc
1
de .
b
— +oo Arctan(t) . . nArctan(t) .. x ™1 n Arctan(1/t)dt
eSib=1, fo dt diverge aussi, et comme f1 o dt = 5 f] tdt — f1 e ,
n
on a f Arctan(t) dt ~ min(n) car la fonction t — ATLE(]/J() est intégrable sur [1;4o00].
0 t 400 2 t
e Sib €]1;2[, on a donc uy, ~ I—E’l et > un converge si et seulement si a > 1.
+oo n>1
s

e Sib €]0;1[, on a donc un et Y u, converge si et seulement si a +b > 2.

n>1

+r;o (] . b)na+b71

e Sib €] —00;0], on a donc (par majoration ou minoration) > u, converge si et seulement si a +b > 2.
n>l

min(n)

c. Sib=1,0onaun o donc > u, converge si et seulement si a > 1 (BERTRAND).
o

2n¢ n>1
3.83]a. La fonction y?—y’2+y”2—(y+y’+y”)? est continue sur R, par hypothese donc elle y admet des primitives.
Yy -y -y yry -y +
De plus, y* —y? +y"* = (y+v'+y")* = =2y —2yy’ —2yy" —2y'y" = —(v*)' — (y*)' — 2uy')’ = (~(y+v)?)".
Ainsi, —(y +y’)? est une primitive sur R, de y2 —y2 +y"? — (y +y’ +y")?.

2 12
b. L’inégalité classique |yy”| < 9—4;9— montre, par comparaison, comme y? +y”? est intégrable sur R,

—+oo

par hypothese, que yy” est aussi intégrable sur R, . Ainsi, I'intégrale fo yy” converge.

Pour x € R, par intégration par parties puisque les fonctions y et y’ sont de classe C' sur [0;x], on

afx /2_[ /]x_ X 0 sait too t le théore de la limit
0 y = Yy o o yy . I on Salt que o yy converge et que, par le eoreme de la limite

X
monotone, comme x — fo y’? est croissante sur R, elle admet une limite finie ou elle tend vers +oo

quand x tend vers +oo. Il en est donc de méme pour yy’. Mais si on avait llmyy' = 400, on aurait
oo

. x ! . |:1L2:|X _ . . . 2 _ . .
xEToc fo yy = xEToo 7l T +00 ce qul montreralt que XETOOy (x) = +o0, en contradiction avec la

Foo 2 fad 4 oo 12
convergence de fo y~. Ainsi, par 'absurde, on a prouvé que fo y’< converge.

2 2
c. Comme avant |[yy’| < % donc yy’ est intégrable sur R, par comparaison car y? et y’? le sont et, &

oo x / o 21x 2 2 2 - :
nouveau, [ - yy' converge. Or 2 o y(t)y'(t)dt = [y*]§ = y(x)= —y(0)*, donc y~ admet une limite finie en

+oo

+00. Mais comme fo y? converge par hypothese, cette limite est forcément nulle donc lim y(x) = 0.
X

—+0o0

N 12 "2
d. A nouveau, |y'y”| < % donc y'y” est intégrable sur R, par comparaison car y’? et y”? le sont
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214 Jroo/// el x " —_ [,/21x _ ()2 LR :
donc I'intégrale , Yy converge. Ainsi 2 o Y (t)y”(t)dt = [y"?]¥ = y'(x)? —y/(0)? admet une limite finie

—+oo
quand x tend vers +o0o. Si on note ¢ = hm y'(x)? € Ry, comme fo y’? converge, on a forcément ¢ = 0
X——+00
ce qui montre que lim y'(x) =0.
X—>+00
e. Comme y, y’, y” sont de carrés intégrables d’apres ce qui précede, la fonction y + vy’ + y” l'est aussi
donc y? —y? +y"? — (y +y' + y”)? est intégrable sur R, par somme. De toutes facons, pour x > 0,

fox(yz —y?+y"? - (y+vy +vy")?) = [~ (y +y')?]¥ d’apres la question a. et Em(y +1y)? = 0 d’apres les
o0
+
questions c. et d.. En passant & la limite, on a fo oo(yz —y?2 44" — (y+y' +y")?) = (y(0) +y'(0))%

+ +
fo Fy? fo 2y f - f (y+v' +y")% = (y(0) + y'(0))? par linéarité de 'intégrale d’oit

400 “+o00 “+o0
2 "2 _ 2 _ " / 2> 1 Aoalité
fo y-+ j;) y fo y fo (y+y +y")? + (y(0) +y'(0))? > 0 et I'inégalité attendue.
f. Pour qu’il y ait égalité dans I'inégalité de la question précédente, il est nécessaire et suffisant que 'on ait

y(0) +y’(0) =0 et que (E) : y”+1y’ +y = 0. Comme les racines de X> + X + 1 sont j et j2, les solutions

sur Ry de (E) sont les fonctions y : x — (A cos (\2[ ) + Bsin (\2@><))677X avec (A,B) € R?. Comme

y(0) = A et y'(0) = —% + @7 la condition y(0) + y’(0) = 0 équivaut a A + \[B =0ouA = —/3B.

+ + +00
Ainsi, les fonctions y telles que fo Ooy’z = fo Ooyz + j;) y”’? sont les fonctions (en posant A = 2B € R)
Y :ix > ?\( - ?cos (?x) + % sin (?x))eiTX = Asin (%x — g)e%.

Questions de cours :
e Soit un intervalle I et f,g : I — R deux fonctions continues par morceaux et de carré intégrables sur

2 2
. Alors, puisque |[fg| < %&7 Iintégrale fI fg converge par comparaison. Soit ¢ : R — R définie par

o(t) = fl(f +tg)? ; l'intégrale converge car (f + tg)? = % + 2tfg + t?g? est intégrable sur I par somme
de fonctions intégrables. Ainsi, ¢ est bien définie et elle est polynomiale par linéarité de I'intégrale et on a
2
_ 2 2 : .
= fIf +2tf1fg+t fg. Traitons deux cas :

— Si fI g% = 0, alors ¢ est affine et positive sur R donc elle est constante et on a donc fI fg = 0.
2
Alors l'inégalité (fI fg) < fl 2 x fl g? est clairement vraie (0 < 0).
— Si fl g% > 0, comme ¢ est positive sur R, son discriminant est négatif (on ne peut pas avoir deux
2
racines réelles car ¢ serait négative entre les deux). Ainsi, A =4 fI 2 x fI g2 —4( fl fg) < 0 ce qui
2

N s 4 " 2 2

est a nouveau 'inégalité (flfg) < fIf X flg .
2
Dans les deux cas, on a l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : (fI fg) < fl 2 x fl g>.

e Soit la fonction f : Ry — Ry telle que f est nulle sur [O; ﬂ et, pour tout entier n € N* la fonction

f est affine sur [n — 22%;11} et sur [n;n—i— f]—n} avec f( — 22%) = f(n—|— 22]771) =0et f(n) — 1 o

telle que f soit nulle partout ailleurs que sur ces intervalles. Alors f est intégrable sur R, et on trouve

fR f = 2 bien que la fonction f ne tende pas vers 0 en +oo. En effet, si x, = n + 22%, on sait calculer
n

n n n
fox =73 % x 2K+ x (2 X Zk) Z 2k1 ] ( - Zi) qui tend vers 2.
k=1 K=1
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b
a. La fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [a; b] ce qui justifie I'existence de l'intégrale f tf(t)dt
a

dans laquelle on effectue le changement de variable t = @(u) = a+b —u avec ¢ qui est bien de classe C' sur

le segment [a;b] et qui vérifie ¢(a) =b et @(b) = a. Ainsi, d’apres le cours et d’apres 'hypothese faite sur
b a b

f, on a f tf(t)dt = fb (a+b—u)f(a+b—u)(—1)du= f (a 4+ b —u)f(u)du. Par linéarité de l'intégrale,
a

b
on a donc I = (aer)f f(t)dt — I ce qui prouve que I = f tf(t)dt = a—|—b f
a
b. La fonction g : t — % = tf(t) est continue sur le segment [0;7] donc J = f %
14 cos“(t) 0 1+cos“(t)
existe. On vérifie bien que Vt € [0;7], f(m —t) = _sin(m—t) _ f(t) ce qui montre avec la question a.

14 cos®(m—t)

™ tsin(t) n ™ sin(t) T x_
— —dt = = ———F—dt = =|— Arct t = —.
que -[;) 1+ cos?(t) 2Jo 1+ cos?(t) 2[ retan(cos(t))l 4

a. La fonction f :)0; 1[— R définie par f(x) = W =x"2/3(1 —x)~1/3 est continue sur ]0;1]. De
x5 —x

lus, f(x) ~ ———— et f(x) ~ —= donc, d’aprés RIEMANN puis el<;<1fest'ntérablesr[l'l[
Pu’("),m_)vs (X)sz/g nc, d’ap puisque 3 < £ <1, intég ur | o
1
. dx .
et } 2} donc sur ]0; 1[. Par conséquent, l'intégrale fo T converge donc I existe.
3
Méme si ce n’est pas demandé, on peut transformer l'intégrale I en posant x = ¢(u) = 1173 car la fonction
u

@ : RY —]0; 1] est une bijection strictement croissante de classe C ! dont la bijection réciproque est la fonction

+o0 +oo
e ix s 1 X Par changement de variable, I = fo flo(u))e'(w)du = fo ] —(li—uu3 (apres calculs).

+
On effectue ensuite le changement de variable u = ¢ (v) = 1 dans f1 > ] iu 3 car P :]0;1] — [1;400[ est
v

= - f] YAV (apres caleuls). On

“+oo
une bijection strictement décroissante de classe C' donc f1 ] +
LL

obtient donc, puisque v est une variable muette qu’on remplace avantageusement par u et que 'on factorise

“+oo 1 1 1 14+ u)du 1
d o d d
1+u3:(1+u)(u2—u+1),12f0 u3:fo u3+fo L _fo ( )3 :‘/;) Z =

1+u 1+u 1+u3_ T+u w—u+1

2
b. Avec cette expression de I, et en mettant u? —u+ 1 sous la forme (u— 7) + 33 (1 + (Zu — 1 ) ), on

2 4 V3
2
du
trouve I = fol =z —u+1 \[f ( (2u—1) ) = %{Arctan <2u\/§1>}; = \%Arctan (%) par
V3
2n

imparité de Arctan. Or Arctan (L) =T donc I = =1L,
P V3l "6 V3

a. Soit f: R, — R définie par f(t) = v/t + ay/t + 1 +by/t + 2. La fonction f est continue sur R pour tout

(a,b) € R2. De plus, comme Yt > 0, f(t) = \/{(1 +a\/1 —|—%+b 1+%) et que /1 —Q—x?l + % + 0(x?),

on obtient en 400 le développement asymptotique f(t) = \/’E(U +a+b)+ (% + b)% +0 (tlz))

+
eSilT+a+b#0,f(t) ~(1+a+b)y/tdonec lim f(t) = +oco selon le signe de 1+ a+b : f ar diverge.
“+o0 t—+oo 0

eSil4+a+b=0¢et 9 +b #0, alors f(t) e w\/g/z) donc f garde un signe constant au voisinage de 400
oo

+oo gt Tt di
et, puisque f] Vi diverge d’apres RIEMANN, f f(t)dt diverge aussi donc fo f diverge.
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- a 1 e dt
eSil4+a+b=0¢et 5 +b =0, alors f(t ) = O (—/> donc f est intégrable sur Ry car f] 572 converge

+oo
d’apres RIEMANN. Ainsi, 'intégrale j;) f converge.

+oo
Par conséquent, fo f converge si et seulement si 1 +a+b = % +b =0, c’est-a-dire a = —2 et b=1.

b. Dans ce cas, fox f(t)dt = [%ts/z _ ‘Sl(t—i— 1)3/2 4.2 (t+2)3/2} donc, puisque (1+1u)3/? —1 4+ 3u 3u o),
=25 (2 ) ( D7)

f(t)dt = X777 (1 — (141 142 4 _

ona [ (1) 3 + +(1+2 +3 -

)>?
3
obtientlzf (Vi+aViFT+bvEF2)dt= lim f (t)dt = % — V/2) ~ —0,55.

Ainsi, on

=i —\/i)+o(ﬁ).

Analyse : soit f: Ry — R vérifiant les hypotheses de ’énoncé. On peut ré-écrire la troisieme condition,

. ’ . e X N2 B . x+f(x) ,
puisque f’ est continue de primitive f, sous la forme Vx > 0, of (t)2dt = f(x+f(x)) —f(x) = f/(t)dt.

X

Dans cette derniére intégrale, on effectue le changement de variable t = x + f(u) = ¢(u), licite puisque ¢

est strictement croissante, de classe C' et réalise une bijection de [0;x] dans [x;x + f(x)], et on obtient
x+f(x) ,

| f(t)dt = f(x + f(x)) — f(x
X

Vx >0, fxf’( 24t > f (x + f(u

[0; L f(t
La fonction g : t — /(1) (/(t) — f

A

f f'(x + f(u))f'(u)du. Par linéarité de l'intégrale, comme on a

f’( )du, il vient Vx > 0, f /() (F/(t) — f'(x + f(t)))dt > 0.

>0et f(t) —f'(x+f(t)) <0cart<x<x+f(t) puisque f est croissante.
x +f(t))) est continue et négative donc fo () (F(t) = (x +(t)))dt <0

\_//—\

Or, par hypothese, Vt €

—~

et on conclut que fo f/(t) (f’(t) — f'(x + f(t)))dt = 0. Un théoreme du cours nous apprend, pour x > 0,
que g étant continue et négative et d’intégrale nulle sur [0;x] ne peut étre que la fonction nulle. On a donc
Vx > 0, Vt € [0;x], f'(t)(f'(t) — f'(x + f(t))) = 0 donc '(t) — f'(x + f(t)) = 0 car f'(t) > 0. Pour x > 0 fix¢,
on prend t = 0 et on obtient f'(x) = f(0) donc " est constante sur R donc sur Ry puisque f est de classe
C! sur Ry. Comme f(0) = 0, il existe donc une constante a € R telle que Vx > 0, f(x) = ax. Mais f est
supposée strictement croissante ce qui impose a > 0.

Syntheése : Soit a > 0 et f: x — ax, alors f(0) = 0, f' est croissante et f' = a est strictement positive et, pour
tout réel x > 0, fox f/(t)%dt = fox a?dt = a?x = af(x) = a(x + f(x)) — ax = f(x + f(x)) — f(x).

En conclusion : par double implication, on a montré que les fonctions f vérifiant les conditions de 1’énoncé

sont exactement les fonctions linéaires f : x — ax avec a > 0.

Méthode 1 : Comme f’ est bornée sur R, on a ff’ = O(f) donc, comme f est intégrable sur Ry et que

oo

+o0
f’ est continue sur R, la fonction ff’ est intégrable aussi sur R, par comparaison. Ainsi, fo f(t)f'(t)dt

x
converge ce qui garantit 'existence d’une limite finie de fo f(t)f'(t)dt quand x tend vers +oo. On peut

2 2 2
donc poser { = Um f*(x) > 0 car fox f()f (t)dt = r (t)}o _ ) _f (O) Comme f est positive,

X—+00 2 2 2
= /f2(x) donc, par continuité de la fonction racine, HT f(x) = VL. Mais comme f est intégrable sur
X—>+00

R, on sait d’apres le cours que ceci impose 111_7_1 f(x) = 0 comme attendu.
X—1+00

Méthode 2 : supposons que f ne tende pas vers 0 en +oco. En niant Ve > 0, da € Ry, Vx > a, 0 < f(x) <,

il existe un réel ¢ > 0 tel que pour tout réel a > 0, il existe x > a tel que f(x) > ¢. On crée une suite de
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points (xn)n>o0 de la maniere suivante :

- avec a = %, il existe xg > % tel que f(xo) > «.

- soit n € N tel que les réels positifs xg, - - -, xn soient définis, alors on prend a = 1+ x,, > 0 et il existe
Xn41 > 1+ xn tel que f(xny1) > €.
Par construction, on a défini une suite strictement croissante (xn)nen telle que Vn € Ny xp17 —xn > 1 et

f(xn) > €. Par une récurrence simple, on montre que ¥n € N, x,, >n donc lim x,, = +o00.
n—-+4oo

Par hypothese, il existe M > 0 tel que Vx > 0, |[f'(x)] < M. D’apres le théoréme des accroissements finis,
[f(x) — f(xn)| < M|x — x| donc f(x) = f(x) — f(xn) + f(xn) > ¢ — M|x — x| donc f(x) > % des que

Ix —xn| < ﬁ Posons o« = Min (ﬁ, %) >0, on a donc Vx € [xn — a;xn + of, f(x) > % Par construction,

les segments [xn — o;xn + «f ne se chevauchent pas car o < On en déduit, puisque f est positive,

N [—

que Vn € N, an+“f(t)dt > i (ka+af(t)dt> > (n+41)2a)(e/2) = (n+ 1Nae (I). Or la fonction

k=0 MY XRTX

x +oo
X > fo f(t)dt est croissante et elle tend vers fo f(t)dt par hypotheése ce qui est contredit par I'inégalité

nt
(I) qui prouve que xEToo fox i f(t)dt = +o0.

On a donc prouvé par 'absurde que lim f(x) = 0.
X—>+00

x
Pour tout « € R, la fonction fy : t — ]:_ " est continue sur R .

e Comme fy(t) N t% = t‘i"” la fonction f4 est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si —x < 1 <= a > —1
par comparaison et par le critere de RIEMANN (en 07).
e Comme fy(t) fod tx 1 = t%"“ fo est intégrable sur [1;+o00[ si et seulement si 1 —a > 1 <= a <0
par comparaison et par le critére de RIEMANN (en +00).

Ainsi, fo est intégrable sur R si et seulement si a €] — 1;0[. Et comme fo est positive, I'intégrale

+o0
fo fo(t)dt converge si et seulement si f, est intégrable sur RY, c’est-a-dire si et seulement si « €] —1;0[.

a. Six =0, la fonction t — % est nulle sur R, donc y est intégrable et f(0) existe.

L’existence de f(x) et celle de f(—x) sont équivalentes par imparité de la fonction sin et, en cas de convergence,
on aura f(—x) = —f(x) donc f est une fonction impaire sur son ensemble de définition.
cos(xt)

etv:t ] —:tz’ alors u et v sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) =0

Soit x > 0, posons u : t — —

. o . , o . / . ’ o ]_tz
et tl}]poo u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi, comme u'(t) = sin(xt) et v/(t) = AT les

+ i + —t2
intégrales f = Mdt et f = %dt sont de méme nature et, en cas de convergence, on
0 T+t 0 x(14+t%)
+o0 (1 — %) cos(xt) (1 — %) cos(xt)
aura f(x) = A A
( ) fO X(] +t2)2 X(] —|—t2)2
donc gy est intégrable sur R.. Ceci montre l'existence de f(x) pour x € R. Ainsi, la fonction f est définie

dt. Or gy : t — est continue sur Ry et gx(t) = O(lz)
400 t

. . . +oo (1 — %) cos(xt)
et impaire sur R et vérifie Vx € R*, f(x) = S ——dt.
P ) ( ) j; X(] —|—t2)2
b. Pour x > 0, puisque f(x) existe, on effectue le changement de variable t = ¥ = @(u) avec ¢ strictement
X
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+ + ;
croissante, de classe C' et bijective de R} dans R, et f(x) = fo OO E.Sm(:z) lay = fo > uzsm(uz)d
X 1+ - X x4+ u
+oo 1 oo sin(u) -
o . 2 . .
Ainsi, f(x)—1 = fo (ﬁ — E) sin(u)du = —x fo mdu. Comme on sait que | sin(u)] < u

et que la fonction u — ﬁ est intégrable sur R, on peut majorer par inégalité triangulaire et on

X

. 2 T°  du 21 u)]™™ X Lo )
obtient 0 < |I — f(x)| < x fo a2 = x [; Arctan (;)} =5 Par théoréme d’encadrement,

0
comme Um ™ =0, on obtient la limite lim f(x) =L
x—0t 2 x—0+
. 11— 2| o . S
Comme | cos(xt)| < 1 et que la fonction t — a1 )? est intégrable sur R, encore une fois par inégalité

g2
1t |2 dt. Par encadrement, lim f(x)=0.

+oo
triangulaire, avec I’expression vue en a., on a |f(x)| < 1 f ——s
x JO U-+t ) x— 400

sin(t)

+
c. Comme l'intégrale f o dt converge d’apres I’énoncé, on peut utiliser CHASLES pour 1’écrire sous la

k7t+7t
forme I = Z f sin )dt Pour k € N, on effectue le changement de variable t = u+ kn = ¢ (u) dans

fk““‘ smn(t)
t

k7t

du.

k7+7 gin(t) dt = f” sin(u + kn)

dt avec de classe C! sur le segment [0; 7] pour avoir
P gment [0; 7] p I 0wk

k7t t
ket -

Or sin(u + kn) = (—=1)* sin(u) ce qui donne bien fk T sin(t >dt (—=1)k fon Mdu Finalement, on a
s

t + km
. . - L py K [T sin(u)
bien une expression de I sous forme de somme de série numérique, I = > (—1) f o urk
k=0 U K7

oo
d. Posons, pour k € N, u, = f sin(u)

du. Alors ux > 0 car sin est strictement positive sur ]0; 7| et
0 u-+km

sin(u) sin(u) < sin(u)
u + km u+t(k+1m = u+kr

7T
par croissance de l'intégrale. De plus, si k > 1, il vient 0 < ux < fo kidu en majorant sin(u) par 1 et
T

que u — est continue sur [0;7]. Comme Vu € [0;7], , on obtient uxy1 < uk

donc, par encadrement, lim ux = 0. Comme la suite

en minorant u + k7t par km. Ainsi, 0 < ux < 1
k k—+o0

(uk) k>0 est décroissante et tend vers 0, le critére spécial des séries alternées montre que Y (—1)*uy converge.
k>0
On le savait déja d’apres la question précédente. Mais il dit aussi que les sommes partielles consécutives

n
constituent un encadrement de la somme I. Ainsi, pour tout entier n, en notant S, = > (—1)*uy, on a
k=0

la double inégalité Son4+1 < I < Son. En particulier, up —u; < I < up done I > up —uy. Or, en écrivant
S
1 )du = Ln()du comme u —> msin(u) est continue, positive et

= a2 - e o

non nulle sur [0;7], on a up —uy > 0 donc I > 0. On le sait déja car on connait l'intégrale de DIRICHLET

u—+m

+oo gin(t) T , P .
I= fo fdt =3 mais ce n’est pas au programme et ce qui précede montre bien que I > 0.

Comme (0) =0 et lh?)h f(x) = 1> 0, la fonction f n’est pas continue en 0.
X—

a. Les fonctions u : t — At + cos(t) et v :— % sont de classe C' sur [1;+o0] et tliP u(t)v(t) = A donc,
—+00

—+o0 el —+o0
par intégration par parties, la convergence de f] )\%m(t)dt équivaut a celle de f] M%Zos(t)dt. Or

+
t Cosz(t) est continue sur [1;+o0[ et &z(t) = O(%) donc f Mdt est absolument convergente
t t +o00 t 1 2
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—+o0
par comparaison et, méme si t — i‘—} = % est continue sur [1;4o00[, I'intégrale f] %dt ne converge que si

oo A —sin(t)

. dt converge si et seulement si A = 0.

A =0 d’aprés RIEMANN. Ainsi, par somme, f1

X
b. Comme f est continue sur R, on peut définir F : x — j;) f(t)dt la primitive de f qui s’annule en 0. De

plus, f est continue sur le segment [0; T] donc elle y est bornée, et étant T-périodique, elle est bornée sur R.
Méthode 1 : notons M = ||f||oc,r. Soit x > 0 et Pentier ny tel que n,T soit le plus grand multiple de
<

T inférieur a x, ce qui se traduit par n,T t < (nx + 1T <= ny < % < ny + 1 donc ny, = {XJ

T

x nx—1 A(k+1)T x T )
Par CHASLES, F(x) = fo f(t)dt = kZ:O fkT f(t)dt + N Tf(t)dt. Posons I = fo f(t)dt, ce qui donne

X X X
F(x) = an—fnT f(t)dt. Par inégalité triangulaire, on a ‘ fn . f(t)dt‘ < fn Mt = M(x—1xT) < MT et on

a donc F(x) = nyI+0(1). L'inégalité n,T < x < (ny+1)T montre que x—n,T = O(1) donc ny = X+0(1).
+o0 +o0 +oo T

-
Posons m = % f f(t)dt = % qui représente la valeur moyenne de f sur une période, de sorte que ce qui

0

précede s’énonce F(x) = Lot 0(1) = mx+ 0(1).
+oo T +oo

-
Méthode 2 : posons m = %fo flu)du = @, g:x— F(x)—mxet h:x— g(x+T)—g(x). Comme F est

dérivable par le théoreme fondamental de I'intégration, g et h le sont aussi et on a h'(x) = ¢’(x + T) — g’ (x)
donc W'(x) = F(x+T)—m—F(x) + m = f(x + T) — f(x) = 0 par hypothése. Comme R est un intervalle,
h est constante et h(0) = g(T) — g(0) = F(T) — F(T) = 0 donc h est nulle sur R. g est donc T-périodique et,

comme avant puisque g est continue, elle est bornée sur R donc F(x) = mx +0(1).
o0

1

Concluons : les fonctions uw : t — At — F(t) et v : t — n sont C' sur R, et tuT u(t)v(t) = A —m car
—>+00

_ + - + _
u(t)v(t) = At — (mt + O(])). Par intégration par parties, f1 OO )\ff(t)dt et f] OO Mtij(t)dt ont méme

t
_(A-m n F(t)t; mt . F(t)t; mt = O(

At —F(t) At —mt— (F(t) — mt)
B t* t

1 .
nature. Comme ) —2) d’apres

t

+oo A — f(t)

ce qui précede, comme a la question a., f1 dt converge si et seulement si A = m.

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) = 1 + sin(x) > 0 donc,
comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux

réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait ¥x € [a;b], h/(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule
qu’en les réels de la forme —% +2kmt (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et
h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f: R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’apres 'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f x (f' o f) = —sin ce qui, en c,
devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par ’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R dérivable telle que f o f = cos.

37



c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fo f = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et

on aurait fo f(x) = fo f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !

Alnsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — a;c + «f, 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
e = Min(c,1 —c) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < €). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — ;¢ + o et que f([c — ;¢ + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme

monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a;c + o). NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f : R — R continue telle que f o f = cos.

a. Pour n € N*, la fonction f, : x — x™e®* est continue sur R, et |fy(x)] = x™e /2 = o(iz) par

+oo X

—+oo
croissances comparées donc f,, est intégrable sur R, et [, = fo fn(x)dx existe. Pour tout entier n > 1,

wx
les fonctions u : x — x™ et v : x — &— sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) = 0 et lim u(x)v(x) = 0 par
w

X—r+00
. . _ . . n [t 1 n
croissances comparées donc, par intégration par parties, I, = — Jo XM ePdx = —Elnq. Par une
récurrence simple, on en déduit que I, = n!(—j)™*! car w = j2 donc 1_ j.
w
. +oo +o00 .
Ainsi, pour k € N*, on a Im(I3x—1) = 0 = Im (j;) x3k*1e“’xdx) = ffo x3kTe™x/25in (?x)dx.

—+oo
Dans fo x3kTe™x/25in (?x) dx = 0 (vue sur R} ), on pose x = @(t) = t'/3 avec ¢ qui est une bijection
—+oo
strictement croissante de classe C' de R? dans R et %fo th=(1/3)e=t""/2 5 (§t1/3)t*2/3dt =0

“+oo
donc, en posant, n =k —1,on aVn € N, fo et/ 2gin <§t1/3)t“dt = 0. En définissant g : Ry — R

Han (55)

+
par g(t) =e , la fonction g est continue et non nulle sur R et Vn € N, fo ~ g(t)t™ =o.

b. L’énoncé nous incite a admettre le théoréme de STONE-WEIERSTRASS, il s’agit de I'approximation

uniforme de toute fonction continue sur un segment par des polynoémes. Soit donc ¢ > 0, il existe par ce

théoreme un polynéme P tel que Vt € [a;b], [f(t)—P(t)| < ¢, c’est-a-dire ||[f —P||o [q;6] < €. Ainsi, en écrivant
d b b b b d b

P=3 anX™ ona f (f—P)f = f £2 - f fP or, par linéarité de l'intégrale, f =3 f f(t)thdt =0
n=0 a a a a n=0 a

b b b b
donc fa (f — P)f = fa 2. Or, fa (f — P)f‘ < 1F = Ploo,asp] fa 1] < e(b — a)[[f]|oo,(asp] Par inégalité de

la moyenne car f est bornée puisque continue sur le segment [a;b]. En faisant tendre e vers 0, on a donc

b
I’égalité f 2 = 0. Comme 2 est positive et continue sur [a;b] non réduit & un point, f? est nulle sur [a; b],
a

donc f est nulle sur [a;b] comme attendu.

/2
La fonction f : t — % est continue sur le segment [O; E} donc I = f # existe.
14+ msin“(t) 2 0 1+ msin“(t)
T

2

Soit maintenant f définie sur [O; [ et, puisque sin?(t) = %, on en déduit que, pour t € {O; I [,

2 1+ tan”(t) 2

2

1 1 1+ tan”(t) o

on a f(t) = = = .Orep:t—t t) est une bijection
® =3 +msin?(t) o tent 1+ (m+1)tan?(t) ® an(t) !
T4+tan?(t)
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strictement croissante et C' de [O; %{ dans RY et ¢'(t) =1+ tan?(t), donc par changement de variable,

+o0 +oo
— du _ |: 1 ( )j| _ 7T . ) :
I= — - = | ———— Arct vm+1 = ——~L——_ Il y avait d’autres questions.
fo 1+(m+1)u2 vm+1 reran tlu 0 2v/m +1 Y d

1

a. Pour x € R, la fonction gy : t — t"\/{(]l Iy est positive et continue sur R* et gy(t )r(\; 17D et

1 ) S LN . 7 . . 1
gx (1) fodbezzeren D’apres le critere de RIEMANN, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x + 7 < 1 et
gx est intégrable sur [1;+oo[ si et seulement si % 4+ x > 1 donc f est définie sur I = } — % 15{ car pour une

fonction continue positive, la convergence ou ’absolue convergence de 'intégrale sont équivalentes et que gy
est intégrable sur R si et seulement si elle 'est sur ]0; 1] et sur [1;+o0].

b. Pour x € I, on pose t = 1_ @(u) avec @ qui est strictement décroissante, de classe C! et bijective de
u

0 Vu d Feo d ;
R* dans R* et f(x) = 7(_ u): u = f(—x) donc f est :
% dans RY et f(x) f+oo Ot 2 fo () (—x) donc f est paire
c. On a admis qu’ : ] _ e xtn " g
. quennotantg.(x,t)r—>tx\/{(1+t) = Vi onaVx el f dt

(c’est la formule de LEIBNIZ). On peut bien siir le montrer en utilisant deux fois le theoreme de derlvatlon

2 _ 2 —x1In(t) _ 2
sous le signe somme(voir plus tard dans I'année). Comme a—%(x, t) = (ZIn(y)"e = g tn(t)) >0,
x V(1 + 1) V(1 +t)
+oo 32 . L. e
on a f’(x f —9 t > 0 donc f est convexe. Comme f est paire et dérivable, sa dérivée en 0 est

nulle donc, comme f’ est croissante car f” > 0 sur lintervalle I, f' est positive sur [O; %{ et négative sur

1, in - s = o =
} 2,0] donc f admet son minimum absolu en 0. Comme f(0) = f NGET 2 Arctan(v/t) s =T
on a bien Vx € I, f(x) > f(0) = m.
1 Cr1/29=x 1 ) . 1 at
d. Comme W = fo t"\f fo tX+ 1/2 = [(]/2) _XL?on évalue la différence entre fo m

! tdt t

1 1
t our x € IN R,. Or ‘ — at_| _ ——=——— et, comme <t
fo t"\f P * fo t"\/{(1 +t) fo Vit fo V(1 +t) T+t 7

1 1 (3/2)—x 1
tdt < at _ 1 <1 dot ’ dt _ 1 ‘ <1
Js VAT Jo =t {(3/2)—x}0 372) —x STt Jo Vi +y (172 —x S

1 “+o0 1
. Avec CHASLES, f(x) = —dt 4t dt = 1 o(1
e Avee () fo V(1 +t) * f1 Vi 1 1) fo V(1 +t) 17 (172) =x +od)
+oo dt +oo dt [ t—(]/Z)—x }—i-oo 1
avec d.. De plus, 0 f1 tX\/’E(l .y f1 FG/D) — (/2 —x (1/2) 2 donc
too dt _ _ 1 B D
f1 vy ;O(l). Par somme, f(x ); (/2) =~ + 0(1). Or 11/2)7 (]/2) 400 donc
1 1 )N 1 1
f(x) = + 0(7), d’ont f(x) ~ ————. Par parité de f, on a aussi f(x) ~ ————
1 (1/2) =x (1/2) =x 17 (1/2) =x S (1/2) +
a. En prenant x =y = 1 dans la relation (1), on a f(1) = 2f(1) donc f(1) = 0.
Pour x > 0, en prenant y = + dans (1), on obtient £(1) = f(x) + f( ) donc f(]) = —f(x).
x x
2x
b. Soit x > 0, les intégrales f t)dt et f t)dt sont bien définies car f est continue sur les segments
X

2x

[x; 2] et [1;2]. Dans l'intégrale f f(t)dt, on pose t = @(u) = ux qui est de classe C' sur le segment [1;2]
X

2x

2
et on a donc par changement de variable (version sup.) f f(t)dt = f] f(ux)xdu. Or f(ux) = f(u) + f(x)

X
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2 2
donc, par linéarité de lintégrale, f Xf(’c)dt = Xf] f(u)du + xf(x). En divisant par x > 0, on a bien la

x
2x 2
lati =1 - :
relation attendue, f(x) N fx f(t)dt fl f(t)dt
c. Comme f est continue sur R, elle y admet une primitive F et, par le théoréeme fondamental de

lintégration, il vient f(x) = F2J —F(y) _ (F(2) — F(1)), ce qui prouve par opérations que f est de classe
x

C' sur R%. On peut donc dériver (1) par rapport a y, ce qui donne V(x,y) €]0;+0c[?, xf'(xy) = '(y) (2).

(1)

En prenant maintenant y = 1 dans (2), on a ¥x € R, f'(x) =

. Ainsi, comme R est un intervalle, il
existe une constante C € R telle que Vx > 0, f(x) = /(1) In(x) + C (3). En prenant x = 1 dans (3), comme
f(1) =0, on a C =0 donc ¥x > 0, f(x) = (1) In(x).
Les f : R% — R continues telles que ¥(x,y) €]0; +o0[?, f(xy) = f(x) + f(y) sont proportionnelles a In.

a. Soit h: R — R définie par h(x) = x — cos(x). h est dérivable sur R et h/(x) = 1+ sin(x) > 0 donc,
comme R est un intervalle, h est croissante sur R. Si elle n’était pas strictement croissante, il existerait deux
réels a < b tels que h(a) = h(b) et on aurait Vx € [a;b], h’(x) = 0, ce qui est impossible car f' ne s’annule

qu’en les réels de la forme —% +2km (k € Z). Ainsi, h est strictement croissante sur R et on a h(0) = —1 et

h(1) =1 —cos(1) > 0. Par le théoréme de la bijection, il existe un unique réel ¢ €]0; 1] tel que h(c) = 0 donc
un unique point fixe ¢ de cos sur R. On trouve numériquement ¢ ~ 0, 74.

b. Supposons qu’il existe une fonction f : R — R dérivable telle que fof = cos. En appliquant f, on obtient
fofof=focos donc cos of =focos ce qui, en ¢, devient f(c) = cos(f(c)). D’apres I'unicité montrée a la
question a., on en déduit que f(c) = c. Si on dérive f o f = cos, on obtient f' x (f' o f) = — sin ce qui, en c,
devient f'(c)? = — sin(c) < 0 car, comme ¢ €]0; 1[C]0; [, on a sin(c) > 0. NON !

Par I'absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R dérivable telle que f o f = cos.
c. Supposons qu'il existe une fonction f : R — R continue telle que fof = cos. Comme en b., on a f(c) = c.
Si f n’était pas injective sur [0; 1], alors il existerait deux réels x et y tels que 0 < x <y < 1 et f(x) = f(y) et
on aurait fo f(x) = f o f(y) = cos(x) = cos(y) et la fonction cos ne serait pas injective sur [0;1]. NON !
Ainsi, f est injective sur [0; 1] donc, par continuité, elle y est strictement croissante ou strictement décroissante.
Comme f est continue en c, il existe o > 0 tel que Vx € [c — ;¢ + «], 0 < f(x) < 1 (il suffit de prendre
¢ = Min(c,1 —c¢) ~ 0,26 > 0 dans |f(x) — f(c)| < ¢). On aurait donc, comme f est strictement monotone sur
[c — ;¢ + o et que f([c — ;¢ + «]) C [0; 1], intervalle sur lequel f est aussi strictement monotone (la méme
monotonie) et, par composée, la fonction f o f = cos serait strictement croissante sur [c — a; ¢ + «f. NON !

Par ’absurde, on a donc montré qu’il n’existait aucune fonction f: R — R continue telle que f o f = cos.

Les fonctions f : x — In (sin (l>> etg:x—1In (cos <l>) sont continues sur I = } ;; +00 [ car les fonctions
P X e

sin et cos sont strictement positives sur ]0; % [ Comme lim sin (l> =1, f se prolonge par continuité

x—(2/m)* X
en 2 en posant f(;) = In(1) = 0. Par contre, lim cos (l) =0% donc lim g(x) = —o0.
T T x—(2/m)+ X x—(2/m)+
e Comme sin (l) ~ Letin (sin (l)> = —1In(x) +In (M), on a ln (sin (l)> = —1In(x) + o(1)
x/ 400 x x (1/x) x// 400
donc In <sin (l>) ~ —In(x) et lim f(x) = —oo. Ainsi, f n’est pas intégrable sur I et, comme f est
X +oo X—+00
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o Foo . (1 .
négative sur I, fz/ In (sm (7)) dx diverge.
7T X

e Comme ¢ : t — % est de classe C', bijective et strictement décroissante de | = ]O; % [ dans [ = } ;; 400 [,
T

on sait d’apreés le cours que les intégrales fl g(x)dx et fl g(o(t))e’(t)dt sont de méme nature. Dans le cas

400 0 /2
de convergence, on aura fz/ In (cos (1 ))dx = f 1 In(cos(t)) ( - Ji)dt = fﬂ M
s

dt. En posant
fad 0

_(1— 2
h:trs ln(cozs(t)) _ (=0 S cos(t)))7 comme 1 — cos(t) ~ £, on a h(t) ~—1 car In(1 —u)~—u done
t t 0 2 o 2 0
li1(1)1+ h(t) = —% et on peut prolonger h par continuité en 0 en posant h(0) = —%. De plus, en posant t = %—u
t—
avec u € J, h(t) = tn(cos((n/2) —zu))) = ln(sm(u))z ~ iz In(u) comme avant. Par conséquent, comme
((m/2) — ) ((m/2) —uw)* o m

In(u) on a h(t) et g est intégrable sur | par comparaison aux intégrales de

?%ﬁ)’ (n/:zyo( (7'[/12) —t>

. +oo 1
RIEMANN. Ainsi, fz/ In (cos (7)) dx converge.
7T X

ind,n
a. Comme 0 € R\ nZ, e!® # 1 dou Vt € [0;1], et # 1 et la fonction t — et ]1_27-; est continue

1 :
sur le segment [0; 1]. Ainsi, 'intégrale fo et® x H_eitdt est bien définie. Comme ™9™ = (e'9t)™ avec

. 1n6 . ino;n n-1 .
MOIVRE et ¢'®t # 1, on a la relation = Z (e*9t)* donc e'® x 11_87.&:‘[ = 3 ekt DOtk par
- k=0 —€ k=0
1. __in® 1 n—1 . gt ] n—1 i(k+1)0
linéaritédel’intégrale,f e‘ex]ei Z k+1)ef that = 3 etlk+1)e {—} = L
0 1—¢' — 0 =0 k+1 =0 k-+1
. L. A Tl 11119 1 — emet
On effectue ensuite le changement d’indice m =k + 1 et on a blen = f 7tdt
1,0 o ) oi® )
b. Posons I = fo jdt, qui existe bien car t — T o0 est continue sur le segment [0;1]. Pour
—e —e
) noLike ) ) . oikO
n € N* sion note S, = > , qui est la somme partielle d’ordre n de la série > , on a donc
k=1 k>1
N .z Lz . s 1 10 elnet .z Lz . .
d’apres a. et par linéarité de 'intégrale, S;, — I = — f;) et X jdt. Par inégalité triangulaire, on
—e
1 o |eln6 n| 1 o
a|Sn — 1 < L/; et x md = J, ﬁdt Il s’agit de minorer le dénominateur en écrivant

[T —e'®t]2 = (1 — cos(8)t)? + sin?(8)t? = 1 — 2cos(8)t + t*> = (t — cos(0))? + sin?(8) pour t € [0;1]. Ainsi,

1= 042 > sin?(0) donc |1 — e®t| > [sin(0)] > 0et [sp —1) < [ —to—at = 1 Par
- - " = Jo |sin(0)] (n+1)|sin(0)|
) ) 1 +oo ike 1 e
encadrement, lim Sp, =Icar lim —— =0donc > = o dt
n—+oo n—4ocon+ 1 = k 0 1—e'"t

cos(0) —t +isin(0)

> > 0. Par définition
—2tcos(0) + 1

c. tr 042

est continue sur [0;1] car t* — 2tcos(8) +1 = |1 —e

Ny
or [ 2 —C;i(ci)s(e;+ sdt = —1[1n(? — 2teos(e) + 1)}; car (12 — 2tcos(0) + 1) = 2(t — cos(6)) donc
f; . f;:(ceo)s(_e)tﬂdt: Lin(1 = 2co5(8) +1) = 1 1n(2 — 2c0s(0)).

1 ; : )
N N T S LUl N e e e LU N ey e
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1

1 - _ 1
Comme sin(0) # 0, on a donc j;) " Zstm( T Tdt= f —sin@) 4t = [Arctan (%)}
— 2t cos(

(t cos(O)) Sin(e) 0
sin(0)
! sin(0) 1 — cos(0) cos(0) . )
d dt = Arct (7) Arct (7) té de Arctan.
onc j;) T 2tcos(0) 11 rctan Sin(0) + Arctan sin(0) par imparité de Arctan

1 _ . .
Alnsi, fo Ci;(e) t + Lsin(0) at=—1m (2 —2cos(0))) + iArctan (%) +1Arctan (C 5(9)).

—2tcos(0) + 1 2 sin(0) sin(0)
) _ . . ko 00 ke 1 i
d. Si @ €]0; 7], on a bien 6 € R\nZ. D’apres b., la série > ek converge et Z ek =Jo 7 € —dt. Or,
K> -
Itipliant par 1 tité conjugude, [ - 1et)d 1 e —t_ 4
en multipliant par la quantité conjuguée, = t = t
P P q e fO 11— f - |* fO t* — 2tcos(0) 4 1

est I'intégrale de la question c.. En identifiant parties réelle et imaginaire des séries et des intégrales, on a donc

£ cos (k) 1 cos(0) —t +o0 51n(k9) 1 sin(0) 0
— = dt et dt. Or1— e:2~z(,)
1;::1 k fo t? — 2t cos(0) + 1 kz fo t2 — 2tcos(0) + 1 cos(0) = 2sin 5

donc —% In (2 —2cos(0)) = ;ln (4 sin? (%)) =—1In (2 sin (%)) Comme sin(0) = 2sin (

N |
~—
o
o
2}
—~
N |
~—
Q
=

_ in?
a aussi Arctan (M) = Arctan ( 2sin” (0/2) ) = Arctan (tan(6/2)) = % car % € ] - %; 72l [

sin(0) 25in(0/2) cos(0/2)

De plus, Arctan (cq@(@)) = Arctan (tan (E - 6)) =T _gcarT—-o¢ ] - E{
sin(0) 2 2 2’2

“+o0o
.. COS(ke) o Slﬂ.(ke) 0 P o 0
A1n51,k§]T——ln(231n( )) tz 2-1-2_9_5_5.
3.100| a. Pour n € N, la fonction f,, : t — e~ (=Y gt continue sur Ry et [fa(t)| = the—t +: O(tiz) par
oo

“+ o0 .
croissances comparées donc f,, est intégrable sur R et l'intégrale I, = fo e~ 1=Vt gt existe. Pour tout

S(i-Tt

n € N* on pose u(t) = t™ et v(t) = Su et v sont de classe C! sur R, et 1111 u(t)v(t) = 0 par
1— t—+o0
. , +o0 (i—T)tym—1 Tl(1+ 1) e . .
croissances comparées donc I, = 0 — - ] e t dt = fln_1 par intégration par parties.
i—
B .. . i-1t . . n+1
Par une récurrence tres simple, puisque Iy = [%} o =3 1 - = 1"5 1 ,onavVne N, I,, =n! (%) .
i— —1
b. Pour n € N, la fonction gn, : t e t! sin(t!/#)t" est continue sur R, et |gn(t)] < et/ = o(t]—z)
o0
. ’ sz se 12 +oo _g/4 1/4\4m .
par croissances comparées donc g, est intégrable sur R et 'intégrale J,, = f 5 € sin(t'/*)t™dt existe.

On effectue dans J,, le changement de variable t = u* = @ (u) avec ¢ qui est strictement croissante, de classe

+ + .
C' et bijective de Ry dans R, de sorte que J,, = 4 fo T sin(u)u4“+3 du =4Im (fo T eueluydn3 du)
in+4
n+3 (
= ( "z

. 4(n+1)
donc Jn, = 4Im (Igny3). Or Iyniz = (4n + 3)!(%) )

= (4n + 3)(=1)"+T est

+oo
réel donc J,, = fo et sin(t1/4)thdt = 0.

[3.5 Officiel de la TaupeJ

3.101 | Toutes les fonctions sont intégrables car continues sur des segments. On utilise le changement de variables

t = nx puis CHASLES puis le changement de variables t = s + k avec la 1- périodicité de g pour avoir la

relationf f(x)g nxdx—1f () dt—lzf () dt—fz\[ <S+k) s)ds.
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Comme f est de classe C!, par le théoréme des accroissements finis : V(x,y) € [0; 1], [f(x) —f(y)| < M1|x—y|
avec M = T}gl(ﬁc |f'| car |f'| est continue sur une segment donc y est bornée et y atteint ses bornes.

3

Donc f est bien M;-lipschitzienne sur le segment [0;1].
En utilisant la relation montrée précédemment et la linéarité de I'intégrale :

J s = 15 (st = 15 7 (o(52) <o (8) oo

L3 M} “k:o

Comme f est Mj-lipschitzienne sur [0; 1] et comme g est bornée sur [0; 1] car elle y est continue :

'f (nx) dx— - E f ( ) sl < I:l/l;:z_:;ﬁ1 slg(s)|ds = %fo‘ s|g(s )\ds = o(1>

On prend g =1 : ‘f dx——Zf ( )ds

1 n—1 K 1
quand n tend vers 400 donc lim = > f(—) = f f(x)dx.
n—too N (o \M 0

_’f f(x dx—fz ( >+w0(])quitendverso

Pour la suite, il faut aller un cran plus loin dans le développement de f (5 + k)
n
+k
Par TAYLOR reste intégral, on a f(ﬂ) —f(k) — if’(k) = f(s m (5 +k ))f”( )du. Comme f est
n n n \n k/n n
+k)/ (s+k)/n 2
de classe C?, avec My = Max |f”] : f(s n(u ))f”( )du [ (S+k ) ] = M%
[0;1] k/m n n k/n 2n

1 2
Mjys ds — M,

T oen?’

0r s 57 ()~ o(6) - 20(2))) = ) 00 () - () o e
nf<>d>~2f() 2()

2n
Avec les sommes de RIEMANN, hm - ( ) f (t

, : = 1) —£(0
Au final, on a bien : lim (n fo f(x)dx — kz—:of(:i)> = 1‘()271“()

1
On peut intégrer entre 0 et 1 I'inégalité trouvée : ‘ fo (f(ﬂ) ( ) S (K))ds <
n no\n

I'inégalité précédente,

= (l) ui tend vers 0 quand n — +o0.
o0 n
_ () =1() ) f(0)

car f' continue sur [0;1].

n—-+oo

3.102 | La fonction fy : x —> X 5z est continue sur R, . La présence du x? dans le sin nous encourage
14+ xo‘(sin(x ))
a simplifier cette étude en posant x = v/t = @(t). En effet, ¢ est une bijection de classe C' strictement

—+oo
croissante de R} dans R ; le théoréme de changement de variable montre alors que j;) fa(x)dx est de

+
méme nature que f > \é{ 5
O 2vt(1 +t2 (sin(t))?)
1
1+t2 sin? (1)

dt ou encore, apres simplification et multiplication par 2, que

+oo
Iintégrale fo ga(t)dt avec g (t) = et g« est aussi continue sur R, .

(n+1)m 1

On pose, pour tout entier n € N, l'intégrale J,, = f dt. On sait d’apres le cours,

nm 1412 sin? (1)
. " Foo . - -
puisque g4 est positive, que fo g« (t)dt a la méme nature que la série numérique > Jn.
n>0
f\/(n—H)n x
1+ x%sin?(x?)

x o« « . o
Pour t € nm;(n+1)n], on a (nm)2 <t2 < ((n+1)n)2 donc, par croissance de l'intégrale :

On aurait tres bien pu poser directement I, = dx mais c’est plus lourd.
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(n+T1)7m 1 (n+1)m 1
J st << [ L
nr T4+ ((n+ 1)) 2 sin“(t) nm 1+ (nm) 2 sin“(t)

Mais la fonction sin? est m-périodique donc en posant t = nm+u (facile & justifier), on trouve :

) L << [7 k du.
fo T4+ ((n+1)n) 2 sin?(u) us) fo 14 (nm) 2 sin?(u) "
I3 e
F14((n+1)m) 2 sin?(u)

7T s
f - ] x5, du= f : 1 dv. Ainsi, on obtient ’encadrement
Z14+((n+1)m)7Z si

du par exemple, on a

Or, sin(m —t) = sin(t), donc en posant u = 7 — v dans

sin“(u) O 1+ ((n+ 1)75)% sin’(v)

2 [ 1 du < Jn <2
fo 1+ ((n+Dm)2 sin(u)

Méthode 1 : on pose u = Arctan(w) = P(w) (ou w = tan(u) : BIOCHE) avec P qui est une bijection

2 2
strictement croissante de classe C' de R, dans [0; T { et, pour a > 0 et car sin? (u) = tan (;J’) =W
2 T+tan“(u) T4+w
7T
z 1 +oo 1 1 r oo n -
———du= ——dw = Arctan(wy/1+ a = —2—. Ainsi,
fO 1+ asin’(u) fO 1+ (1 +a)w? Vi+a ( ) 0 2V1+a
= I =< Jn < % = Vn.
\/1+ (n+M1m)2 14+ (nm)2
Or up, ~ —% 5 ~ vy, ainsi, par le théoréme des gendarmes, on a J, ~ —Sx X L‘x et > Jn, comme
#2e (nm) ¥ R I=

+OO . .
fo fo(x)dx, converge si et seulement si « > 4 par RIEMANN.

Méthode 2 : on se débarrasse de sin dans ’encadrement (1) avec les inégalités classiques qui découlent de

la concavité de la fonction sin sur 'intervalle {0; %} : Yu e [O; %}, Zu < sin(u) < u. Alnsi, avec A = 2.
s T
fud 1 z
an =2 <Jn <2 —— = ——du =by.
" fo 14 ((n+ 1)m) 2 u? " f (nm) 27\2 2 "
jas
On reconnait & nouveau des primitives en Arctan, an =2 [% Arctan (((n+1 )ﬂ)%u)} R
(n+1)m)3 0 +o° (nm)4
ad
et b, =2 [% Arctan (A(nﬂ)%u>] ° ~ —T . On peut considérer deux cas, d’aprés RIEMANN :
A(nm)4 0 +oo A(nn) T
esia>4, Y Jn converge donc 'intégrale I converge grace a la majoration Jn < by.
n>0
esia<4, > Jn diverge donc l'intégrale I diverge étant donnée la minoration an < Jn.
n>=0

—+oo
Toujours est-il que fo f« converge si et seulement si o > 4.

3.103 | D’abord, f est continue sur R*} . On étudie f aux deux bornes de RY.

1 1
e Comme lim ((x-+1)% —x%) =1, on obtient f(x) ~ M = (L) par croissances comparées. Ainsi f est
x—0+ 0 43 0 \Wx

1

intégrable sur |0; 1] avec RIEMANN (car 7 < 1).

1
1 1 i 1
o (x+1)4 —x4 =x4 ((1 +l)4 —1> =xd (1 + = 1—1-0(1)) donc (x+1)7 —x7 ~ 1o Par conséquent,
x X

~ T = % :o(%) par croissances comparées donc f est intégrable sur [1; +oo[ (car LN 1).
0 4x3x7 4xT2 0 N7 2
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Au final : f est bien intégrable sur R .

3.104 | a. Soit ¢ : (x,t) — \/ 1 définie sur R* x [0;1]. Six # 0, ¢(x,.) est continue sur [0;1] donc

(x2 +t2)(1 +t2)
y est intégrable. Six =0, on a ¢(0,t) e % donc f(0) n’existe pas d’apres RIEMANN.
Ainsi le domaine de définition de f est R* et f est strictement positive.
b. Comme f est clairement paire, on étudie sur R . Soit deux réels 0 < a < b.
e Pour t € [0;1], la fonction @(-,t) est de classe C' par opérations.

e Pour x > 0, les fonctions ¢(x,-) et %ﬁ—( ,+) sont continues et intégrables sur [0;1].
b

ﬁg(x’t‘:‘ _Xz 2§’< 2, .2\3
V142 (x" +17)2 V14t (a” +1t7)2

Comme g est continue donc intégrable sur [0; 1], par le théoréme de LEIBNIZ, la fonction f est de classe C!

e Pour (x,t) € [a;b] x [0;1],

=g(t)

sur RY et f/(x f xdt 3 < 0 donc f est décroissante sur R* . Ceci justifie déja I'existence

\/1+t2x —|—t 2

1
des limites (finies ou infinies) de f en 0% et en +o0o. De plus f [Argsh ( )] = Argsh (l)
\/ x + tz 0 X

c. o Vx>0, f(x \[ f m Argsh ( ) donc XIE& f(x) = +o0.
<1 1 ~ _ o+
o Vx>0, f(x f m Argsh (1) donc xBToo f(x) =0T.
e Comme Argsh (y) = In(y++/1 +y2), on a Argsh (y) ™ In(y) (apres calculs). De plus, on peut encadrer
Yy—+o0
V142 —
f(x)— Argsh() ]+t ! '—’f ‘ ftdt—f
(1 +12) \/ ) (1 +1t2) \/1+t2+1

avec des identités remarquables et des minorations comme 1 + t2 >SLVIFt2+1>Tet VX2 +t2 >t

Par conséquent f(x) — Argsh (7) =. O(1) donc f(x) ~ —1In(x).
X/ x— x

—0t

e Quand x tend vers +o0, le terme en t2 & co6té de x? ne compte plus, ce qui nous conduit & considérer :

2 _
‘ f ’ Vx? 4t X ’:’f dt‘ donc, en
v1+t2 +t2) ° 6221 (V22 )
1
t 1= Argsh (1 fx) 1| < 5 [ 2at: f(x) -1 = o(i)d fx) ~ L.
bosall res f \/1+t2 |X \sz fo (X) X x—0+ x3 one (X)x—>o+x

3.105 Il est clair que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F([a; b], R).
b b
Soit f € F telle que 3g € G, f = ¢”, alors il suffit de calculer f f(x)dx = f g"(x)dx = ¢g'(b) — g’(a) =0 et
a a

b b b b
f xf(x)dx = [xg’(x)]% — f g'(x)dx = g(a) — g(b) = 0 donc f f(x)dx = f xf(x)dx.
a a a a
b X t
Réciproquement, supposons que f € F et f x)dx = f xf(x)dx, alors posons g : x f (f f(u)du) dt.
a a a
11 est clair que g est deux fois dérivable et que ¢'(x) = fx f(u)du et g”(x) = f(x) avec g(a) =0 et g’(a) = 0.
a
Comme {(t,u) | a < u < t < x} est un compact élémentaire (pour x € [a;b]) pour lequel le théoréme
de FUBINI s’applique : g(x) = fx (fx f(u)dt) du = fx(x —uw)f(u)du = xfx f(u)du — fx uf(u)du (f
a uw a a
est continue donc (t,u) — f(u) aussi). Ainsi g(b bf u)du — f uf(u)du = 0 par hypothese et
g'(b) = [ f(w)du =o.
a

L’équivalence de 1’énoncé est donc établie.
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Supposons 'existence de (u,v) € R? tel que h(x) = w4+ vx (h affine) alors, pour une fonction g € G, il vient

b b
f h(x)g” (x)dx = f (w+vx)g”(x)dx = 0 (calcul comme précédemment).
a a

b
Réciproquement, si h € F et Vg € G, f h(x)g”(x)dx = 0, alors lexistence de u et v vérifiant les deux
a

conditions de 1’énoncé provient du fait que le systéme linéaire associé est de CRAMER (matrice de HILBERT)

1
2 3
—a) (b—a)> b
5 u+ 3 V= fa xh(x)dx or 1
2
Avec ces valeurs de u et v (uniques mais dont les expressions en fonction de h importent peu), on déduit
d’apres la premiere partie de cet exercice qu'il existe g € G telle que Vx € [a;b], h(x) —u — vx = g”(x).

—a)? b
car il équivaut & (b — a)u+ MV = f h(x)dx et (b
a

. £0.

W= N =

b
En prenant cette fonction g dans I’hypothese : f (w4 vx 4+ g”(x))g”(x)dx = 0 mais on sait que l'on a
a

b b
f (u4vx)g”(x)dx = 0 donc f g” (x)?dx = 0. Comme g""? est continue et positive, ceci implique que g” = 0
a a

sur [a;b] donc que g est affine et puisque g € G, on en déduit que g = 0. Ainsi : ¥x € [a;b], h(x) = u+vx
et h est bien affine. .
On vient de monter pour h € F que : (h afﬁne) — (Vg € G, f hg” = O).

a

3.106 | e Les solutions sur R de I’équation homogene (Eo) : y’ —y = 0 associée a (E) sont lesy : R — R définies
par y(x) = Ae* (avec A € R). On cherche une solution particuliere de (E) par variation de la constante,
avec A : R — R dérivable telle que y(x) = A(x)e* et, en reportant, A'(x)e® = f(x), soit A(x) = e *f(x).
X
En prenant pour A la primitive de x — e~ *f(x) qui s’annule en 0, A(x) = fo e~ 'f(t)dt, ce qui montre que
X
X — e fo e~ 'f(t)dt est solution particuliere de (E). Par structure affine des solutions de (E), les solutions
x x
de (E) sont les Fc : R — R telles que Fc : x — Ce* + e* fo e tHf(t)dt = e* (C + fo e’tf(t)dt> avec C € R.

xX
e Pour 'existence, il semble logique de prendre la constante C qui rend petite la quantité C + fo e 'f(t)dt
quand x tend vers +o0o. Tout d’abord, comme Vt € Ry, [e *f(t)| < |[f(t)| et que f est intégrable sur R,

+oo
la fonction t — e~ 'f(t) est intégrable sur R, par comparaison donc fo e~ 'f(t)dt converge et on pose

+00 Foo
donc Co = —‘/;) e 'f(t)dt. Alors Vx € R, Fc,(x) = —exf e~ 'f(t)dt par CHASLES. Vérifions que
X
Fc, est bornée sur R. Soit x € R, comme Vt € [x;+oo[, [e f(t)]
+ + +
Fe.(l =] [ ooe_tf(t)dt’ <o [Tl tar < [T |(y)]at
xX x x
+
Définissons donc F : R — R définie par F(x) = F¢,(x) = —e* f ~ e 'f(t)dt. Cette fonction F est solution
X

de (E) et elle est bornée sur R.
e Les solutions de (E) sont donc aussi les y : R — R telles que y(x) = F(x) + Ae® avec A € R. Si A # 0,

e ™|f(t)|, on obtient la majoration

+o0 ,
f |f| donc Fc, est bornée sur R.
— 00

N

comme F est bornée sur R et liT Ae* = £00, la fonction y n’est pas bornée sur R.
X—+00

e En conclusion, il existe donc une unique solution F de (E) bornée sur R et il s’agit de la fonction F: R — R
—+o00
définie par F(x) = —e* f e~ tf(t)dt.
X
e On veut maintenant montrer que F est intégrable sur R, or on dispose de la majoration établie précédemment
—+oo
Vx € R, [F(x)] < G(x) = e* f [f(t)|e"tdt, ce qui nous conduit & nous intéresser & l'intégrabilité de G.
X
7’ . +OO x .
Or, en écrivant, G(x) = e"(fo [f(t)le~tdt — fo |f(t)|e‘tdt), comme t — [f(t)le”" est continue sur R,
par le théoréme fondamental de I'intégration, G est de classe C! sur R avec G’(x) = G(x) — e*|f(x)|e™ donc
+oo
G’ = G — |f|. Par conséquent, G est une primitive de G — [f|, ce qui montre que f (G — |f]) converge si et
—0o0

seulement G admet des limites finies en +oo.
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. Foo +oo .
e Pour x € R, on a vu ci-dessus que G(x) < f [f(t)|dt donc, comme j; |f(t)|dt converge, on sait

X

+oo
d’apres le cours que lim [f(t)|dt = 0 (reste). Par encadrement, on en déduit que lim G(x) =0.
Xx—+oo Jx X—+00

0 A
e Soit ¢ > 0, comme f [f| converge, il existe A € R_ tel que f If] < % Soit un réel x < A,
— 0 —o0

A + A
e* f e Hf(t)dt + e* fA = e_tf(t)dt‘ < e¥ e_tf(t)dt‘ + e*
X

CHASLES et inégalité triangulaire. Alors, par inégalité de la moyenne comme Vt € [x;A], e7t < e et

comme on a G(x) = ~ e 'f(t)dt| par

Vt>A,f¢<e%<mommmeu)<j'u(wn+eXAf (t)|dt. Or [x;A] C] — oo; A] et || positive
A
doncogG(x)éf [f(t)|dt + e*~ Af [f(t)|dt. Mais Jm e Af f(t)|dt = 0 donc il existe B < A
tel que Vx < B, e*~ Af (t)|dt < £. Alors, Vx < B, G(x) < £+ £ =¢ Enfin, lim G(x)=0.
2 2 X——00

.. [t PN Foo .
e Ainsi, f (G — [f]) converge avec ce qui préceéde donec, comme f |f] converge par hypotheése, on en
— 00 — 00
“+o0
déduit la convergence de f G ce qui équivaut, puisque G est positive, a I'intégrabilité de G sur R. Par
o0
théoreme de comparaison, comme 0 < |[F| < G, la fonction F est aussi intégrable sur R.
e Par construction, F+f = F' car F est solution de (E) donc, comme avant, F est une primitive de F+f. Or F+f
s P +oo +
est intégrable sur R par somme avec ce qui précede donc f (F+f)=[F]I2 = lm F(x)— Um F(x).
—o0 X—r+00 X——00
Puisque 0 < |F| < G et que lim G(x) = lim G(x) = 0, par encadrement, lim F(x) = lim F(x) = 0.
X—r+00 X——00 X—+00 X——00

+ +
Par conséquent, f (F+ f) = 0 donc f Cr—_ f <
e .

—o0

3.107] a. d est dérivable par opérations, d’(t) = 1 — sin(t) > 0 et d’ ne s’annule qu’en les % + 2k7 ; ainsi d est
strictement croissante sur R et, comme d(0) =1, on a bien d strictement positive sur R..
Comme d est strictement croissante et positive f est strictement décroissante sur R, . Par croissance de

X
Vintégrale, six > 0, on a + f x)dt < 1 f f;} f(0)dt donc f(x) < g(x) < f(0) et on conclut que
lim g(x) = f(0) = 1 par encadrement puisque lim f( ) = f(0) par continuité de f en 0.
x—0+ x—0+
b. Soit x > 0, par intégration par parties en posant u : x — g?(x) et v : x = x, comme liT xg%(x) = 0
X—+00

f(t) —g(t)
t

d’aprés la question a., u et v étant de classe C! sur ]0; x|, et puisque g’(t) =

foxg() dt = [tg(t f 2tg(t f 2tg( ()dt—xg f 2g(t)(f(t)—g(t))dt

ce qui, en développant, devient la relation de ’énoncé : f 2dt =2 f t)dt — xg(x)?.

par calculs, on obtient

c. e Pourt > 2, comme d(t) > t—1, on a f(t) < 1

et on en déduit que g(x) = O(M> car on a
1 +oo X

2 2
la majoration g(x) < i(fo f(t)dt + 1 l ] dt) = %(fo f(t)dt + In(x — 1)) < w pour x > 2 en
2 TI(X)Z 2 . ,
posant A = f t)dt. Ainsi: xg(x)* = O( ) donc lim xg(x)= = 0 par croissances comparées.
+oo X X—+00
1 . (v ;. . PR . )
e Comme d(t) o t, f(t ) ~ 1 Mais g(t) = O(f) d’apres ce qui précede. Par croissances comparées,
o0 o0

_ m&f)_ () it 3oy, [T
f(t)g(t) +—OOO( ) 5.0 t% donc fg intégrable sur R, par RIEMANN (2 >1): fo fg converge.

X
On en déduit donc que x +— 2 fo f(t)g(t)dt — xg(x)? admet une limite finie quand x tend vers +oo, avec
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x +
lim (2 fo f(t)g(t)dt — xg(x ) = 2f t)dt. Or g? est positive donc la convergence de fo = g2,

X—+00

+
qu’on vient d’établir, montre I'intégrabilité de g% sur R, avec fo g(t)?dt =2 fo

3.108 ) a. On calcule f"(x) + 47*f(x) = —8m? sin(2mx/2) + 47% sin(2nxy/2) = —4n? sin(2mxy/2). S7il existait une

période T > 0 de f, alors f” serait aussi T-périodique donc g : x — sin(27x/2) le serait aussi d’apres 1’équation
et h: x — sin(27nx) le serait encore par différence. Or les périodes de g sont les éléments de \% Z et celles

de h sont les éléments de Z. Comme \1—[2 ZN Z = {0} car v/2 est irrationnel, on aboutit & une contradiction.

Par conséquent : f n’est pas périodique.
b. Soit q > 0, posons p = Lqﬁj + 1, alors par définition de la partie entiere : p < qv/2 +1 < p + 1 mais
q # 0 et /2 est irrationnel donc p # qv/2 + 1. Ainsi, on a bien 0 < p — qv2 < 1.

Soit n € N*, pour chaque q € [[1;n]], il existe pq € N* tel que 0 < xq4 = pq — qv2 < 1 d’apres ce qui
précede. Les n réels x1,--+,xn sont dans Uintervalle ]0;1[ donc (par absurde), il en existe deux d’indices

différents dont la distance relative est inférieure a 1 Ainsi, il existe deux entiers 1 < q1 < q2 < n tels
n

que [xq, — xq,| < % ce qui implique |pq, — q1V2 — pq, — 92V2| < % et on a bien |p — qv2| < TlL avec

P=7Pq, —Pq, ¢t g=9q1 —q2 € N*. De plus p € N* car [p — qv2| <1et qv2> V2> 1.

c. Avec n tel que 1< ¢, on construit (p1,q1) € (N*)? tels que |p1 — qlﬂ‘ <1 e d’apres la question b..
n n

Supposons r couples distincts ((pk, qk)) conbtrults tels que Vk € [[1;7] ‘pk — k\[| < ¢. Alors prenons

1<k

un entier n tel que Vk € [[1;7] |pk — qk\[‘ > — et utilisons la question b. pour construire un nouveau
n

couple (pit1, qi+1) € (N*)? tel que [prt1 — qr1v2| < ; <lpr—q1v2 <e.

Par récurrence, on construit ainsi une infinité de couples distincts deux & deux et vérifiant la condition.

e. Soit ¢ > 0 fixé et ¢/ associé & ¢/ = ZL dans la question précédente. Posons alors £ = ¢/ + 1. Soit a > 0
m

et n = |a] + 1. Alors par construction [n;n + €] C [a;a + {]. Prenons alors un entier ¢ € N,/ et posons
T = . Alors v € [a;a + (] et il existe un entier p tel que |p — qﬁ| < ¢’. Pour tout réel x, on a donc

[f(x +7) = f(x)| = [sin(2n(x + q)v2) + sin(2n(x + q)) — sin(2mxV/2) + sin(ch)‘ donc par 2n-périodicité de

sin @ [f(x + 1) — f(x)| = ’ sin(2n(xv/2 + qv2 —p) — sin(chﬁ)’ < 2ntlp — qV/2| car sin est 1-lipschitzienne.
Enfin, Vx € R, ‘f(x +71)— f(x)‘ <2me’ =e.

3.109) a. (=) Supposons P croissante et soit P une partie non vide minorée de R, on sait qu’elle admet alors

une borne inférieure «. Soit y € ®(P), alors il existe x € P tel que y = ®(x). Or x € P donc a < x et comme
® est croissante, on a P(a) < y = ®(x). Par conséquent ®(o) est un minorant de ®(P) qui n’est pas vide.
Comme la borne inférieure est le plus grand des minorants, on a ®(x) = ®(Inf(P)) < Inf(P(P)).

(«<=) Supposons que VP € M, ®(Inf(P)) < Inf(®(P)). Soit x, y réels tels que x < y. Posons P = {x,y}.
Alors P € M donc ®(x) = ®(Inf(P)) < Inf(®(P)) = Inf ({®(x), ®(y)}) < ®(y). ® est donc croissante.

b. (=) Supposons que P croit et est continue a droite, alors d’aprés a. on a VP € M, ®(Inf(P)) < Inf(®(P)).
Soit P € M et a = Inf(P), montrons que Inf(®(P)) < ®(«). Pour ¢ > 0, comme ® est continue & droite
en «, il existe n > 0 tel que Vx €)oo + 1], P(x) < P(x) < () + e. Or puisque o« = Inf(P), pour n > 0,
il existe x € P tel que &« < x < « +1 ce qui donne par croissance de ¢ : ®(x) < P(x) < P(x) + . Et
comme P(x) € &(P), on a Inf(P(P)) < &(«) + e. Mais ceci est vrai pour tout réel e > 0 ce qui implique que
Inf(®(P)) < ®(x). Comme on avait déja ®(Inf(P)) < Inf(®(P)), on en déduit que ®(Inf(P)) = Inf(P(P)).
(«<=) Supposons que VP € M, ®(Inf(P)) = Inf(®(P)), alors d’apres la question a., la fonction ® est déja
croissante. Si @ n’était pas continue & droite partout, il existerait un réel x tel que ®(x) < lim, o(t) = B.

t—x
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On prendrait alors P =|x; +00[€ M et on aurait ®(x) = ®(Inf(P)) < Inf(®(P)) = B contredisant I’hypothese.
Ainsi, ¢ est croissante et continue a droite partout.

3.110] a. La fonction f : t — sin(t) est continue sur R’ et se prolonge par continuité en 0 car sin(t) ~t donc
Vi ; ¢ 0

f(t) Y V't qui tend vers 0. Posons u(t) = 1 — cos(t) et v(t) = ﬁ, alors u et v sont de classe C' sur RY

et /(1) = sin(t) et v/(t) =~ et lim u(thv(t) =0 = Tim u(t)v(t) done les intégrales [ S gy
2tvt o0+ t—r+00 0 Vit

+o0 1 — cos(t) 1 — cos(t) 1 . 1 — cos(t)

et dt sont de méme nature. Comme ‘7‘ < —=, la fonction t —» —————~ est

f vt vt | T 2 2tv/t

o X o % sin(t)

intégrable sur R* (prolongeable par continuité en 0) donc fo i dt converge.
R . . n n (+D)7 sin(t)

b. D’apres la question a., la suite Y (—1)™u, converge en posant (—1)"u, = f —2+dt. On a

n>0 nr Vit
donc (—1)"un = fﬂ sin(u + mr) = (" fﬂ L(u)du avec le changement de variable t = u + nn
Vu+nm 0 vu+mn

d’olt un f Ln du > 0. Comme u+nnm < u+ (n+ 17, la suite (un)nen est décroissante et

0<un< f 811/17 \/7 qui tend vers 0. Ainsi EL}TOO un, = 0 par encadrement et on en déduit avec le

critére spécial des séries alternées que > (—1)"uy converge (on le savait déja) et que la somme A de cette
n>0
série est du signe du premier terme vy donc A > 0.

3.111) a. Pour x € R, la fonction fy : t +— e et st positive et continue sur R;. De plus, on a la
relation etfy(t) = e~ ~Ft = t(0=x+1) done lim etfy(t) = 0 d’otl fx(t) = o(e~t) et comme t — et est
t——+oo +oo
intégrable sur R, la fonction fy lest aussi. Par conséquent le réel f(x) est défini pour tout réel x.
b. Pour x > 0, comme Vt € Ry, 0 < e’tz <1,ona0< f(t) < e ™ et par croissance de l'intégrale :

+o0o
0<f(x) < fo e~tdt = 1. Par théoréme d’encadrement, on a facilement (trop 1) : HT f(x) = 0.
X X—+00

. x x In(t) . .
3.112] a. Pour x € R, la fonction f, : t — tt T = £ 1 est positive et continue sur R%. De plus
et — e —
1

t2f, (t) ~ t*T2e"t donc lim t2f,(t) = 0 d’ou fy(t) = o( 1 ) et comme t —
ol oo O\ 12 t2

est intégrable sur [1; +o0|
t—+o0

d’aprés RIEMANN, la fonction fy Pest aussi. De plus, fy(t) r(\;t"_] car et — 1 f(\;t. D’apres RIEMANN, f, est

intégrable sur |0; 1] si et seulement si 1 —x < 1 <= x > 0. Le réel f(x) est défini si et seulement si x € R .

. +o0 +oo o
b. Soit x > 0, alors f(x) = fo ]dt > fo t¥e tdt car Vt > 0, 0 < e' — 1 < e*. Mais on reconnait

cette intégrale, c’est la célebre fonction gamma d’EULER ainsi f(x) > I'(x + 1).

+oo 1 +00 3
Or(x+1) = fo tYe~tdt = f t"e‘tdt—&—f t¥e~tdt = F(x) + G(x). Or 0 < F(x) < 1 donc F est bornée
sur R} et G est croissante car x + t* est croissante si t > 1. Ainsi G admet une limite en +o0o. De plus,
F'(n+1) =Fn)+ G(n) =n! (classique) donc G(n) = n! —F(n) = n!—1 donc liT_’T} G(n) = 400 d’ott 'on
n——+oo
déduit que lim G(x) = +oo. Ainsi: lim f(x) = +oo.
X—>+00 X—>+00

3.113] a. e D’abord t +— t*f(t) est continue sur R%. De plus, f est continue en 0 donc f(t)?O(l) et

t"‘f(t)?O(t_%) avec —x < 1 par hypothése donc t — t*f(t) est intégrable sur ]0;1]. Comme, par hy-

pothese, t — t*f(t) est intégrable sur [1;4o00[, on en déduit que t — t*f(t) est intégrable sur R* donc

“+oo
fo t*f(t)dt converge.
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e Pour x > 0, par intégration par parties avec u(t) = t*! et v(t) = f(t), comme u et v sont de classe C' sur
10;x] et que tli?;r t*+1£(t) = 0 car « + 1 > 0, ce qui précede garantit que les intégrales suivantes convergent
et qu'on a fox(oc + 1)t f(t)dt = x*FTf(x) — fox t**1#(t)dt. On ne pouvait pas tout de suite faire ceci sur
R* car on ne encore rien de la limite (ni méme de son existence) de x — x**'f/(x) en +ooc.

e Or t — t*F1f/(t) est continue et négative sur Ry car a + 1 > 0, donc on a par le théoréme de la limite

X X
monotone lalternative suivante : lim f 1 (t)dt =€ R_ou lim f ¥ (1) dt = —oo.
x—+o00 J 0 x—+oo J 1

+
e Comme x**11(x) = [“(at+ Der(nae+ [T (1)at, tim () = (a+1) ] () dt + 0= 0
X—400

ou 1111 x**1f(x) = —o0. Or f est positive donc on a forcément ¢’ € R, dans le premier cas.
X—100
e Si on avait lim x*T'f(x) = —o0, on aurait lim (;/X> = 0 qui se traduit par + = o(x*f(x)) or ceci
x—+00 x—+o0 x*f(x) X +oo

“+oo dx 1 “+oo , .
est absurde par RIEMANN car f1 £X diverge alors que f1 x*f(x)dx converge d’apres a..
X

!
e Sion avait lim x*t'f(x) =€ > 0, alors f(x) ~ L ce qui & nouveau absurde avec la question a..
x——+00 +oo X

X
e On a donc 1111 x**t1f(x) = 0, ce qui montre l'intégrabilité de t — t*+1#(t) car x — fo o () dt
X—+00

admet une limite finie en +00 et que cette fonction est négative (de signe constant).
b. On reprend I'intégration par parties précédente avec toujours u(t) = t*+! et v(t) = f(t), comme u et v

sont de classe C! sur R et qu’on sait maintenant que lim t*F'f(t) = lim t*T'f(t) = 0, on a directement
t—0+ t—ro0

+ +
la relation attendue : fo et f'(t)dt = —(«x +1) fo ~ t*f(t)dt.

1
3.114 ] a. Méthode 1 : Supposons fo f(t)dt = 0, si f continue sur [0; 1] ne s’annulait pas sur ]0; 1], par le théoréme
des valeurs intermédiaires, f garderait un signe constant sur cet intervalle, par exemple positif. On aurait

1
donc f positive, continue avec fo f(t)dt = 0 et on sait qu’alors f = 0 sur [0;1] ce qui contredit 'hypothese.

1
Ainsi on a bien I'implication suivante : ﬁ) f(t)dt = 0 = f s’annule au moins une fois sur |0; 1[.

Méthode 2 (directe) : Soit F : [0;1] — R définie par F(x) = fOX f(t)dt, alors F est de classe C! sur [0;1] et
F' = f d’apres le théoréeme fondamental de l'intégration. De plus F(0) = F(1) = 0 avec 'hypothese, alors avec

le théoréme de ROLLE, on a l'existence de ¢ €]0; 1] tel que F/(c) = f(c) = 0.

) . 1] 1 1 1 B B L _
b. Méthode 1 : Comme )= fo tdt, on a fo f(t)dt = ; = fo (f(t) —t)dt = 0. D’apres question a.,

1
comme g : t — f(t) — t est continue sur [0;1], fo f(t)dt = 15 <= g s’annule au moins une fois sur ]0; 1[. Or

f admet en c un point fixe sur ]0; 1] si et seulement si f(c) = c, c’est-a-dire g(c) = 0. Par conséquent, on a

1
bien 'implication suivante : fo f(t)dt = % <= f admet au moins un point fixe sur |0; 1].

2
Méthode 2 (directe) : Soit G : [0;1] — R définie par G(x) = fox f(t)dt — fox tdt = F(x) — % Alors G est
de classe C! sur [0;1] et G'(x) = F/(x) — x = f(x) — x. De plus G(0) = G(1) = 0 par hypothese donc, avec le
théoréme de ROLLE, il existe ¢ €]0; 1] tel que G'(c) =0 = f(c) —c.
3.115) e Si £(0) > 0, par continuité de f en 0, il existe un réel o > 0 tel que Vx € [0; ], f(x) > @

Alors il existe ng € N tel que ¥n > ng, Vk € [0;n], f(%) > 1) (des que aa
n

: - < o).
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w donc lim un = +oo.

Alors Vn > ng, u, >
2 n—-+oo

e De méme, si f(0) <0,ona Um up = —o0.
n—-+oo

o Si f(0) = 0, par dérivabilité de f en 0 : Ve > 0, Ja > 0, Vx € [0;al, ]M —70)] < e Ainsi

x
Ve >0, o >0, Vx € [0;af, |f(x) — xf’(O)‘ < ex. Soit donc € > 0 et np € N tel que 1 < xassocié A e.
no
Alors Vn > ng, Vk € [0;n]], % < 1 < « done ’f(%) - %f’(o)‘ < 5—‘; On obtient donc, en notant
n n n n n
= 5 500, jun v =| 3 (1(%) - 57@)] < S ]o(%) - e < 3 %=l
K=o k=0 \ \T n k=o' \n n K=o n
/ / /
Ainsi lim (un —vn) = 0 et comme v, = M ona Um vn M donc Um u, = f (0)
n—+4oo 2n n—+4o00 2 n—+o00 2
— — 1 X
3.116 | o Pour la premiere intégrale, on calcule %fox sin?(t)dt = %fox %dt = %[Zt%m(m}o pour
x > 0 donc ifox sin?(t)dt = ; - % donc xEToo % fox sin?(t)dt = ]E

e L’exercice est plus général quand on constate que les fonctions t — sin?(t) et t ~— | sin t| sont m-périodiques.

Prenons donc une fonction f: Ry — R, continue et T-périodique avec T > 0.

Soit x > 0, alors x = nyT + y5 avec ny = {?J et yx € [0; T[ car ny < % <ny +1<=nT<x< (ne+1)T.
Cette double inégalité se transforme en 1_1 < Mx g l, donc, par encadrement, lim x = 1
T x X T x—400 X T

On dé L ear=1("5 [ swars [C(a C Or par T-périodicité de
n ecompose;j; (t)at = 7< > fkT (1) t—l—f (1) t) par CHASLES. Or par T-périodicité de f,

X\ k=0

(k+1)T B 1 (41T T ) 1 r7T
ona fkT f(t)dt = fo f(t)dt donc - Zo f dt = = fo f(t)dt qui tend donc vers T fo f(t)dt

X T , 1 X
quand x tend vers +oo. Or ’ f dt’ f . If(t)|dt < fo [f(t)|dt est borné : m f . f(t)dt = 0.
nyT MNx Ny

—+00 X

On en conclut que lim f f(t)dtdt = ']Ff f(t)dt.

X—+00 X

Comme foﬂ | sin(t)|dt = foﬂ sin(t)dt = [ —cos(t)]; =2, ona lim 1 fox | sin(t)|dt = 2.
T

X—+o0 X

3.117 | Comme Arctan est impaire et ch paire, x > ‘ Arctan(sh x)’ et x = o+ B Arccos ( sont paires donc

a0)
ch (x)
il suffit de trouver « et B qui conviennent sur Ry. De plus, si la relation est vérifiée, en x = 0, cela donne
0 = « et en prenant la limite en +o00, on obtient % = [3% donc g =1.

Il s’agit de prouver que : Vx > 0, g(x) = Arctan(shx) — Arccos (L) =0

ch (x)

La fonction g est dérivable sur R car Arccos est dérivable sur | — 1;1[ et on a classiquement :

Vx > 0,¢'(x) = L(Xz) - (— Shz&)(— é) Comme ch?x — sh?x = 1, on trouve en
14 sh<(x) ch“(x) ]
ch?(x)
simplifiant que g'(x) = 0 donc que g est constante sur I'intervalle R* et comme ET g(x) =0, on a donc
x (oo}
Vx € R, g(x) =0. On en conclut que Vx € R, (sh (x) ‘ = Arccos (ch]( ))
x

o1



_ _ X
3.118 | Pour « € R, la fonction f : x () —In(1 —e )e*"‘X est continue sur R .
X

_ _ N X
eln(x)—In(1—e™*) = —1n (] 7xe X) or 1 *Xe : ]—%—i—o(x) par DL donc tn(x) —tn(1 —e”7) —%—1—0(1)

et f se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = ——. Ainsi f est intégrable sur ]0; 1].

Ni= o

e lim In(1—e ) =0doncIn(x)—n(1—e ) ~ In(x) ol f(x) ~ Me“"x = o(e” ™) = o(iz) car

X——400 +oo 400 X 400 400
o > 0 et on conclut avec RIEMANN que f est intégrable sur [1;+o00].
+oo n(x) —In(1 —e™ )

Par conséquent f e” “*dx existe pour o € RY.

X
x
cos —

3.119]Sin € N, les fonctions fn : x — In (2 sin %) cos(nx) et gn : x — sin(nx)—% sont continues sur |0; 7t]. De
sin =
2

plus i (x) ¥ lnx =0 (17) donc f,, est intégrable sur |0; r] par RIEMANN. Enfin g, se prolonge par continuité
X

en 0 en posant gn(0) = 2n (car sin(u) Eu) donc gy est intégrable sur [0; 7).

Pour n > 1, on effectue une intégration par parties en posant u(x) = ln (2 sin %) et v(x) = sin(nx), alors
les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]O 71] et hm u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car
u(x)v(x) T In(x), de sorte que nl, = f w/ f uv = ,,]n

cos(x/2)
in(x/2)

obtient Jni1 = Jn +2f07T cos ((nJr )x) cos 3dx. De plus, cos(a) cos(b) = 7(cos(a+b) —cos(a—b)) donc

De vlus _f” . . o - . x 1 -
e plus, Jnp1 = | sin((n 4+ 1)x ) dx or sin((n +1)x) — sin(nx) = 2sin (3) cos ((n + §)x) ainsi on

N |—

i 1 g o
2 f;) cos ((n+ 3)x) cos 3dx = fo (cos((n +1)x) — cos(nx)) dx =0sin > 1. Ainsi, (Jn)n>1 est constante

T[ 2 x & A T
et J1 = fo 2cos” Fdx = j;) (14 cosx)dx = m. Par conséquent : Jo=0etVn>1, ] =met [, = o

. /2 /2
La convergence des intégrales fo In(cos x)dx et fo In(sinx)dx se montre comme avant. De plus, le

/2 /2
changement de variable x = 72l — t transforme 1'une en autre : I = fo In(cos x)dx = fo In(sinx)dx.

7T /2
AinsiIy = fo In (2 sin %) dx, avec le changement de variable x = 2u: Iy =2 j;) In(2sinu)du = win 2421

1 fﬂ In(sint)dt

en ayant posé x = 1y, Mais comme sin(m —t) = sin(t), on a ln sint)dt =2 n(sint)dt = 2I. Par
2

/2 /2
Puis21=1+1= fon (In(cosx) + In(sinx))dx = fon (In(sin(2x)) — In2)dx = —Tr

conséquent I =

7%712 (intégrales d’EULER). Enfin on arrive & Iy = 0.

3.120/ f étant continue sur le segment [0;1], elle est bornée et atteint ses bornes ; on pose m = ][VhT]Lf =f(c)>0
a;b

et M = I[\/lm]cf = f(d) > 0 avec (c,d) € [a;b]?. Comme Vt € [a;b], f(t) < M, on a la majoration suivante
a;b

1 1
1 T 1 T
vn e N u, = (fo f(t)“dt) S (J;) M“dt) "™ = M. De plus, par continuité de f en d (I'un des réels en
le(s)quel(s) f atteint son maximum) : Ve >0, Ja >0, Vt € [a;b]N[d — a;d + ], M — e/2 < f(t) < M.
Soit 8 = y—x > 0 le diameétre de I'intervalle [a; b]N[d—o; d+a«] = [x;y]. Alors pour tout entier n € N*, il vient

1 1
1 s y T 1 . .
Uy = (fo f(t)“dt)TL > (fx f(t)“dt)TL > (M—%)éﬁ =wyn. Comme Um wy, = M—%, il existe un rang

n—-4oo

no € N* tel que Vn > ng, wn > M — ¢. Conclusion : Ve >0, Ing € N*, Vn > ng, M — ¢ <wpy <up <M.
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Ceci garantit que lim u, = M = Maxf.
n—+oo [asb]

3.121] Soit x € R, la fonction t — 1 — 2xcost + x* = sin?t + (x — cost)? > 0 est continue sur J0;7n[. Elle ne

peut s’y annuler car sint > 0 si t €]0;7t[ ainsi g : t = In(1 — 2xcost + x?) est continue sur ]0;n[. De plus
sinft+ (x —cost)2 =0<«= ((t=0et x=1) ou (t =met x =—1)). Ainsi, f est définie sur R car :

e si x # +1, g est méme continue sur [0;71] done f(x) existe.
e six =1, g est continue sur |0; 7], g(t) = In(2) + In(1 — cost) rngn(t) So (ﬁ) : g est intégrable sur |0; 7).

e si x = —1, g est continue sur [0;7[, g(m —t) = In(2) + In(1 — cost) ?O(ﬁ) : g est intégrable sur [0;n[.

e Avec le changement de variable t = m—u, on a f(x) = f(—x) car la fonction cos vérifie cos(m—u) = — cos(u).
7 2
eSix#0,0na f(l> = f In (1—2xc+t+x dt donc f(l) = f(x) — 2min|x|.
X 0 X X

s
o f(x) + f(—x) = fo (n(1 — 2xcost + x?) + In(1 + 2xcost + x?))dt. Un petit calcul montre que l'on a
(1 —2xcost +x2)(1 + 2xcost +x?) = (1 +x%)? — 4x% cos?(t) = x* — 2x% cos(2t) + 1. Donc, en effectuant le
27
changement de variable t = % 2 f(x) 4+ f(—x) = % fo In(x* — 2x? cosu + 1)du. Mais par 2m-périodicité et

parité de cos, on a f(x) + f(—x) = f(x?) = 2f(x).
s
On en déduit que f(1) = 2£(1) donc f(1) = 0. On a simplement f(0) = fo 0=0.

Soit x €]0;1[, alors posons u, = x?" de sorte que uny1 = uZ et f(uni1) = 2f(un 1), puis, par récurrence :

f(un) = £(x2") = 2™f(x). Or f est bornée au voisinage de 0, en effet la fonction g : K = | — %; %] x[0;7] = R

définie par g(x,t) = In(1 — 2x cost + x?) est continue sur le compact (ou fermé borné mais il faut se méfier
s
:-)) K donc elle est bornée (par M disons). Alors Vx € [— 1. l}, f(x) = fo g(x,t)dt vérifie |f(x)| < M.

272
2 2n
L. f(x ) f(X ) M . 1
i —_ < : = — = .
On en déduit que nEToo S ‘ S on Six>1:f(x)=2lnx f( ) 2minx

o x

Enfin par parité de f : Vx € [—1;1], f(x) =0 et Vx €] — co; —1[U]1; +00[, f(x) = 2min|x|.

=0 = f(x) car ‘

On peut aussi dériver f(x) sous le signe somme, poser le changement de variable u = tan (%) qui s’impose
avec les regles de BIOCHE et intégrer la fraction rationnelle qui en découle : 1égerement hors programme.

3.122 | Les solutions de (Eg) : y'—y = Osont lesy : t — Ae' et par variation de la constante, les solutions de (E) sont
t t t
. t t —u — —u t : —u — .3
lesy:t—Ae' +e fo flu)e “du = (7\ + fo f(u)e du)e . Or tl}rooAJr fo f(u)e "du = 0 si et seulement

+
SIA=— OO f(u)e “du qui existe car f est intégrable sur RT (méme R) et Vu > 0, |f(u)e ™| < [f(u)].
A j; q g

. 7 t +OO +m . .
Considérons donc yo : t — (fo f(u)e ™du — j;) f(u)e‘udu) et = — ft f(u)et~"*du la solution partic-
+ + +
ulidre. yo est bornée sur R car ¥t € R, |yo(t)| = ]- [ mf(u)et*udu\ < [T rwlaw < [T [(w)du
t t —o0
puisque Yu € [t;+o00], 0 < e'™* < 1. Les solutions de (E) sont donc, par structure, les y : t — ae® + yo(t)

t

et les fonctions t — «e® sont bornées sur R si et seulement si « = 0 ainsi la seule solution de (E) qui soit

bornée sur R est la fonction h = yo.
. . 7’ a a a
Sia> 0, enintégranth = —f: [~ h(t)at =h(a)—h(-a)— [ F(t)etdt = h(a)—h(-a)— [ #(t)dt (1).
—a —a —a
On sait que tim [ #(t)at = [T #(t)at. On a déja vu que [h(t)] = [u(vv()] < [ [f(u)ldu donc
a—+ooJ —a —00 = t

+
lim h(t) = 0 (reste d’intégrale convergente). De plus h(t) = —e' f; > f(uw)e “du. Et en —oo ?

t—+o
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Soit to € R, alors avec la relation de CHASLES, l'inégalité de la moyenne, on obtient l’inégalité suivante
t + t

vt < to, W(Q|<L[O\ﬂuﬂ€’udu+etj‘awfhok_udu.Soﬁ£:>0ettouﬂquej‘o\( )du < £, comme
t to —o0 2

+
lim et =0, Jt; <to, VE<ty, 0<et f ~ [f(w)le du < £. Pour t < tq, comme Yu € [t;to], e*™™ < 1:
t——o0 to 2
0 < fto [f(u)]et " du < f u)|ldu < £. Par conséquent, Vt < t1, |h(t)] < € + & = ¢ et on arrive &
AN t ~X 2' ) X ) X 2 2

tlim h(t) = 0. Par conséquent f h converge et, en passant a la limite quand a tend vers +oco dans la
——00 —o00

. +oo +oo
relation (1) : f_oo h(t)dt = —f_oo f(t)dt
a
On recommence, pour a > 0, f [h(t)|dt < f G(t)e'dt en notant G(t) = —f e “du pour
—Qa
montrer que h est intégrable (a faire) en effectuant une IPP et en maJorant comme m—dessus.
3.123 ) I(x) ne peut étre défini que si sin(20) > 0 pour 0 € ]6,\;[ donc pour x € ]O; 72l [ Sif:0— % -1,
sin

alors f est continue sur ]0; % { (car sin(20) €]0;1]) et f(6) ~ —_ donc f est intégrable sur ]0; % [ De méme,

0 Ve

f est intégrable sur } Yih] [ car f(f - 9) (0). Ainsi, on peut définir I(x) pour x € [O; g} en prolongeant

tinuité : I(0 0 te) et I /2 14d6.
par continuité : 1(0) = 0 (reste) e f | ——— sin( ZG -
T/2—%x /2
Soit }0-5[1(57): —1___1a0; Gzﬂftzl(ﬂf): — 1t
oxe s J; sin(20) P ORPose =5 2 " J sin(2t)

car sin(m —2t) = sin(2t). Par conséquent I(2 x) +1(x) = I(%) ce qui montre que le graphe de la fonction

I est symétrique par rapport au point (Z = (g))

1+tan®@ 2tan® 1+tan®@
de variable t = tan® = @(0) avec ¢ qui est bien de classe C' et bijective de ]0;x] dans ]0;tanx], donne

On sait que sin(20) = _2tan®  onc I(x f \/1 —2tanf +tan?0 1 +tan 0 do. Le changement

tan(x) |1 — t|dt . L . T
I(x) = —————. Par la symétrie précédente, on peut se contenter de calculer I(x) pour x € 0; =
x) = [, 0+ 1) y p p (x) p }

tan(x) (] —t)dt \/tan(x ] —u )du
et on a donc I(x) = ———"——>_ car tan . On pose t = u? et I(x .
O=fy Taitdd () <1.Onp )=Va || e
Comme 1+ X4 = (1 +X?)? — 2X? = (1 + v/2X + X?)(1 — V2X + X?), on décompose la fraction en éléments
2
simples 1 =X VX1 VaX -

T+XP 20+ V2X+X%) 201 —V2X+X%)’
]+\[u+u )}\/tan(x).

0 it des logarithmes, il en découle la f 1Veo;ﬂ[,1 :l[ (7
n reconnait des logarithmes, il en découle la formule Vx €] 1 (x) 5 e Vu sl

3.124 | La fonction f, : x — tan(x) — x est continue sur I, lim fn(x) = —oco et Um  fn(x) = +o0

x—= (="~ T nm)+ X%(%"rﬂ“)*
pour tout entier n € N. De plus, f/ (x) = tan?(x) > 0 et I (x) ne s’annule qu’en x = nm donc f, est

strictement croissante sur I, ce qui prouve d’apres le théoreme de la bijection que f,, réalise une bijection
de I, sur R. Ainsi, f, ne s’annule qu’une seule fois sur I, en un réel qu’on note x € Iy,.

} 3 2[donc

Yn = O(1). De plus tan(yn +nm) = x, donc tan(yn) = xn <= yn = Arctan(xy) car tan est n-périodique.
o0

Comme x, € Iy, —%—&—nn <xn < g—l—m'r donc xn, ol n7. Sion pose yn = xn —nmalors yn €

Or lim x, = +oco donc lim y, = Z. On peut donc écrire y, = T — z, avec z,, €]0;7| et z, = o(1).
n—+oo n—+4oo 2 2 +oo
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A nouveau tan (TE( — zn) = Xn = — 1 donc zn = Arctan (i) d’ou z,, ~ 1. Enfin, comme on a

tan(zn) Xn +00 NI
xn = nn+T+0(1), on az, = Arctan (i) = Arctan (+) = Arctan (L (1 —i—l—o<l))> ce
2 Xn 00 n7t—|—§+o(1) nm 2n n

qui donne z, = ——— ]2 +o (iz) avec le DL,(0) de Arctan qui s’écrit Arctan(x) =x+o(x?). On en déduit
+oonm  2n“m n 0

le développement asymptotique avec une précision o (%) souhaité : xn, = nn+ T — 1 + 12 +o0 (%)
n +00 2 nm 2n'm n

3.125 ) Pour n € N, soit f, : R — R définie par f(x) = x> +nx — 1. f, est de classe C! sur R et f (x) =5x* +n
donc f;, est strictement positive sur R* ce qui garantit I'injectivité de f, sur R,.. Comme fy, est strictement
négative sur R_, que f,(0) = —1 et f,(1) = n > 0, il existe par le TVI un unique réel u, €]0;1] tel que

fn(un) = 0. Ceci garantit bien l'existence et I'unicité de cette suite.

Or Vx € [0;1], fro1(x) =x>+ (n+1)x—12>x> +nx—1. Alors fri1(uny1) =0 = fr(un) = fn(unyr) mais

comme fy, est strictement croissante sur [0;1], cela implique que un > un41. La suite (un)nen est donc

décroissante et minoré par 0 donc elle converge vers ¢ € [0;1].

5
Orvn > 1, u—“+un— = 0 ce qui donne en passant a la limite 0 + ¢ — 0 = 0 donc £ = 0.
n

1
n

Pour n > 0, on a fn<l) = ]—5 > 0 donc u, € }0; l{ et on a donc uny = o(1) : ceci montre aussi que la
n n n +oo

limite de la suite est nulle mais sans la décroissance.

5
. . u . . ,
Ainsi u = o(1) donc un —% = —T“ ol —# ce qui donne u, = %— # +o (#) qui est le développement

asymptotique a deux termes cherché.

—~

3.126) La fonction f : t — e~*" est continue sur R, donc en particulier sur chaque segment [l; x} pour x # 0. La
X

fonction ® est donc bien définie sur R*.
Soit F:x +— ff f(t)dt la primitive (de classe C') de f qui s’annule en 1. On a ¥x > 0, ®(x) = F(x) — F(l)
x

X
(par CHASLES) donc @ est de classe C' sur R par opérations. De méme, si on note G : x — f ! f(t)dt la

primitive de f qui s’annule en —1: Vx <0, ®(x) = G(x) — G <l> donc @ est de classe C' sur R*.
x

Par conséquent, ® est de classe C! sur R*.

Pour x # 0, effectuons le changement de variable t = —u (assez facile & justifier) dans ®(x), on a donc
D(x) = f?x/ e’(’u)z(—l)du = —®(—x) : ® est donc impaire.
— xX

+oo
Six > 0, comme f est intégrable sur R, car elle y est continue et et = o(e™"), lim F(x)= f] f(t)dt.

+oo X—+00
1
De méme, comme lim 1 = 0 et que F est continue en 0, lim F l) = F(0) = — | f(t)dt. Comme
X—4o00 X X—>+00 X 0
_ R L T ! Foo Y T
B(x) = F(x) F(X) : tim @0 = [rwa+ [ f(ar= [ f(t)at = YT (intégrale de Gavss).
. 0 _t2 \/E . . . T 5
lim &(x) = f e " dt = —X— et ® est impaire : lim ®(x) = X= donc ® n’est pas prolongeable par
x—0t +oo 2 x—0~ 2
continuité en 0. Comme f > 0, ¥x €]0;1], loy= D(x) <0 et Vx € [1; 400, 1= d(x) > 0.
x x
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3.127 | Méme si ce n’est pas dit dans I’énoncé, on suppose a positif.

t t
On écrit TAYLOR reste intégral : Vt € [0;a], f(t) = £(0) + tf'(0) + f (t—wf’(w)du= fo (t —w)f”(u)du.

TSR @ 2 2
De plus, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ : fo [f(t)f"(t)|dt < f f=(t)dt f 15(
Comme f est continue sur le segment [0; a, f y est bornée et y atteint ses bornes donc il existe c € [0; a] tel que

2 3 c
— 2 _ o 1" < 2 € 2 < ¢ 12
1£(c))| S I£(t)]. Or £(c) (fo (c—u)f (u)du) < [oe—w2au [T 2 (wau < & [ 7?(w)du done
a 4 a a 2 a
2 < 2~ a 12 < a. : 11 < a 112
fo f2(t)dt < af(c)” < 3 fo f’<(u)du car ¢ < a. Mais on ne trouve que fo [f(t)f"(t)]dt < \@fo 7 (t)dt

t
La bonne méthode était la suivante : comme f(0) = 0, on a f(t) = ﬁ) f'(u)du et on majore avec I'inégalité
t 2 t t t a
_ . £2 — / 12 _ 12 12
de CAUCHY-SCHWARZ : f(t) (fo 1.f (u)du) < fo 1duf0 2 (u)du tfo f (u)du<tf0 ' (u)du
inté . [ ) G qp— at G
En intégrant entre 0 et a : fo f2(t)dt < fo f (u)dufo tat= 9 fo 2 (1) du.

t
Comme '(0) = 0, il vient f'(t) = fo f(u)du, et on obtient de méme fo 2(t)dt < 2 f 2 (u

2 4
Enfin, (foa |f(t)f”(t)\dt> < foa 2(t)dt foa 2 (t)dt < a? ( foa £ (t)dt) et on passe a la racine.

t a

On a égalité dans cette inégalité si les trois inégalités de CAUCHY-SCHWARZ et fo 2 (w)du < fo 2 (u)du

sont des égalités, c’est-a-dire si a = 0 ou si f est constante. On ne sait donc pas si cette inégalité est optimale.
3.128 | a. G est bien définie car t — |x — t|g(t) est continue sur le segment [0; 1] pour tout x € [0; 1]. Pour justifier
la régularité de G, on écrit G(x f x —tlg(t)dt = f (x—t)g(t)at + 1 f1 (t —x)g(t)dt par CHASLES

2 2 2 Jx
car |x —tl=x—tsite]0 x] et [x —t|=t—xsite [x 1]. On en déduit par linéarité de U'intégrale que
=3 f dt—ff tg(t)dt+ - f tg(t dt—ff g(t)dt. Comme les fonctions t — g(t) et t — tg(t)

sont continues sur [0; 1], le théoréme fondamental de I'intégration montre que G est de classe C! sur [0; 1] avec

Zf t)dt+ g( )—m—m—lfxlg(t)dt+ g(x Zf g(t dt—ff g(t)dt. Sous cette

2 2 2
forme, G’ est aussi de classe C! car g est continue, donc G est de classe C2, avec G”(x) = % + @ = g(x).
b. Si on pose f(x) = G(x) + ax + b, alors f(0) = G(0) + b donc f(0) = 0 <= b = —G(0). De plus

f(1) =G(1)+a+bdouf(1) =0 <= a=—-b—G(1) = G(0) — G(1). Par conséquent la fonction f: [0;1] = R

définie par f(x) = G(x) — (G(1) — G(0))x — G(0) vérifie bien f(0) =f(1) =0et f' ' =G" =g
c. Sih:[0;1] — R vérifie aussi h de classe C2 sur [0;1], h” = g et h(0) = h(1) = 0, alors f’—h"” = (f—h)"” =0

ce qui prouve, comme [0;1] est un intervalle, que (f — h)’

est constante puis que f — h est affine. Or
(f—h)(0)=0—0=0et (f—h)(1) =0—0=0. Ainsi, la fonction affine f — h s’annulant en deux points

distincts, on a f —h = 0 donc h = f.

Conclusion : il existe une unique f : [0;1] — R de classe C? telle que f = g, f(0) = f(1) = 0 et on a
_1( (" ! ! )7 Vlx —t] —x +2tx — t
f(x) = 2(]’0 x—t|g(t)dt (fo (1—t)g(t)dt fo tg(t)dt)x fo tg(t)dt _fo S g(t)dt.

3.129 | Pour n = 0, (e*"z)(o) = = P()(><)(e”‘Z avec Po =1. Si, pour n € N, on a (e*"z)(“) = Pn(x)e*"z, alors

(e ) = (Pu(x)e ") = PL(x)e™ — 2xPn(x)e™ = Pnii(x)e™™ en posant Pniq = Ph(x) — 2xPn(x)
qui est bien polynomiale.
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On conclut par principe de récurrence : ¥Yn € N, P, € R, [X],¥x € R, (e”‘z)(“) = Pn(x)e’xz. Par

récurrence avec Py 1 = P, (x) — 2xPy (x), on montre que P, est de degré n et de coefficient dominant (—2)™.
+oo
On se rappelle de la valeur de 'intégrale de GAUSS : f e dx = 21
—00
Pour (n,m) € N2, P, P, est un polynome (de degré d) donc PT\L(X)Pm(x)e_XZ = O(xde_xz) = 0O(e™) ainsi
o0

+
x — Py (x)Pm(x)e_Xz est intégrable sur Ry. Méme chose sur R_ et f > Pn(x)Pm(x)e_XZ dx converge bien.
— 00

Sim > 1, u(x) = Pn(x) et v(x) = Pm(x)e -7 = = (e * )(m), 111;1 u(x)v(x) = 0 et uwet vsont C' sur R :

X— 00

L PatPmie ™ ax = = [T )M Dax = — [P (0P 1 (e ax

— 00

+ +
Si0 < n < m, en répétant ceci m fois, f OoPn(x)Pm(x)e_"zdx = (—l)mf OOPT(,Lm)(x)e_XZ dx = 0 car
—00 — 00

=0
+ +
Sin = m, on parvient & f OOPn(x)ze”‘zdx = (—1)“f ~ (n)(x)e*"zdx or Pﬁl“)(x) = (=2)™n! car
— 00 —00
+
deg(Pn) =n et dom(Py) = (—2)™ donc f > Pn(x)ze_XZ dx = (—-1)™ "nl f e dx = 2"nly/m.

. 1
3.130) f : t — Sltit est continue sur R*% avec un prolongement par continuité en 0 : f(0) = 1. Ainsi fo f

converge. Posons u : t — 1 —cos(t) et v :t — % Ces deux fonctions sont de classe C' sur R% et

. _ t . _ _ . .
tlﬂ?)h u(t)v(t) = 0 (car u(t)v(t) 5 2) et tBToo u(t)v(t) = 0 (car u(t) +C>O0(1)). Par théoréme, les intégrales

+o00 400 +o0 o0
’ _ sint ’ _ 1 —cost . A
fo w(t)v(t)dt = fo n dt et fo u(t)V/ (t)dt = fo 2 dt sont de méme nature.

1

Or si on pose g : t — 1—C05t 15 fonction g est continue sur R* avec un prolongement par continuité en
2 +

1
0: g(0) = % Ainsi fo g converge. De plus g(t) = O(t]—z) donc g est intégrable sur [1;4o00[ et 'absolue
o0
+
convergence implique la convergence de cette intégrale. Par conséquent : fo = g converge et il en est de

+oo +oo
méme pour fo f. Cette intégrale est dite de DIRICHLET et I = fo ]_t%“dt = % mais c’est une autre

histoire.
3.131| Méthode 1 : Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = Arctan(x — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1).
Comme la fonction Arctan, la fonction f est continue et strictement croissante, elle réalise donc d’apres le
théoréme du méme nom une bijection continue de R dans | — lim f(x); lim f(x)[= } _3m. 3 { Ainsi, il
X——00 X— 400 2 2
existe un unique réel x tel que f(x) = % Comme f(0) =0 et f(1) = % + Arctan(2) > %, il vient x €]0;1[.

Arctan(x—1)+Arctan(x+1) = g—Arctanx donc tan(Arctan(x—1)+Arctan(x+1)) = tan (% —Arctan x).

Or tan (% - 9) = tar]1(6) donc tan(Arctan(x — 1) + Arctan(x + 1)) = m = % Ainsi, comme
tan(a+b) = tan(a) + tan(b) , il vient 27)2‘ =l =22 e=x= /2~ 0,82.
1 —tan(a) tan(b) 1T—x"=1) x 3

Méthode 2 : On sait que Arctan(y) est un argument du complexe 1 + iy si y € R car on peut écrire
T4+1iy = /1 +y2e'® avec 8 € ] — %,%[ (faire un dessin) et 1 4+ iy = /14 y?(cos(0) + isin(0)) ou

cos(0) = S R sin(0) = —=2— donc tan(8) =y ce qui montre bien que 6 = Arctan(y).

1/]_|_y2 ]+y2
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On sait aussi que arg(zz') = arg(z)+arg(z’) [2n] done, en itérant, arg(zz'z") = arg(z)+arg(z’) +arg(z”) [27].
Ainsi Arctan(x — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1) = Arg (1 +i(x = 1))(1 +ix)(1 +i(x + 1))) [27] et I'équation

devient arg(2 — 3x? + (4x — x3)i = [271] ce qui équivaut & 2 — 3x? 4 (4x — x3)i € iR% et, & nouveau, on

trouve x = \/g (car six = — § la partie imaginaire de 2 — 3x? + (4x — x3)i est strictement négative).

3.132 La fonction f : x — th (3x) — thx est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 avec f(0) = 2 car
X

3t — t + o(t?) et —e bt _1—e % 2¢2t
th (1) = t+ o(t*) donc f(t) 5 " S +o(t). De plus, th(t) e e
—6x\ _ —2x —2x _2
donc th (t) = 1+0(e-2t). Ainsi, f(x) = ~+OE)=T+0(e™™) _ 0(e™™) _ o(e7) = o).
+o0 +oo X +o0 X +o0 X +oo

Par comparaison avec une fonction de référence intégrable sur R, la fonction f est intégrable sur R7 .

Siu >0, fou de = fu de — j;)u thx 4y (les deux intégrales convergent). On pose
X

X 0 X
x = % = ¢(y) dans la premiere intégrale (avec @ de classe C' sur le segment [0;3u]) et on obtient la
. u th (3X) — thX _ 3u th thx thx thx 1
relation fo fdx = fo f dx f dx (par CHASLES). Or aliodte
wth(3x) —thx , _ 3] “thx—1,4 _ 3ul—thx —x
donc fo — = fu Sdx + fu A= n(3) — fu — Oro<1—thx<2e

—u
“dx < 2(3u — u)&— = 4e~ . Ainsi, comme Um 4e”
u

u—-4o00
u —
déduit par encadrement la valeur de I: 1= lim de = 1n(3).
u—+oo J0 X

u

donco<f 1_thxdx<f — 0, on en

3.133 | Comme la fonction g : t — . 1(t) est continue sur D =]0; 1{U]1; +o0], la fonction f est bien définie sur D
n

car pour tout réel x appartenant & D, le segment [x;x?| est inclus dans D.
Soit G une primitive de g sur D, alors f(x) = [G(’c)]§2 = G(x?) — G(x) donc f est C* sur D car G lest.
2

2

X 2 2 X
Si x €]0;1], g étant décroissante sur [x?;x], on a fx 1 gt = X=X < g(x) < X=X = fx %

In(x?) 21n(x) In(x) n(x)
2
Or lim *—X =0 donc, par encadrement, f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
x—0+ In(x)
C (t) t conduit & transf f(x) f()—f" a7 ( L Yat
omme g(t) ~ ———, on est conduit & transformer f(x) en f(x) = J tf1 T 1= .

2 2
Or h 1 gt = wm (X=1) = n(x + 1) tend vers In(2 quand x tend vers 1. De plus, en posant
1 1
x -
1 1 1

h:t~ T o trouve par DL que h(1 +u) =5 + o(1) donc h se prolonge par continuité en 1 en
n _
posant h(1) = % Ceci signifie que h est bornée (par M) sur un Voisinage de 1. Sur ce méme voisinage, on a
XZ
donc ‘f h(t)d ‘ M|x? — x| —+ 0. Par encadrement, hm f t)dt = 0. Par somme, hm f(x) = In(2).
x x—1

Par conséquent, la fonction f prolongée par £(0) = 0 et f( ) = % est continue sur Ry.

D’apres ce qui précede, f est C* sur D avec f/(x) = 2xG/'(x?) — G'(x) = 2xg(x?) — g(x) = Xl_] donc,
nx
classiquement, lim] /(x) = 1. Par le théoréme de prolongement C', f est de classe C! sur R avec /(1) = 1.
x—
In(1+1t)
t

et (0) =1, alors ¢ ne s’annule jamais sur son ensemble

1
p(x—1)

Soit ¢ :] — 1; +00[— R définie par ¢(t) =

de définition et, d’apres ce qui précede : Vx € RY, /(x) =

o8



400 (_1)n—]tn—1

La fonction ¢ est DSE sur | — 1; 1] car, classiquement : Vt €] — 1; 1], @(t) = > . Ainsi, ¢ est
n=1 n
de classe C* sur | — 1; 1], et aussi comme rapport de telles fonctions sur | — 1;0[U]0; +00[ donc finalement
sur | — 1;4-00[. Par composée et inverse, ', donc f, est de classe C> sur RY.
lim f'(x) = lim x=1 _ o+ donc f/(0) = 0 par le théoréeme de prolongement C'. Mais lim x=1_ 1
x—0+ x—0t Inx x—=0t x Inx
f'(x) — f'(0) 1 ~
et 5 = 1 donc f n’est pas deux fois dérivable en 0 : f n’est pas de classe C* sur Ry.
x — xInx

_\n
3.134| On suppose que a < b, la fonction f: t — (b —t)*(t — a)™ est continue sur [a;b[ et f(t) ~ ((};bis)ﬂx
t—b~— -

donc f est intégrable sur [a;b[ si et seulement si —a < 1 <= « > —1 d’aprés RIEMANN et Iy n existe.

Sion a a > —1, on commence par le cas simple :
(b o t)oc-H ]b B (b _ a)oc—i—]

esin=0,alorsona Iyo = [f

o+ 1 a o+ 1
1 (b _ t)oc+1
e sin > 1, par IPP en définissant les deux fonctions de classe C' w et v par posant wu(t) = I et
o
b oyl _
v = (- ona [T -0 -arar= O ST L n e done
I _n o P g imple I = 10— x =1 5o 1 d t
oon = +1 ot1,n—1. Far une recurrence simple lon atl S at2 ot a0 onc, compte
(1 _ o)xtn+1
tenu du point précédent : Iy n = %.
H (x+k)
k=1

3.135)f: t — Sltit est continue sur Ry en posant f(0) = 1 (classique). Les fonctions u : t — 1 — cos(t) et

vt 1 sont de classe C! sur RY et, par DL ou croissances comparées, lim u(t)v(t) =0= lim u(t)v(t).
t + t—0t

—+o0 “+oo —+o0 “+o0 _ .
Ainsi, par IPP, les intégrales fo u'v = fo %dt et fo w' = — fo ]t%“dt ont méme nature.

se prolonge par continuité en 0 en

Or la seconde est absolument convergente car la fonction g : t — l—t%st

1 1 e [T sint .
posant g(0) = 5 par DL et g(t) = 0 (t—z) Ainsi, fx Tdt converge (mais pas absolument) pour x > 0.

“+o0o _: +oo . X .
Soit donc F: Ry — R définie par F(x) = f Sltitdt = fo Sltitdt - fo Sltitdt. Comme f est continue
X

par le théoreme fondamental de I'intégration.

sur R, la fonction Fy est C! et vérifie F/(x) = —f(x) = —S$inX
x

G : x > x est aussi de classe C! sur R, donc, par IPP, on a faF( )G (x)dx = [F(x)G(x)]§ — foa F/(x)G(x)dx
pour un réel a > 0 ; ce qui donne j;a F(x)dx = aF(a) + f sin(x)dx = aF(a) + 1 — cos(a).
Or par IPP encore, aF(a) = a[w} + af 1_#dx = cos(a) — 1 + af 1=cosxgy et
t a X x*
a +o0 +o00 400 400
. _ 1 —cosx _ R Ccos X _1_ cosx :
on obtient fo F(x)dx = afa —z dx = afa . dx afa pea dx =1 afa 2 dx qui se

transforme par une ultime IPP, u(x) = sinx et v(x) = -5, en foa F(x)dx =14 $i4 _ g f smxd
x

+oo . +o0 -
Enfin ‘f szd ‘ f dx — 1 donc lim $NQ —  yim SWMX4x = 0 et on peut enfin
a X 2a a—+o0 a a—+ooJa X

x a—+oo JO

+oo +too o a
conclure a la convergence l'intégrale proposée et que I = fo < f sTtdt> dx = Um F(x)dx = 1.
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3.136 ) Récurrence descendante sur k. Pour k = n, la fonction f(°) = f s’annule au moins n fois par hypothese.

Si k € [[1;n] et si on suppose que f(™~%) g’annule au moins k fois, en des réels x; < --- < xi, d’apres le
théoreme de ROLLE appliqué sur chaque intervalle [xi;xi41], la fonction (%)) = t(=*+1) gannule en
Yi €Jxi;xi41[ donc f=(k=1) gannule en Y1 < -+ < yx_1 donc elle s’annule au moins k — 1 fois.

Par principe de récurrence, Vk € [[0;n] %) s’annule au moins k fois.

Si deg(P) = n et si on suppose que I'équation P(x) = e* admet au moins n + 2 solutions, donc que la fonction
f:x+— P(x) — e* de classe C* s’annule au moins n + 2 fois, alors d’apres ce qui précede, 1) gannule au
moins n +2 — (n+ 1) =1 fois ce qui est absurde puisque f(+1) = _eX ne s’annule jamais.

Par conséquent, si P € R[X], équation P(x) = e* posséde au maximum deg(P) + 1 solutions.

3.137)Sin >3, P/, = n(X™~T — 1) donc la fonction polynomiale P,, (qui est clairement continue) est strictement
décroissante sur ]0; 1] car pour tout x €]0;1[, 0 < x™~! < 1 donc P/ (x) < 0. Or P,(0) =1>0>2—n = P(1).

Ainsi, par le théoreme de la bijection continue : Jlxy, €]0;1], Pn(xn) = 0.

Comme xI' —nx,, +1 =0, on a nx, — 1 =xI €]0; 1] donc 1 < nx,, < 2, d’olt x, = O(l) et lim x4 =0.
n

o] n—+oo
n
Ainsi Um x} =0 car 0 < x < xn, et on a donc xn, = Thxn o1 car hm (1 +xV) =
n—-+4oo n +oon
n
xn < 2 sin >4 donc0 < xp < (;) et on en déduit que x}{ = o( ) ( ) ar croissances comparées.
n n
1 v 1
De plus, xp — — = =2, ainsi xu, = — +o donc In(xn) = = fln )+ o . Par
n n +oom n? n
Squent, n 1 = —nl 1)d :nlnm)w—Aﬁl -1
conséquent, nln(xn) =n n(n) +o(1) donc x =e % qme Aufinalonasy — o~

3.138] Les fonctions a : x + 0 et b : x > x* + 1 sont continues sur R et (E) : y” 4+ ay’ + by = 0 donc il existe

d’apres le théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire une unique fonction f : R — R deux fois dérivable (et
méme de classe C* par récurrence) qui vérifie le probleme de CAUCHY : Vx € R, /(x) = (x* + 1)f(x),
f(0) = f(0) = 1.
“+o00 +oo x
Comme - est intégrable sur R, on a existence de H(x) = dt = dt_ At par
fZ g + ( ) fx f(t)z fO f(t)z fO (t)Z

conséquent, H est dérivable sur R, et on a H’ (x) =— Par produit, g est donc dérivable sur Ry avec

g'(x) = F(IH) + fF()H(x) = F(x)H(x) —

(

est dérivable et g”(x) = " SO I LY R = (x* = (x* i

g’ (x) = f"(x)H(x) Z00) + Z(x) f"()H((x) = (x* + )f(x)H(x) = (x* + 1)g(x) puisque
(x) = (x* + 1)f(x). Ainsi, g est aussi solution de (E) sur R.
Supposons que f s’annule sur Ry et posons o = Inf{x > 0 | f(x) = 0}. Par continuité de f en «, on a o > 0.
Ainsi, f est strictement positive sur [0; o[, done f” aussi d’olt f’ est strictement croissante sur [0; & mais comme
'(0) > 0, on a f' strictement positive sur [0; a[ donc f est strictement croissante sur [0; «[ et f(x) > f(0) =1
ce qui est absurde compte tenu de la continuité de f en «. Par conséquent, f reste strictement positive sur
Ry. Alors f/ > 0 sur Ry donc f' est strictement croissante sur Ry. On a donc ¥Vt > 0, f'(t) > f(0) =1

donc Vx € Ry, f(x) = f(0) + fox f(t)ydt > 1+ fox dt =1+x. On a donc

1
£(x)

A nouveau, comme f est supposée ne pas s’annuler, g’

5 5 OT X

1 1
Wg(l—l-x) (14x)?

est intégrable sur R donc, par comparaison, f]—z est intégrable sur R,.

3.139 | Soit, pour n > 3, la fonction fy, : x — €* —nx définie sur R;. On a f (x) = e¥ —n donc f, est strictement

croissante sur intervalle [In(n);+oo] et strictement décroissante sur [0;In(n)]. Comme f,(0) = 1 > 0,

fa(ln(n)) =n(l —In(n)) < 0carn >3 > e et lﬁll fn(x) = 400 par croissance comparée, il existe bien
X— 100

d’aprés le théoréme de la bijection appliqué & f,, sur les intervalles [In(n); +o00[ et [0; In(n)] seulement deux

réels xn et yn tels que 0 < x < In(n) < yn et fn(xn) = fn(yn) = 0.

Comme fr(1) =e—n < 0et que 1 € [0;In(n)], on a par étude de fn : 0 < xn < 1.
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Il s’agit de constater que Vx > 0, fn(x) > fny1(x) de sorte que :

o Ainsi fn(xnt+1) > fnt1(xng1) = 0 = fn(xn) €t xnp1 € [0;1] C [0;In(n)], intervalle sur lequel f, est
strictement décroissante donc xn41 < xn et la suite (xn)n>3 est strictement décroissante.

e De méme, fr(yny1) > fnp1(Uns1) = 0 = fu(yn) et yny1 € [In(n + 1);400[C [In(n); +o0[, intervalle sur
lequel fy, est strictement croissante donc yn41 > yn et la suite (yn)n>3 est strictement croissante.

. 7’ . . ’ 7’ Xn
La suite (xn)n>3 est donc décroissante minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0. Or x, = € et
on a les limites lim eX» =elet lim + =0donc lim xn = 0 par produit.
n—-+4o0o n—+ocon n—-+4oo

La suite (yn)n>3 est croissante et y, > In(n) par construction donc 11111 yn = +00 par encadrement.
n——+oo

Soit £ > 0, alors f, ((14¢) In(n)) = n' T —n(14¢) In(n) = n(n®—(1+¢) In(n)). Par croissance comparée, on
aln(n) = o(n®) donc 1111 fn((1+¢€)In(n)) = +oo. Ainsi, Ing € N, Vn = ng, (14+¢)In(n) € [In(n); +oo|
oo n—+oo
et fn((14+¢)In(n)) > 0. L’étude de la fonction f;, montre alors que yn < (14 ¢) In(n).
Par conséquent, Ve >0, Ing € N, ¥n > ng, In(n) < yn < (14 ¢) In(n). Ceci montre que yn fox In(n).
o0
sint

sint
3.140| e f : t — £ " est continue et positive sur [1;+oo[ mais Vt > 1, € " > ]—t car sin(t) > —1 et
e

I’exponentielle est croissante. Or t — lt n’est pas intégrable sur [1;+o00[. Ainsi I diverge et f n’est pas
e

intégrable sur R.
eg:t— sintsin% est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 0. De plus,

g(t) = sintsin + = sin(t) + sin(t)(sinl — l). On pose g1 : t+— sin(t) et g2 :t— sint — 1, g1 et g2 se
t t t t t t t
+oo
prolongent par continuité en 0 en posant g1(0) = 1 et g2(0) = —1. Il est classique que fo g1 converge (par

+o0 1 — cos(t)

IPP en se ramenant & fo 2 1

dt qui est absolument convergente). De plus, par DL : g2(t) = 0 (t—3)
oo

+oo
donc g est intégrable sur R;. Par somme, fo g converge mais g n’est pas intégrable sur R,.

2x+1  _ x+x+1 _ 1 1 _ 1 x+1—x _ 1 1 1
3.141) O - _ n _ " _ L1 0
e x(x+1)% T x(x+1)% T (x+1)*  x(x+1) (x+1)% 7 x(x+1) (x+1)%  x  x+1 n

peut bien stur aussi appliquer les techniques usuelles ou procéder par identification.

La fonction f: t +—t RJ est continue par morceaux sur |0; 1] (c’est-a-dire continue par morceaux sur tout

segment inclus dans ]0;1]) car ses seuls points de discontinuité sont les réels 1 avec n € N* et tout segment
n

inclus dans ]0; 1] ne contient qu’un nombre fini de tels points.

De plus, f est positive et majorée par 1 car Vt €]0;1], 0 < HJ < % < HJ +1donc0<t “J < 1, ainsi,

par comparaison, f est intégrale sur ]0;1]. On en déduit que fo f(t)dt converge d’ou 'existence de I.

1 1
Orl= lm f(t)dt = lim t TJ dt. D’aprés CHASLES, en coupant aux points de discontinuité de

a—0t+Ja n—+ocoJ1/n t
rona [ e[S U0 e[ a =Tl e ne ] el | <
-1
On, [t = gl s = S B i 1= 2 e T wty
converge car % ol k]—z (on le savait déja car fo] f(t)dt converge) donc I = :zj %
n n n
Mais S,, = kE:] 72]{2&1 1)2 vérifie S, = %kg] (7(k—:1)2 + % - klj) = % - m + %g::] (k—:71)2 et,
avec la classique valeur de ¢(2), on a I = % + %(7%2 - 1) = % ~ 0, 82.



3 3 3x 1 —
3.142| Comme cos(t) 1 on éerit f Teostgy f “lap - f b ﬂd ) + f t)dt ou l'on
t ot X t x t x t

pose f : R — R définie par f(t) = 17%“ sit # 0 et f(0) = 0 (prolongement par continuité avec

DL). La fonction f étant continue sur le segment [—3;3], on peut poser M = T\[A%Xs] [f(t)| de sorte que
tel-3;

3x 3x L. 3x cos t
Vx € [-1;1], f(t)dt‘ < ‘ f Mdt’ = 2M|x|. Ainsi, par encadrement : lim Tdt = In(3).
X X

x—0

X

2
3.143| Méthode 1 : la fonction f : x +— Sﬁ—f est continue sur le segment [0;1n(2)] donc I existe. Les regles
ch”x

. n(2) gh?(x n(2) sh?(x 2
de BIOCHE nous poussent a écrire I = fo ﬁch (x)dx = fo ﬁch (x)dx car ch(x) =

1+sh?(x) et sh’(x) = ch (x), et & effectuer le changement de variable t = sh (x), licite car sh est une bijection
n@2) _ —nQ2
strictement croissante et C' de [0;1n(2)] dans [0;sh (In(2)] = [O; i] car sh (In(2)) = e e

2
2-(1/2) 3 2 g2 3/4 g2
ce qui montre que [ = —==5—(chx)dx = ———dt.
2 T d fo (1+Sh2x)2( ) fo (1+1%)*
0 1 t) =L et v(t) = ——1— de sort W) =1 et v/(t) = —2 et t v sont
n pose alors u(t) 5 v(t) Y. e sorte que u'(t) ;e V() (1+t2)ze,commeue v son
3/4 3/4
c! [o-i} intégrati ti 1:[—7" ] 1 dt - — 1 aArct <§>—£~oos
sur |05 5 |, par intégration par parties, T+ 50 +3 fo T2 = g Areten (7)o
Méthode 2 : on aurait aussi pu effectuer directement une intégration par parties avec u(x) = h; & et
ch“(x
v(x) = _shz(x)7 u et v étant de classe C' sur le segment [0;1n(2)] avec u/(x) = —zzggxi et v(x) = _chz(x)
ch”(x
n(2)

done w/(x)v(x) = f(x), pour avoir 1 = [ w(xu(x)ax = fuGov(] " — [

o u(x)v'(x)dx ce qui donne

sh (x) 12 41 n(2) d n(2) .
I = [ Zchg( } f X [ g(l) + Arctan(ex)]o = Arctan(2) — % — 5p car
ol (z) n(2)
ch (In(2)) = = +Ze 2t S / 2) % C’est bien stir la méme valeur que précédemment avec la
méthode 1 car en notant o = ; Arctan (Z) et B = Arctan(2) — %, on a tan(2«) = tan (Arctan (%)) = %
et tan(2p) = —tan (E — ZArctan(Z)) = — 1 N tanz(/\rctan(z)) —_1=4_3 pe
2 tan(2 Arctan(2)) 2tan(Arctan(2)) 2x2 4

plus, les réels 2« et 28 appartiennent clairement a [O; % [, intervalle sur lequel tan est injective, donc « = .

n 2
3 144 Sl o = 2, comme u, > 0, posons v, = In(u 1/n) 1 In(un) = 1 > in (1 + k—2> On reconnait une somme
n nyx=1 n

de RIEMANN associée & la fonction f : x = In(1 4+ x?) sur le segment [0;1] sur lequel f est continue. Par un

1
théoréme du cours, lim v, = f f(x)dx = I. Par IPP, en posant u: x + x et v = f qui sont C' sur [0; 1],
n—-4oo 0

1 2 1 2 _
L=l = [ 125 5ax = n@) - %dx = n(2) - 2+ 2[Aretan(x)]} = n(2) ~ 2+ % =

avec { ~ 0,2639. Par continuité de la fonction exp, HT u1/n =el =a~1,302
oo

1l existe un rang ng tel que ¥Yn > no, un/ > 1.2 donc Vn > ng, un = (1,2)™ d’ott 1111 Up = +00.
n——+oo
Soit « € [0;1], on effectue une comparaison série-intégrale classique, puisque g : x — x* est croissante sur
R e, [ <xx < [ d " <an< M Ainsi
4+, et on a Vk > 1, fk_1 g(x)dx < k* < fk g(x)dx donc fo g(x)dx < an < f1 g(x)dx. Ainsi,

ot n4+1) 1 a1 , ) .
Yn > 1, 2+1 < nla, < % ainsi an ~ n+]_ Par conséquent, ngTooan =0sl o€ [0;1] et
lim an—l si « = 1 ce qu’on savait déja car si « =1, ap = ntl
n—+4o0 2 2n
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n o
Si o € [0;1], d’apres l'inégalité In(1 + x) < x, comme uy, = T,onaVn > 1, 0 < In(un) < Z k—z = an et

lim an = 0. Ainsi, par le théoréeme d’encadrement, on conclut lim In(u,) =0 donc llm un = 1.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

400 (_]>n—1xn
Pour x € [0;1], In(1 +x) = > ~———

n=1

et la convergence se fait avec les conditions du CSSA donc,

2
d’apres ce théoreme, on a x — X? < In(1 4+ x) < x (ce qu’on peut aussi prouver facilement par des études de

n 2 n
fonctions). Ainsi, si o = 1, ntl (n—|—])(2n—|—]) =5 (% — k—) In(un) < Z 7= nT_H Par le
n

2n 12n° k=1 \n n? k=1 M
théoreme des gendarmes toujours, on a lim In(uy) = 1 donc 1im un =e'/? ~1,65.
n—+o0 2 n—+oo
. e et k* LAV L
Si « €]1;2[, d’apres I'inégalité précédente, comme Vk € [1;n], =5 € [0;1], un > Z <— - 2—4> = wp Or
n k=1 n
ax—1
o~ d’apres la comparaison série-intégrale qui précéde. Ainsi lim u,, = +o0o car « > 1. Bien sur,
+oo o + 1 n—+o00

n
k(x
sice>2,ona lm u, =-+oocaru || 1+ =) et que lim || 1+ = 400 comme vu avant.
n—-+oo " n/k:1( nz) 4 n—-+00 ;- 1( 2)

3.145 | Posons, pour tout n > 3, la fonction fn : x = ¥ — nx. f, est dérivable sur R et f/ (x) = ¢¥ —n donc

fn est strictement décroissante sur [0;1n(n)] et strictement croissante sur [In(n); +oo[. Or f,(0) =1 > 0,

fa(ln(n)) =n(1—1In(n)) < 0 car In(n) > In(3) > In(e) = 1 et, par croissances comparées, xEToo fn(x) = +oo.

On en déduit que f, s’annule exactement deux fois sur R* , en x €]0;In(n)[ et en yn €] In(n);4o0[.

Comme fr41(xn) = e — (M + 1)xn = fa(xn) —xn = —xn < 0 = fny1(xnq1) et que 0 < xn < In(n+1) et

puisque fr 41 est strictement décroissante sur [0;In(n + 1)], que 0 < xn41 < xn. Ainsi, la suite (xn)n>3 est
Xn

strictement décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel { €]0;x3]. Comme x,, = &—, que
n

lim e*r =elet que lim 1 0, il vient par produit lim x, =0.
n—+oo n—+oon n—+oo

De méme, fn(ynt1) = e+ —nyni1 = fup1(Unt1)+Yn+1 = Ynt1 > 0= fn(yn) et yny1 > In(n+1) > In(n)

donc, comme f;, est strictement croissante sur [In(n); +oo[, on a yn < yny1. Ainsi, la suite (yn)nen est

strictement croissante. Si elle convergeait vers un réel a > 0, alors on aurait 1111 (eY™ —nyn) = 400 ce
n——+oo

qui est impossible puisque e¥™ — ny, = 0. Alors, on a forcément HT yn = +oo (limite monotone).
n—+oo

On reprend la relation nx,, = e*™ pour avoir de plus lim nx,, =1 donc x,, ~ 1 On reporte pour avoir
n—+oo +oom

Xn = l(e‘/“+°<1/“>> = ‘(1+ +o(L )) 1.1 +o(TL )

+oomn +oon foon
Soit € > 0, posons zn, = (1 + ¢)In(n) € [In(n); +oc[, alors on obtient par croissances comparées la limite
fn(zn) = n'Te — (1 + e)nin(n) = n(n® — (1 4+ ¢)In(n)) — +oo. Ainsi, il existe un rang ny € N tel que
Yn = nog, fn(zn) > 0= fn(yn). Or fy est strictement croissante sur [In(n); +o0o[ donc yn, < zn = (1+¢) In(n).

Par conséquent, Ve >0, Ing € N, Vn > ng, In(n) < yn < (14 ¢) In(n) ce qui signifie que Yn o~ ln( ).

1
3.146 ) D’abord, comme f, : x +> (1 —x)™e™2* est continue sur le segment [0; 1], I'intégrale j;) (1 —x)"e™?*dx
converge et I, existe pour tout entier n. Comme (fy, )n>0 converge simplement vers la fonction f = 0 (fonction

nulle) sur ]0; 1], que les f,, et f sont continues sur |0;1] et que Vn € N, Vx €]0;1], |fn(x)| S o(x) =1 avec ¢

intégrable sur ]0; 1], le théoréme de convergence dominée montre que lim I, = lim fn = f f=0.
n—-+oo n—-+4oo
T . (1—x)"+! 2x
On effectue une intégration par parties en posant u(x) = T et v(x) = e °*, u et v sont de
n
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]_X)n+1 B 1 2 1 _ 1 21 1
1 c! 0;1] d I :—{(7 2"] - = 1 —x)"le=2%4x d .= 1 _ £mntl
classe C' sur [0;1] donc I, T ° . n+1f0( x)"tle x done I = —— — 77
On multiplie par n et nl,, = % — nzj—HIn“ Or d’apres ce qui précede, nl—i;Too —— Ih4+1 = 0 donc
lim nl, = 1 ce qui donne I’équivalent I, ~ 1. On a donc déja a = 0 et b = 1. D’apres la relation
n—-+4oo +oon
précédente nz(I fafh):nizf 221 1—nm=-——"=1 72T121n+1 Or 1 1~Ldonc
’ " n n+1 n+1 "t n+1 n4+1 M e+
2
lim nngy 2. Alors, lim n? (In—a—h) = —3cequidonneenfinc =—-3etl,, = l—%—i—o(%).
n—s+oco n—+1 n—+oo n +oomn n n
S = 2
3.147 | Notons u,, = Z:: T E—lnn et vy, = 21 k—l—;—lnn pourn>=1. vy —u, = o d’ol nl_m}oo(vn—un) =0.
De plus —up =21 D4inn)=2-—_ 1 (1 l)>l, 11 _ >
PAIS, tn1 = n = 0 700 nn A1)+ n(n) n o on+1 T n n+l nn+1)
donc (un)n>2 est croissante et vy — vy = % —In(n+1)+1In(n) = # + ln( — %_H) Ainsi,
comme Vx > —1, In(1+x) <x,0navyi] —vy < 1 _ 0 donc (Vn)n>2 est décroissante.

n + T n+1
(un)>2 et (vn)n>2 sont donc adjacentes, on sait qu’elles convergent vers la constante y ~ 0,577.
—t

3.148] Si x < 0, la fonction positive fy : t — e—|—t n’est pas continue sur R%. Si x = 0, la fonction fo vérifie
x

fo(t) ,5% donc fo n’est pas intégrable sur R . Par contre, si x > 0, la fonction f, est continue sur R et

vérifie fy (t) S o(e™") donc fy est intégrable sur R* . Ainsi, 'ensemble de définition de F est RY.

Pour x > 0, F(x) = f dt—|—f t)dt = f ? —f +t dt—|—f x(t)dt. Or, par l'inégalité
t
1n(1—|—y)<y,onaaussieu>1+ud0n00<1—e_t<tdon00<fo 1—e \f dt < 1. De plus,
+o0 +oo - 1
< < e [ } —— 1 <1 Mai S N P - .
o\f1 fx(t)dt\ﬁ Sdt= Sy <1 Mais fo tht ln(1+x) n(x)

Par conséquent, F(x)

~tn(x) + 0(1) donc F(x) 1 —in(x)

3.149] La fonction t — In(sint) est négative et continue sur |0; 2] De plus, f(t) = In (sm(t)) —1n(t) v In(t)

o

car lim sin(t) =1. Ainsi f(t)=o (1—) donc f est intégrable sur ]O; E} : Lexiste. On effectue le changement
tso+  t o\t 2
0
de variable u = % —t (facile a justifier) qui garantit I’existence de f 1 In(cosu)(—T)du=J et I =]. En
T

C 1. . I /2 . /2 . nin2
considérant les intégrales sur ]O, 5 [, onal+]= fo In (smtcos t) dt = fo n (sm(Zt))dt - On

) e /2 . 1 ™ . n/2 .
change de variable v = 2t (facile & justifier), fo In (sin(2t))dt = 2 fo In (sinv)dv = j;) In (sinv)dv
par symétrie par rapport a 721 de la courbe de v — In(sinv) ou par changement de variable w = m—v. Alors

[I+]=1+1=1~- %nz donc =] = —%ﬂz. Cette intégrale est dite d’EULER.

3
3.150)  : x » — X —Arctanx t conti 0; . C Arct =x— X 3), f(x) ~ % donc f
x 0 7 x2)Arctanx est continue sur |0; +0o0[. Comme Arctan(x) =x = +o(x?), f(x) y 3 donc

est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0. De plus, x — Arctan(x) X donc f(x) o % donc
00 oo TIX

o . T e 1 _ 1 _ Arctan’x _ 1

f intégrable sur R par RIEMANN : I existe. e o x _”_‘xz donc f(x) = ﬁ - —:xz
(1+b%) Arctan®by 1 (1 + a?) Arctan? a

( b2 )~ Zm ( 2 ).

° - - 1 e -1
f(x)dx = [In(Arctanx) —In(x)+ = In(1+x%)] = > In
a 2 a 2
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+00 2 2
On fait rendre b vers +o0o et on obtient : Va > 0, f f(x)dx = In(n/2) — %m ((1 +a )A;ctan (a))_ On
a

a

fait maintenant tendre a vers 0T et on a enfin I = In(m/2) ~ 0,45.
3.151 | Par construction, f(x) est défini si 1 — |x] # 0 donc si x ¢ [1;2]. Ainsi D¢ =] — 00; 1{U[2; +00].

e f n’est pas définie en 1 ot 'on ne peut donc pas étudier sa continuité.

o Il vient f(2) =3 =4—1= lim f(x) donc f est continue en 2.
x—2+

e De méme f(—2) =4=44+0= lim f(x)= Um f(x) donc f est continue en —2.

x——2+ x——2-

e De plus, f(—1)=Tet lim f(x)=1+ HWeor=1=14]1 = tim f(x) donc f est continue en —1.
x——1+ 2 x——1-

En général, on a les différentes expressions de f(x) selon les intervalles :

e Six <0, |x] <—1donc1—|x]>2donco< 1 <%donef(x):x2.

1—|x]

e Six €[0;1], [x] =0 donc f(x) = x> + 1.
e Six>2, |x] >2donc1—|x] <—1dolt —1<—— <0etonadonc f(x) = x% — 1.

1—x]

On constate que f n’est pas continue en 0 car f(0) =1 # lim f(x).

x—0+
1 1
3.152) On remarque que par IPP en posant x = t? (facile a justifier), on a fo f(x)dx = fo 2tf(t%)dt. O,
en écrivant - f t2dt, les fonctions cherchées vérifient f — 2tf(t?) + t?)dt = 0, c’est-a-dire

1
fo (f(t?) — t)zdt = 0. Mais t ~ (f(t?) — t)? est continue et positive, un théoréme du cours annonce
. . 1
I’équivalence suivante : fo (f(t?) — t)?dt = 0 <= Vt € [0; 1], f(t?) =t.

Ainsi, il existe une unique fonction vérifiant les hypothéses imposées, il s’agit de f : x — /x.

3.153 | Comme Vx € [a;b], f(x) = fx f'(t)dt, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on obtient la majoration
a

2 b
2= (fx f’(t)dt) < (fx 12dt) (fx f’(t)zdt) < (x— a)(f f’(t)zdt>. On integre cette inégalité pour
a a a a
. b b b (b — a)l b
2 _ / 2 _ 12
avoir [ 2 (x)ax < (fa (x a)dt)(fa (1) dt) = 2=k [ 2 (x)ax.
3.154 | Soit, pour x € R, la fonction g : t — Min(x, ﬁ, tlz) est continue sur R.

e Six<0,Vte Ry, g(t) =x donc g n’est pas intégrable sur R, .

e Six =0, g est nulle sur Ry donc y est intégrable.

eSix>0,g est positive et g(t) = x au voisinage de 0 donc g est intégrable sur ]0; 1] d’aprés RIEMANN. De
plus, g(t) ,\éo — donc g est intégrable sur [1;+o00[ d’aprés RIEMANN.

Ainsi f est définie sur R et 1 " Min(x, ) aer [ Min(x, & )a
insi f est définie sur R e ,comme\T S <= t<1l,onaf(x) = J; m(x,ﬁ) t—f—f1 m(x,t—z) t.
1 1/ “+00
; . — dt _
oSle[O,l],f(x)—fo xdt+f1 xdt—|—f]/f SN

1/x2 1 +
oSix}Lf(x):‘[;) " xdt + a2 \[ f oodt -1
X

X

f est continue sur Ry car f(0) =0 = lim f(x) et f(]) =2/1=3- % = 2 mais elle n’est dérivable que sur

x—0+

R% car Um f(x) = lim \Lf =1et hm+ f'(x) = Um iz =1 donc f'(1) =1 mais Um f'(x) = +o0.

x—1- x—1- x—1+ x x—0+



sin’(t) . o sin’(t)
3 155 La fonction fo : t+>e t%  —1 est continue et positive sur R . Comme « > 0, lim = 0 donc,

t——+oo t*

.2
. in~(t . . .
comme on sait que e* — 1 YW ona fo(t) ~ sin”(t) > 0 (fonctions positives). Traitons deux cas :

+oo  t%

.2
eSia>1,Vt>0, 0< Snl“(t) < ti"‘ et t— ti"‘ est intégrable sur [1;400[ donc f, aussi par comparaison.
.2 .
e Sia<l, Snt“(t) = zl—“ — cozst(oz(t). Classiquement, par intégration par parties en posant w(t) = sz(Zt)
+
et v(t) = %, uw et v sont de classe C! sur [1;4+o00[ et lim u(t)v(t) = 0, donc f Mdt a méme
t t—>+00 1 t*
+oo sin(2t) . bol i dessus). Mai +oo g di
nature que f1 ] dt qui est absolument convergente (comme ci-dessus). Mais f1 thdt 1verge par
2 +oo
RIEMANN, f sin (t) dt diverge (somme d’une convergente et d’une divergente) donc fo fo diverge.
2

De plus, a propos de I’étude locale au voisinage de 0, comme % thf"‘ :

2
® Sia<2, tli%l+ % = 0 donc f, se prolonge par continuité en posant fq(0) = e® —1=0.

—

.2
e Sia=2, tl;r(;x snl(x(t) =1 donc f4 se prolonge par continuité en posant f(0) =e' —1~1,72.

.2 .2

sin“(t) . sin (t))“ 1 . n o w w
e Sia>2 lm T = oo Sin>, ( =) v e solfalt) car u = ofe¥) = ofe* ~1).

1 1
Pour n tel que n(a—2) > 1, comme fo tn(%cit—Z) diverge par RIEMANN, fo fo(t)dt diverge par comparaison.

+o00 1 “+o00
Au final, fo fo converge < (fo fo converge et f] fo converge) — o €]1;2].

3.156 ) a. Si f € E, comme f est de classe C2 sur [0;1], la fonction f” est continue sur [0;1] donc ¢ va bien de E

dans F. Sa linéarité provient de la linéarité de la dérivation.

Soit g : [0;1] = C continue, on sait qu’il existe une primitive g; de g et une primitive g, de g7 sur l'intervalle
[0; 1] (théoreme fondamental de l'intégration). Ainsi, g5 = (g5)’ = g = g. Comme les seules fonctions dont
la dérivée seconde est nulle sont les fonctions affines, les fonctions dont une dérivée seconde est g sont les
fonctions G : [0;1] — C définies par G(x) = g2(x) + ax + b avec (a,b) € C?. La condition G(0) = G(1) =0
se traduit donc par g2(0) +b =0et g2(1) + a+b = 0 donc par a = g2(0) — g2(1) et b = —g2(0).

En conclusion, la seule fonction de E telle que ¢(G) = g est la fonction G : x — g2(x)—(g2(1) —g2(0))x—g2(0).

Ceci prouve la bijectivité de ¢ : ¢ est donc un isomorphisme de E dans F.

t
Si on prend g7(x f g(t)dt et ga(x f g1 (t)dt = fx (f glu du)dt pour laquelle g;(0) = 0 et

g2(1) = f()] (fot g(u)du)dt. Ainsi, ¢~ ' (g)(x) = f g1(t)dt = f (f g(u) )dt—xf] (ftg(u)du)dt.

b. G est bien définie car t — |x — t|g(t) est continue sur le segment [0;1]. On a une autre expression

de G qui va justifier sa régularité : G(x) = 2 f x — tlg(t) =3 f x —t)g(t)dt + 1 f (t —x)g(t)dt.

) =
B

Ainsi : G(x) = %fox g(t)dt — ff tg(t)dt + 1 f tg(t)dt — %fx g(t)dt. Comme les fonctions t — g(t) et

t— tg(t ) sont continues sur [0;1], le theoreme fondamental de lintégration montre que G est dérivable et

que G’(x ]f t)dt + % 9()_%&)—&(@—1‘[ g(t)dt + % g zf g(t dt—1f
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Sous cette forme, on voit que G’ est & nouveau dérivable et on obtient G”(x) = £ + I — ¢(x). Comme

g est continue, G est bien de classe C% et on a G” = g sur [0;1].

c. On sait d’apres la question a. (cette fois-ci g2 = G) que ¢~ '(g)(x) = G(x) — (G(1) — G(0))x — G(0) donc
o R o o ol

b1 (g)(x) = 2(f0 x = tlg(tyat— ([ (1= vg(v)at - [ tg()arx — [ tg(t)dt). On regroupe sous une

Tlx —t| — —
méme intégrale, ce qui donne ¢~ '(g)(x) = fo pe—1 >;+2tx t

g(t)dt. Si on définit k : [0;1]2 — R par

x —t| —x+2tx — t
2
d. La fonction k est continue sur le fermé borné (compact) [0;1]? donc elle y est bornée et y atteint ses

k(x,t) = ,on a donc ¥x € [0;1], ¢ f k(x,t)g

bornes. Elle n’est de classe C! que sur les deux triangles ouverts Ty = {(x,t) € [0;1]2 |0 <t < x < 1}

et T, = {(x,t) € [0;1]> | 0 < x < t < 1}. Cherchons les points critiques dans T; (par exemple). Si

(x,t) € Ty, on a k(x, t) = X=t= X2+ Ztx—t _ t(x —1) < 0; si k admet en (x,t) € Ty un pont critique, alors

gl; (x,t) = %],E (x,t) =0doncx—1=t= 0 : non car (1,0) ¢ T;. De méme, k n’admet pas de point critique
dans T, car k(x,t) = Lt=X= X2+ 2tx =t _ y(t—1) < 0si (x,t) € To. Les extrema de k sont donc atteints
sur S; = {(x,0) | x € [0;1]}, S2 = {(0,t) | t € [0;1]}, S5 = {(x,1) | x € [0;1]}, Sa = {(1,1) | t € [0;1]} ou
S5 = {(x,x) | x € [0;1]}. Or k(x,0) = k(0, t) =k(x,1) = k(1,t) = 0. Par contre k(x,x) = x> —x < 0 qui est
minimal en x = xg = % avec k(xp,x0) = —-. Ainsi, {\Aa]xk =0et [Mt]nk =—- d ott [[k[| oo, 05172 = All
0;1]2

L g ,[051

Sig e E 07 (9)(0)] = | [ k(v 0)g i < [ b, 0lla()]at < [l o gl fory = L= ponr

€ 0;1]. Alors |[¢7"(g)|[oo,[0:1] < Hg”‘?% donc ¢~ est i—lipschitzienne donc continue.

Si ¢ était continue en 0, on aurait : Ve > 0, 3a > 0, Vf € E, ||f]|o0,[0,1] < & = || ()]|oc,[0;1] < €. En prenant

e = 1, il existerait donc « > 0 tel que (par homogénéité) Vf € E, |[f||o j0;1] < 1 = [|&(F)|[o0,[0:1] < 1 La
' o

fonction ¢ serait donc bornée sur la boule unité de E pour la norme infinie. Or, sin € N* et f,, : x — sin(nmnx),

on a clairement f,, € E et ||fn | 0;1] = 1.

Pourtant, comme ¢(fn) = ), = —n?m?fy, ||d(fn)]|oo,0:1] = n?7? qui tend vers +oco si n tend vers +oo.

Par conséquent, ¢ n’est pas continue en 0 (et comme ¢ est linéaire ¢ n’est continue nulle part).

3.157 ) a. La fonction f: u cos(u) est continue sur [1;+o00[ et, comme u — sin(u) et u 1 sont de classe C!
u u

sur [1; +oo[ et que tm sinu
usdoo U

“+o0
nature que sinu gy, Or
1 uz

+oo
=0, le théoreme d’intégration par parties montre que f1 €OSU 4y a4 méme
u

. +oo s
M < L done, par comparaison MU 44, converge absolument par
2 ) s 7
u? u u

“+o0
RIEMANN. Ainsi, f] COSU 4y converge.
u

cos(ou) — cos(Bu)

b. Soit («,B) € (R%)% La fonction g : u — -

est continue sur R’ et se prolonge

2.2
par continuité en 0 en posant g(0) = 0 car cos(ou) — cos((Su)§1 — % -1+ BTU + o(u2)§0(u2)

+ _
donc g(u) ?0(1). Ainsi, g est intégrable sur [0;1]. f > cos(aw) — cos(pu) du existe d’apres la question

0 u

+ + +
précédente car f1 * Mdu et f1 > Mdu convergent et I(«, ) = lim * g(u)du.
u

u x—0

67



+ + +
Pour x > 0, toujours d’apres la question a., f OOg(u)du = f deu - f = Mdu. On
X

x u x u
effectue les changements de variable t = au et t = Bu (faciles a justifier) dans ces intégrales et on a

+oo +o00 +o0 Bx
— cost . cost q. cost
fx g(u)du = fm " dt f i dt f(xx " dt par CHASLES.

Or ¢(t) = COtSt = % + % = % + @(t) avec @ qui est continue sur Ry (avec ¢(0) = 0). Comme

@ est continue sur le segment [0; Max(a, B)], elle y est bornée par M > 0 donc on obtient la majoration
_ Bx Pxq . B S
Vx € [0;1], ’ fm o(t)d ’ M|B — afx donc 11m f t)dt = 0. Comme f ¥dt =1In (&), par linéarité

XX

de l'intégrale lim P COStdt =1n (E) Ainsi, (e, B) = f+oo cos(ear) — cos(Bu) 4 1 (E)
o

x—0 t 0 u o4

3.158|f: x — M est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 avec £(0) = 2 car th (t) 5 t+o(t?)
X

3t —t + o(t?) A A I 2e” —2t
d ft)=——————-=2 t). De plus, th(t) = = =1- 1 (0] .
one (1) = 20U <5 4 o0). De plus, th (1) = S = L=t <1 - 22— 1 o(e?
—6x)\ __ —2x —2x _2
Ainsi, f(x) = 140(e™™) =1+0(e™7) _ 0(e™™) _ O(e X) = O(e™™). Par comparaison avec une
+oo t +oo X +oo X +oo

fonction de référence intégrable sur R, la fonction f est intégrable sur R? .

Siu > 0, fou wdx = fu de - j;u thx 4y (les deux intégrales convergent). On pose
x

X 0 X
x = % = ¢(y) dans la premiere intégrale (avec ¢ de classe C' sur le segment [0;3u]) et on obtient la
_ 3
relation fou th(3x) —thxy fo “th(y) f thxd f thxdx (par CHASLES). Or X o~ 1 donc
x X 4oox
uw — 3u 3u 3u
f th(3x) —thx, f ldx—i—f thxi_]dx =1n(3) — f T=thxg Oro<1—thx < 2e* donc
0 X u X u X u x

dx = In(3).

3u 3u —X —u u _
o< [T I=thxay < [T 28 S ax <o(3u - w)E— = de . Ainsi, T= lim th (3x) — thx
w X w X u u—+oo JO X

> 0 donc f est strictement

3.159 | a. La fonction f est de classe C* sur | —1; +o00[ par opérations et f'(x) = 1+ ] l
x
croissante. Comme lim f(x) = —co et Ulm f(x) = +oo, la fonction f réalise une bijection de | — 1; +o0|
x——1+ X—+00

dans R par le théoreme de la bijection. Comme ' ne s’annule pas, g = f~! est aussi de classe C*.
b. Comme f(0) = 0, on a directement g(0) = 0. De plus, on sait que g’(0) = 1 =1 __1
( ) g( ) p q g ( ) f,(f71(0)) f/(o) 2

c. Comme g est de classe C* sur R, f admet par le théoréeme de TAYLOR-YOUNG un développement limité

a tout ordre en tout point. Notamment, g admet un DL3(0) donné par g(x) 5 0+ % +ax? +bx3 4 o(x3) avec

" 1" 2 3
a= ng etb= ng Mais f admet aussi un DL3(0) donné classiquement par f(x) S 2x — X? + X? +o(x3).

2 3
11 suffit de composer pour avoir fog(x) S = 2(§+ax2+bx3> —% (%—!—axz—l—bxs’) —I—% <§+ax2+bx3> +o(x3).

En ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal a 3, f(g(x)) =x+ (Za— %)XZ—F <2b apl )x +o(x3).

2 24

Or f(g(x)) = x donc, par unicité du développement limité, on a le systéme : 2a — é =2b— E + 2—4 = 0 donc
2 53

a= 1176 et b= f@ Le développement limité & 'ordre 3 de g en 0 est donc g(x )gx + E - @ +o(x3).

3.160)a. La fonction t — In(sin t) est négative et continue sur |0; f] De plus, f(t) = 1n (%) —1n(t) v In(t)

car lim M =

i 1. Ainsi f(t) =0 (L> donc f est intégrable sur ]O; %} : Lexiste. On effectue le changement
t—0

Vi
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0
de variable u = % —t (facile a justifier) qui garantit I'existence de f 1 In(cosu)(—T)du=Jet I=17.
T

/2 /2
b. En considérant les intégrales sur ]O; [, I+] = fon In (sint cos t) dt = fon In (sin(Zt)) dt— %ﬂz On

N IR

) e /2 . 1 ™ . n/2 .
change de variable v = 2t (facile & justifier), fo In (sin(2t))dt = 2 fo In (sinv)dv = j;) In (sinv)dv
par symétrie par rapport a 721 de la courbe de v — In(sinv) ou par changement de variable w = w—v. Alors

[+]=1I+1=1- %nz donc I =] = —%ﬂz. Cette intégrale est dite d’EULER.

3.161] a. Pour n € N, la fonction fj : x — t17n() est continue sur le segment {%, %} en prolongeant f,, par
an (x

/2
continuité en T avec fn(ﬂ) =0. Ainsi, I, = f d’; existe.
2 2 /4 tan = x

b. On pose t = tan(x) = ¢(x) avec ¢ bijective de classe C! de [%, % { dans [1; +o00[, d’apres le théoréme de

/2 1 400 1

changement de variable : I,, = f

w/a O+ tanZ(x)) tan™ x x (1 + tan?(x))dx = f

—————dt
T (0t

2 2 2
c. Onidentiﬁezliz:%+h+°t+g:a(]+t)+b5(]+t2)+(Ct+d)t ce qui donne le systeme
tc(14+1t7) t t T4t (1 4+t7)
ctb=a+d=b=a—-1=0donca=1,b=0,c=0etd=—1.
d. D’apres les questions b. et c. : I = eroo 1 dt = f+oo (l— 1 )dt donc, en intégrant
1 (1 +thHe? 1\ 14t ’
+oo
simplement, 12:{—%—Arctan(t)]1 :1—§+%:1—E~0,21
+o0 +oo
De plus, avec le changement de variable u = ¢(t) = t? : I3 = — 1 at=1 —2tdt
P 8 u= (1) 3 f1 (1+ ) 2f1 (1 + t2)(2)?
1 du 1 +°°(1 1 1) 1[1 ( 1)}*” 1-1n(2)
donc I3 =1 —du _1 Lol T Vgu=1_Tym(14d =-——M Lo, 15.
one s zf1 (1 + uu? 2f1 FeA ) A1 TR R 2 ’
+o00 +o0 +oo
Enfin, [ +14 = ( U )dt: @:[—L} =l =11,=7_2_912
nin, e fl (1+tHt2 (1 +tH)t? f1 tt 3t 1 T3 T 3T

3.162| a. Des primitives des fonctions continues t > 1 ettt —t  somt respectivement Arcsin et

V1—+2 V1—+2

t— —v1 —t2 sur [0; 1[. Comme ces deux fonctions admettent des limites finies en 17, les deux intégrales de
1 1
I’énoncé convergent et on a Iy = At — [Arcsin(t)]} = T et I, = At i)l =1
g 1=y g = resin(li = Jet o= [ Ads = VTP
2 2

t : t 1
———— est continue sur [0;1]| et f3(t) = ~ donc f3 est
V112 [0; 1] 3(t VI—t/T+ti=s1- 21—t 3

intégrable sur [0; 1] par RIEMANN donc I3 existe. On pose t = sin(u) = @(u) ot ¢ est une bijection de

b. La fonction f3 : t —

T gt : T . : _ £ _ (™2
classe C' strictement croissante de |0; 2| dans [0;1] et on obtient I3 = dt = sin®(u)du
2 0 A /‘] _ tz

0

/2 — i /2

donclng7T (M>du:[ﬂ_w _ T
0 2 2 4 0 4
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