SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 4
ALGEBRE GENERALE ET LINEAIRE

[4.1 Complexes}

C’est une équation bicarrée, on pose Z = z%. On trouve z = £(3 — 2i) ou z = +(1 — i).

ix

1 £y
2p ix K ix - (- 7)
On écrit que Sp(x) =Re | — > ( — 67) =Re 67 X ———————— |. Ainsi, on obtient :
k=1 1+ ef
2
e (2+ e ™) (227 — e21PY) 2cosx +1—272P cos(2px) — 2" 2P cos ((2p + 1)x)
Sp(x) =Re | S5 X ———— =
24P (24 cosx)” + sin“x 5+ 4cosx
et en faisant tendre p vers 400, on a lm Sy (x) = - T2C€0SX,
p—+oo 5+4+4cosx

C’est une équation polynomiale de degré 2n — 1 dont 1 n’est pas solution. On écrit donc pour un complexe

24, (1422 = (1 — 22" s (@)2“ =1 e 1tz oy (ZM) avec k € [0;2n — 1]\ {n} car
’ 1—2z 1—2z P\ ’

k=n<=14z=2z—1 (NON). On obtient donc :—Fizk = exp (2;@) <=z = icotan (k“)
— Zx n n

Les solutions sont donc 0 et les +icotan (kﬂ) pour k € [[1 ;n—1].

@Slz;«éOetz;&l on a z,z? et z° sont alignés <= Z € R<=z(z>+z+1)c R. Ainsi,on a : z,2% et
22—z
2% soient alignés <= z(z?> +z+1) =2z(Z> +z+1) <= (z—2)(z*> +2z+z?> +2+z+1) = 0. On trouve donc

la droite réelle et ellipse d’équation cartésienne 3x% — y2 + 2x + 1 = 0.

a. Evident si b = 0. Sinon : nl:[1 (a+ w*b) = (=) n]:[1 (— % - wk). Or { ,: ,w“_l} = U, donc

=0

k
Xt =1 =TI (X = w*). Ainsi I (a+w*b) = (<b)" (= &)* =1) =" = (-b)".

K=0 K=0 b
b. X2 —2Xcos(8)+1 = (X—e'®)(X—e~19) d’on nH (w?* —2wk cos(0)+1) = nH (e?—w") H (e7" —wk)
k=0 k=0 =0
-1
donc n]‘[ (w?* —2wkcos(0) + 1) = (el — 1) (e — 1) =1 — M0 — 70 4 1 =2(1 — cos(n0)).
k=0

; w0 _ B (H 0). % 0
a. Cest 1+e"” =e2 (62 +e2 ) = 2cos (E)ez carcos(2> > 0.
; i0 .
b. On cherche z sous la forme z = pe'® avec p > 0 et 6 € [-m;n[. (E) : 2pcos (%)e% = zo = poe'?°

(po =0, 8p € [-m;m[). z solution de (E) <= (Zp cos (Q) = po et 9 = 8o [271]).

2 2
Trois cas si z solution : A si 6p = —mt, alors pg =0 et z € R_ quelconque. B si 6 € ] — T 7%{ U ]%;n[,
impossible & cause des signes. C si 8y € } — = [ alors 0 = 20 (grace aux intervalles) et p = —Po
272 2cos(0p)

Ainsi, A sizop =01l y a une infinité de solutions z € R_ ; B si Re(z¢) < 0 ou (Re (zo) =0 et zg # O), pas
i0
PO o73% Tl faut dessiner !

de solution ; C si Re(zp) > 0, il y a une seule solution z = ——
2 cos(0p)



Posons z = x + iy avec y > 0, alors z+1 = x +i(y + 1) # 0 donc ®(z) est bien défini. Ensuite, il vient

|®(2)] = M < lecarly—1| < [y +1]. De plus, soit (z1,22) € {z € C, Imz > 0}?, alors
X~ +(y+1)
L_? i 2i(z1 — z3) = 0 <= z7 =z, donc P est injective. Ensuite soit z’ tel que |z'| < 1, on a :
z1+1 z2 +1
— =7
z=i_y (:>2—1]+Z . OrlIm(z) = 22Z = 1=22" _ g car |2/| < 1; ainsi ® est aussi surjective.
z+1 -7 2i 2

a. On transforme |zz||z1 — z3| = |z221 — z2z3| = |z221 — 2123 + z123 — z223] ce qui permet d’avoir 'inégalité

|z2| |21 — 23| < |z221 — z123| + |2123 — 2223] = |21] |22 — 23| + |23| |21 — 22]-

b. On parametre z; =b —a, z2 =c—a et z3 =d — a et on a la bonne inégalité en utilisant a..

c. Par translation, symétrie, homothétie, rotation, on peut prendre (a,b,c,d) € U? et a = e'*, b = e'P,
c=¢e¢Yetd=¢e®aveco <a<pB <y <5< 2n. Alors AB = |ei°‘—e”3| = 25171(%) par

exemple et 2sin (y ; (X) sin (6 E B) = 2sin (B — oc) sin (S—Ty) + 2sin <ST) sin (y 5 B) ou encore

2
cos (B = &+ Y) —cos (W) +cos (%) —cos (%) qui vaut finalement
cos (%) _ cos (W) suffit.

[4.2 Dénombrement}

n? n—1(p+1)>-1
Ona > [Vk| =n+ Z > p en distinguant selon les valeurs possibles de |vk| qui vaut p ssi
k=0 P= k=p?
n? n—1 2
ke[ (p+12 =103 3 (VR =n+ S plzp) = ML nln 1) nlin—ntd),
K=0 p=0 3 2 6
4.10] > card(X)= > k( > =>n car cet entier est nul pour k = 0. On arrive donc, en changeant
Xé€ P(E) k=0 \k k=1 \k-—
n-l /m—1 n-l /m—1
d’indice, & > card(X) =n ( ) =n > < . > =n(1+ 1) =n2" 1
X€ P(E) k=1 \k—1 =0 j
On pouvait aussi écrire > card(X)= > 1= Y 1= 21 =n2n
Xe P(E) Xe P(E) xeX x€E XD{x} x€E

Bien siir que si A ¢ B, il n’y a aucune solution. Si A C B, les éléments de E \ B ne doivent pas étre dans X,

ceux de B\ A doivent y étre et on peut choisir Y € P(A N B) pour avoir X = (B \ A) UY solution. Donc en
notant r = card (A N B) le nombre de solutions est 27.

) (n+1> 1 n] <n+1) .
4 12 - = = —— en changeant d’indice et on re-
-Z(>k+1 +]kzo( ) k+1 T1+1J;( ) ) &

n —1)k T—1)™T 1
connait un bindéme : ) (=1 = —( ) = .
o K+ 1 n+1 n+1

1
e Soit f une telle surjection, un élément de [1;n] a 2 antécédents : n choix. Choix des antécédents : (n j > .
Choix des images des n — 1 autres éléments (de maniere bijective : (n — 1))!. Comme ces choix sont (en
1
nombre) indépendants : il y a donc n(n—zi_ )(n -N= w telles surjections.

n+2

5 > (121) (n—2)!. Celles pour lesquelles

nn+2)!3n+1)
24

e Celles pour lesquelles deux éléments ont deux antécédents : <2) (

n+2
3

n
un élément a trois antécédents : <]) ( )(n — 1)!. En tout, cela fait surjections.
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k —
a. Sin = p, il est clair que cette somme vaut 1. Sinon, comme (2 ( ) = (n) (E p)’ on a
-p
0

£ 0)- () &) - (o

q q k
b. Sous ces conditions, pour q € [0;n], on a >, (1)qk(2>yk = > (=1)97k (q) (.>X)‘ ainsi on a :
k=0 k=0 j=0 \)

k) =
kZiIO(—l)q—k (E)yk = jio (ki_j(_uq—k (E) (‘J‘))XJ = xq d’aprés a.. |

c. Parmi les p™ applications de [[1;n] dans [[1;p], il y en a (E) Sp,k dont I'image est de cardinal k. Alors

M=

en posant yp, = p™, xq = Sn,qg et yo = 0" =0et xo = Spo =0 (convention), on a bien les relations

P q
Vp e [o;n], yp = X (E)Xk et donc, d’aprés b. : Vq € [0;n]], Sn,q= Y (—1)97F (:Dk“.
k=0 k=0

a. Il est clair que b, = 3™ pour n € N*.

b. Pour avoir un (n+1)-uplet avec un nombre pair de 1, on peut rajouter 2 ou 3 a la fin d’un n-uplet vérifiant

la condition de parité : il y en a donc 2a, de ce type ; mais on peut aussi rajouter 1 & un n-uplet ayant un

nombre impair de 1: il y en a 3™ — ay, de cette sorte. Dot : ant1 =2an+ (3" —an) =3"+an = an + ba.

c. Comme a; = 2, la relation de la question 1 est vraie méme pour n = 0 par convention. Alors, par
n—1

= 31 3" 41
télescopage et pour un entiern € N: a, —ap = Y (ak+1 — ak) =Y 3k= T_ donc an = T“’_
k=0

[4.3 Groupes, anneaux, corps}

Soit l'application ¢ : H x K — HK définie par @(h,k) = hk. Elle est surjective par définition et on a

e(h k) =W, ¥) = h~Th =Kk". Or H et K sont des sous-groupes donc ceci impose W Th=kk"T=e¢

car HNK = {e} donc h =h’ et k = k'. Ainsi ¢ est bijective donc conserve les cardinaux.

1T x x
On pose C(x,y) =0 y y | etona C(x,y) x C(x',y') = C(x' +2xy’, 2yy’) donc C(O, %) est neutre et la

0y vy
loi x, qui est bien siir associative, est donc interne dans G (car 2yy’ # 0). De plus l'inverse de C(x,y) est
c(— ZL’ 4i) apres calculs ce qui fait de G un groupe.
Yy Y

Notons x l'inverse de 1 + ab de sorte que (1 + ba)x = x(1 + ab) = 1 donc x + xab = 1 et x + bax = 1.

Alors (1 —bxa)(1 +ba) =14 ba — bxa — bxaba = 1+ ba —xa — b(1 —x)a = 1 et, de la méme manieére
(1+ba)(1 —bxa) =1+ba—bxa—babxa=1+ba—bxa—b(1 —x)a=1: c’est fini !

SiXEM,X2:X<:>X(X*]):O<:>(]*X)(]*X*]):O<:>(]*X)2:]*X. On peut donc compter

ensemble les 2 éléments x et T — x & moins que x = 1 — x. Si on avait x = 1 — x et x € M, alors on aurait
2x =1 avec 2 =1+ 1 (dans I'anneau A) et on aurait alors 272 = 27! donc 2% = 2 <= 1 = 0 car 2 inversible
et c’est absurde. Ainsi les éléments de M vont bien deux par deux et M est de cardinal pair.

a. Ona Z[i] C C,1€ Zi]etsiz=a+ibetz/ = a’+ib’ ona (z—2/,22') € Z[i]? car z—2' = (a—a’)+i(b—b’)
et zz/ = aa’ — bb’ + i(ab’ + a’b) : Z[i] est donc un sous-anneau de C donc un anneau. Si z est inversible
dans Z[i], on a zz/ = 1 donc |z|?|z/|> = 1 avec |z|? qui est un entier (|z|> = a? + b? si z = a + ib) donc
|z|> =1 = a? 4+ b? ce qui montre que z € Uy.

b. Soit (x,y) € Z[i]* avec y # 0, on prend un entier de GAUSS q & une distance de * inférieure & \Lﬁ
Y

(cette distance est la moitié de la diagonale du carré de coté 1 : faire un dessin pour s’en convaincre). Alors

— q’ < \sz donc |x — qy| < % < |y| et il suffit de poser r = x — qy pour avoir le résultat.

| x
Yy



4.4 Arithmétique|

On écrit a —1 = bq +r avec r € [0;b — 1] puis en multipliant par b™, il vient ab™ —b™ = b™*!q +rb™ donc

ab™ — 1 =b"1q +b™ — 14+ 1b™ et il suffit de justifier que (r + 1)b™ — 1 € [0;b™+! — 1] pour conclure que
le quotient cherché est q et le reste (r+ 1)b™ — 1.

Si (a,b) solution, par exemple a est pair et b impair donc il existe des entiers p et q tels que a = 2p et
b =2q+ 1 donc 4p? +4q% 4+ 4q + 1 = 2011 donc 2010 est divisible par 4 ce qui est faux.
Il est clair que cet ensemble E = {U“—“ |ne N*} est non vide et que c’est une partie de Q% donc Inf(E)

On
existe et Inf(E) > 0. De plus, comme si n = 10°P — 1 (pour p > 1), on a Intl — 9]—, on peut conclure
On P
que Inf(E) = 0 et qu’il n’est pas atteint. Si pour passer de n & n + 1 on n’a pas besoin de retenue, alors
Ontl _ OnF1 < 2. Si pour passer de n a n + 1 on utilise des retenues sans changer le nombre de chiffres,
on On

. . . . . o
alors on passe de 9 & 0 sur certains chiffres et on augmente juste de 1 un des chiffres donc =21

n
passer de n a n + 1 on utilise des retenues en changeant le nombre de chiffres, alors on passe de 999 a 1000

par exemple et T2EL < 1. Ainsi Sup(E) = Max(E) = 2 car Intl — 2 pourn = 1.
On On

< 1. Si pour

[4.5 Groupe symétrique}

Clest le cycle (o(ar), -+, 0(ak)).

IlyaZn—1—|—~-~+n=n(3nf_])inversions. Ainsi : e(0) =1<=n=00u3 [4].

(5 j41)o(i j)o(j j+1) = (i j+71). Ainsi toutes les transpositions font partie du sous-groupe

engendré par ( (i 141 )) et comme elles engendrent O, le groupe O, est engendré par

ie[ln-1] °
((i i+1 ))ie[ﬂ'nf]]]' Si on enléve la transposition (i i+ 1) avec i # 1, les permutations engendrées par

la famille restante fixeront I'intervalle d’entiers [[1;1i] et la famille ne sera donc plus génératrice.

(1 §j)o (1 i)o (1 j) = (i,j). Ainsi toutes les transpositions font partie du sous-groupe

engendré par ( (1 1) )ie[[Z'n]] ; et comme elles ’engendrent, le groupe O ,, est engendré par ( (1 1) )ie[[Z'n]]'
Si on enléve la transposition (1 i) avec i # 1, les permutations engendrées par la famille restante fixeront

I'entier i et la famille ne sera donc plus génératrice.

On compten—1+---4+1= @ inversions. Ainsi: e(o) =1<=n=0o0ul [4].

Soit f un morphisme de O, dans C* et T une transposition, comme > = id : f(t)? = f(id) = 1 donc

f(t) = £1. Par exemple, si i,j,k,1 sont distincts deux & deux (c’est plus simple s’ils ne le sont pas), en
notant o la permutation qui échangent i et k d’une part et j et 1 d’autre part (c’est la composée de deux
transpositions), alors (i j) = o(k 1)o~! donc, comme f est un morphisme : f(i j) = f(k 1) donc
toutes les transpositions ont la méme image : 1 ou —1. Comme les transpositions engendrent Oy, si cette
image est 1: f =u ; si cette image est —1 (la signature d’une transposition est justement —1) : on a f = e.



[4.6 Polynémes et fractions rationnelles}

On écrira la division et on évaluera en i et en —i pour conclure R = sin(na)X + cos(n«).

On vérifie que 1 est bien racine double de (X — 1)(XP9 — 1) comme il I'est dans (XP — 1)(X9 — 1). Ensuite

il faut constater que les racines de (XP —1)(X9 — 1) a part 1 sont toutes simples et qu’elles sont aussi racine
de (X —1)(XP9 — 1) pour conclure.

Les racines de (X% 4+ X + 1)? sont doubles et ce sont j et j2. Il suffit donc de vérifier que j et j? vérifient
Pn(j) = Pn(j%) = P/ (j) = P/, (i?) = 0 pour factoriser P, par (X? + X +1)2.
Comme XP —1 = (X —1)(XP~! +XP~2 4 ... 4 X + 1), les racines de P sont les racines p-iemes de 'unité a
p—1
part 1 : comme P est unitaire, on a P = [ (X — wk) et on évalue en 1 pour conclure.
k=1
On commence en écrivant que X8 +X% 41 = (X* 4+1) — X* et par identité remarquable, on obtient la relation
X84 Xt +1 = (X* = X2 +1)(X* + X% +1) et on continue de la méme maniére pour avoir la factorisation

finale : X8 + X4+ 1= (X2 =X+ 1)(X2 + X +1)(X2 — V3X + 1)(X2 + V3X + 1).

Si (x,y,2) € (R*)? vérifie le systeme, on a 07 =1 = 22 et 0 — 20, = a = 03 = 1 Ea d’apres 1’énoncé
03

donc x, y et z sont les racines de P = X3 — X2 + ‘—Tax _ ] 3 4= (x- 1)(X2 + 1_7“) Mais comme x, y et

< 0 donc a > 1. Réciproquement, si a > 1, on remonte les calculs et les trois racines

1—a

z sont réels, on a

x=1y= /2 2 ] , z = —y (par exemple), vérifient bien les conditions de I’énoncé.

On sait que cette décomposition en éléments simples, car elle est sous forme irréductible et de degré —3 < 0,
est F = % + % + %7:? La fraction X2F(X) évaluée en 0 donne : b = 3 ; (X2 + 1)F(X) évaluée en i donne :
citd=-2i—3=c=-2etd=—3car (a,b,c,d) € R*; lim xF(x) =a+c =0 donne a = 2.

X——+00

a. Sion avait deg(Q) > 1 alors on aurait une racine « € C de Q et alors, par récurrence simple, on aurait :

Yn € N; Q(ax —n) =0 donc Q aurait une infinité de racines : NON.

b. Si P convient, on a P(1) = P(—1) = 0 directement, puis P(0) = 0. Ainsi, il existe Q € CI[X] tel que
P = X(X?—1)Q et en remplacant dans I’équation : (X—2)X(X—1)(X+1)Q(X) = (X+1)(X—=1)(X—=2)XQ(X—1)
ce qui donne Q(X) = Q(X — 1) donc Q constant. Les solutions sont donc les P = a(X3 — X) avec a € C.

SiP+#0etP(a) =0, o0naP(a?)=0>=0doncsi «#0etag U, lasuite («?" )nen contient une infinité

de termes qui sont racines de P, c’est impossible. Si e'® racine de P avec 8 €] — m; 7] \ {0}, alors e*®/2 est
aussi racine de P et cela fait encore une infinité de racines : non ! Alors il ne peut y avoir que 0 ou 1 comme
racine de P donc, comme P est clairement unitaire : P = X"(X — 1)% et si on prend P sous cette forme dans
I’équation de départ : s = 0. Les solutions sont donc les polynémes P =0 ou P = X" avec r € N.

Supposons P solution, on évalue en 0 : P(0) = 0 ; puis en —1 : P(—1) = 0, etc... on arrive & P(—=9) = 0.

9
Ainsi : P = Q [] (X+ k). En remplagant dans I’équation d’origine et en simplifiant (R[X] est inteégre), on
0

obtient Q(X+ 1) = Q(X).Si Q n’était pas constant, il aurait une racine «, « — 1, etc... ce qui fait une infinité
de racines : absurde ! Ainsi P =AX(X 4+ 1)+ (X +9) et ces polyndmes sont bien solutions.

5



b. On a X"Q(1/X) = P(X) donc Vz € U, z"Q(z) = P(z) = P(z) donc P(z)Q(z) = z" par hypotheése. Comme
U est infini : PQ = X™. Mais P est de degré n, on a deg(PQ) =2n=ndoncn=0dou P =1.
c. SiP € & etsiP n’apas que 0 comme racine, il s’écrit P = X"U avec U de degré d > 1 qui appartient

encore & € (clair) et on a donc U = 1 d’apres b. ce qui est absurde. Ainsi, les polynémes de € n’ont que 0
comme racine et on a bien le résultat.

n
On sait que P = an [] (X — ax). Comme Q = er
k=1

n
positive est racine de Q : an [] (¢ — ax) = —an
k=1 K

'U \

si on suppose que « de partie imaginaire strictement

—=

(o« — @ ). Done, au niveau des modules, on obtient :
1

H oo — x| = H |oc — oc| impossible car la quantité de droite est strictement inférieure a celle de gauche.

o Le fait que P est a coefficients réels ici ne sert pas. Sion note «q, - - -, «; les racines de P avec les multiplicités

T
mq, -+, my, alors en posant n = deg(P), on an = > my et on sait que ax est racine de multiplicité my — 1

k=1
T

dans P’ donc les racines de P sont racines de P/ mais cela n’en fait que > (my —1) =n —rdoncsir >2il

en manque qui ne sont pas racines de P (car P’ est scindé dans C[X]). !

e On pouvait aussi dire, en notant deg(P) = n, que puisque P’ divise P, il est de degré n—1 et cd(P’) = ncd(P)

K=o P’. Puis P = i Lk)(o‘) (X — «)* donc P’ = i 7kp(k)((x) (X — x)k1
n o K = K

par TAYLOR ; P = MP’ implique, en identifiant (dans la base (X — «)¥) : Vk € [0;n — 1], P¥)(«) = 0.
n

donc il existe « € C tel que P =

_ _ 2
e Avec le méme départ, on dérive une fois P = MP' pour avoir, en remplagant : P = %P’ ' etc...
n nn—
o\
et on parvient & P = MP(“) mais P = nled(P) = nA.
nl
- 2ik . . .
Comme X" —1 = (X—1)P, on a P = H (X —e“n"). On évalue ensuite ceci en 1, ce qui donne :
k=1
n—1 : n—1 i(n—1)nm n—1
2ik in—T)nn
n= ] (1—e"n") = [] (—2i)e B si (—ﬂ) = (=112 Tem m I] sin (kﬂ> Ainsi, en simplifiant,
k=1 k=1 n k=1 n

n—
il ne reste que H sin (k”) =t
k=1 n 2

Identité de LAGRANGE : (A2 + B2)(C2 + D?) = (AD — BC)? + (AC + BD)2. Dans R[X], on décompose

T S
=AJ] (X = o)™ T (X? + apX + by )™ et comme Vx € R, P(x) =0, on a A > 0 et Yk € [1;7], my pair.
= k=1
2
M, le tour est joué !

2 2
Comme (X — o)™k = ((x — ock)mk/z) +0% et X% + axX + by = (X + %) + =

D’abord P est de degré 2n avec 2i(2n + 1) pour coefficient dominant. Si z # i est racine de P, alors

. 2ik7
2+l — ¢InFT avec k € [0;2n] ; mais k # 0 car z4+1i = z — i est impossible. Avec les techniques
z—1
usuelles, on trouve z = cotan (%) Comme cotan est m-périodique, impaire et que Vk € [n + 1;2n],

n
_ n

ko M, on a la factorisation : P = 2i(2n + 1) [] [ X% — cotamz(k77t . 11 suffit
2n+1 2n+1 =1 2n+1

. . . o . . n 5( km o 32ntl g
ensuite d’évaluer en 2i pour avoir apreés simplifications : [] [ 4 + cotan ( )
Ko n+1 22n+1)°



a. Légalité Q(na) = nQ(a) est vraie par hypothese pour n = 0 et n = 1. Si elle est vraie pour n et n — 1
pour un n > 1 alors Q((n + 1)a) = 2Q(na) — Q((n — 1)a) par hypothese donc Q((n + 1)a) = (n + 1)Q(a).
Ainsi Q(X) — Q7)X s’annule en tous (une infinité car a # 0) les na (pour n € N) donc il est nul.
a

b. Posons U = Q(X) — Q(0), alors U vérifie les hypotheéses de la question a. et est donc linéaire, donc Q est
affine. Les solutions Q de cette question sont donc les Q = aX + B avec (a, p) € C2.

£4.7 Applications Iinéairesj

a. L’inclusion Im (u+v) C Im (1) + Im (v) est claire car (w+v)(x) = u(x) +v(x) si x € E (attention 1'égalité

est fausse en général) : rang (u+v) = rang (u) +rang (u) — dim(Im (u) NIm (v)) < rang (u) +rang (v) d’apres
GRASSMANN. On écrit u = u+ v — v donc rang (u) < rang (u + v) + rang (—v) = rang (u + v) + rang (v)
d’aprés ce qui précede et v =u + v —u montre qu'on a aussi rang (v) < rang (u + v) + rang (u) : tout ceci
conduit & |rang (u) — rang (v)| < rang (u +v).

b. Soit ¥ : Ker(u+v) — Im (u) N Im (v) définie par ¥x € Ker(u +v), ¥(x) = v(x) = —u(x) € Im (u) N Im (v).
On a Im (¥) C Im (u) NIm (v) et x € Ker(¥) <= (x € Ker(u+v) et v(x) = 0) <= x € Ker(u) N Ker(v).
En appliquant la formule du rang & v, on a donc dim Ker (u 4+ v) = dim(Keru N Kerv) + dim(Imv) donc
dim Ker (u 4 v) < dim(Keru N Kerv) + dim(Imu N Imv).

Ona(poq)?=poqopoq=p?oq?=poqcarp et q commutent : ainsi p o q est un projecteur. Les
inclusions Im (po q) =Im (qop) C Im (p) NIm (q) et Ker(p) + Ker(q) C Ker(p o q) = Ker(q o p) sont claires.
Soit maintenant x € Im (p) NIm(q), on a p(x) = q(x) = x car Im (p) = Ker(idg — p) donc p o q(x) = x et
x € Im (poq). De plus, si x € Ker(poq), on ax=x—p(x)+p(x) avec x — p(x) € Ker(p) et p(x) € Ker(q) ce
qui prouvent les deux derniéres inclusions donc les égalités.

L’implication <= est claire car (p +q)> =p+q+poq+qop. Réciproquement, si p + q est un projecteur,
onapoq=—qop, et en composant par p & gauche, on apoq=—-poqop =+(qop)op = qop donc
poq =qop = 0. Les inclusions Im (p + q) C Imp + Imq et Kerp NKerq C Ker(p + q) sont faciles. Si
x € Ker(p + q), on a p(x) = —q(x) donc p2(x) = —p o (x) = O = p(x) = —q(x) done x € Ker(p) N Ker(q) ;
et six € Im(p)+Im(q), on ax =y+zavecp(y) =y et q(z) = z car Im (p) = Ker(id g — p) par exemple
donc (p+q)(x) =p(y) +q(z) +poq(z) +qop(y) =y +z =x donc x € Im (p + q) ce qui donne les deux
dernieres inclusions et finalement les deux égalités.

a. L’inclusion Im (u+v) C Im (u) + Im (v) est claire car (u+v)(x) = u(x) +v(x) si x € E (attention 1'égalité

est fausse en général) : rang (u+v) = rang (u) +rang (u) — dim(Im (1) NIm (v)) < rang (1) +rang (v) d’apres
GRASSMANN. On écrit u = u 4+ v — v donc rang (u) < rang (u + v) + rang (—v) = rang (u + v) + rang (v)
d’apres ce qui précede et v =1+ v — u montre qu'on a aussi rang (v) < rang (u + v) + rang (u) : tout ceci
conduit & |rang (u) — rang (v)| < rang (u +v).

b. Soit v : Ker(u+v) — Im (1) N Im (v) définie par Vx € Ker(u +v), v(x) = v(x) = —u(x) € Im (u) N Im (v).
On a Im (¥) C Im (u) NIm (v) et x € Ker(¥) <= (x € Ker(u +v) et v( ) = 0F) <= x € Ker(u) N Ker(v).
En appliquant la formule du rang & v, on a donc dim Ker (u + v) = dim(Keru N Kerv) + dim(Imv) donc
dimKer (u+v) < dim(Keru N Kerv) + dim(Imu N Imyv).

On sait que Im (wov) C Im (u) donc 2 = rang (uov) < rang (u) < 2 = dim(R?) ce qui permet de conclure que
<

rang (u) = 2 et Im (uov) = Im (u). De méme, 2 = rang (uov) < rang (v) < 2 = dim(R?) donc rang (v) = 2.
On en conclut que u est injective et v surjective donc uovouov=uov=>vouov=v car u est injective
et vouov=v=—>vou=id p2 car v est surjective.



a. Soit p un projecteur qui vérifie f =p of —fop, on compose a gauche parp: pofop =0.

Et a droite : fop=—fop=fop=0. Alors f=pof=—fof=fopof=0.

b. Si 2 =0, on a Im (f) C Ker(f), on cherche d’apres la question a. un projecteur p tel que fop = 0 ce
qui impose Im (p) C Ker(f) et tel que f =pof <= (idg —p)of=0= Im(f) C Ker(ideg — p) = Im (p).
Soit alors F un sous-espace vectoriel de E tel que Im (f) C F C Ker(f) et G un supplémentaire de F dans E et
posons p la projection sur F parallelement & G ;ona f=pofet0=fop: f=pof—fop.

c. f € L(E), Ker(f) = Im (f) = Rp_q[X] donc £ =0 ; on a G = X" Rn_1[X] = Vect(X™,---,X?""") qui
est un supplémentaire de F = Ker(f) = Rp_1[X]. La projection p sur F parallelement & G est définie par

n—1 p(k)
p(P)= > PT(O)X" ou encore par p(P) est le reste de la division euclidienne de P par X™.
k=0 K

a. Il est classique que : Vk € N, Ker(f¥) C Ker(f**1) et Im (f**1) C Im (f¥) ; la suite (dim(Ker(fk))neN

est donc croissante et majorée par n donc il existe forcément un entier p € N tel que Ker(fP) = Ker(fPT1).
Alors, s'il existe k > p tel que Ker(f*) = Ker(f**1), on a Ker(f**1) C Ker(f**+2) et si x € Ker(f¥+2), il vient
1 (f(x)) = Og donc f(x) € Ker(f**1) = Ker(f*) donc f**1(x) = 0¢ et x € Ker(f**'). On vient de montrer
par récurrence que : Vk > p, Ker(fP) = Ker(f¥). Par la formule du rang appliquée a toutes les f* pour k > p
et grace aux inclusions entre les images, on a aussi : Vk > p, Im (f**1) = Im (f*). Alors, il est clair que
F = Ker(fP) et G = Im (fP).

b. (i) : Six €F, fP(x) = Og donc f(x) = fPT1(x) = 0g = f(x) € F. de méme, si x € G, il existe y € E tel
que x = fP(y) donc f(x) = fPT1(y) € Im (fPT1) = Im (fP) = G : ceci justifie que F et G sont stables par f.
(ii) : il est clair que fr est nilpotente car Vx € F, fF(x) = f?(x) = Og. De plus fg est un automorphisme de
G car G est de dimension finie et si x € Ker(fg), on a f(x) = Og et x € Im (fP) donc il existe y € E tel que
x = fP(y) donc f(x) = fPT1(y) = 0 donc y € Ker(fPH!) = Ker(fP) d’olt fP(y) = x = O et fg injective.

(iii) : d’apres la formule du rang, il suffit de montrer qu’ils sont en somme directe ; or si x € FN G, il existe
y € E tel que x = fP(y) et fP(x) = O donc f?P(y) = O d’oul y € Ker(f?P) = Ker(fP) donc x = fP(y) = Of.
c. Si (F,G’) vérifie ces hypotheses (i), (ii) et (iii), alors il existe q € N tel que f! = 0 donc F' C Ker(f9) C F.
De plus, comme f(G') = G’ car fg est un automorphisme de G’, on a par une récurrence immédiate :
Vk > 1, f%(G') = G’ donc G’ C Im (f*) et en prenant l'intersection : G’ C G. Comme par hypothése on
a dim(F') + dim(G’) = dim(E) = dim’F) 4+ dim(G) on ne peut avoir (raisonner par 1’absurde) d’apres les
inclusions ci-dessus : dim(F') = dim(F) et dim(G’) = dim(G) donc F=F et G = G'.

a. On a linclusion évidente Keru C Ker(v ou). De plus, si x € Ker(vou), alors vou(x) = Og donc, en

prenant I'image par u : wovou(x) = (x) = 0Og donc x € Ker(u) d’out I'inclusion Ker(v ou) C Ker(u) et
finalement 1’égalité. De méme Im (v ou) C Im (v) et si on prend x € Im (v), par définition il existe y € F tel
que x =v(y) =vouov(y) = (vou)(v(y)) € Im(vou) et on a la seconde inclusion. Si x € Ker(u) NIm (v), on
au(x) = Og et il existe y € F tel que x = v(y) donc uov(y) = u(x) = O ce qui donne vouov(y) = 0 = v(y)
donc x = 0g ce qui garantit que la somme est directe. De plus, on a pour x €E : x =x —vou(x) +vou(x)
avec x — v ou(x) € Ker(u) et vou(x) € Im (v) donc, au final : E = Ker(u) ® Im (v).

b. (1) C’est le théoréme du rang qui garantit que w est un isomorphisme.

(2) Par construction Im (v) = Im (w™") = E; car w est un isomorphisme donc surjectif.
SiyeF,onéerity=a+b(acIm(u),b€F):v(y) =0 <= w'(a) =0g <> a=0r<>y=DbcF
(car w™! injectif) d’ot 'on déduit que Ker(v) = Fy.

Siy €F, il existe x € Eq et z € Fy tel que y = u(x) + z (en utilisant les deux décompositions de E et de F) et
on a donc vouov(y) =vou(u(x)) =vouw (wkx)) =v(u(x)) = v(y) doncvouov =v.
Six€E,onax=a+b (a€Ey,beKer(u) donuovou(x) =uw "(w(a))) =u(a) =u(x): uovou =u.
(3) Soit y € Fy, les hypothéses montrent que v(y) = v/(y) = Og. Soit maintenant y € Im (u), alors y peut
s’écrire y = u(a) avec a € Ey mais By = Im (v') donc il existe b € Im (u) (car Ker(v') = Fy) tel que a =V/(b)
et il existe donc ¢ € F tel que b = u(c). Alors v/(y) = v ouov ou(c) =V ou(c) = a par hypothése ; or
v(y) =vou(a) =w~ ' ow(a) = a et on bien v'(y) = v(y). Comme F = F; @& Im (u) : v/ = v (unicité).
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XP annule M donc 0 est la seule valeur propre de M : xp = X™ donc M™ = 0 par CAYLEY-HAMILTON.

Si I'indice p de nilpotence de M vérifie n < 2p—2 et si X est une matrice telle que X2 = M, alors X?P = MP =0

donc X est aussi nilpotente alors X™ = 0 d’apreés ce qui précede. Or MP~! £ 0 donc X?P~2 #£ 0 : clest
n—1

impossible ! 11 suffit de calculer (I,, — M) Y. M¥ pour avoir la réponse.
k=0

Soit x € Ker(f) N Im (f), alors f(x) = Og et Jy € E, x = f(y) donc f2(y) = 0g. Comme y € Ker(f?), on a

donc y € Ker(f) et f(y) = x = 0g. Ainsi Ker(f) et Im (f) sont en somme directe donc supplémentaires par la
formule du rang. 11 suffit de considérer f : R? — R? définie par f(x,y) = (y,0).

On utilise le déterminant pour montrer que n est pair.

On revient a la définition de la liberté en composant la relation par f.
Plus généralement, on peut montrer l'existence d’une base de E de la forme (et, f(e1),...,er f(er)) oun = 2r.

[4.8 Polynémes d'endomorphismes]

Pour l'implication = : si u € Vect(uk | k > 2) c’est qu'il existe Q € K[X] et P = X?Q tels qu’on ait

les égalités u = P(u) = u? 0 Q(u) = Q(u) ou?. Ainsi uo (idg —uwo Q(u)) = 0 ; alors pour x € E, on a
x=x—uoQ(u)(x) +uoQu)(x) avec x —uo Q(u)(x) € Ker(u) et uo Q(u)(x) € Im (u) ce qui justifie qu’on
a bien E = Ker(u) 4+ Im (u) et on conclut Keru @ Imu = E avec la formule du rang.

Pour <= : si Keru® Imu = E, on considere la corestriction v = uy,, , qui est donc un endomorphisme de
Im (u). On sait que Ker(v) = Im (u) N Ker(u) (classique) donc v est injectif et ¢’est donc un automorphisme
de Im (u). Soit P le polynéme minimal de v (il existe puisqu’on est en dimension finie), comme v est un
automorphisme P(0) # 0, on peut méme imposer P(0) = 1. En posant P =1 —XQ : idg —vo Q(v) =0 et
donc Vx € E, u(x) — (vo Q(v))(u(x)) = 0 = (u —u? 0 Q(u))(x) donc u = u? o Q(u) comme attendu.

Sip =0, pour Q € K[X], on a Q(p) = Q(0)idg est une homothétie donc Q(p) est un projecteur si et

seulement si Q(0) =0 ou 1 d’olt Q(p) = 0 (endomorphisme nul) ou Q(p) =ide.
Sip =ideg, pour Q € K[X], on a Q(p) = Q(1)id g est aussi une homothétie donc Q(p) est un projecteur si
et seulement si Q(0) =0 ou 1 d’ott Q(p) = 0 (endomorphisme nul) ou Q(p) = idg.
Sinon, Q(p) est un projecteur si et seulement si Q(p)? = Q(p) = (Q?)(p) = Q(p) = (Q* —Q)(p) =0;
or dans ce cas X2 — X est le polynome minimal de p et Q* — Q en est un donc, par structure : Q(p) est un
projecteur si et seulement si X? — X divise Q2 — Q. Comme X2 — X = (X — 1)X a pour racines 0 et 1, on a :
Q(p) projecteur <= (Q(0) =0 ou 1 et Q(1) =0 ou 1) (en remplagant X par 0 puis par 1). On a donc 4 cas :
esiQ(0)=0et Q(1) =0alors Q =X(X—1)P et on a Q(p) =mp(p) o P(p) =0.
esiQ(0) =0et Q(1) =1alors Q = X(X—1)P+X (division euclidienne) et on a Q(p) = 7y (p)oP(p)+p = p.
esiQ(0)=Tet Q(1)=0alors Q =X(X—=1)P+1—-XetonaQ(p)=mnp(p)oP(p)+ideg —p =ide —p.
esiQ0)=TetQ(1)=Talors Q=X(X—1)P+TetonaQ(p) =mp(p)oP(p)+idg =idE.

On sait qu'il existe p € N* tel que f? = 0. En introduisant les coefficients de P, la relation g = f o P(f)

donne g = f + arf?+ -+ ap_zqu. On en déduit g2 = f2 4+ a3,2f3 + e ap_hzfp*], ... jusqu’a
gP72 = P2 + ap_12fP ! et g°7! = P!, En inversant ces équations, on obtient fP~! = gP~!,
P2 = g‘[’_z—i—bp,hp,zfp_1 yeer 2 = gz—i-bg,zgs—i—- : ~—|—‘b]g,1,zg‘”_1 et enfin f = g—|—b2,1gz+~ . ~+bp,1,1gp_1
ce qui détermine un polynéme Q € KIX] vérifiant Q(0) =1 et f = g o Q(g).

a. Posons h = —f~!' o gof, alors h? = 0 donc idg =idg —hP = (idg —h) o (idg + h+h% +-- -+ hP~T).
On en déduit que id g — h est inversible.
b. Soit P € K[X] tel que P(0) = 0, alors P = aX + bX% + --- donc P(g) = ag + bg? + --- d’ott I'on déduit
P(g)? = aPgP + b'gPt! + ... = 0. Comme précédemment, on prouve que id ¢ + P(g) est inversible donc
H C GL(E) et 'inverse d’un élément de H est encore dans H. On vérifie que H est non vide et stable par
produit ce qui prouve que H est un sous-groupe de GL(E). Les polynémes en un endomorphisme commutent
entre eux donc H est commutatif.



[4.9 Matrices]

a. On effectue sur M les opérations de GAUSS suivantes : Vj € [1;n], Cnqj < Cnyj — Cj pour voir que

L. (A 0 PN . L,
M est équivalente a A B_A) On réitere : Vi € [15n], Lnti < Lati — Ly et M est aussi équivalente

(A 0 : : In O A A L, I, _(A 0
a(o B_A>.Cec1peutausmbetraduu"epar <_In In>x<A B)X(O L) =\o B_a)

On conserve le rang des matrices par opérations de GAUSS ou on conserve le rang par composition par des
isomorphismes, ainsi rang (M) = rang (A) + rang (B — A) (on peut encore voir que cette derniére matrice est

I ! N
équivalente & ( ! IO ) our =rang(A) et s =rang (B — A)).
S

0
b. M € GLy,(C) <= rang (M) = 2n <= rang (A) = rang (B — A) = n <= (A,B — A) € GL,(C)?.
c. Ainsi A € GLy(C) et B= A+ D avec D € GL,(C). On résout (Q g) (;(]) = (" >, on trouve
2 2

Y.
Xi ) _ (AT DT DT () (A A AT B-A)TT —(B-A)!
X2 )~ ~D! D! Y, ) A B N —(B—-A)"! (B—A)"" )
a. Il faut d’abord constater que f € £(E). Soit 'hyperplan H = Ker(p), f(x) = x <= @(x) = 0 car u # Og

donc E1(f) = H. SiA # 1, f(x) = Ax = (A — 1)x = @(x)u donc x et u colinéaires or f(u) = u donc ceci
impose x = Og. Ainsi 1 est la seule valeur propre et Eq(f) # E donc f n’est pas diagonalisable.

On calcule et (f —idg)? = 0.

b. Soit e; tel que @(ey;) # 0, on pose e = @(er)u alors f(e;) = e; + e2. On complete en une base
B = (e1,e2, -, en) avec des vecteurs de H et on obtient ce que 1'on souhaite.

c. Soit f2 # O tel que Im (g — id g) = Vect(f2) et 1 tel que f2 = (g —id g)(f1) de sorte que g(f1) = f1 + f2.
Alors f; € Ker(g —idg) = H' car (g —idg)? = 0. H’ est un hyperplan et f; ¢ H’' donc on a une base
B’ = (f1,---,fn) de E avec (fz,---,fn) base de H'. Soit (f},---,f%) la base duale de B’.

Vx € E, g(x) =x + fj(x)f2 car cette égalité (linéaire) est satisfaite pour tous les vecteurs de la base B’.

d. On sait qu’alors il existe un vecteur non nul w € E tel que ¢(x) = (x|w). Par hypothese (ulw) =0 ; et
en résolvant y = f(x) = x + (x/w)u, on a (x|w) = (y|w) ot x =y — (yjw)u = ' (y).

a. Comme la premiere colonne de C vaut ’opposé de la troisieme et que les deux premieres sont indépendantes,
on a rang (h) = rang (C) = 2. De part la taille des matrices A et B, on a rang (f) < 2 et rang (g) < 2. Il est
de plus trés classique que rang (h) = rang (f o g) < Min (rang (f),rang (g)) < 2. La seule possibilité est donc
que rang (f) = rang (g) = 2. Ainsi f est injective (son rang est égal & la dimension de son espace de départ)
et g est surjective (son rang est égal & a dimension de son espace d’arrivée).

b. Par un calcul simple, C> = C donc h est un projecteur. De plus, 'C = C donc h est une projection
orthogonale (voir plus loin dans ’année). Toujours est-il qu’en résolvant les systémes CX = X et CX =0, on
trouve que Im (h) = Ker(h —id g3 ) = Vect(v1,v2) avec vi = (0,1,0) et v2 = (1,0, —1) et Ker(h) = Vect(v3)
ou vz = (1,0,1) : on retrouve le fait que h est une projection orthogonale car Im (h) L Ker(h).

Puisque h? =h, fogofog=fogdonc fo(gof—idg2)og=0. Mais g est surjective donc simplifiable &
droite d’ott fo (gof —id p2) = 0 et f injective donc simplifiable & gauche et g o f =id g2 : alors BA = I,.

Autrement, on pouvait aussi voir que rang (BA) > rang (A(BA)B) = rang (AB) = 2 donc rang (BA) = 2 et
BA est inversible. Ainsi, (AB)?> = AB => BABABA = BABA = BA(BA — [3)BA =0 = BA = I,.
c. Idem, car si f € L(E,F), g € £(F,E) : rang (f o g) < Min (rang (f), rang (g)) = Min (dim(E), dim(F)) = p.

d. fogofog=fo(gof)og=fogdonc fog est un projecteur. On sait qu’alors rang (f o g) = Tr (f o g).
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Mais on sait aussi que Tr (fog) = Tr (gof) = Tr (idg) = p ce qui montre que rang (f o g) = p. De plus,
Im (fo g) C Im(f) avec p = dim (Im (f o g)) < dim (Im(f)) < p donc Im (f o g) = Im (f) par inclusion
et égalité des dimensions. De méme, on a toujours Ker(g) C Ker(f o g) donc, par le théoreme du rang,

dim (Ker(g)) = q—dim (Im(g)) > q—p = dim (Ker(fog)) ce qui prouve de méme I’égalité Ker(g) = Ker(fog).

u et v sont des symétries et Tr (v) = Tr (vouou) = Tr (uwovou) = Tr (—vouou) =Tr (—v) donc Tr (v) =0 et

de méme Tr (u) = 0 donc u et v sont des symétries par rapport a F parallelement a G avec dim(F) = dim(G) :
d’ot dim(E) = dim(F) 4+ dim(G) est pair si u et v existent.

Sin = 2p, il existe une base de E telle que la matrice de u dans B soit ( Ig (; > , alors comme uov = —vou,
'

la matrice de v dans B est de la forme (g ];> : et comme v? = idg, on a PQ = QP = I, donc P et Q sont
inversibles.

SiB = (e, --,ep,ept1, -, en), on montre que (v(er), --,v(ep)) est une autre base de Vect(ep41,---,en)

. I
donc la matrice de v dans B’ = (e1,---,ep,v(e1),---,v(ep)) est (IO 5’)
P

Réciproquement, s'il existe une base de E de dimension paire telle que u et v ont respectivement (dans cette
. I 0 0 I . N
base) les matrices < (‘)’ I > et (I g), alors le couple (u,v) est solution du probleme.
—p P

Comme C(A+B) = (A+B)C =1I,,onaBCA = ((A+B)—A)C((A+B)~B) =A+B—B—A-+ACB=ACB.

On sait que A est équivalente a J, = (IOT OO ) écrite en blocs. Il faut justifier que F est un sous-espace
T
vectoriel de My (K) et qu’il est isomorphe au sous-espace G des matrices C de M, (K) telles que J.CJ, =0

0 C2> donc dim(F) = n? — 2.
Cy

et un calcul par blocs montre que ces matrices sont de la forme C = < C
3

Soit f et g les endomorphismes de C™ canoniquement associés & A et B, soit B = (e1, ez, -+, en) une base
de C™ telle que Ker(fog—gof) = Vect(ea, -, en) (par hypothese et la formule du rang), ensuite la matrice
C de fog— gof dans la base B a une premiére colonne avec un 0 en haut car Tr (fog— gof) = 0. Ainsi,
en effectuant le calcul, on a C% = 0.

Comparer l'inversibilité de f + g et celle de idg + g o f~' ; puis le rang de g o f~' et celui de g et trouver

une base dans laquelle la matrice de g o f~! soit treés simple pour conclure.

Analyse : si X solution, on prend la trace et on trouve Tr (X)(1+ Tr (A)) = Tr (B).

Synthese : si Tr (A) = —1 et Tr (B) # 0, pas de solution.
SiTr (A) = —1 et Tr (B) = 0 les solutions sont X = B + AA.

Tr (B)

Si Tr (A) # —1, la solution est unique et vaut X = B — m

La linéarité est claire. On prend la base canonique de My (R) formée des matrices élémentaires E; ;. On a

f(Eio,jo) = 2. @ijEijEiojo + 2. ai,jEi,,joEi,j donc il vient avec la formule bien connue du cours :
1<ij<n 1<ij<n

n n
f(Eio,jo) = Z ai,ioEi,jo + Z ajo,jEio,j = (aio,io + a]'o,jo)Eio,)'o + --- donc la composante de f(Eio,jo) selon
i=1 =1

Eio,jo €St aig i, + Gy, €t par définition de la trace : Tr (f) = Y°  @ig,ip + Qjo,jo = 20 Tr (A).

1<io,josn
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. . P . I
En notant r = rang (A) et s = rang (B), les matrices A et B sont respectivement équivalentes a J, = ( OT g)

et & Js = IOS (O)> Alors il existe (P1,Q1) € GLn(K)? et (P2,Q2) € GL,(K) telles que P1AQ;" = J; et
—1
0
PzBQZI =Js. Ainsi <P01 P02> X ('2\ g) X (Qg Q2_1> = <](; ]Os> Or multiplier par des matrices
inversibles ne change pas le rang : rang (M) = rang ]Or 1) = T+ s =rang (A) + rang (B).
S

—1
Si on pose M" = (AO ;:) € GLp4+q(R), alors on calcule MM’ = <Ig E) € Mp4q(R) d'ott I'on

déduit rang (MM’) = rang (M). Des opérations de GAUSS sur les colonnes de MM’ montrent alors que 'on

a rang (MM') = rang lp 0 =p +rang (C) = rg(M). Ceci traduit (MM’) x o =B _ (1o 0
0 C 0 14 0 ¢

Par définition, il existe P € GL,(C) telle que A = PBP~! <= AP = PB. On décompose P = P; + iP, avec

P et P, des matrices réelles et on a donc APy — BPy + i(AP, — BP2) = 0 donc APy — BP; = AP, — BP, =0
en séparant partie réelle et imaginaire. On en déduit que : Vx € C, A(Py + xP2) = (P71 + xP2)B. Mais la
fonction x — det(P; + xP2) est polynomiale en x donc continue et elle ne s’annule pas en i par hypothese
donc elle n’est pas identiquement nulle. Ainsi, il existe un réel x tel que det(P; + xP2) # 0 et en posant
Q=P;+xPy,onaQ€GL,(R) et AQ = QB.

a. («=) Soit f 'application linéaire canoniquement associée & A et r = rang (f) = rang (A). On consideére

une base (ery1,---,ep) de Ker(f) qu'on complete en By = (e1, -, er,erq1, -+, ep) base de KP. Posons
S = Vect(eq, -, e;), on sait que S est un supplémentaire de Ker(f). Le théoréme du rang nous dit alors que
f induit un isomorphisme entre S et Im (f). On compléte la famille libre (f(e1),-- -, f(e;)) de R™ en une base
By = (f(e1), . ~,f(er),vr+1,-~-,vn) de K". Par construction, la matrice de f dans les bases By et B, est
la matrice Jn p r. Soit P (resp. Q) la matrice de passage entre la base canonique de KP (resp. K™) et B
(resp. B2), par formule de changement de base : A = Q]n,p,TP*1 donc A et J, p,r sont équivalentes.

(=) On ne modifie pas le rang des applications linéaires en composant par des isomorphismes donc on ne
modifie pas le rang des matrices en multipliant par des matrices inversibles. Or il est clair que la matrice
Jn,p,r est de rang v donc si A et J, p,r sont équivalentes, il existe des matrices inversibles P et Q (de bonnes
tailles) telles que A = Q]n,p,TP*1 et ce qui précede montre que rang (A) = .

b. Sir = rang(A) alors, comme avant, on a A = QJn p +P~" donc, en transposant : *A = *(P71)], 'Q
donc *A et Jp n,r sont semblables et on conclut avec la question précédente que rang (*A) = r = rang (A).

Plusieurs solutions :

0o A~7!
In 0
de A sont liées donc les n premieres lignes de B aussi et B non inversible.

e det(B) = det <'g in) X (IO Ig) = (—1)™det(A) avec les déterminants par blocs et un calcul simple
n n
(pour la matrice de droite) en développant successivement).

e Si A n’est pas inversible, il existe un vecteur colonne X non nul tel que AX = 0 ("A n’est pas injective”),

e Si A inversible on vérifie par calculs que C = ( ) est I'inverse de B. Si A ne l'est pas, les lignes

donc B (i) = 0 et B n’est pas inversible car <§) est non nul aussi.

L

0

matrices inversibles d’ordre n telles que A = PJ, Q™" et en cherchant un peu (beaucoup), on trouve la
. . . 0 A 0 P I 0 I 0 Lo N

relation matricielle (In O) = (In O) X ( (‘)‘ ]T) X ( (;‘ Q- ) donc B est équivalente a J 4, donc

rang (B) =n +r =n+rang (A) donc A inversible <= rang (A) = n <= rang (B) = 2n <= B inversible.

) +1
. , . 0 AP 0 AP
C’est une simple récurrence qui prouve que Vp € N, B?P = ( 0 ) et B2PT! = ( )

e Si rang (A) = 7, alors A est équivalente a J, = < 8) d’apres le cours donc il existe P et Q deux

AP AP 0
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Analyse : soit X € Mu(R) telle que *X + X = Tr (X) A, on la décompose sous la forme X = U+ V ol

u = X+X X=X
2

est symétrique et V = est antisymétrique. Comme Tr (V) = 0, par linéarité de la

fonction Tr, on a 'X +X =Tr (X) A < 2U = Tr (U)A. Cette condition matricielle 2U = Tr (U)A implique
la relation 2Tr (U) = Tr (U)Tr (A). Ceci nous conduit a considérer deux cas :
e SiTr (A) # 2, comme (2—Tr (A))Tr (U) =0, Tr (U) =0donc 2U =Tr (UW)A =0et X =V € An(R).

e Si Tr (A) =2, en posant A = TrT(U)7 on a U = AA et on traite a nouveau deux cas :

e Si A est symétrique, on a donc X =AA + V avec A € Ret V € A (R).
e Si A n’est pas symétrique, U = AA symétrique implique A = 0 donc X =V € A, (R).
Synthese : on traite maintenant trois cas :
e SiTr (A)#2et X € An(R), on a bien Tr (X) =0 et X+ *X =0 donc *X + X = Tr (X) A.
eSiTr (A)=2,A ¢ 8,(R) et X € An(R), a nouveau Tr (X) = 0 et X+ X = 0 donc 'X+X = Tr (X) A.
e Si Tr (A) =2, A symétrique et X =AA +V avec A € Ret V € An(R), alors Tr (X) = ATr (A) = 2A
donc X 4+ 'X = AA + A'A = 20A = Tr (X) A.
En conclusion, en posant ’équation (E) : *X 4+ X = Tr (X) A, on a, dans chacun des trois cas suivants :
e Si Tr (A) # 2 : les solutions de (E) sont les matrices antisymétriques.
e SiTr (A)=2et A ¢&8n(R): les solutions de (E) sont les matrices antisymétriques.
e SiTr (A)=2et A € 8,(R) : les solutions de (E) sont les matrices X = AA + V avec V € A, (R).

[4.10 Déterminants]

Par linéarité du déterminant par rapport a la colonne n : D,, = T+ "~ | On
Lo Do
1 v 1 1 1 .- 1 n

développe la seconde selon la colonne n et on soustrait a toutes les colonnes Cy (k entre 1 et n—1) la colonne
1 pour la premiére et on obtient Dy, = (n — 1)! + nDy,_1 (matrice triangulaire supérieure pour la premiére).

On pose alors u, = —T" et on obtient u,, = 1 4+ un_1 avec u; = D7 = 2 donc par une récurrence simple :
n n

Yn € N*, up =1+ Hy, donc D, =nl(1 4+ Hy).
On écrit P = (pi,j)1<i,jen de sorte que pyj = w@=D0-1 En écrivant P2 = (bi,j)1<i,j<n, on a donc par

n n . . n L.
définition du produit matriciel : bij = > pi,kpr,j = 2. w(E=D =1, (k=NG-1) — > w(t+Hi=2)(k=1) " Op
k=1 =1

=~

considere alors deux cas :

esii+j—2=0[n],alors wt=2 =1 donc by ; = n.

.. . 1+j— — TL(1+]—Z)
esii+j—2%0 [n],alors wti=2 # 1 donc by ; = Hiucvﬁ

=0car w™ =1.
Ainsi P2 =nD olt D est la matrice D = (dy;) avec di,j = 0 si i+j % 2[n] et dij =n si i+j=2[n].

n . . n . . —
En notant PP = (Ci,j)1§i,j§n, on a cij = Z W=D 0=1) ,=(k=1)(G-1) — Z wEDE=1) qonc PP = nln.
k=1 k=1
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Méme si ce n’est pas demandé, on a det(P) = [[ (w/™! — ') d’aprés VANDERMONDE mais ce n’est
1<i<ign
(n—1)(n—2)
pas trés pratique ici. On a aussi det(P?) = (—1) 2 n™ aprés calculs en développant successivement

par rapport aux dernieres colonnes et det(P)det(P) = n".

Je garde la matrice de la version papier et pas ce que j’ai fait au tableau : A = (ai,j)1<i,j<n avec aij = aitj—1
ou l'indice i +j — 1 est compris modulo n et dans lintervalle [1;n] (par exemple an, = a1). Posons
n .
PA = (dij)1<i,j<n, alors dijj = > w("”(k’1)a]~+k,1. On pose m =j + k — 1 dans cette somme (toujours
k=1

n .
modulo n et entre 1 et n) et on trouve que la ligne i de la matrice PA est Y. w{=NMm=Dgq - fois la
m=1
ligne i de la matrice P. Ainsi par multilinéarité du déterminant par rapport & chacune de ses lignes :
n n . -
det(PA) = [] ( > w(l_”(m_”am) det(P) = det(P)det(A). On multiplie par det(P) = det(P) ce qui montre

i=1 *m=1

no E— (n=1)(n-2)
> w<1—1><m—1>am) car det(P?) = det(P2) = (—=1)" 2 n" € R.

m=1

(n-T(n-2) n
que det(A) = (1) 2 [] (
i=1

Effecteur les opérations de GAUSS C; < C7 + C et L1 < L7 4+ L, et on trouve en développant selon la
premiere ligne et la premiere colonne que D, = Dn_3. Comme Dy = 0 et D, = 1, on trouve donc que

_ n
Vn € N*, Dn:#

Sin =1 clest clair. Sin > 2, avec X = A, on a det(A) = 0 donc en interprétant det(A) = dets(vi,---,vn)

ol (vq,--+,vyn) est une famille de vecteurs R™ et B la base canonique de R™, si A # 0, il existe un vecteur
non nul v qu'on peut compléter en une base B’ = (wry,---,wy) avec wx = —vx. Mais alors, il vient
la relation suivante det(A) + det(B) = det(B) = detn (w1, -+, wn) # 0 car B’ est une base or on a aussi

det(A + B) = dets (vi + w1, -+, vy +wp) = 0 car wy + v = 0. Par conséquent A = 0.

Soit le polynéme P défini par sa fonction polynomiale : Vx € R, P(x) = det(A + xB) ; alors P est de degré

inférieur ou égal & n et comme A +kB € GLn(Z) pour k € [[0;2n], on a P(k) = £1 pour k € [0;2n]. Donc le
polynéme Q = P2 —1 possede 2n + 1 racines distinctes et il est de degré inférieur ou égal & 2n ce qui fait que

Q = 0. Alors det(A) = P(0) = %1 et det(B) = lim det(B+1a) = tim P(x)
X [o ]

X——+00 xn

= 0 = det(B) en exploitant
la continuité du déterminant par rapport aux coefficients de la matrice grace a la formule avec n! termes.
On écrit P = (Pi,j)]gi,jgn de sorte que Pij = wEN0-1 En écrivant P2 = (bi,j)1§i,]’<na on a donc par

définition : bij = > PikPk,j = 2. WD) (k=NG=1) = ™ ,(+i=2)(k=1) " On considere deux cas :
k=1 k=1 k=1

esii+j—2=0[n],alors w=2 =1 donc by ; =n.

.  n(i4i-2)
esii+j—2%0 [n],alors w2 =£ 1 donc by j = l-w =0 car w" =1.

Ainsi P2 =nD ot D est la matrice D = (dy;) avec di,j = 0 si i+j # 2[n] et dij =n si i+j=2[n].

n . . n . . J—
En notant PP = (ci,j)1<ijgn, OD @ cij = »_ WD) =K=DG-1) = 3~ ,(=)&=1) donc PP = nl,.

k=1 k=1
det(P) = J] (07! — ' ") d’aprés VANDERMONDE mais ce n’est pas trés pratique ici. On a aussi
1<i<jgn
(n-1(n-2) -
det(P?) = (—1) 2 n™ aprés calculs en développant successivement et det(P)det(P) =n™.

Je garde la matrice de la version papier et pas ce que j’ai fait au tableau : A = (ai,j)1<i,j<n aVeC aij = aitj—1

ou lindice i +j — 1 est compris modulo n et dans lintervalle [1;n] (par exemple an,, = a1). Posons

n .
PA = (di,j)1<i,jen, alors dij = > @G DHE"Dg; 1 4. On pose m =j + k — 1 dans cette somme (toujours
k=1
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modulo n et entre 1 et n) et on trouve que la ligne i de la matrice PA est i wENDm=Tq  fois la

ligne i de la matrice P. Ainsi par multilinéarité du déterminant par rapportm:}m_ 1Chacune de ses lignes :

det(PA) = ﬁ ( i w(i’l)(m’”am) det(P) = det(P)det(A). On multiplie par det(P) = det(P) ce qui montre
M e n o -

que det(A) = (1) 2 ] ( > w(l_])(m_])am) car det(P?) = det(P2) = (—1)

i=1 *m=1
a. (=) Si « est une racine commune de P et Q, il existe Py et Qq dans Cn_1[X] (méme exactement de
degré n —1) tels que P = (X — )Py et Q = (X —a)Qr et ona QP —P1Q =0: (U,V) = (Q1,—P1) convient.
(«<=) Si un tel couple (U,V) existe, comme UP = —VQ, alors U # 0 et V # 0 (car P # 0 et Q #

(n—1)(n-2)
2 n™ e R.

0). Si on suppose que les racines de P ne sont pas des racines de Q, comme P|VQ, toutes les racines
o de P sont aussi racines de V avec une multiplicité supérieure. Ainsi V posséde au moins n racines

comptées avec leur ordre de multiplicité et, comme deg(V) < n — 1, on en déduit que V = 0 : absurde.

Par double implication, on a I’équivalence souhaitée :

centerline(P et Q ont au moins une racine commune) <= (3(U, V) € Cn_1[X]*\ {(0,0)}, UP +VQ =0).
b. ¢ est linéaire, donc d’apres la question a. et comme dim (Cn_1 [X]Z) = dim (C2n_1 [X]) =2n,ona:

(P et Q ont une racine commune) <= (Ker(¢) # {(0,0)}) <= (¢ n’est pas un isomorphisme).

c. La base canonique de Cn_71[X]? est B = ((1,0),(X,0),- -+, (X™71,0),(0,1),(0,X), -+, (0,X™"")) et celle
de Can_1[X] est B' = (1,X,---,X*™"1). Alors en posant A = (ai,j)1<i,j<on = Mat 3 5/(9) € Mon(C),
P = kiopkxk et Q = kio qX*, on a: Vj € [1;n], aij = pi—j sii € [j;n +i] et ai; = 0 sinon et

Vj e [[n7+ 1;2n]l, aij = qj—i—n sii€ [j —n;j] et ajj = 0 sinon (c’est une matrice de SYLVESTER).

a 0 1 0

. 1 1

d. Danscettequestlon,commenzZethXz—I—X—i—aetQ:XZ—I—bX—I—l:A: 1 (]1 ? b
0 1 0 1

D’aprés b. et ¢ : (P et Q ont une racine commune) <= det(A) = 0 (déterminant de SYLVESTER).

Apres calculs, on obtient la condition : (P et Q ont une racine commune) <= a’+ab*—2a—ab+2—-b =0.

P P
Si x = 2015 (la méthode ne dépend pas de cette valeur) et ajj = . (i) G +x)P7* = 3 byxek, par le
k=0 k=0

binéme de NEWTON en posant by, = i* et ¢y j = (E) G+ x)P7x.

En posant B = () 1<i<n € Mn,p41(R) et C = ((p) §) er)pi) € Mp4+1,n(R),ona A =BC.
0<j<p i 0<i<p
1<5<n

Mais on sait que rang (A) = rang (BC) < Max(rang (B),rang (C)) donc rang (A) < p + 1 car le rang d’une
matrice est a la fois inférieur au nombre de ses lignes et de ses colonnes.

Pour conclure que le rang de A vaut bien p + 1, il suffit de montrer que les p + 1 premieres colonnes de
A sont indépendantes et cela peut se faire en montrant que le déterminant de la matrice A’ obtenue en ne
gardant dans A que les p + 1 premieres lignes et les p + 1 premieres colonnes est non nul. En recommencant
la méme décomposition, A’ = B'C’ avec B’ et C’ les matrices carrées suivantes : B = (i) 1sigpet € Mpa (R)

0<i<p
et C' = ((p) G+ x)p_i> ‘ € Mp41(R). La matrice B’ est une matrice de VANDERMONDE associée
1 8
P
aux réels 1,---,p + 1 tous distincts donc elle est inversible et det(B’) = I (b—a)=]] k! #0.
1<a<bg<p+1 k=1
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La matrice C’ est elle aussi quasiment une matrice de VANDERMONDE (chaque ligne est multipliée par

<p>) associée aux réels 1+ x,---,p + 1 4+ x tous distincts donc elle est inversible et son déterminant vaut
i

P P
det(C’) = H <]:) H (b—a)= H <]:) H k! £ 0. Par produit, A’ est inversible : rang (A) = p+1.
k=1

=0 1<a<b<p+1 i=0
2 01 ..o 2 1 ... 0
o o . 13 T 13
Par linéarité du déterminant par rapport a la colonne n : D, = + . On
. t. t. 1 : T . t. . 0
1 - 1 1 1 -~ 1 n

développe la seconde selon la colonne n et on soustrait & toutes les colonnes Cy (k entre 1 et n—1) la colonne
1 pour la premiere et on obtient D;, = (n — 1)! + nDy,_; (matrice triangulaire supérieure pour la premiere).

On pose alors u, = D—? et on obtient u, = 1 4+ un_1 avec u; = D7 = 2 donc par une récurrence simple :
n! n
Yn € N*, up, =1+ Hy, donc Dy, =nl(1 4+ Hy).
En développant selon la premiere colonne, puis la premiere ligne, on obtient une nouvelle relation :

0 3 o - 0

Dn=(—mn)Xx1x| o n—3 . . ol On recommence jusqu’a arriver & une matrice d’ordre 3
n
0 0 1
0 n—-1 0 0 n
(si n est pair) ou 2 (si n est impair). Or |2 0 n| =20et N e (—m) x 1 donc Dy, = 0
0 1 0

si n est pair et si n est impair on ’écrit n = 2p + 1 et les relations précédentes montrent que 'on a :

P - 2 (=P (2p +2)!
Dn—k];[()(—(Zp—Zk—l—l))x(2k+1)_(_1)P+1(1><3><-..><(2P+1)) = Zzp+z(pi])!2 :

On ajoute toutes les colonnes dans la premiere et on factorise par w

dans la premiere colonne. Ensuite

on effectue les opérations Cj < Cj — C7 pour j allant de 2 & n amene directement une matrice triangulaire

n—1
inférieure dont le déterminant est le produit des termes diagonaux : D,, = (—1)™*! w

2
e On pouvait aussi effectuer les opérations L < L; — Li_7 pour i allant de n & 2 et obtenir une nouvelle
1 2 3 e . n
0 —1 cee e e
=1 :
expression Dy, = n(n+1) _ | ; on développe ensuite selon la premicre colonne

2

0 —1 o —1 n—1 —I
et ¢a devient classique (on retranche & toutes les lignes la premiére ligne et on développe selon la derniére
colonne pour avoir une matrice diagonale et retrouver le méme résultat).
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[4.11 Systémes Iinéaires}

a. En effectuant les opérations de GAUss (dans 'ordre) : Ly, < Ly, —Ln—1, -+, Ly < Ly — Ly, on se ramene
1 by by S bn_1
0 dq 0 S 0
aB=|: - o : (de méme rang que A) avec Vk € [1;n — 1], dx = ax — by. Ainsi :
: ’ dn_2 0
0 o0 ... 0 dn_1

D = det(B) = nH (ax — bx). De plus : r =rang (A) =1+ card ({bk —ag | kelin— ]}]})

b. On effectue les mémes opérations : (S) compatible <= Vk € [[I;n — 1]}, ax = bx = ck+1 = cx.

SiD #0,o0naVke[2;n], xk = w et x1 = —b1x2 — - — bn_1Xn.
ax — bg

Comme (a,b,c) sont distincts deux & deux, le systéme est de CRAMER. car son déterminant vaut d’apres le

3 2
a a a
cours (c—a)(c—b)(b—a) # 0. 1l existe une solution (x,y, z) unique et x = 1 b3 b b2
eraemtba) bow?) k0o |5 5
a2 1 a
donc par linéarité dans chaque ligne x = abc b2 1 b/|et par VANDERMONDE (en faisant
(c—a)c=b)b—a)| 2 ; .

tourner les colonnes) : x = abc apres simplification. Méme chose pour y et z.

On pouvait aussi introduire le polynéme P = X3 — (x+yX+2X?) et (x,y, z) solution du systéme si et seulement
si P(a) = P(b) = P(c) = 0 ; comme P est de degré 3 et unitaire, cela signifie que P = (X — a)(X = b)(X —¢)
donc P = X3 — (a+ b +¢)X? + (ab + ac + be)X — abe d’olt x = abe, y = —(ab +ac+bc) et z=a+b +c.

[4.12 Exercices aux oraux des étudiants de PSIl}

Comme E est de dimension finie n, £(E) est aussi de dimension finie n?. Ainsi, la famille (id g, f, - ,f“z)

admettant n? + 1 endomorphismes, elle est forcément liée donc il existe (qo,---,qn2) € R™ 1 telle que
Z 2

(qoy "y qn2) # (0,--+,0) et Z qrf* = 0. Le polynéome Q = Z qiX* est donc annulateur de f. Quitte &
k=0
diviser par le coefficient domlnant de Q, on peut supposer Q unitaire.

On décompose Q en produit de polynémes irréductibles de R[X } (ceux de degré 1 et ceux de degré 2 avec
T

un discriminant strictement négatif) : Q = ] (X — o)™ X H (X2 —axX + b)) avecr € N, s € N,
k=1

Yk € [1;7]), ox € Ret mi; € N*, Vk € [[1; 5], (ak,bk) € R? et ak—4bk <0etng € N*.

Comme Q(f) =0, on a H (f — axid g)™* o H (f> + apf + byid g)™ = 0 (ou1 les produits signifient ici des

=1
composées). Les f — OckldF_ (k € [157]) et les (f> + axf + byidg) (k € [[1;s]) ne peuvent pas tous étre des

automorphismes car une composée d’automorphismes en est encore un et que ’endomorphisme nul n’est pas
dans GL(E) (qui est un groupe). Ainsi, on peut considérer deux cas (qui ne s’excluent pas I'un 'autre) :

e soit T > 1 et Ik € [1;7], f — aid g & GL(E). Alors Ker(f — oxide) # {Oe} et il existe donc un vecteur x
non nul de E tel que f(x) = axx. La droite D = Vect(x) est alors clairement stable par f.

e soit s > 1 et Ik € [I;s], 2 4 axf + bride ¢ GL(E). Alors Ker(f? + axf + byidg) # {0} et il existe

donc un vecteur x non nul tel que f2(x) + axf(x) + bxx = 0. Posons P = Vect(x, f(x)). Si on avait f(x) et
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x colinéaires, on aurait f(x) = Ax avec A € R d’ou f2(x) = A*x puis (A? + axA + by )x = O qui donnerait
M 4+ aA+b =0 car x # O ; ceci est incompatible avec aﬁ — 4by < 0 puisque A est réel. Ainsi P est
bien un plan vectoriel. De plus, si y = ox + Bf(x) est un vecteur quelconque de P, son image par f vérifie

f(y) = «f?(x) + Bf(x) = —brox + (B — axa)f(x) € P donc le plan P est stable par f.

Si E un R-espace de dimension finie et f € £(E), il existe au moins une droite ou un plan de E stable par f.

Siles at, -+, an ne sont pas distincts deux a deux, il y a deux fois la méme ligne dans M : det(M) = 0. On

supposera dans la suite qu’ils sont distincts deux a deux.

En notant D(x) ce déterminant, on constate en développant selon la derniére ligne que D est une fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal a n — 1.

Soit k € [1;n], comme Vi € [1;n], (i # ket x = ax) => (P; = 0 et Px = [] (ax — ai)), en développant

i£k
encore selon la derniere ligne, on a D(ax) = (=1)*"™V,_q(ay, -+, ax_1, aks1, -y an) [] (ax — ai).
i#k

Ainsi d’apres le cours, D(ax) = (=1)*™ ] (qj—ai) [] (ax—ai))(=1)""% [I (ai—ax) ce qui donne

1<i<jgn 1<i<k k<i<n

i£k,j#k
apres simplifications D(ax) = Va(ag, -+, an).
Comme D coincide en n valeurs distinctes avec un polynéme constant, ona: Vx € C, D(x) = Vu(ai, -+, an).

(D) Soit A un sous-espace de Ker(p) et B un sous-espace de Im (p). Posons F = A + B, alors F est un sous-

espace vectoriel de E en tant que somme de deux sous-espaces de E. De plus, si z € F, il existe (a,b) € A x B
tel que z = a+b et p(z) = p(a) +p(b) =0g +b € B C A+ B = F car p(a) = Og puisque a € Ker(p) et
p(b) =bcar b € Im(p) = Ker(idg — p). Ainsi, F est bien stable par p.
(C) Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par p, posons A = FNKer(p) et B =FNIm (p). Alors A est un
sous-espace vectoriel de E en tant qu’intersection de sous-espaces de E et A C Ker(p) par construction. De
méme, B est un sous-espace vectoriel de Im (p). Soit x € F, posonsy = x —p(x) € Ker(p) et z =p(x) € Im (p)
alors on a clairement x = y + z. Comme F est stable par p, on a z = p(x) € F donc z € B=FNIm(p). De
plus, y = x — p(x) € F car (x,p(x)) € F? donc y € FNKer(p) = A. Par conséquent, x =y +z € A + B et on
vient de prouver que F C A + B. Comme l'inclusion A + B C F est claire, par double inclusion, F = A + B.

Par double implication, on a montré que les sous-espaces vectoriels F de E stables par p sont exactement

ceux de la forme F = A + B oll A est un sous-espace de Ker(p) et B un sous-espace de Im (p).

De plus, soit F = A 4+ B un sous-espace de cette forme, comme A N B C Ker(p) NIm(p) = {0}, on a
ANB ={0g} et la somme A + B est bien directe ce qui prouve que F=A +B = A ®B.
Soit f ’endomorphisme de C3 canoniquement associé & A. Comme A3 = 0, on a aussi f> = 0. En 1’écrivant

f2 o f =fof? =0 on a donc classiquement Im (f) C Ker(f?) et Im (f?) C Ker(f).

On va faire une disjonction des cas selon 'indice de nilpotence de f :
e si f2 # 0, c’est-a-dire si I'indice de nilpotence de f vaut 3, il existe un vecteur x € R3 tel que £2(x) # 0.
Classiquement, B = (f?(x), f(x), x) est une base de R3. En effet, si (R) : af?(x) + bf(x) +cx = 0, on
applique 2 & (R) et il reste cf?(x) = 0 (car 3 = 0) donc ¢ = 0 car 2(x) # 0 ; on applique ensuite f &
(R) et bf?(x) = 0 = b = 0 et il reste af?(x) = 0 donc a = 0. La famille B est donc libre et comme

elle comporte 3 = dim(R3) vecteurs, c’est une base de R3. Par construction, la matrice de f dans B
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est bien Ny = car f3(x) = 0 et A est donc semblable & Ny = Ey , + E2 3 si f2 # 0 car

A =PN;P~! en notant P la matrice de passage de la base canonique de R3 & B.

e si f2 = 0, c’est-a-dire si I'indice de nilpotence de f vaut 2, on a Im (f) C Ker(f) donc, par la formule
du rang, rang (f) < dim(Ker(f)) = 3 — rang (f) donc rang (f) = 1 et dim(Ker(f)) = 2. Soit uz un
vecteur non nul de E \ Ker(f), on pose alors uy = f(uz) € Im (f) de sorte que uy # 0 car uz ¢ Ker(f).
La famille (uz) est une famille libre dans Ker(f) qu’on peut donc compléter par en une base (w1,uz)

de Ker(f). Comme uz ¢ Vect(uj,uz) = Ker(f), la famille libre & trois vecteurs B = (uq,uz,u3) est

0 0 0
une base de C3. Par construction, Mat 5(f) =N = [ 0 0 1 | et A est semblable & N; = E 3 car
0 0 0

A = PN,P~! en notant P la matrice de passage de la base canonique de R3 & B.

Ainsi, toute matrice A € M3(C) vérifiant A # 0 et A3 = 0 est semblable & N7 ou N;.

n

SOit (“1)"'»0‘71’[51»"'»[571)6 R™ tel que E(“kfk+ﬁkgk):0-
k=1
n n n n
Comme Y oxfi = — Y. Brgk est une fonction & la fois paire et impaire, ona > oxfk = Y. Brgk =0 (1).
k=1 k=1 k=1 k=1

En effet, si f est a la fois paire et impaire, Vx € R, f(x) = f(—x) = —f(x) donc 2f(x) = 0 d’ou f(x) = 0.

n
On va montrer que (f,---,fy) est libre par une des méthodes qui suit. Ensuite, Y Brgx = 0 se dérive en
N =
kBrfx = 0 et on en déduira que B = 22 = --- = nPy, = 0 donc que B = --- = Bn = 0. Comme
k=1
o) = -+ = an = 0 par liberté de (f1,---,fn), on aura la liberté de la famille (f1,---,fn, g1, ", 9gn)-

n
Méthode 1 : Les polynémes Ty de TCHEBYCHEV vérifient Vt € R, Ty(cos0) = cos(k8) donc > ayfx =0
k=1

n n
s’écrit aussi Vt € R, > o Ti(cost) = 0. Ainsi, Y ax Tk est nul car ce polynéme possede une infinité de
k=1 k=1

racines (car cos est surjectif de R dans [—1;1]). Comme les polynémes de TCHEBYCHEV sont de degrés

échelonnés, ils forment une famille libre de R, [X] donc o = +-+ = an = 0 et on a la liberté de (f1,- -, fn).

Méthode 2 : Pour I'endomorphisme D € £(C*(R, R)) défini par D(f) = f”, les fonctions f sont des vecteurs
propres associés aux valeurs propres —k? car D(fx) = —K2fy et fy # 0. Comme ces valeurs propres sont

distinctes deux & deux, on saura bientdt que la famille (fq,---,f,) des vecteurs propres est libre.

27
Méthode 3 : Pour le produit scalaire (f|g) = fo f(t)g(t)dt sur l'espace CO([0;2n], R), (f1,---,fn) est
directement une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul : elle est donc libre | On le prouve avec
la formule de trigonométrie 2 cos(b) cos(a) = cos(a —b) +cos(a+b). En effet, si (i,j) € [1;n]? tel que i # j,

on a (flf;) = fozncos(it) cos(jt)dt:%foh(cos((i—j)t) +cos((i+7)t))dt = 0.

Méthode 4 : On dérive 2(n — 1) fois la relation (1) (en ne gardant que les dérivées d’ordre pair) et on a
n n

Vp € [0;n—1], Yt € R, > (—=1)Pk?*Pay cos(kt) = 0. En évaluantent =0, Vp € [0;n—1], 3 k?Pay = 0. Ce
k=1 k=1

systeme est de CRAMER car la matrice A = (j2(71)1 i j<n de ce systéme est une matrice de VANDERMONDE

inversible puisque les scalaires 1,4, - --,n? sont distincts. Ainsi, a7 = -+ = & = 0 et (f1,---,f,) est libre.
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Méthode 5 : (f1) est libre car f1 # 0. Soit n € N* tel que (f1,---,fn) est libre. Soit (a1, -+, xnyq) € R™M!

n+1 n+1
tel que > apfr =0 (A). On dérive deux fois et on a Y k?apfi =0 (B). En effectuant (B) — (n+1)2(A),
k=1 k=1

i ((n+ 1)? — k?)apf = 0 donc Yk € [1;n], ((n+1)? —k?)ax = 0 par hypothese de récurrence donc
];:]: coo = oy =0 d’olt anqq =0 car fn41 # 0. Par principe de récurrence, VYn € N*| (f1,---,fy) est libre.
a. On sait que A est inversible si et seulement si Ker(A) = {0} (un endomorphisme en dimension finie
est injectif si et seulement s’il est bijectif). Par I'absurde, supposons qu'il existe X # 0 € My 1 (K) tel que

AX = 0. Soit un entier i € [1;n] tel que |xi| = ||X||oc = 1Ma<x [xk| > 0. Dans la i-ieme ligne de AX = 0,
n \ n n
Y aiix; =0 <= ajixi = Z ai,jxj. Par inégalité triangulaire, [aqi||xi| < 3 |ag,j||[xj] < ( > laiy \) [xi]
j=1 j=1 =1 i=1

j#L j#L j#L

n
qui devient, apres division par < Y |ai,j| contredisant I'hypothese de I’énoncé. On en déduit
j=1

=
j#i
donc le seul vecteur colonne tel que AX = 0 est X = 0 d’ot 'inversibilité de A.

b. L’idée est que si les coefficients diagonaux de A sont strictement positifs et A a diagonale strictement
dominante, A + xI, 'est aussi x > 0 car Vi € [1;n], |ayi +x| =ayi +x > aiq > ) |agj|. Soit P: R — R
définie par P(x) = det(xI, + A) = x—a (x). i

On verra plus tard dans 'année que P est une fonction polynomiale, unitaire et de degré n.

Pour x > 0, comme A + xI,, vérifie les hypotheéses de a., A +xI;, est inversible donc P(x) = det(A +xI,) # 0.
Puisque P est continue et ne s’annule pas sur R, P garde un signe constant sur R d’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, ce signe ne peut donc étre que strictement positif car P est unitaire et de degré n > 1

donc liT P(x) = +o00. Par conséquent, comme 0 € R, on a P(0) = det(A) > 0.
X—r+00

Déja, sin =1, il, est clair que VX € M, (C), det(A + X) = a +x = det(A) + det(X) en posant A = (a) et
X = (x) ; ainsi I’énoncé est faux dans le cas ou n = 1.
On suppose dorénavant que n > 2, alors si on suppose que VX € Mn(C), det(A + X) = det(A) + det(X), en
prenant X = A, on obtient det(2A) = 2™det(A) = 2det(A) donc det(A) =0 car 2™ # 2.

Méthode 1 : notons maintenant r rang (A), alors on sait (méme si c’est hors programme) que A est

équivalente a la matrice J, = ( > il existe donc des matrices P et Q de GL,,( C) telles que A = QJ.P~'.
(

La condition s’écrit alors ¥X € M, (C), det(QJ,P~" + X) = det(X) ou encore, en notant Y = Q7 'XP :
det(QJ, P71+ QYP™') = det(QYP™ ") <= det(Q)det(J; + Y)det(P~") = det(Q)det(Y)det(P~'). Mais comme
det(Q) # 0 et det(P™') # 0 et que f: X + Q™ 'XP est un automorphisme de M, (C), la condition imposée &
A devient : VY € M (C), det(J; +Y) = det(Y).

0 0

Si on avait r # 0, on pourrait prendre Y = (O I
n—r

) et on aurait det(Jy +Y) = det(ln) =1 = det(Y) =0
qui est 'absurdité méme ! On en déduit donc que r = 0 et donc que A = 0 (seule matrice de rang 0).

Méthode 2 : en interprétant A = Mat g (vi,---,vn) ol (vi,---,vy) est une famille de vecteurs de R™ et
B la base canonique de R™, si on avait A # 0, il existerait k € [1;n] tel que v # 0 et, en notant

Wy = —Vvy, on pourrait compléter (wy) pour avoir une nouvelle base B’ = (wy,--+,wy ). On aurait donc, en
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notant B = Mat (w1, -, wn), det(A) + det(B) = det(B) = dets(wi, -+, wn) # 0 car B’ est une base or

det(A + B) = dets(vi + w1, -,vn +wn) = 0 car wy + vk = 0. Encore une fois, c’est absurde, ainsi A = 0.
(<=) Si p et q sont deux projecteurs de méme image et u=p — q, alorsu> =p+q—poq—qop

Orsix € E, p(x) € Im (p) donc p(x) € Im(q) et q(p(x)) = p(x) car Im (q) = Ker(id g — q) ce qui prouve que

qop=p. Demémepoqg=gqetonabienu?=p+q—p—q=0.

(=) Si u? =0, on a Im (1) C Ker(u) d’apres le cours. Soit S un supplémentaire de Ker(u) dans E, u induit

un isomorphisme v entre S et Im (u) par le théoréme du rang. Notons r = rang (u). Prenons donc une base

(e1,--,er) de S, alors en posant Vk € [[1;7], en—rix = f(ex) € Im (u), la famille (en—_r41,--,en) est une
base de Im (u) (image d’une base par I'isomorphisme v). On complete cette famille libre (en_ry1,--,€n)
de vecteurs de Ker(i) en une base (er41, ", en—r,en—rti, - ,en) de Ker(u) par le théoreme de la base
incomplete. Enfin, B = (e1,- -+, en) est une base de E adaptée a la décomposition E = S @ Ker(u).
0 0 0
La matrice A = Mat g (u) s’écrit par blocs A= | 0 0 0 | car les vecteurs eyy1, -+, €n—r,€n—rtl,"*",€n
I, 0 0
0 0 0
sont dans Ker(u) et Vk € [1;7]], en—r+x = f(ex). Par exemple, en posant les matrices P= | 0 0 0 | et
L. 0 L
0 0 O
Q=[]0 0 0],PP=P, Q> =Q et A=P—Q donc, en passant aux endomorphismes canoniquement
0 0 I

associés, u = p — q avec p et q deux projecteurs tels que Im (p) = Im (q) = Im (u).
Cela revient a définir p et q par les images des vecteurs de la base B : Vk € [1;7], p(ex) = en—rtk €t
qlex) =0,Vk e [r+T;n—1], plex) =0cet qlex) =0et Yk € [n — 14+ 1;n], p(ex) = ek et q(ex) = ex et on

vérifie bien sur les images des vecteurs de B que pop =p,qoq=q,u=p —q et Im (p) =Im(q) = Im (u).

a. Soit x € Ny, f(x) € Ny car f¥(f(x)) = 71 (x) = £(f*(x)) = #(
Soit y € Iy, alors il existe x € E tel que y = f*(x) et f(y) = f(f*(x)) = f*(f(x)) € Ix donc Iy est stable par f.
Sii€ Netx €Ny, alors fi(x) = 0g donc 1 (x) = f(f}(x)) = f(0Og) = O donc x € Ni;1 donc N; C Niy1.
Sii€ Nety €Iy, alors il existe x € E tel que y = fH(x) et f(y) = f(fi(x)) = f(f(x)) € I; donc I;11 C I;.
ja que Nyg1 C Nyg2. Soit x € Nyyo, alors
) = f**1(x) = 0g donc x € Ny41. On a donc

Og) = O donc Ny est stable par f.

Soit k € [0;n — 1], supposons Ny = Ny 1. Alors on sait dé
2 (x) = 0 = f**1(f(x)) donc f(x) € Ny = Ny donc <(f(x)
Ni+2 = Ng41. On recommence et on parvient a Ny = Nyyq1 = --- = Nj_1 = Ny, ce qui est absurde car
=1 £ 0 et f* = 0. Les inclusions N C -+ C N;, sont donc toutes strictes.

C’était la démonstration dans le cas général, mais on a trouvé mieux dans ce cas particulier : si k € [0;n—1]]
et qu'on suppose Ny = Ny1, alors f*1 o f*=k=1 — ™ — 0 donc Vx € E, "% 1(x) € N1 = Ny donc
%o f=k=1(x) = 0 donc ™! =0 ce qui est absurde.

b. On a la suite d’inclusions strictes Ng C - -+ C Ny, dim(Np) = 0 car f© = id ¢ et Ker(id¢) = {0}, et qu’on
augmente au moins de une unité la dimension des sous-espaces a chaque étape, on a Vk € [0;n], dim(Ny) > k.
Mais comme f™ = 0, Ker(f™) = E donc dim(N;,) = n et les inégalités précédentes doivent étre des égalités
(on augmente exactement de 1 la dimension & chaque étape) : Vk € [0;n], dim(Ny) = k.

Par le théoréme du rang : Vk € [0;n], dim(Ix) = dim(Im (f¥)) =n — dim(Nyx) = n — k.
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Pour k € [0;n]], comme f* = f* o f*~* =0 on a I, C Ny or dim(I,_x) = k = dim(Ny) donc I,, _j = Ny.
c. Si F est un sous-espace stable de dimension k. Supposons que f* = 0, alors il existe un vecteur x € F tel
que f*(x) # Og. Notons p € [k;n — 1] le plus grand entier tel que P (x) # Og. Considérons alors la famille
F = (x,f(x),- -+, f*(x)). On montre classiquement que cette famille est libre :

Soit (Ag,---,Ak) € CKF1 tel que Aox + - -+ + Axf¥(x) = O, on applique fP~! et on obtient : AofP(x) = O
donc Ag = 0. On recommence pour avoir : Ag = --- = Ax = 0 ce qui fait une famille libre F de k + 1 vecteurs
dans un espace de dimension k : absurde. Ainsi f* =0 donc F C Ny et comme dim(Ny) =k : F=Nyg.

Les sous-espaces stables par f sont donc les n 4 1 sous-espaces Ng = {Og}, N1, ...., Ny, = E.

d. On a Vk € [[0;n], dim(Nx) =k et Vk > n, Ny = E donc les couples (i,j) € N? tels que N; = Nj sont les

couples (i,1) avec i € N (c’est clair) et les couples (i,j) tels que i > n et j > n.

4.100] a. L’application (M,N) — Tr (*MN) est symétrique car (M|N) = Tr (*MN) = Tr (*NM) = (N|]M) en

passant a la transposée, bilinéaire par linéarité de la transposée et de la trace, définie positive car on a la
relation classique (M|M) =Tr (*MM) = miz‘j. C’est le produit scalaire canonique sur My, (R).
1<ij<n

b. Si une matrice A convient, en prenant M = E; j, on trouve que @(Ei;) = Tr (AEi;) = aj .

Réciproquement, si A = (@(Ej‘i))] , alors pour toute matrice M € M, (R), on a par linéarité de o :
<ihjsn
(p(M) = E mi,j(p(Ei,j) = Z ajyimi,j =Tr (AM)
1<h,jsn 1<i,j<n

On peut aussi invoquer le théoréme de représentation (des formes linéaires dans un espace euclidien) qui dit
qu'il existe une unique B = A, telle que YM € M, (R), ¢(M) = (B|M) =Tr (*(*A)M) = Tr (AM).

On a donc montré l'existence et 'unicité d’une telle matrice A telle que YM € My (R), (M) =Tr (AM).
c. Pour (i,j) € [1;n]? tel que i # j, comme @(Eq;) = @(Ei,iEi,j) = @(EijE,i) = 0, on a aj; = 0. Ainsi,
A est diagonale. De plus : ¢(Eii) = @(EijEji) = @(Ej,iEij) = @(Ej,;) donc ai; = aj ;. On en déduit
que A = ay,11I, est scalaire (matrice d’homothétie) donc VM € M (R), (M) = Tr (AI,M) = ATr (M) donc
¢@ = ATr . De plus, puisque Tr (I,,) = n # 0, ce scalaire A est unique.

d. Posons ¢ : u > Tr (¥(u)). Alors ¢ est une forme linéaire sur £(E) par linéarité de ¥ et de la trace. De
plus, par 'hypothése faite sur ¥, on a pour (u,v) € £(E)? :

e(uov)=Tr (T(uov))=Tr (T(u) o UMW) =Tr (T(v)oT(u)) =Tr (T(vou)) = p(vou)

car on sait que Tr (fo g) = Tr (g o f). D’apres ce qui précede (en version matricielle), il existe A tel que
¢ = ATr mais comme ¢(id ¢) = n par hypothese, on a A =1 donc Yu € £L(E), Tr (¥(u)) = Tr (u).

U conserve la trace ! Des applications ¥ vérifiant cette propriété sont les ¥ : u+ g~ ouog avec g € GL(E).

4.101 | Tout d’abord si f € £(E) est une solution de (S), wof=v donc Im (v) = Im (wo f) C Im (u).

e Par conséquent, si Im (v) ¢ Im (u), il n’y a aucune solution & cette équation.
e Par contre, si Im (v) C Im (u), soit S un supplémentaire de Im (u), on sait d’apres le théoréme du rang que

1

u induit un isomorphisme, noté w, de S dans Im (u). Soit fp : E — E défini par Vx € E, fo(x) =w™' ov(x).

Tetv

fo est bien défini car w™! est défini sur Im (u) donc sur Im (v) par inclusion et fo est linéaire car w™
le sont : ainsi fo € £(E). Vérifions que fo est une solution particuliere de ’équation. Soit x € E :

uofo(x) =uo(w 'ov)(x) =uw '(v(x)) =w((w ' (v(x))) car w ' (v(x)) € S. Comme wow™" =idy, W
et que v(x) € Im (u), on en déduit que wofy(x) =v(x). Ceci étant vrai pour tout x € E, on a donc uofy =v.

Cherchons toutes les solutions de cette équation en se ramenant & une équation homogene. Soit f € £(E), alors

uof=v<= (uof=v=uofy) <> uo(f—fo) =0<=Im(f—fo) C Ker(u) < f — fo GL(E,Ker(u))).
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Les solutions de I’équation sont donc les endomorphismes de la forme f = fo + g avec g € L(E,Ker(u)).

L’ensemble des solutions est donc un sous-espace affine de dimension dim(E) x dim(Ker(w)).

On pouvait aussi raisonner matriciellement par blocs. Soit une base B de E adaptée a la décomposition

E = S@Ker(u) et B’ une base de E adaptée a la décomposition E = Im (u) &S’ et B” une base quelconque de
B

E, alors on note F = Mat B//,g(f) = (g), U = Mat 3‘3/(u) = <? g), V = Mat 3//‘13/(\)) = (0 ) Alors

uof=v <= UF=V < AC = B «= C = A7'B avec D quelconque. Matriciellement, les solutions de

UF = V sont les matrices (C> avec C = A7'B fixée et D € My n(K) ot p = dim(Ker(u)) et n = dim(E).

D
) 1 . A~'B 0
A nouveau, on en déduit que les solutions sont de la forme 0 + D | avec D € My n(K) avec la

méme structure de sous-espace affine de dimension np = dim(E) x dim(Ker(u)).
4.102) Comme (I3,A) est libre et que A% = 0, on a facilement R[A] = Vect(I3,A) donc dim(R[A]) = 2.

En notant f 'endomorphisme de R canoniquement associé & A, par le théoreme du rang, dim(Ker(f)) = 2 et

rang (f) = 1 car Im (f) C Ker(f). Soit (v1) une base de Im (f) qu’on compléte en une base (vi,v2) de Ker(f).

Comme vq € Im (f), on a Pexistence de vz tel que vi = f(v3). Comme v3 ¢ Ker(f), la famille B = (vy,v2,v3)

0 0 1
est une base de R3. La matrice N de f dans cette baseest N=| 0 0 0| etona A =PDP ! siPestla
0 0 0
matrice de passage de la base canonique a B.

Pour M € M3(R), si on note M’ = P~TMP, alors AM = MA <= NM’ = M'/N. En effectuant le calcul

a b ¢
NM’' = M'N si et seulement si M’ est de la forme | 0 d e
0 0 a

Par conséquent : dim(C(N)) = 5 mais 'application ¢ : M — PMP~! est un isomorphisme de C(A) sur C(N)

par ’équivalence ci-dessus. On en déduit que dim(C(A)) = 5.
4.103| a. Pour n > 3, en développant par rapport a la premiere ligne puis le second déterminant obtenu par

rapport & la premiére colonne (puisque n > 3, la plus petite matrice est bien une “vraie” matrice car
n —2 > 1), on obtient classiquement Py, (x) = xPn_1(x) — Prn_2(x) (R). Pour simplifier les calculs & suivre,
comme P1(x) = x et P2(x) = x> — 1, la relation de récurrence (R) marche pour n = 2 si on convient Po(x) = 1.
b. Pour x €] — 2;2[, on pose « = Arccos (%) €]0; [ et on a bien x = 2 cos(«).

Initialisation : on a bien Po(x) =1 = et P1(x) =x =2cos(a) =

sin(x) sin(a)
Hérédité : si on suppose, pour un entier n > 2, que 'on a P_2(x) = %&;M et Ph_1(x) = %
alors <) = x o) — <) = 2 cos(a sin(na) _ sin((n — 1)) _ 2cos(a) sin(na) — sin((n — 1)a)
fors Pn(x) 'Pn_]( ) Pn_z'( ) = Zoos( )'sin(oc) siTT(oc) sin(o)
done Pr(x) = sin(n+1)a) + smng;(;)l)oc —sin((n — Na) _ SIH(S(;E;;)O()'

sin((n + 1)) .

On conclut par principe de récurrence double que VYn € N, P, (x) = (@)
sin(o

On pouvait aussi

commencer la récurrence aux rangs 1 et 2 (sans convenir que Po(x) = 1) mais il fallait alors montrer, par des

formules de trigonométrie, que sin(3a) = sin(a)(4 cos?(a) — 1) pour initialiser.
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c. Comme sin((n+1)a) =0 <= (n+ 1) =0 [n], on est conduit & considérer oy = KT hour k € [15n]

n+1
avec xx = 2cos(ag). Alors comme 0 < a7 < -++ < an < 7 et que la fonction cos est injective sur [0;7], les
X1, ,Xn sont deux & deux distincts et on a Py (xx) = 0. De plus, on montre par une récurrence simple ou

en constatant que Py, est le polynéme caractéristique de la matrice A, € My (R) que P, est un polynoéme

n
unitaire de degré n dont on connait n racines distinctes. Ainsi, VYn > 1, P, = [] (X -2 cos(ock)>.
k=1

Comme P,, = xa, est scindé a racines simples, la matrice A, est diagonalisable.

a. On a par définition f© = idg = 0.f + 1.idg et f' = f = 1.f 4+ 0.id ¢. Si on suppose l'existence, pour un
entier n € N*, de deux réels a,, et b, tels que f™ = anf + bypid g, comme "t = f" o £ on a la relation
i+l = fof = (anf+bpidg)of = anf? +bnf = az—n(fﬂdg) +bnf = ani1f+bniride si angr = “7“+bn
et bny1 = ‘17“. Par principe de récurrence, pour tout n € N, 3(an,by) € R2, f™ = anf+ bnid.

b. Siona f* = anf + bridg = cnf + dnidg avec n € N et (an,bn,cn,dn) € R?, alors, en soustrayant, on
obtient (an — cn)f 4 (bn — dn)id g = 0 et, comme la famille (f,id g) est libre car f n’est pas une homothétie,
on a an = ¢y et by = dy, donc les suites (an)nen et (bn)nen de la question a. sont uniques.

a a 4 . T PSRN , e s s
vne N, apyn = "Z'H +bny1 = “TH + az—“. L’équation caractéristique associée a cette récurrence linéaire

double est 2z2 —z—1 = 0 qui admet pour solutions évidentes 1 et —%. On sait qu’alors, il existe deux réels «

n
et B telsquevn € N| ap, = o+ (5(— %) . Mais les conditions ap = 0 et a; = 1 imposent « = % et B = —%.
OnadoncVn e N, a, = %(1 — (— %)n) Comme by 41 = GT“, onavVn e N, b, = %(1 +2(— %)n) (méme
sin = 0). Par conséquent (an)nen et (bn)nen convergent et nEToo an = % =aet nE;Too by = % =b.

c. Posons p = %(Zf—l—idg). On calcule pop = %(41‘2 +4f+idg) = %(Zf—l—ZidE +4f+idg) = p donc p est

un projecteur. Ker(p —idg) = Ker(f —idg) car p —idg = %(f —idg) et Ker(p) = Ker (f + %id E) donc p

est la projection sur Ker(f — id ¢) parallelement & Ker (f + %id E). C’est normal en factorisant le polynoéme

annulateur de f, f2 — % (er id E) =0=(f—idg)o (f+ %id E) = 0 (voir plus tard les projecteurs spectraux).

a. Comme f3 —idg = (f2 +f+idg)o(f—idg) =0, on a Im (f —idg) C Ker(f2 + f+id g) d’apres le cours.
b. Soit x € Im (f—id g)NKer(f—id ), il vient x € Ker(f>+f+id ¢)NKer(f—id ) d’apres a.. Ainsi, f(x) = x et
2(x) +f(x) +x = 0 or f(x) = f(x) = x donc 3x = O et x = Og. On en déduit que Im (f—id ¢) et Ker(f —id ¢)
sont en somme directe mais comme, par la formule du rang, on a n = dim(Im (f —id ¢)) + dim(Ker(f —id ¢)),
on en déduit que E =Im (f — id g) @ Ker(f —id ¢).
c. A nouveau (méme en dimension infinie) Im (f — id ) C Ker(f2 + f + id g) donc, avec la méme méthode
que précédemment, Im (f —id g) N Ker(f —idg) = {0g }.
Soit x € E quelconque, on raisonne par analyse / synthese :
eSix=a+baveca € Ker(f—idg) et b € Im (f—id ¢), alors f(a) = a et f2(b)+f(b)+b = Og. Donc x = a+b,
f(x) = a+f(b) et f2(x) = a+f2(b). On somme : a = %(fz(x)+f(x)+x) etb=x—a= %(fof(x)ffz(x))

e Réciproquement, si a = %(fz (x)+f(x) —|—x> etb = (2x—f(x)—f2 (x)), f(a) = a (simple calcul car f3 = id )

1
3
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donc a € Ker(f—idg) et comme 2 — X — X2 = (X —1)(=2—X) : b = (f—idg)(—%x—%f(x)) €Im(f—ide).

Comme on a clairement x = a + b, on conclut que E =Im (f —idg)) + Ker(f —id g).

Par conséquent, E = Im (f — id g) @ Ker(f — id g) est encore vrai en dimension quelconque si f> = id .

d. Premierement, on a vu & la question b. que Ker(f? 4 f +idg) N Ker(f —id¢) = {0g}. De plus, comme
Im (f—idg) C Ker(f24+f+idg) et Im (f—id g)+Ker(f—id g) = E, on a aussi E C Ker(f24f+id ¢ )+Ker(f—id ¢)
donc E = Ker(f2 + f+id g) @ Ker(f —id g). Comme f et 2 +f+id g commutent car ce sont tous les deux des
polynomes en f, on sait qu’alors F = Ker(f? +f+id ) est stable par f donc u induit par f sur Ker(f2 +f+id ¢)
est bien défini. Par construction, on a u? +u-+idy =0 car Vx € F, (u? +u4id)(x) = £2(x) 4+ f(x) +x = O¢.

T _— m)z 3idy _ ( m>2:_3idF ( m2>:<_§>r
Ainsi, u* +u+idf <u+ > + 4 0 donc (u+ 5 4 et det (u+ 2) 1

idg

2
> ) >0, T = dim(F) = rang (f — id g) est pair.

ot r = dim(F). Comme det((u + ldTF)z) = det(u +

4.106 | (=) Supposons rang (AB) = rang(B). On a n — dim(Ker (AB)) = n — dim(Ker(B)) d’apres la formule

du rang, donc dim(Ker (AB)) = dim(Ker(B)) alors qu’on sait que Ker(B) C Ker(AB). On en déduit que
Ker(B) = Ker(AB). Soit X € Ker(A) NIm (B), alors AX = 0 et il existe Y € Mm,1(R) tel que X = BY. Ainsi
ABY =0, donc Y € Ker(AB) = Ker(B) d’ot BY = X = 0 et on conclut bien que Ker(A) NIm (B) = {0}.

(«<=) Supposons Ker(A) NIm (B) = {0}. On sait que Ker(B) C Ker(AB). Réciproquement, si Y € Ker (AB),
on a ABY = 0 ainsi, en posant X = BY, on a X € Ker(A) NIm (B) = {0} donc X = 0 et Y € Ker (B). Ainsi
Ker(AB) C Ker(B) puis Ker(AB) = Ker(B) puis rang (AB) = rang (B) par la formule du rang.

a. Comme > = 0, on a Im (f) C Ker(f) donc rang (f) = dim(Im (f)) < dim(Ker(f)). Mais f # 0 donc

Im (f) # {0} d’on rang(f) > 1. D’apres la formule du rang, 3 = rang (f) + dim(Ker(f)) donc forcément
rang (f) = 1 et dim(Ker(f)) = 2. Soit e; un vecteur directeur non nul de Im (f) qui est une droite. Par
définition de 'image, il existe un vecteur ez tel que e; = f(e3). Comme e; # Og, forcément, e3 # Og.
Comme e; € Ker(f) car Im (f) C Ker(f) et que Ker(f) est un plan, on peut compléter la famille libre (eq)
de Ker(f) en une base (ey,ez) de Ker(f) par le théoreme de la base incomplete. Comme f(e3) = e7 # Og,

e3 ¢ Ker(f) = Vect(er,e2) donc B = (e1,e2,e3) est aussi une famille libre de cardinal 3 donc c’est une base

de E qui est de dimension 3. Par construction, f(ey) = f(ez) = 0 et f(e3) = e7 donc Mat 5 (f) = g g (1)
0 0 0
b. («=) Sl existe (g,h) € £(E)? tel que f =hoget goh = 0. Alors f> = (hog)o(hog) = ho(goh)og = 0.
(=) Supposons que f2 = 0. Alors Im (f) C Ker(f). Si g et h vérifient les conditions f = hog et goh = 0, on
doit avoir Im (f) = Im (hog) C Im (h), puis Im (h) C Ker(g) car hog = 0 et enfin Ker(g) C Ker(hog) = Ker(f).

C’est-a-dire Im (f) C Im (h) C Ker(g) C Ker(f). Soit S un supplémentaire de Ker(f).
Méthode 1 : quitte & choisir, parce que g et h ne sont pas uniques, on va imposer Im (f) = Im(h) et

Ker(g) = Ker(f). Par exemple posons h = f et g projection sur S parallelement & Ker(f).

e Six €S, g(x) =x donc h(g(x)) = h(x) = f(x) et g(h(x)) =0 car h(x) € Im (h) C Ker(g).

e Six € Ker(f), g(x) = Og donc h(g(x)) = h(0g) = 0 = f(x) et g(h(x)) = 0 car h(x) = f(x) € Im (h) C Ker(g).
Comme f et hog (resp. goh et 0) coincident sur S et Ker(f) et que E = S@Ker(f),ona f=hoget goh =0.

Méthode 2 : comme f induit un isomorphisme entre S et Im (f) par le théoréme du rang, si on prend une base
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(e1,---,er) de S, alors (f(e1), -+, f(er)) en est une de Im (f). On peut ensuite compléter cette derniere famille

libre de Im (f) C Ker(f) en une base (f(e1,-- -, f(er),v1,---,vp) de Ker(f) de sorte que, comme E = Ker(f) @S,

la famille B = (f(ey,---,f(er),v1, -+, vp,e1,---,er) est une base de E (dite adaptée a la décomposition

E=1Im(f) &S @S en posant S’ = Vect(vy,---,vp)). Par construction de cette base, la matrice de f dans
O Opp Iy

B s’écrit par blocs Mat 3(f) = | Op,r 0p  Op,r | qui ressemble fortement (mais par blocs), a la matrice
Or Orp Or

Eq 3 de la question a.. On peut donc chercher g et h sous forme matricielle. Mais comme Eq 3 = Ej 3E33

et E3 3E1 3 = 0, par analogie, si h et g sont les endomorphismes de E dont les matrices dans la base B sont

Or Or,p Or Or Or,p Iy
Matg(g) = [ Op,r Op Op,r | €t Matg(h) = [ Opr Op Opyr |, on a bien, par produit par blocs,
Or Or,p I 0y Or,‘p 0r

f=hoget goh=0..et le choix effectué redonne h = f et g la projection sur S parallelement & Ker(f).

4.108 ) a. Il y a deux cas :
e si @ = 0 alors dim(Ker(¢)) = n? car Ker(p) = Mu(R).

e si @ # 0, comme @ est une forme linéaire non nulle, ¢ est surjective et on sait d’apres le cours que

Ker(¢) est un hyperplan de M, (R) donc dim(Ker(¢)) =n? — 1.
b. Méthode 1 : soit M = (myj)1<i,j<n, alors (M) = > my;je(Ei) par linéarité de ¢. Si on définit
1<ij<n
N = ((p(Ei’j))1<i j<n = (ni’j)1<i j<n on a Ir (NTM) = Z ni,jmi,j = Z mi)j(p(Ei)j) = (p(M) Sl
SHIS SHIS 1<ij<n 1<ij<n
N = (nli,j)1<i,j<n convenait aussi, on aurait ni; = @(Ei;) = Tr (N'TE; ;) = n}; donc N = N’. On a bien

existence et unicité de N € M, (R) telle que YM € M, (R), @(M) =Tr (NTM) et N = (‘P(Ei»i))lgi,jgn'
Méthode 2 : comme (M|N) = Tr (NTM) définit classiquement un produit scalaire sur M, (R) et que ¢
est une forme linéaire, il existe, par le théoréme de représentation, un unique vecteur N € My (R) tel que
VM € My (R), (M) = (N|M) = Tr (NTM) (voir formes linéaires dans espaces euclidiens). C’est plus rapide
mais ¢a ne donne pas N en fonction de ¢.

c. Si A et B sont semblables, il existe par définition P € GL,,(R) telle que A = PBP~!, alors, par propriété
de la trace, on a Tr (A) = Tr ((PB)P~') =Tr (P"1(PB)) = Tr ((P~'P)B) = Tr (B).

d. Méthode 1 : l’indication de I’énoncé nous amene a montrer que N commute avec toutes les matrices
inversibles. Soit P € GL,(R) et M € M,,(R), alors 'hypothese de 1’énoncé donne ¢ (P~"MP) = (M) donc
par Tr (NTP=TMP) = Tr (PNTP~T)M) = Tr (NTM). Avec la notation produit scalaire, cela donne la relation
(PTN(P™1)T|M) = (N|M). Comme ceci est vrai pour toute matrice M, on en déduit que U = PTN(PT)~T)—N
est orthogonal & toute matrice M € My, (R), cette matrice U est donc nulle donc U = PTN(PT)~T) =N =0
et on a donc PTN = NPT pour toute matrice inversible P. Alors NQ = QN pour toute matrice inversible Q
(toute matrice inversible Q est la transposée d’'une autre matrice inversible, en effet, Q = (QT)T et QT est
inversible si Q l'est). D’apres I’énoncé, N est une matrice scalaire, c’est-a-dire de la forme N = ALy, et on
conclut que YM € Mn (R), (M) =Tr (AInM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

Méthode 2 : soit i € [2;n] et P =I; ; (matrice d’interversion), alors Eq1 1 = PEi,iP_1 donc, ¢(E1,1) = @(Ei1)
par hypothese. Soit donc A = ¢@(Eq,1) de sorte que Vk € [1;n], @(Ex,x) = A. Soit (1,j) € [1;n]? avec i # j,
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alors Eqj = Di(—1)(—Ey,;)Di(—1)"" donc ¢(Eij) = ¢(—Ey,j) ce qui prouve que nyj; = @(Eq ;) = 0.
Par conséquent, N = Al et on a alors VM € M (R), ¢(M) = Tr (AM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

e. Soit M de My, (IR) commutant avec toutes les matrices inversibles. Alors, pour (i,j) € [1;n] :

e sii#j, Tij(1) = In + Eyj est une matrice de transvection inversible donc, par hypothese, on a
MTi;(1) = M+ EijM = E; ;M + M = T j(1)M ce qui se simplifie en E; ;M = MEy ;.
e sii=j, Di(2) = I, + Ei,; est une matrice de dilatation inversible donc, par hypothese, il vient
MD;(2) = M + Eq,iM = E{,iM + M = D;(2)M donc E; ;M = ME ;.
Ainsi M commute donc avec toutes les matrices E;j donc avec toutes les matrices de My, (R) par linéarité.
e Pour i = j, en écrivant les produits E; ;M et ME; i, on constate que sur la ligne i et la colonne i, le seul
terme éventuellement non nul est m; ;. La matrice M est donc diagonale.
e Pour i # j, en écrivant E{ ;M et MEy j, on constate que m;; = m; ;. Les termes de la diagonale sont égaux.

Enfin, M est bien une matrice scalaire puisqu’elle vaut M = mq 115.

4.109 ) a. Il est clair que si (ap,...,an) ne sont pas deux a deux distincts, alors la famille A contient deux fois

le méme vecteur, elle ne peut pas étre libre. Réciproquement, si (ao,...,an) sont deux & deux distincts,
n
considérons (Ao, ...,An) € K™ tel que > Ar(X — ax)™ = 0. Alors en inversant les sommes doubles avec
k=0
le binome de NEWTON, on a 3 )\k< > (1)m< >aE1X“m> . (1)m< >( - ?\ka]T)X“*m —o0.
k=0 m=0 m m=0 m/ \k=0
n
On obtient donc un systéme linéaire n 4+ 1 équations >, Ax = > Agax = -+ = Akay & n + 1 inconnues
k=0 k=0 k=0
Ao, - - -4 An sans second membre donc la matrice associée est M = (aji)oﬁ j<n € Mun41(K). On reconnait une
matrice de VANDERMONDE dont le déterminant vaut det(M) =  [[  (aj — ay) # 0 donc le systéme est de
ogi<jgn
CRAMER et ne posséde comme solution que Ag = --- = Ay = 0.

La famille A est donc libre et, comme elle contient n + 1 vecteurs et que dim(Kn[X]) =n+1, A est une base

de K,[X]. On a bien I’équivalence : A est une base de K,[X] <= (ao,...,an) deux & deux distincts.

b. En reprenant cet argument, le rang r de A est le nombre de termes distincts de la famille (ao,...,an)

car en supposant (quitte & renuméroter) que les termes distincts sont ag,...,ar—1, on peut ne conserver
r—1 r—1

que les équations Y Acaf* pour m € [[0;7 — 1] et on conclut encore que Y, A (X — ax)™ = 0 implique
k=0 k=0

Ao =...=A—7 =0donc (Ag,...,Ar—1) est libre et les autres polynomes A,,..., A, en font déja partie.

4.110] Avec sin(x+a) = cos(a) sin(x) +sin(a

Comme sin et cos sont non colinéaires,
cos(ay) cos(az)
sin(ay) sin(az)

)cos(x), on a (f1,f2,f3) € (Vect(sin, cos))® donc rang (f1, f2,f3) < 2.
(sin,cos) est une base du plan Vect(sin,cos). La matrice de (f1,f2)

dans cette base est ( ) dont le déterminant vaut sin(az — ay).

Ainsi, rang (f1,f2) =2 < sin(a2 — a1) # 0 < a2 #Z aj [n].
Comme les fonctions fq, f2, f3 ne sont pas nulles, on a 1 < rang (fy,f2,f3) < 2.

Conclusion : rang (f1,f2,f3) =1 <= a1 = az = a3 [n] et rang (f1, f2,f3) = 2 dans tous les autres cas.

n
4.111) Par le binéme de NEWTON, il vient M = ( > (E) a'fb;l_k)o € Mun4+1(R) et on reconnait un
k=0 <hjsn
n
produit matriciel M = AB avec A = (af) . .. € Mny1(R) et B = ((k) b;‘_k> ocrien € Mn+1(R). La
SOTE SR 1
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matrice A est une matrice de VANDERMONDE et on a donc det(A) = [  (aj — a;) d’apres le cours. Par
o<i<j<n
n

. —k
k))det(C) ou C = (b]TL )ng‘jgn. Or la

matrice C est quasiment une matrice de VANDERMONDE, il suffit de mettre les lignes dans le bon ordre : cela

n
multilinéarité par rapport aux lignes de B, on a det(B) = ( I (
K=0

se fait en intervertissant les lignes Ly et Ly 41, Lz et Ly, ete... Il faut donc {n;]J interversions de lignes pour

. . LL-HJ n n
transformer C en une vraie matrice de VANDERMONDE : det(B) = (—1)L" 2 ( 11 H (bj — by).

5\ k
k=0 0<i<j<n

Par propriété du déterminant, det(M) = det(A)det(B) = (1) LnTHJ ( ﬁ (n)) H (bj —bi)(aj — ay).

o \k
k=0 ogi<j<n

4.112) L’ensemble E,, y, n’est pas vide car il contient le polynéme nul. De plus, si («, B) € K2 et (P,Q) € Ei’m,

alors Yk € [0;m], («P+ BQ)(ax) = a«P(ak) + BQ(ax) = .0+ B.0 = 0 donc «P + BQ € Ey ;. Ainsi, By m

est bien un sous-espace vectoriel de Ky, [X] donc c’est un espace vectoriel.

On constate d’abord que puisque les ap, - - -, a;, sont distincts, si P € K, [X] on peut traduire d’apres le cours

m
P € Enm par R= ] (X —ay) | P (R divise P). Il convient donc de considérer deux cas :
k=0

eSim>=netP€Enm, deg(P) < n alors que P a au moins m + 1 > n + 1 racines distinctes, ap,- -+, am,
donc P = 0. Ainsi En m = {0}.

e Sim < netsiP € Ey gy, alors R divise P. Comme R est de degré m + 1, il existe U € K;,_m—1[X] tel que
n—m-—1 n—m-—1
P = UR. Mais en écrivant U= > wX¥, onaP= > wXFRet P € Vect(R,XR,---, X" ™FIR). Ceci
k=0 k=0
prouve que la famille (XkR)ogkgn,mq est génératrice de En m. Comme c’est une famille de polynomes de

degrés échelonnés, elle est aussi libre. Par conséquent B est une base de Eq m et dim(En m) =n —m.
4.113) a. Comme o2 = —id ¢ et dim(E) = n, det(0)? = det(0?) = det(—idg) = (—=1)™ > 0 donc n est pair.

b. Supposons que p > 1, alors :

e il existe v; # O, soit (a7,b7) € R? tel que ajvy + byo(vi) = Og (1), alors on compose par o et il,vient

ajo(v) —byvy = O (2). On effectue aq(1) —by(2) : (a? + b?)vy = 0¢ donc a? + b3 =0 = a3 = by = 0.

Ainsi (v, 0(v1)) est libre. Sip =1 alors (vi,0(v1)) est une base de E sinon...

e il existe vo ¢ Vect(vy,o(v1)), soit (a7, az,by,bz) € R? tel que ajvy + azva + byo(vy) + bao(vz) = 0 (1),

alors on compose par o et ajo(vy) + az0(v2) — byvi — bava = 0g(2). On effectue az(1) — b2(2) et il vient

(a1az+byba)vi+(ad+b3)va+(azby —arbz)o(vy) = Og. Or la famille (vy,v2, o(v1)) est libre par construction

donc a% —|—b% =0 = a; = by = 0 et on obtient ajvy —I—b]O'(V]) =0g = a1 = by =0 car (V],O‘(V])) est

libre. Ainsi (v1,,v2,0(v1),0(v2)) est libre. Sip =2 alors (vi,v2,0(v1),0(v2)) est une base de E sinon...

Par récurrence, on construit pour tout k € [1;p] une famille libre (vq,---,vk,0(v1), -+, 0(vk)). Pour k = p,

la famille B = (v1,---,vp,0(v1), -+, 0(vp)) est libre et admet 2p vecteurs alors que dim(E) = 2p, ainsi B est

. —I
une base de E. Par construction, Mat (o) = (IO Op )
P
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4.114 ) On effectue d’abord 'opération de GAUss C; «— C; —C2 +C3 — ...+ (71)“’1Cn de sorte que 'on a

0 a+az -+ an+ag 2a7 ax+az3 -+ an+aj
0 a2+ad?2 -+ d?2+4d? 22 ad+a?2 - a2 +d?
2 3 n 1 . . 1 2 3 n 1 . . .
A=, . ) . =0sinestpair, A, = | . . ) . si n est impair.
0 ay+ay --- ap+af 2at af+a} - ap+at
Si n est impair, on factorise ensuite le 2 et on effectue dans 'ordre C, ¢— C; — Cy, Ch—1 — Cn—1 — Cn,
ay az -+ an 1 1 cee 1
. , ai a3 -+ a} ar az o an
jusqu’a C; «— C — C3 pour obtenir A,, = 2| . . |l =2a1---an
' n—1  n-T no1
al a} - al aj al cal

n
On reconnait enfin un déterminant de VANDERMONDE et on conclut que A, = 2( I ak) ( II (g fai)> .
k=1 1<i<j<n

a. L’application nulle 0 vérifie F C Ker(0) = E et {0g/} = Im (0) C F/ donc 0 € A qui est donc non vide.
Si u et v sont dans A et A € K, alors, comme Ker(u) N Ker(v) C Ker(u+ Av), on a F C Ker(u + Av) car
F = FNF C Ker(u) N Ker(v) par hypothese. De plus, comme Im (u + Av) C Im (u) 4+ Im (v), on a aussi
Im (u+Av) C F car Im (u)+Im (v) C F+F = F par hypothese. Ainsi, A est stable par combinaison linéaire.
Enfin, A est un sous-espace vectoriel de £(E,E’) donc a fortiori un espace vectoriel.
b. On sait que si E et E' sont de dimension finie, alors £(E, E’) aussi avec dim(£L(E,E’)) = dim(E) x dim(E').

Comme A est un sous-espace vectoriel de £(E, E’), il est lui-méme de dimension finie.

Notonsn = dim(E), p = dim(F), m = dim(E’) et ¢ = dim(F’). Il existe une base B = (e1,...,ep,ep41,.-.,€n)
de E telle que F = Vect(er,---,ep). Il existe aussi une base B’ = (eﬁ,...,e’q,e’CIH,...,e’m) de E’ telle que
F' = Vect(e},...,eq). Soit u € L(E,E') et M = Mat 5 5/(u). Alors u € A si et seulement si les p premieres

colonnes de A sont nulles (qui traduit F C Ker(u)) et si les m — q dernieres lignes de M sont nulles (qui traduit

0 N) avec N € Mg n—p(K). Ceci

Im (u) C F). Par conséquent u € A <= M est de la forme M = (O 0

construit un isomorphisme ¢ entre A et My n—p(K) défini par ¢(u) = N telle que Mat ¢ ¢/ (u) = (8 T; >

Alors, dim(A) = q(n — p) = dim(F)(dim(E’) — dim(F)). Montrons-le rigoureusement !

e Si (u,v) €A% et A € K, alors u+ Av € A et, d’aprés ce qui précede, il existe (N,N’) € Mq,n_p(K)? telles
0 N 0 N

!/
que Mat 3‘3,(11_) = (O O> et Mat ‘B,B’(V) = <O 0 ) Ainsi Mat Byg/(u+?\v) = (8 N +07\N > done

e(u+Av) =N+ AN = ¢(u) + Ap(v). Ceci établit la linéarité de ¢.
0 0

0 0
e Enfin, soit N € Mg n—p(K) quelconque, soit u I'unique application linéaire de E dans E’ telle que

0 N
Mat'B,Q;/(u) = <0 0

o De plus, si u € Ker(g), alors u € A et Mat g s/(u) = < ) donc u = 0. Ainsi, ¢ est injective.

Les trois blocs de 0 montrent que F C Ker(u) et Im (u) C F donc u € A, qui
est donc un antécédent de N par ¢ : ¢ est surjective. ¢ est bien un isomorphisme donc il conserve les
dimensions et on conclut bien que dim(A) = dim(Mgn—p(K)) = q(n —p) = dim(F)(dim(E") — dim(F')).

4.116] a. D’abord, u est clairement linéaire et dim(Cpn[X]) = dim(C™*!") = n + 1. Soit P € Ker(u), il vient alors
Vk € [0;n], P(w¥) =0 donc P posséde n + 1 racines (les n+ 1 éléments de Uy 1) alors que deg(P) < n. On

en déduit que P = 0. Ainsi u est injective donc u est un isomorphisme avec ’égalité des dimensions.
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b. La matrice de u dans les bases canoniques (1,X,...,X™) de Cn[X] et (e1,...,ent1) de C™*1 est par
construction la matrice de VANDERMONDE M = V(1, w,...,w™) définie par M = (my j)o<i,j<n € Mn+1(C)

avec mi;; = w'. On retrouve le fait que u est un isomorphisme car det(M) =[] (@’ — w?) # 0 car les
0<i<j<n
racines (n + 1)-iémes de l'unité forment n 4+ 1 complexes distincts.
n . n n o n
c. Soit P = Y aiX' et k € [[0;n]. Ainsi, Y Plw™w ™ =
i=0 m=0 m=0i=
n n
On peut inverser cette somme double et avoir > P(w™)w *m = Y
m=0 i=0

. n n
aiwmlw Z Z ai m(1 k)
0 m=01i=0
n
( Z wm(l k) (Tl—|—])
. n . Nt k)(n+1) .
En effet, si i # k, on a w'™% # 1 donc 3. @™~k = % =0 car ™! =1et,sii=k,
m=0 —w

. n . n .
comme Ym € [0;n], @™E"® = w® =1 0na Y qjw™t"® =n 1. Pour P = 3 a;X' € E, on a donc
- =
n ] 1 1

P=3 a Xk = Tkzo( > Pl *km)xk —uw T (w(P)) = uw ' (P(1),P(w),--,P(w™)). Ainsi, pour

n n
une famille (zo, - --,zn) € C™, par surjectivité de u, on a u™'(zg, -, zn) = 1 > ( > zmw*km)xk ce
N+ 1= \m=o

. . . . -1 . -1 _ 1 —ij
qui se traduit par le fait que la matrice de u~' dans les bases canoniques est M™' = —— (w ) o<ij<n’

2
4.117 | e ( n) est le coefficient en X™ dans le polynéme (1 + X)?™ par le binéme de NEWTON.
n

n . n .
Mais comme (1 +X)?™ = (1 +X)™ x (14 X)" = ( > (n>Xl) X ( > (T})X]), le terme en X™ vaut aussi
1 )

i=0 j=0

2 2
n\/n N /n n N /n no/n 2n
= = . E 1 .ﬁ 1 = .
131:@ (1> (J) k§:0 (k) (n - k> kE:O (k) n identifiant, on a bien kE:O (k) <n>
itj=n

e On peut aussi considérer une classe avec n filles et n garcons et compter combien il y a de groupes de n

2
étudiants dans cette classe. Il y en a bien str ( n). Mais si on distingue selon le nombre k de filles (donc
n

no/n n no/n 2
n — k garcons), il y en a aussi ) => et on retrouve la formule.
k=0 \k/ \n—k k=0 \K

n+2 M4+ 2(2n+1 , )
Pourn > 1, on a n = (2n + )2 = (2n +1) . Ceci nous permet d’effectuer une récurrence.
n+1 (n+1)! n+1 n
. (2n n , 2n 2
Pour n = 1, on a bien =222 = ——. Soit n > 1 pour lequel on a > ——, alors
n+1 n n+1

22n+1) 4

2n+2 2n\ _ 2(2n+41) 22 22nf2
> X >

n—+1 n+1 n n+41 n+1 n+2

r (n+1)2 (

pu1sque2 n+1)(n+2) =4n? +10n+4 > 4n? +8n+4 = 4(n+1)2. On conclut par

L . my 2"
principe de récurrence que Vn > 1, > i avec inégalité stricte dés que n > 2. Ainsi il n’y a égalité
n n

o ) . . m /4 zzn 2n 2n P
que pour n = 1 comme vu lors de l'initialisation. Grace a STIRLING, N~ — —2°n,
n_2n
n /) +oo  (2mm)n e +oo\/n

4.118] a. Si u est injectif, alors u € GL(E) car E est de dimension finie donc u™ est aussi un automorphisme de
E. Comme u™ est & fois injectif et surjectif, on a done Ky, = Ker(u™) = {0¢} et I, = Im (u™) = E.
b. Soit m € N et x € Ky, alors u™(x) = 0g donc u™*'(x) = u(u™(x)) = w(0g) = Og. Ainsi, Ky C Kyy1-

Siy € Iiny1, alors il existe x € E tel que y = u™*1(x) donc y = u(u™(x)) € Iin. Alors, Imy1 C Iin.
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c. Sila suite (Km)o<pgn+1 était strictement croissante, on aurait Vk € [0;n], dim(Kynq1) > dim(Ky) +1
ce qui impliquerait dim(Kn41) = dim(Ko) + i (dim(Km41) — dim(Km)) = n+1 ce qui est impossible car
Kn+1 C E et que dim(E) = n. Par l’absurde:nﬁoexiste donc un entier p € [0;n] tel que K, = Kp41. Par la
formule du rang, on a dim(Ip41) =n — dim(Kp41) = n — dim(Kp) = dim(I,) alors que I4q C Ip. On en
conclut, par inclusion et égalité des dimensions, que I, 11 = L.

Lrégalité K, = Kpyq est vraie pour ¢ = 0 et ¢ = 1. Soit q > 1 tel que K, q = Kp, alors on sait déja
que Kp = Kpyq C Kppqi1. Réciproquement, si x € Kpyq41, on a uPT9(x) = 0g = uPT!(u9(x)) donc
u9(x) € Kp41 = Kp donc uP(ud(x)) = O et x € Kp4q = Kp. Par double inclusion, on a donc Kp = Kpjq41-
On conclut par principe de récurrence que Vq € N, K, = K 14.

Comme a la question précédente, on déduit de la formule du rang que Vq € N, I, 4 = I.

Soit x € Ky, @& I,. Alors uP(x) = Og et Ja € E, x = uP(a) donc u?P(a) = Og. Mais comme Ky, = Ky, il vient
uP(a) = x = 0 donc K, et I, sont en somme directe.

Par la formule du rang, on a dim(K,) + dim(I,) = dim(E), et on en conclut que K, ® I, = E.

4.119 | Avec les opérations de GAUSs (dans cet ordre) : C; +— C1—Cz,Cy +— C23—C3,++, Cn1 — Cn—1—Chn,

2 301 1 ... . 1 1o 0 ]
3 4 5 1 1 . .
: : —1 -1 4
4 5 6 7
on obtient det(A) = | : = 0
: 2n—4 1
1
: . S : 1 2n—1
T L (R | n L =1 2n
Ensuite, on effectue Ly, +— Ly —Ln—1, Lyn—1 ¢— Ln—71 —Ln—2, -+, Ly «— Lz — L pour avoir det(A) comme
n—1 _1\yn—1 |
le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure : det(A) = [[ (—(2k—1)) = %
k=1 n:

2n+1
a. Soit t € }O; % {, cos((2n+1)t) = Re ((cost+isint)?™') = Re ( > (Zn: 1> (cos t)znﬁ*k(isint)k)

grace a la relation de DE MOIVRE. Pour la partie réelle, on ne garde que les k pairs et on obtient la relation

LS 2n+1
cos((2n+1)t) = kzo(—Uk( n2k )(cos )21 =28 (5in )2 car 12K = (—1)%. Comme cos?™' t > 0, on peut
N 2K

. . 2n+1)t) n 2n+1) sin““t n 2n+1 2k

diviser et cos((ZnF+ 1) _ (g = Y (-1)k tan? t)*. 11 suffit d

iviser et avoir — Sz kX::O( ) % ) ooy kX::O( ) K (tan”t) su onc
n 2 1

de poser P, = > (—1)k< nzi_

k=0
2Zn+ 1)t
Vi € }0;%[, Qn(tan?t) = %nwt))

)Xk et on a bien la relation voulue. Si un autre polynéme Qn € R[X] vérifie

, alors on a Vt € ]0; % {, Pn(tan?t) = Qn(tan?t) donc Py, et Qn
cos

coincident sur R qui est infini donc ces deux polynémes sont formellement égaux.

cos((2n + 1)t)

et
cos?™ Tt

D’ott Vexistence et I'unicité d’un polynoéme P, € R[X] tel que Vt € }0; % [, Pn(tan?t) =

n n M1
onaPn=3 aX= 3 (—1)“( nzi_ )Xk de degré n et de coefficient dominant an = (—1)™"(2n+1).
k=0 k=0

. P }E[ 2t) = 2 = 2 =1 = u [ T }
b. Pourt € O,Z,Pn(tan t) =0 <= cos((2n+1)t) = 0 < (2n+1)t 2[71]<:>t n 1) Lt

s

KT pour k € [oin — 1], ona 0 <ty < -+ < tn_y < 5 et les réels

s
2n+ 1) o

Ainsi, en notant t, =
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. N . A — N
tanz(tk) sont des racines de P,,. D’apres le cours, la somme des racines de P, vaut _fn-l1 donc, apres

an
simplification : ni1 tan?(ty) = — - -2 _n@n-1)
0 E= R 5
c. Comme on sait que tan(721 —t) = n ! @’ la double inégalité de ’énoncé est équivalente a la suivante :
an
vVt € ]O; E[ 1 <1 <q + 1 = 1 . Comme t, tan(t) et sin(t) sont positifs sur I'intervalle
2 tan®t 7 tan®t sin’ t ® ® P

]O; % {, il suffit de démontrer que Vt € ]0; % [, sin(t) < t < tan(t) ce qui est évident par deux petites études

de fonctions ou par le théoreme des accroissements finis appliqué a sin et tan entre 0 et t > 0.

d. Pour n > 1, remplacons t par ty € } [ (pour k € [[0;n — 1])) dans I'inégalité précédente et sommons :
n—1 — ( 4 ])2 n—1 ) .
3 tan?(ty) < Z Sy < 2 (+ tan?(ty)). On pose j = n — k et, grace & la question b.
K=0 k=0 (n—k)°m k=0
n2n—1)  (@n+1)2 X 4 n(n+1) . n@2n-1n? L Zn(n + 1)n?
< - < =—— ce qui revient & ————~— - < =———~>. De plus,
3 n? j; 2 3 d 3(2n+1)° ; 2 3(2n 1 1) P
— 1?2 2 +oo 2
lim (21171)7; = U M = T donc, par encadrement : > iz =7
no+too 3(2n+1) notoo 3(2n41)% 6 s mn 6

4.121 ] a. Procédons par récurrence sur n. Sin =1, P = X — ap admet exactement une seule racine réelle positive,
a savoir ap. Ainsi P admet au plus une racine sur R : une exactement si ap > 0 et aucune si ap = 0.

Soit n > 2, supposons donc que tout Q = X"~ — b, _2X""2 — ... — by avec des réels positifs bg, -+, bn_2

admet au plus une racine sur R, plus précisément exactement une racine simple réelle strictement positive

si (bo,--",bn_2) # (0,---,0) et aucune racine strictement positive si (bg,---,bn_2) = (0,---,0). Soit
P=X"—an_1 X" 1 —...—qp avec ag, - - -, an_1 positifs. Alors P’ = n(X“‘1 —wxn—z—- . -—ﬂ)
n n

Traitons deux cas :
eSia; =-=an_1 =0, alors P’ ne s’annule qu’'en 0 sur R par hypothese de récurrence donc y

reste positif par le théoreme des valeurs intermédiaires car . U,E?rl P’(t) = +o00. Ainsi, P est strictement
—+o00

croissante (car P’ ne s’annule qu’en 0) sur Ry donc injective. Par continuité de P, la fonction P réalise

une bijection de R dans [—ap; +oo[. Ainsi, P s’annule une seule fois sur R en une racine simple r
si ap > 0 (auquel cas (ap,ar,--+,an—1) # (0,---,0) et aucune fois (ne s’annulant qu’en 0 sur R, ) si
ap = 0 donc si (ag,ar, -, an—1) = (0,0,---,0).

e Si(ay, -+yan—1) # (0,---,0), alors P’ s’annule exactement une fois en une racine simple s > 0 de
P’ sur R’ par hypothese de récurrence. On a forcément P’ négative sur [0;s] et positive sur [s; 00|

(sinon on aurait au moins deux racines de P’ sur R* car liT P’(x) = 4+00) de sorte qu’on voit avec
X—>+00

le tableau de variations de P que P s’annule exactement une fois sur R* en un réel r > s qui est une

racine simple de P.

Par principe de récurrence, pour tout entier n € N* et tout polynéme P = X™ — a,, _1X™~ ! — ... — ag tel
que ag, - -+, an—1 sont des réels positifs, alors P ne s’annule pas sur R si (ap,ar, -+, an—1) = (0,0,---,0) et
s’annule une unique fois sur R si (ap, a1, -+, an—1) # (0,---,0).

b. Soit « une racine complexe de Q, |«™| = |an_1a™ "+ + apo| < |an_1|[a|* + -+ + |ao| par inégalité
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|n71

triangulaire. Ainsi P(|«|) = |o|™ — |an—1||x — -+ —|ap| < 0. Comme |ap| > 0, on est dans le cas ol P

s’annule exactement une fois sur R* en p > 0. L’inégalité P(|«|) < 0 conduit alors a |x| € [0; p] donc || < p.

4.122 ) a. Le polynome nul est dans R, [X] et toute combinaison linéaire de polynémes de R, [X] en est encore un

donc Ry, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X] et donc lui-méme un espace vectoriel. En effet, si (A, 1) € R?
et (P,Q) € (Rn[X])?, alors deg(AP + 1Q) < Max(deg(P), deg(Q)) < n donc AP + uQ € Ry [X].

Comme une base de R, [X] est (1,X,---,X™), on a dim(R,[X]) =n + 1.

' XKY XK Xk
b. Comme Yk € [1;n], W(k!) BRCEEE on prend la base B = <k! )nggn

libre car les polynémes de B sont de degrés échelonnés) et, par construction, la matrice de ¥ dans B vaut

(de cardinal n + 1 et

Mat 3 (¥) = A = (ai,j)o<i,j<n avec ajj = 1sij=1i+1 et ajj = 0 sinon.

c. Considérons I’endomorphisme ¢ de Ry [X] défini par ¢(P) = P — P’ (on n’augmente pas les degrés et la
linéarité est claire). Alors, si P € Ker (¢), on a P = P’ ce qui impose P = 0 car on sait que si P est constant
non nul alors P’ =0 et si deg(P) > 1, on a deg(P’) = deg(P) — 1 donc P # P’. Ainsi ¢ est injective. Comme

on est en dimension finie, ¢ est donc un automorphisme de E d’ou : VQ € Ry [X], 3P € R, [X], P—P' =Q.

1. s Q = ¢(P) =P — P/, en dérivant successivement, on a méme

P =P/ =Q -, P —p D) — ) Or P =0 donc P=¢ '(Q) =Q+ Q" +---+ QM.

On peut méme facilement trouver ¢~

d. Méthode 1 : Soit Q € Rn[X] tel que Vx € R, Q(x) > 0. Soit f: R — R définie par f(x) = P(x)e *. Alors
f est dérivable sur R et f'(x) = (P/(x) — P(x))e ™™ = —Q(x)e ™ < 0 donc f est décroissante sur 'intervalle R.

Comme 1111 (x) = 0 par croissances comparées, on a donc f positive sur R d’ott ¥x € R, P(x) > 0.
X—+00

Méthode 2 : on constate d’abord que P et Q ont méme degré et méme coefficient dominant. Si Q = A > 0,
alors P = A aussi et le résultat est vérifié. Sinon, deg(Q) > 1 donc, comme Q reste positif sur R, Q est de
degré pair et Mm Q(x) = 4o0. Par conséquent, on a aussi m P(x) = 4o00. S’il existait un réel x¢ tel
que P(xo) < 0, alors P admettrait un minimum sur R (classique). On peut donc définir m = M&n(P) = P(a).
Comme P est de classe C*, on aurait P’'(«) = 0. Ainsi Q(«) = P(x) — P/(a) = P(a) < P(x0) < 0 : NON !l
On en déduit encore que P reste positif sur R.
e. Soit a7 < -+ < aq les d < n racines réelles distinctes de P, les signes de P'(a1), -+, P'(«q) sont alternés
(et ces valeurs sont non nulles) : il suffit de faire un dessin ! Alors Vk € [[1;4d], Q(ox) = —P’(ax) donc les
Q(a1),--+,Q(xq) sont de signes stricts alternés donc, par le TVI, il existe des valeurs By, -+, Ba—1 telles
que a1 < B < a2 < o0 < g1 < Ba—1 < ag et Q(B1) = -+ = Q(Ba—1) = 0. Comme Q = P — P/,
on a deg(Q) = deg(P — P’) = deg(P) et que P et Q ont les mémes coefficients dominants, si par exemple
P’(aq) >0, on a xETooP(X) = 400 donc xEToc Q(x) = 400 aussi et, comme Q(aq) < 0, il existe Bq > aq tel
que Q(Ba) = 0 ce qui fait bien d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé & racines simples.

Comme A(B—1,) = B,onalIm(B) =Im(A(B—1I,)) C Im(A) d’apres le cours. Ainsi: rang (B) < rang(A).
Comme (A —I)B = A, Ker(B) C Ker(A) donc n —rang (B) < n —rang (A) d’apres la formule du rang.
Par double inégalité, rang (A) = rang (B) donc les égalités Im (A) = Im (B) et Ker(A) = Ker(B).
Autre méthode : on pouvait écrire AB = A + B <= (A — 1,,)(B — I,) = I, de sorte que B — I,, est l'inverse
de A — I, (inverse a droite suffit) et alors (B —1)(A — 1) = I, qui donne BA = A +B = AB en développant.
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Alors A(B — I,) = B implique Im (B) = Im (A(B — I,)) C Im (A) donc rang (B) < rang (A) et, de maniere
symétrique, B(A — I;;) = A implique Im (A) = Im (B(A — 1)) C Im (B) donc rang (A) < rang (B).

4.124 | Les transvections (méme définies par blocs) ne modifient pas le déterminant d’une matrice. On effectue donc

C1 + Cq +iC; de sorte que det(M) = g;lli _AB ‘ Si cela ne vous convainc pas, il suffit de constater que
A—iB —-B\ (A -B In O ) o . ] )
(B LA A ) = (B A > X (ﬂn I, > On constate que B +1A = i(A —iB) de sorte qu’en effectuant
. « N A —iB —B . .
Ly < Ly —ily (méme chose), on arrive & det(M) = 0 A+iB| = det(A + iB)det(A — iB).

L . (A-iB B\ [ I, o0 A —B I, 0
Ceci découle aussi du calcul par blocs : ( 0 A—|—iB> = <—ﬂn In> X (B A ) X (iln In>'

Or A —iB = A +iB donc, le déterminant étant polynomial & coefficients réels (valant +1) en les cases de la

matrice, on a det(A — iB) = det(A + iB). La encore, si det(M) = det(M) pour une matrice carrée réelle ne
vous parait pas évident, il suffit de le démontrer par récurrence sur la taille de la matrice.
Au final, on a det(M) = |det(A + iB)|? > 0.

e Pour u € £(E), ¢(u) est une forme linéaire sur £ (E) par linéarité de la trace car VA € K, V(v,w) € (£(E))?,
onaouw(Awv+w)=Tr (uo(AWw+w))=Tr Auov+uow)=ATr (wov)+Tr (uow) =Ap(u)(v) + @(u)(w).
Ainsi 'application ¢ est bien définie de £(E) dans (£(E))*.

e De plus ¢ est linéaire & nouveau par linéarité de la trace. En effet, si « € K et (u,u’) € (£(E))?, pour tout
v e L(E), plautu)(v) =Tr ((cutu)ov) = Tr (qauov+u’ov) = aTr (wov)+Tr (Wov) = ap(u)(v)+e(u)(v)
donc, comme ceci est vrai pour tout endomorphisme v, on a bien ¢(ou +u’) = ap(u) + @(u').

Comme dim(£(E)) = dim((£(E))*) = (dim(E))?, il suffit de prouver que ¢ est injective pour établir que ¢ est
un isomorphisme. Orsiu € Ker(¢), ona Vv € L(E), Tr (uov) = 0. Ennotant n = dim(E) et A = (ai,j)1<i,j<n
la matrice de u dans une base B quelconque de E, ceci se traduit par VB € M, (K), Tr (AB) = 0 avec
B = Mat ¢ (v) car Mat 5 (wov) = AB.

Méthode 1: en prenant B = (ovA)T = (@ 1)1<i,j<n, on trouve Tr (A(A)T) = > |aij|* = 0 ce qui impose
1<ij<n

V(1,j) € [1;n]%, ai,; = 0 donc que la matrice A est nulle, ainsi u = 0.
Méthode 2 : en prenant (i,j) € [1;n]? et B = Eyj, la matrice AB = AE;; a toutes ses colonnes nulles sauf la
j-iem qui contient la i-ieme colonne de A. Ainsi, Tr (AB) =0 = aj,;. On a bien A =0 donc u = 0.
Quelle que soit la méthode, Ker(9) = {0} donc u est injective et, comme dim(£(E)) = dim((£(E))*), ¢ est
un isomorphisme de £(E) dans (£(E))*.

Pour j € [1;n], soit la fonction fj : t — e¥it. Soit le sous-espace F = Vect(fy,---,fn) de E = C®(R, R).
On considere ¢ : E — R™ définie par ¢(f) = (f(x1), -+, f(xn)). Il est clair que ¢ est linéaire. Soit

n—1

n
(A1y--,An) € R™ tel que > Ajf; = 0. Si on avait An # 0, alors comme ) Ajfj = o(fn), on aurait
j=1 j=1 >

n—1
Anfrn = — > Ajfj = o(fn) ce qui est impossible. Ainsi, A, = 0. On continue ainsi de suite et on a
j=1 o
AM = =AMy = 0. Ainsi B = (f1,---,fn) est libre, c’est donc une base de F qui est de dimension n.
Si on considere la fonction ) qui est la restriction de ¢ a F, alors )(fj) = (eX'¥i,---,e*"¥i) de sorte que
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A =Mat g 3., (). Par conséquent, A est inversible si et seulement si \ est un isomorphisme.

Cette interprétation de A comme la matrice d’une application linéaire n’est pas essentielle a la résolution de
cet exercice, mais 'introduction des fonctions f; semble inévitable, méme si on raisonne sur le fait que les
colonnes de la matrice A forment une famille libre, ce qui prouve que A est de rang n donc inversible.
Qu’on parle du noyau de ¥ ou de combinaison linéaire des colonnes de A (la j-iéme colonne de A est notée

C;) qui donne 0, on est conduit & considérer (A1,---,An) € R™ tel que :
n
o f =) Ajfj € Ker() si et seulement si f s’annule en x7,-- -, xn.
j=1
n n n
o si Z] AjCj =0, alors Vi € [[1;n], Z] AjeXi¥i =0 = f(xi) en posant f = 21 Aifj.
j= j= j=
Quelle que soit la méthode, il suffit donc de montrer qu’une telle fonction f s’annulant en n valeurs x;

distinctes ne peut étre que nulle. On va montrer cette propriété par récurrence sur n. Soit donc P(n) = “si

n

f=> A;jfj s’annule en n valeurs distinctes avec fj : t — e“itetzy,---,z, distinctes, alors Ay = --- = Ay = 0”.
i=1

Initialisation : sin = 1, soit y € R et A € R tels que t — AeY' s’annule en au moins un réel x, alors

AeXY =0 == A =0 car e*¥ # 0 donc P(1) est vraie.

Hérédité : soit n > 1, supposons P(n) vraie. Soit maintenant y; < -+ < yn41 des réels distincts et
n+1
(A1, - Ang1) € R tel que f @t — Y AgeYx! s’annule en des réels x; < -+ < xn41 distincts. En
k=1
n+1 n+1
multipliant f(t) par e”Yn+'' la fonction g : t > e”Yn+1tf(t) = e Yn+t1t 3~ Ape¥rt = ArelYr—Unsn)t
k=1 k=1
s’annule aussi x1, - - -, Xxn41 donc en n+1 réels distincts deux a deux. D’apres le théoreme de ROLLE appliqué

a la fonction g sur tous les intervalles [xi;xi41] pour i € [T;n], comme g(xi) = g(xi+1) = 0 et que g est de

n
classe C* sur R, la fonction ¢’ : t —= > (yj — Yn1 ))\je(‘-’i_’i’“*‘)’E s’annule en n réels m; distincts vérifiant
j=1

X1 <My <x2<my << Mp < Xng1. D'apres P(n), Ay =--- = A = 0 puisque Vj € [1;n], yj —yn41 # 0.
Il ne reste donc que f : t = App1eYn+'t qui s’annule en n + 1 valeurs ce qui, d’apres P(1), impose An4q = 0.

Ainsi A7 =+ = Ay = Anp1 =0 et P(n+ 1) est vraie.
n

Par principe de récurrence, Vn > 1, P(n) est vraie. Si f € Ker(), on peut écrire f = ) Ajfj et f s’annule
j=1

en xi,- -, xn distincts deux & deux donc Ay = -+ = A, = 0 d’aprés P(n). Ceci prouve que f = 0 donc P est

injective. Comme dim(F) = dim(R"™) = n, ¥ est un isomorphisme donc A € GL,(R).

4.127) a. Existence : on trouve X' + )(171 =P (X + %) avec P1 = X qui est unitaire de degré 1.
1 1)° 1
On a aussi X? + = (X + ?) —-2=P (X + ?) avec Py = X? — 2 qui est unitaire de degré 2.

3
On a de plus X3 + % = (X + %) — 3(X + %) =P3 (X + i) avec P3 = X3 — 3X qui est unitaire de degré 3.

Soit n > 2, supposons qu’il existe deux polynémes unitaires P, de degré n et P,,_1 de degré n — 1 tels que

Pn (X + %) = X"+ XL” et Pn_1 (X + %) =x"T 4 X”]_1 . En posant P11 = XP,, — P71, comme on a

gl = () () -

1
Xn71

) (R) on a trouvé un polyndme unitaire P, 1 de degré
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n+1 (assez clair) tel que P11 <X+ %) =Xt 4 On conclut par principe de récurrence que pour tout

Xn+1
entier n € N*, il existe un unique polynome P,, de degré n > 1 et unitaire tel que P, <X + ) =X" 4+ X]—n

1

Unicité : soit n > 1 et supposons qu’il existe Q,, unitaire de degré n qui vérifie aussi Qn, (X—|— ) = X"+ T

Par exemple, pour x > 0, on a P, (x + 7) =Qn (x + f). Comme 'application f:t — t+ { est surjective de
X X

R* dans [2; 400 par une petite étude de fonctions, les deux polynémes Py, et Qn coincident sur I'intervalle
[2; +00[ donc en une infinité de réels et sont donc formellement égaux : Py, = Qq.

Au final, Vn > 1, 3!P,, € R[X] tel que Py, est unitaire et de degré n et tel que Py (X + %) = X"+ X]—n

b. D’apres la question précédente, on a Vn > 2, P47 = XP, — Ph_7. On reconnait une relation de

récurrence type TCHEBYCHEV. On remplace X par e'® dans la formule (R) pour avoir la relation suivante :
Vo € R, ¥n > 2, Pri1(2cos(0)) = 2cos(0).Pn(2cos(0)) — Pr_1(2cos(0)). Une récurrence double permet
de montrer, par la formule de trigonométrie cos((n +1)0) = 2cos 6 cos(nd) — cos((n — 1)6), que 'on a bien
Vn>2, Vo € R, Py(2cos0) = 2cos(nd). Comme cos(nb) =0 < 0 = ﬁ [g], les réels 2 cos(0y) sont des

k7t (Zk + 1)7'[

racines de Py, si 0y = 2” + = = avec k € [0;n — 1]. Comme la fonction cos est injective sur
n o on n
[0; 7], les réels (2 cos(0x))ockgn—1 sont distincts deux & deux car 0 < 8p < --- < Op_1 < m. Comme Py est
n—1
unitaire de degré n, on a donc P, = [] (X — 2cos(0x)).
k=0
1 n—1
On sait qu’il existe alors des constantes réelles ag,---,an_1 telles que F, = — = 3 car

Pn kz::O X — ZCOS(ek)
Fn est une fraction rationnelle irréductible de degré strictement négatif. La théorie (vue seulement en

MPSI) nous annonce que Vk € [0;n — 1], ax = 1 Or —25in 0P}, (cos(0)) = —2nsin(nd) donc

Pl (2 cos(ek))'
. )en 1 (1) sin(ey)
P (2 0u)) — nsin(néy) _ ( p 1 (—1)"sin(0k)
1 (2cos(8y)) Sin(0n) St (00) ar conséquent : Pn - Z:: X— 2cos(0x)
[n/2] n [(n—=1)/2] n
4.128 | On pose So(x) = >, (n)XZk = > <n)xp et Si(x) = ( " )X2k+1 = 2 (“)Xp
k=0 \Zk p=0 \P k=0 2k +1 p=0 \P
p pair p impair

n
pour x € C. Alors, d’apres la formule du binéme de NEWTON : So(x) + S1(x) = Y <n> xP = (1+x)"
p=0 \P

So(x) —S1(x) = pzijo(—l)p (E)xp = (1—x)". Ainsi So(x) = (1 +x)" er (= X)n. 11 suffit de prendre x = iy/3

n/2] 141 n(1—4 n
de sorte que x?* = 12k3% = (—3)* pour avoir (Zk) (=3)k = (1+1v3) —; (1 - iv3) = Re ((14iV3)™).

k=0

i [n/2]
r(14+1/3)" = (Ze%)n 2Me’S . Ainsi > (;{) (—=3)% = 2" cos (?)

k=0
4.129 ) («<=) S’il existe deux automorphismes de E tels que wov = —v ou, en prenant le déterminant, on a
det(uov) = det(u)det(v) = (—1)"det(v)det(u) = det(—vou) car la dimension de E vaut n. Ainsi, (—1)™ =1
car det(u) # 0 et det(v) # 0 puisque u et v sont des automorphismes ce qui impose que n est pair.

(=) Sin = 2p est pair, on se souvient des isométries du plan (2 est le plus petit entier pair) et on “constate”

0

1 _01 ) dans la base canonique de R? et la symétrie orthogonale

que la rotation d’angle % de matrice A’ = <
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s . 1 . 1 .
(réflexion) d’axe (Ox) de matrice B’ = (O _0] ) anti-commutent : A'B’ = —B’A’ = (? 0). Par analogie,
on choisit une base B quelconque de E de dimension n = 2p et on définit u (resp. v) 'endomorphisme de E
dont la matrice dans B vaut A = Mat ¢ (u) = <IO _gp ) (resp. B =Mat g(v) = (Ig (i >) On vérifie

P '
avec des produits par blocs que A et B sont inversibles avec B~! = B et A~ = < (; Ig = —A et que
—p
I N . .
AB = —BA = (IO g ) Ainsi u et v sont bien des automorphismes de E et uov = —vou.
o)

4.130/ Si on suppose que a7 < -+ < an, on effectue les opérations Ly «— Ly — Lx_7 pour k allant de n & 2

(dans cet ordre). On factorise ax — ax—1 dans chaque ligne k € [2;n]. Par multilinéarité du déterminant,

0 az—aj -+ -+ an—aj
1 —1 -1

on obtient det(A) = [] (ax —ax_1)|: . On effectue ensuite Cy +— Cx + Cn

an — a1 * s * an — a1
0 —2 o =2 -
n . . . . .
pour k allant de 1 & n — 1 (dans cet ordre) et det(A) = [] (ax — ak—1)
k=2
-2 —1
0 0 —1
n
Ainsi, det(A) = —(—=2)""?(an — a1) [] (akx — ax_1) (qui marche aussi si n = 2).
k=2
Siles ay,- -+, an sont quelconques, on les classe par ordre croissant : ag(1) < -+ < ag(n) pour une certaine

permutation o du groupe symétrique Sy, (bijections de [1;n] dans lui-méme). Echanger les lignes L; et L;
puis les colonnes C; et Cj ne change rien au déterminant d’une matrice car on multiplie deux fois par —1.

Ainsi, en effectuant des échanges de ligne et de colonne, on va parvenir, sans changer le déterminant, & se
n
ramener au déterminant du cas précédent : det(A) = —(—=2)""?(ag(n) — ao(1)) 11 (Gom) — Gok-1))-

4.131 | Méthode 1 : Le lien entre ces deux matrices est la matrice de M = (Ig IA ) € Mp4q(R).
P

I 0 Io—AB A I A
3 — q — q _ q
Si on pose U = (—B Ip>’ alors MU = ( 0 Ip) et UM = < 0 1, BA) donc, en passant au

déterminant, il vient det(M)det(U) = det(Iq — AB) = det(I, — BA) = det(U)det(M) car UM, MU, U sont
triangulaires par blocs. Cette formule est appelé identité de SYLVESTER. Difficile & voir !

Méthode 2 : Si on ne voit pas cette relation par blocs, comme A est de rang r < Min(p, q), A est équivalente

aly = (I(; g) (par blocs) mais ¢’est hors-programme. Ainsi, 3Q € GLq(R), 3P € GL,(R), A = QJ,P~".

Posons alors C = P~'BQ de sorte que B = PCQ~'. Alors on peut simplifier et factoriser les deux matrices
Iq —AB =14 —QJ:P~'"PCQ—1=Q(I4 — J:C)Q " et I, —BA =1, — PCQ'QJ,P~' = P(I, — CJ;)P~".
Par propriétés du déterminant, on a det(Iq — AB) = det(Iq — J+C) et det(I, — BA) = det(I, — CJ).

Si C = G G par blocs avec C1 € M, (R), alors apres calculs I — J,C = =G =G et
Cz3 C4 0 Iq—r

I, -C 0 . . . T
I, = CJ, = ( T c ! I ) Comme ces matrices sont triangulaires par blocs, on a finalement 1’égalité
—\3 p—r
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annoncée, det(Iq — AB) = det(Iq — J+C) = det(I, — Cq) = det(I, — CJ,) = det(I, — BA).

4.132)Pour z € C,ona 1+2z+222 + -+ 22" "+ 2" =1 +z+ -+ 2" 420424+ 2071 =
n
—1

(1+2)(0+z+--+2z""). Siz#1,onadonc 1 +2z 4222 4+ 42201 420 = Z T Comme 1 n’est
7 —
visiblement pas solution de (E), les solutions de (E) sont —1 et les racines n-iemes de 'unité autres que 1.
. N . .y 2i
Les solutions de (E) sont donc, d’apres le cours sur les racines n-iémes, les complexes z = —l et z = e R

pour k € [T;n —1].
Si n est impair, les solutions sont toutes simples. Si n est pair, —1 est solution double de cette équation.

4.133| Analyse : soit M une matrice de My (C) qui commutent avec toutes les matrices de rang 1 de My (C).
Pour (i,j) € [1;n]?, comme la matrice E; j est de rang 1, il vient ME;; = E; M. En posant le calcul, ME ;

est la matrice dont toutes les colonnes sont nulles sauf la j-ieme qui contient la colonne C; de la matrice M.
De méme, E; ;M est la matrice dont toutes les lignes sont nulles sauf la i-ieme qui contient la ligne L; de M.
e En identifiant les deux pour i = j = k, on déduit que tous les termes de la ligne et de la colonne k sont
nuls sauf éventuellement le terme my k. La matrice M est donc déja diagonale.

e Prenons maintenant i # j, alors ME;; = E; ;M se résume & miiEij = m;;E;; donc & my; = m;; car
Ei; # 0 et la matrice M est méme scalaire : M = Al, avec A = my 7.

Synthese : réciproquement, une matrice de la forme M = AL, commute avec toutes les matrices de M, ( C).

Ainsi, les matrices de M, (C) qui commutent avec toutes les matrices de rang 1 de M, (C) sont les matrices
AL, avec A € C qui sont dites matrices scalaires (elles représentent les homothéties de rapport A).

a. Par la formule du rang : dim(Im (M)) + dim(Ker(M)) = 3 or Im (M) C Ker(M) car M? = 0. Comme
Im (M) # {0} car M # 0, on a forcément dim(Im (M)) = rang (M) = 1 et dim(Ker(M)) = 2.
b. Soit Vq un vecteur non nul de Im(M). La famille (Vq) est libre dans Ker(M), on la complete en
une base (Vq,Vz) de Ker(M). Par définition, il existe V3 € R3 tel que MV3 = Vj # 0. Ainsi, comme

V3 ¢ Ker(M) = Vect(Vq,V3), la famille B = (V1, V2, V3) est libre donc c’est une base de R3.
Par construction, comme MV; = MV, = 0 et MV3 = Vj, en notant P la matrice de passage de la base

canonique a B, on a M = PF_1,3,P_1 donc M est semblable a la matrice Eq 3.

a. (=) Par hypothese, Im (f) C Im (f o g). L’autre inclusion Im (f o g) C Im (f) est toujours vraie. Soit
x un vecteur de E, posons donc y = f(x) € Im(f), il existe donc y' € F tel que y = f o g(y’) ce qui fait
quey —y = f(x — g(y’)) = Of donc x — g(y’) € Ker(f). Il suffit d’écrire x = g(y’) + (x — g(y’)) pour avoir
E C Im (g) + Ker(f). L’inclusion Im (g) + Ker(f) C E étant claire, on a bien E = Im (g) + Ker(f).

(«<=) L’inclusion Im (f o g) C Im (f) étant vraie en général, il faut montrer la réciproque. Soit y € Im (f),
alors il existe x € E tel que y = f(x), on décompose x = a + b avec a € Im (g) (donc a = g(c) avec c € E) et
b € Ker(f) doncy = f(a+b) = f(a) + f(b) = fog(c) € Im (f o g). Par double inclusion, Im (f) = Im (f o g).

b. (=) Par hypothese, Ker(g o f) C Ker(f). L’autre inclusion Ker(f) C Ker(g o f) est toujours vraie. Soit y
un vecteur de Im (f) NKer(g), alors il existe x € E tel que y = f(x) et g(y) = Og. Ainsi, g(f(x)) = gof(x) = Of
donc x € Ker(g o f) = Ker(f) donc f(x) = Of donc x € Ker(f) d’ott y = Of. Ainsi Im (f) N Ker(g) C {0r}.
L’inclusion {0r} C Im (f) N Ker(g) étant claire, on a bien Im (f) N Ker(g) = {0r}.
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(«<=) L’inclusion Ker(f) C Ker(gof) étant vraie en général, il faut montrer la réciproque. Soit x € Ker(gof),
alors g(f(x)) = Og donc f(x) € Im (f) NKer(g) d’out f(x) = Of puisque Im (f) NKer(g) = {O¢}. Ainsi x € Ker(f)

et on montré que Ker(g o f) C Ker(f). Par double inclusion, on a bien Ker(f) = Ker(g o f).

4.136] a. On sait que les diviseurs d € N* de n s’écrivent d = pP' x -~ x pP* avec Vi € [1;k], 0 < i < ;. Par
unicité de ’écriture en produit de nombres premiers des entiers, si on note D(n) ensemble des diviseurs de
Kk
n dans N*, Papplication ¢ : [] [0; «i] = D(n) définie par ¢(B1,---,Bx) = 25 - X pEk est une bijection
i=1
Kk k
donc card (D(n)) = card ( 11 1o; oq]]) =dn) =1+ «).
i=1 i=1
b. Soit ¢ €]0;1] et p; diviseur premier de n (donc oy > 1) tel que p; > 2'/¢, alors il vient pf > 2 donc
pi™ > 2% > 14«4 car on montre par une petite étude de fonction que Vx > 1, 2¥ > 1+x. Alors ! + (Xl <1

i
c. f ainsi définie est dérivable sur R, et, comme f(x) = (14x)e"*'™2) ona '(x) = (1 —en(2)(1+x))27x.
1
eln(2)
28
eeln(2)’

Ainsi, f est croissante sur [0;xo] et décroissante sur [xo; +00] si xo = —1> 0 (car In(2) < 1) et, comme

f(0) =1et lim f(x) =0 par croissances comparées, Maxf = f(xp) =
x—+00

k k

d. Soit ¢ > 0 et n € N*, on décompose d(n) = ( H (1 + oci)) X ( I a0+ oci)). Dans le premier
i= i=1
=2 21/¢

k k
produit, on utilise la question b. et on a [] (14 «;) < ] pi*. Pour le second produit, on
Pi;:;]/e ;2 1/¢
k k T
utilise la question c. et [ (1+a) < ] 17(2).2“‘1 donc, en notant m, le nombre de nombres
i=1 i=1 een
pi<21/8 1:-l<2]/E

k € me k
premiers inférieurs & 2'/¢, ona [ (14 «;) < (127(2)) [T 28 <Cq H p; ™" en posant
gen i=
/e p1<211/5 pl<21/E

€ me k
Ce = (m) > 0. Ainsi d(n) < C; ]:[1 it x H pi™ =Ce H pi™t = Cen®
pi2;1/a pl<21/5

e. La question précédente se traduit donc par Ve > 0, d(n) = O(n®). Soit ¢ > 0, comme d(n) = 0O(n¢/?)
oo

o0

3 an) _ g-er2y — — olnt
car = > 0, on a E J:ooO(n )+;oo(1) donc Ve > 0, d(n) +T>oo<n ).

4.137] a. Soit A € P, comme P est stable par produit, on peut définir fo : P — P par fa(B) = AB. Comme A est
inversible, fa(B) = fA(C) <= AB = AC <= A" 'AB = A"TAC <= B = C donc fa est injective. Comme

l’ensemble P est fini, fo est donc bijective. Par conséquent fa(P) = P ce qui montre que >, M= ) B.

MeTf A (P) BeP
Or > M= > fa(B)= > ABetonabien > AB= > B.
Mef A (P) BeP BeP BeP BeP
b. Posons U= Y B, alors U? = ( > A)( > B) = > AB= ). ( > AB) = > ( > B) d’apres
BeP A€P BeP (A,B)EP2 A€P BeP A€P “BeP

la question précédente donc U2 =m Y B = mU car card (P) = m. En posant V = Q, V est une matrice de
BeP m

2
projecteur car V2 = u—z = m—Lzl = — v et on sait qu'alors Tr (V) =rang (V) € N.
m m m
Par conséquent, par linéarité de Tr, > Tr (B) =Tr (U) = Tr (mV) = mTr (V) est un multiple de m.
BeP
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c. Si >, Tr (B) =0, alors Tr (U) =0 donc Tr (V) =rang (V) =0 donc V=0. Alors U= > B=0.

BeP BeP
P
4.138) a. Pour p € N*, posons P(p) = “V(A1,--+,Ap) € RP\ {(0,---,0},f: RY — R telle que f(x) = Y AxPx
k=1
s’annule au plus p — 1 fois pour tout (B1,---,Bp) € RP tel que B1,---,Bp sont deux a deux distincts”.

e Initialisation : comme f : R} — R définie par f(x) = A;xP' ne s’annule jamais (donc au plus 1 —1 =0
fois) sur RY si Ay #0 et By € R car xP1 = eP1 1) Iassertion P(1) est vraie.

e Soit p € N*, supposons P(p) vraie. Soit (A1,--+,Ap,Ap11) € RPFI\ {(0,---,0} et f: R% — R définie par

p+1
f(x) = MexPr avee Br, -, Bp, Bp+1 deux a deux distincts. Traitons deux cas :
k=1
® Si (A1, Ap) = (0,-++,0), alors f : x = Ap1xPP+1 ne s’annule jamais et on a bien 0 < p !

e Sinon, par I'absurde, supposons que f s’annule au moins p+1 fois sur R. Soit la fonction g : R} — R
p+1 P

définie par g(x) = x — x Pr1f(x) = 3 MexPrmPrer =2 1 + 3 MexPr7Prit qui s’annule aussi au
k=1 k=1

moins p + 1 fois sur R} par hypothese, disons en z7 < zz < --- < zp < zp41. Comme g est dérivable,

avec ROLLE, ¢’ s’annule au moins p fois sur R puisque Vk € [1;p]l, 3z} €]zk;zi+1] tel que g’(z}) = 0.

P
Org'(x)= > (Bx— Bp+1))\kxﬁkfﬁp+‘*1. Comme (Aq,---,Ap) # (0,---,0), comme B1,---,Bpy1 sont
k=1

distincts, ((B1—Bp+1)A1,-+, (Bp —Bp+1)Ap) # (0,---,0) et B1—Bpy1—1,---,Bp —PBp+1 — 1 sont aussi
deux & deux distincts. L’hypothese de récurrence P(p) s’applique & g’ et on obtient une contradiction.
Ainsi, dans les deux cas, f s’annule au plus p fois sur R et on a établi P(p + 1) d’ott 'hérédité !
Par principe de récurrence, Vp € N*, P(p) est vraie.
b. Méthode 1 : on sait que A est inversible si Ker(A) = {0}, donc si le seul vecteur colonne X tel que AX =0
est X = 0. Soit donc X € Myu,1(R) tel que AX =0 avec X' = (A7 -+ Ap). En effectuant le produit matriciel,
n

on trouve Vi € [1;n], > )\jtf"' = 0. Si on suppose (A1, -,An) = (0,---,0), comme les &y, --,x, sont
j=1
. . . . p .
distincts, la question a. nous dit f : x — > AxPx s’annule au plus n — 1 fois alors qu’elle s’annule en
k=1
t1,- -, tn distincts par hypothése et on a une contradiction : ainsi X = 0. On a bien A inversible.

Méthode 2 : posons, pour tout j € [1;n], la fonction f; : RY — R telle que fj(x) = x®. Définissons
aussi @ : E — R™ par ¢(f) = (f(t1), -+, f(tn)) o E = Vect(f1,---,fn). B = (f1,---,fn) est libre car si

n
f= ) Ajfj =0 et qu’on suppose (A1,---,An) € R™\ {(0,---,0)}, on a une contradiction avec la question a.
=1
n
car f s’annule une infinité de fois. Ainsi, dim(E) = n. De plus, si f = ) Ajfj; € Ker(¢), alors f s’annule en
j=1
t1,---,tn par hypothese donc f = 0 toujours d’apres la question a..

L’application ¢ est donc injective, donc ¢ est un isomorphisme car dim(E) = dim(R™) = n et on en déduit

que A = (fj(ti))1<ijen = (t;)1<i,j<n = Mat s 5, (@) est inversible (si By est la base canonique de R™).

4.139] a. On constate d’abord que la condition V(i,j) € [1;n]?, ai,j = ant1-i,n+1-j d’appartenance a Cn(R)
pour une matrice A = (aij)1<ij<n € Mn(R) signifie que les cases de A sont symétriques par rapport au
centre de la matrice A (centre incarné par une case si n est impair ou pas si n est pair).

La matrice nulle est clairement dans Cn(R) donc Cn(R) # 0. Soit A = (aij)1<ij<n €t B = (bij)i<ij<n
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deux matrices de Cn(R), A € R, et posons D = A + B = (dij)1<i,j<n, alors, pour tout couple (i,j)
dans [1;1n]?, on a la relation dntl—in+1—j = Adntl—in+1—j + bnti—int1—j = Aaij + bij = dij donc
D € Dn(R). Ainsi C,(R) est bien un sous-espace vectoriel de My (R).

Soit A = (ai‘j)1<i,]~<Tl et B = (bi,j)1<i,j<n deux matrices de Cr(R) et posons C = AB = (ci,j)1<i,jgn- On

sait que Ci,j = Z ai,kbk,j €t Cny1—int1—j = Z An+1-i,kbknt1-5 = Z An+1—in+1—ebnt1—¢n+1-j avec
k=1 k=1 =
'n.
le changement d’indice k = n 4+ 1 — £. Ce qui devient cn11_iny1-j = > aiebej = ci,j avec la propriété
=1

fondatrice de Cr(R). Ainsi C € Cn(R) et Cn(R) est bien stable par produit matriciel.

Au final, C;,(R) est bien un sous-espace vectoriel de My, (R) et il est stable par produit. Comme I, € Cn(R),
cet ensemble Cy (RR) est méme une sous-algebre de My, (C) mais chut !

b. Soit A € GLy(R) N Cn(R). Par stabilité de Cn(R) par produit, Papplication 8 : C(R) — Cn(R) de
P’énoncé est bien définie, et elle est linéaire par distributivité du produit par rapport a la somme dans M, (R)
donc 8 est un endomorphisme de £(C,(R)). Soit M € Ker(8), alors AM = 0 donc A~ (AM) = M = 0 d’ou
Ker(0) = {0} ce qui signifie que 0 est injective. Comme Cp(R) est de dimension ﬁnie puisque sous-espace
de M (R) qui lest (en fait dim(C,(R)) = %2 si n est pair et dim(Cn(R)) =1+ 02—+ 1 buisque seule une

case sur 2 est a choisir, sa symétrique par rapport au centre de la matrice est alors imposée - a part la case

centrale si n est impair -), 6 est un automorphisme de Cy,(R). Comme I, € C(R), I, admet un antécédent

par 6 dans C,,(R) donc 3B € C,(R), 6(B) = I, = AB. Par conséquent : B =A~" € C(R).
4.140| a. Si (fy,---,fn) est libre, posons F = Vect(f1,---,fn) qui est un sous-espace de E de dimension n car

1 1
(f1,---,fn) est alors une base de F. Soit @ : F — R™ définie par Vf € F, ¢(f) = (j;) ff],---,fo ffn). Alors
¢ € L(F) par linéarité de l'intégrale. Si f € Ker(¢), comme f € F, il existe (A1,--+,An) € R™ tel que l'on ait
1
f=Af1 4+ - Anfn et @(f) = 0 donne Yk € [1;n], fo ffi = 0. Alors, toujours par linéarité de l'intégrale,

n 1
f 2 = fo Z AT = D0 A fo ffi, = 0. Un résultat classique du cours, comme 2 est continue et
k=1 k=1

positive sur [0; 1] et que f; 2 = 0, montre que f2 = 0 sur [0;1] donc que f = 0.

Ainsi, Ker(p) = {0} donc ¢ est injective. Mais comme dim(F) = dim(R™), ¢ est un isomorphisme.

Soit M = (myj)1<i,j<n € Mn(R). Pour (hy,---,hy) € F*, la condition V(i,j) € [1;n]?, mij = fo] hifj se
traduit par Vi € [1;n], ¢(hi) = (mi1,---,myn). La bijectivité de ¢ montre que non seulement une telle
famille (hq,---,hy) € F* existe, mais aussi qu’elle est unique, il suffit de prendre hi = @~ (mi1,- -+, mi,n)
pour tout i € [1;n]. Il existe donc une famille (hy,---,hy) € E™ (mais on n’a plus forcément 'unicité dans

1
E qui est de dimension violemment infinie) telle que V(i,j) € [1;n]?, my; = fo hifj.
b. Méthode 1 : en prenant M = I, il existe par hypothese (hy,---,hy) € E™ telle que 'on ait les relations

1
V(i,j) € [1;m])?, 815 = f hifj (symbole de KRONECKER). Soit (A1,---,An) € R™ tel que Z Ajf; = 0. Pour
)_
1
tout i € [1;n], fo ( Z AR = 0= 3O A f hifj = Ai. Ainsi Aj =~ = A =0 et (f1,---,fn) est libre.
j=1
La réciproque de la questlon a. est donc vraie.
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Méthode 2 : on pouvait aussi raisonner par 'absurde. Si (fq,---,fy) était liée, 'une de ces fonctions, disons
fj, s’écrirait comme combinaison linéaire des autres. Alors, par linéarité de l'intégrale, la j-iéme colonne de

1
la matrice M = ( f o hifj) serait combinaison linéaire des autres donc M ne serait pas inversible. On
1<ijsn

aurait donc une contradiction avec n’importe quelle matrice inversible de My, (R) (notamment I,).
4.141)Sin =1, A = ((2—2x)?) donc A est de rang 1 si x # 1 et A est nulle (donc de rang 0) si x = 1.
(2-2x)% (3—2x)?
(3—2x)? (4—2x)?
(soit x ~ 1,14 ou x ~ 1,85) et rang (A) = 2 pour toute autre valeur de x.

(2—-2%)?% (3—-2x)?% (4-2x)?

Sin=3A=| (3-2x)? (4—-2x)> (5—2x)% |, det(A) = —8 (apres calculs) donc ¥x € R, rang(A) = 3.
(4—2%)?% (5-22)?% (6—2x)?

‘

+

\SHIeN)

S

Sin=2,A= < > donc det(A) = —2(3—2x)?+1 ainsi A est de rang 1 pour x =

2

Pour n > 4, soit ¢ : Ry_1[X] — R™ définie par ¢(P) = (P(1),---,P(n)). Alors ¢ est linéaire et comme
@(P) = 0 signifie que P s’annule en n valeurs distinctes, on en déduit que P =0 car P € Ry_1[X]. ¢ étant
injective et dim(Rp_1[X]) = dim(R™) = n, on en déduit que ¢ est un isomorphisme. Or A est la matrice dans
la base canonique de R™ de la famille (@ ((X+1—2x)%), -+, @((X+n—2x)?)). Or ¢ conserve les dimensions
des espaces, dim(@(Vect((X+1—2x)%,---, (X+n—2x)?)) = dim(Vect((X+1—2x)?,---, (X+n—2x)?)) donc
rang (A) = rang (@ ((X+1-2x)2),---, @((X4+n—2x)?)) = rang (X +1-2x)2,- -, (X+n—2x)?). Comme tous
ces polynomes sont de degré inférieur ou égaux & 2, on a rang (A) < 3. Or les trois premieres colonnes de la
matrice A forment une famille libre d’apres le cas n = 3 donc rang (A) > 3. On en déduit que rang (A) = 3.

On pouvait aussi effectuer trois fois de suite les opérations de GAUSS Cy < Cx — Cx_7 sur les colonnes de

la matrice pour arriver a la méme conclusion avec des diminutions de degré successives.

4.142]a. Soit (Ao, - +,Ap_1) € CP tel que Aox+--+Ap_1uP ™! (x) = 0g (1). Sionavait (A, -+, Ap—1) # (0,---,0),

alors posons 1 = Min ({k € [0;p — 1], Ax # 0}). Alors, en composant (1) par uP~'~", on obtient la
relation A,uP~1(x) = Og car uP = 0 ce qui est absurde car uP~'(x) # O et A, # 0. On en déduit que

Ao =+ =Ap_1 = 0 donc la famille (x,---,uP~'(x)) est libre donc dim(F) = p.
b. Soit une base de E de la forme B = (e7,---,en_1,uP "' (x)) ; elle existe d’aprés le théoreme de la base
incomplete. Considérons 'hyperplan H = Vect(eq, -+, en—1), alors on sait qu’il existe une forme linéaire non

nulle ¢ telle que H = Ker(¢). Comme uP~"(x) ¢ H par construction, on a @(uP~'(x)) # 0 car H = Ker(¢).
c. En tant qu’intersection de sous-espaces, G est un sous-espace de E. On procede par analyse/synthese.
Soit z € E, on suppose qu’il s’écrit z=v+w avecu € Fet w € G. Alors v =Apx + -+ + Ap,w}’_] (x) avec
(Aoy- -+, Ap—1) € CP et Vk € [0;p — 1], @(uk(w)) =0. Ainsi: z=2Aox+ - +Ap_1uP ' (x) +w (1).

Pour tout entier k € [[0;p — 1], on applique @ o u* & la relation (1) et on obtient le systeme linéaire & p

Pl )

équations et p inconnues suivant (S) : Vk € [0;p — 1], 3 Ai_xe(ul(x)) = @(u¥(z)) (les inconnues étant
i=k

les A, - -+, Ap—1). Ce systéme est triangulaire inférieur avec une diagonale de @(uP~'(x)) # 0 donc il est de

CRAMER et admet une unique solution. En posant w =z — (Aox + -+ + Ap_1uP~'(x)) pour les valeurs de
Ak trouvées, on a 'unicité de la décomposition z = x + y.
Réciproquement, soit (Ag, -+, Ap—1) € CP I'unique solution du systeme (S), x = Adox+ -+ +Ap_1uP "' (x) € F

p=1 .
et w défini par w = z—x. Il est clair que z = v+w. Or, pour tout k € [0;p—1], > Ai_xe(ut(x)) = @(uk(z))
i=k

p—1 i p+k—1 . p—1 .
signifie que @(u*(z) — 3 Aiut(x)) = @(u(z) = > Aixut(x)) = @ouk(z— Y Au(x)) =0 donc que
i=k i=k j=0
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p—1
w € Ker(g ou®). On a donc bien w € G = ﬂ Ker(¢@ ou®). Et voici I'existence établie.

k=0
L’existence et I'unicité de la décomposition de z montre que E = F ® G.
d. Comme dim(G) = n — p, soit une base B’ = (vp41,---,vn) de G. Puisque E = F @ G d’apres la question
précédente, la famille B = (uWP~'(x), -+, u(x),%,vp4+1, - +,vn) est une base de E. On constate que G est
stable par u car si w € G, on a Vk € [0;p — 1], o(u*(w)) = 0 donc Vk € [0;p — 2], o(uk(u(w))) =0 et
@(uP~T(u(w))) = 0 car uP = 0. Ainsi, en notant A = Mat 5/(ug) (ug est 'endomorphisme induit dans G

0o 1 (0)
N, 0
par u), on a Mat g(u) = avec Np, =
0o A 1
0 -« oo 0
e. Montrons cette propriété par récurrence, toute matrice nilpotente de taille n est semblable a une matrice
diagonale par blocs diag(Ny,,---,N; ) € Mn(C). Par la formule de changement de bases, la version

vectorielle de I’énoncé s’en suivra. Pour n = 1, si M € M;(C) est nilpotente, elle est nulle. Sin = 2 et
M nilpotente non nulle, on a forcément Ker(M) # 0 donc dim(Ker(M)) = dim(Im (M)) = 1. Si on avait
R? = Ker(M) @ Im (M), en posant Im (M) = Vect(V), on aurait MV = «V avec un scalaire « # 0 donc
Vk € N, M*V = afV # 0 et M ne serait pas nilpotente. Ainsi, Ker(M) = Im (M) donc M? = 0 et en prenant
Ker(M) = Im (M) = Vect(V7) et V, tel que Vi = f(V3) alors on montre classiquement que (Vy,V2) est libre
donc que c’est une base de R? et alors, en notant P = (V5 V;) la matrice de passage entre la base canonique
et B,ona M = PNZP_1 avec Np = Ej » par construction.

Sin > 3 et quon suppose la propriété vraie au rang n — 1, si M € My, (C) est nilpotente non nulle, en
prenant u canoniquement associé a M, la question d. nous dit que M est semblable a une matrice de la

forme (Np g\) pour p > 1 et A € Mp_p(C). Mais comme M est nilpotente, A l'est aussi et on peut

0
lui appliquer I'hypothese de récurrence. A est donc semblable & D = diag(Ny,, -, Ny ) 1 A = QDQ!
. 1 0
ce qui donne, en posant U = (5’ Q)’ M = ub’u-! avec D' = diag(Ny,,---,Ny ) avec 11 = r car
I 0 . . . . )
u-' = ( Or Q- ) La récurrence est achevée et la question démontrée.

a. (=) Supposons A monotone et soit X € My, 1(R) tel que AX > 0. Alors X = A~ (AX) et comme tous
les coefficients de A~" et de AX sont positifs par hypothese, la formule du produit matriciel garantit que X
est aussi positif. Ainsi: VX € My 1(R), AXZ>2 0= X>0.

(<=) Supposons que ¥X € Mu 1(R), AX > 0 = X > 0. D’abord, soit X € Ker(A), alors AX = 0 donc
AXZ2 0= X2=20et A(—X) 2 0 = —X > 0. On en déduit que X = 0 donc que A est "injective” donc A
est inversible. De plus, la k-iéme colonne de A~ vaut A~'Ey ol Ey est le vecteur de la base canonique de
Mun,1(R) avec un 1 en ligne k et des 0 partout ailleurs. Comme A(A7TER) = Ex >0, on a donc A"TEy >0
donc tous les coefficients de la k-ieme colonne de A~ sont positifs. Ainsi A~ >0 et A est donc monotone.
b. Soit X € My, 1(R) tel que AX =Y > 0. On pose *X = (x1 -+ xn) €t 'Y = (y1 -+ yn). Soit m € [[1;n]

un des indices tels que x;u = Min x;. Distinguons trois cas :

1<i<n
eSim=1,(24aj)x;1—x2 =yjdonc 24+aj)x;i =y1+x2 Zy1+x1 = (I1+a1)x1 2 y1 =0etx; =xm > 0.
eSim € [2;n—1],ona —xm—1+2+am)Xm—Xm+1 = Ym+1 done (24+amxm = Ym+xm—1+xm+1 = Yym+2xm
et on a donc amxm = Yym Ce qui prouve encore que Xy = 0.
eSim=mn, 2+ an)xn —xn-1=Yn €t 2+ an)xn Zyn +xn = (1 + an)xn 2 yn = 0 d0U x = x;n = 0.

Dans tous les cas, on a donc x,;; = Min x4 > 0 donc X > 0.

I
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Soit X € Ker(A),ona AX=02>0donc X > 0et A(—X) =0 >0 donc —X > 0, ainsi X =0 et A € Mn(R) est
inversible car Ker(A) = {0}. Par conséquent, la matrice proposée est bien monotone.

4.144 | a. Soit y € Im (f), alors f(y) € Im (f) par définition donc Im (f) est stable par f. Considérons I’application
g : Im (f) — Im (f) telle que ¥x € Im (f),
stabilité de Im (f) par ). Six € Im (), alors g(x) = f(x) € Im (f?). Réciproquement, si y € Im (%), alors

g(x) = f(x) (Papplication induite par f dans Im (f) qui existe par

Ix € E, y = f2(x) = f(f(x)) = g(f(x)) € Im (g) car f(x) € Im (f). On vient de montrer que Im (g) = Im (f?).

Soit x € E, x € Ker(g) <= (x € Im (f) et g(x) = f(x) = 0g) <= (x € Im (f) N Ker(f)).

Par conséquent, Ker(g) = Ker(f) N Im (f).

On applique maintenant la formule du rang & g. Cela donne rang (f) = rang (g) + dim(Ker(g)) qui équivaut a
dim(E) — dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Ker(f?)) 4 dim(Ker(f) N Im (f )) en appliquant aussi la formule du rang
afet 2. On en déduit que dim(Ker(f?)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(f) N Tm (f)). Mais Ker(f) NIm (f) C Ker(f)
donc dim(Ker(f) N Im (f)) < dim(Ker(f)) et on trouve bien dim(Ker(f?)) < 2 dim(Ker(f)).

b. Puisque dim(Ker(f)) = 3n —2n = n d’apres la formule du rang, dim(Ker(f?)) < 2n d’aprés a.. Or comme
3 = f2 o f = 0, on sait qu’alors Im (f) C Ker(f?). Mais rang (f) = 2n par hypothese donc dim(Ker(f?)) > 2n.
On en déduit bien que dim(Ker(f?)) = 2n puis rang (f?) = n avec la formule du rang.

c. Avec les inclusions Im (f) C Ker(f?) et Im (f?) C Ker(f) et I'égalité des dimensions, on a Im (f) = Ker(f?)
et Im (f2) = Ker(f). On prend une base (ezn11,--,e3n) de Ker(f) = Im (f?). On y est incité par la forme

de la matrice puisque les n derniers vecteurs de B doivent étre dans le noyau. Par définition, il existe une

famille (eq,---,en) de vecteurs de E tels que Vk € [1;n], f2(ex) = eanixk.
On pose Vk € [1;n], entrx = f(ex) et enfin B = (e1,- -, en, ent1, " €2ny€2n+t1y- ", €3n)-
3n
Vérifions que B est libre, soit donc (Ak)1<k<3n € K3™ tel que Y Axex = O (1). On applique % & cette
k=1
n
relation (1) et il ne reste que . Areznikx = O car f3 = 0. Mais comme (exn41,---,e3n) est libre, on en
k=1
2n
déduit que Ay = --- = A, = 0. On recommence en appliquant u & la relation (1), et ona > Axentx =Op
k=n-+1
car f> = 0. A nouveau (ezni1,--,e3n) est libre donc A1 = --+ = Azn = 0. Il ne reste donc dans (1) que
3n
> Axex = O qui donne encore Ayn1 = --- = Azn = 0. Par conséquent, B est une famille libre de E.
k=2n+1
On On On
B est une base de E car dim(E) = 3n = card (B) et Mat 5(f) = [ I, On On | par construction de B.
On In On

4.145] a. e Si f et p commutent, on sait d’apres le cours que le noyau et I'image de p sont stables par f.

e Réciproquement, si ¢’est le cas, soit x un vecteur de E qu’on décompose x = y+z avecy = x—p(x) € Ker(p)
et z=p(x) € Im (p), alors p(x) = z donc f o p(x) = f(2).

De plus po f(x) =pof(y) +pof(z) ory € Ker(p) donc f(y) € Ker(p) par hypotheése et p o f(y) = Og. Aussi
z € Im (p) donc f(z) € Im (p) donc p(f(z)) = f(z) car Im (p) = Ker(idg — p). On a bien fop =p o f.

Par double implication, on a prouvé ’équivalence entre (i) et (ii).

b. En posant B = (ey,:-+,en) une base formée de eq,---,e, formant une base de Im (p) et ery1,--+,en
L

0 0
de E commute avec p si et seulement si, d’apres la question précédente, sa matrice dans B est de la forme

formant une base de Ker(p), la matrice de p dans cette base B est P = et un endomorphisme f
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A 0 . RN
( o B ) On note D le sous-espace des matrices de cette forme. Ce qui préceéde montre que 6 : C(f) — D

défini par 6(f) = Mat 4 (f) est un isomorphisme donc dim(C(f)) = dim(D) = 1% + (n — r)? si n = dim(E).
4.146 | a. f associe bien un polynéme réel & un polynoéme réel et f est un endomorphisme de R[X] car on a la

relation f(AP4pQ) = (A\P+uQ)(X+1)—(AP+uQ)(X) = A(P(X+1)—P(X)+p(Q(X+1)—Q(X)) = Af(P)+uf(Q).
b. Soit P € Ker(f). Si P n’est pas constant, on sait que P admet au moins une racine complexe . Alors,
puisque P(X 4+ 1) = P(X), on a P(c+ 1) = 0, puis P(«x + 2) = 0. Par récurrence, ¥n € N, P(e +n) = 0 donc
P admet une infinité de racines, c’est absurde ! Par conséquent, comme (1) = 0, Ker(f) = Ro[X].

On pouvait aussi dire que, par une récurrence facile : ¥n € N, P(n) = P(0) donc le polynémes P — P(0)
s’annule en 'infinité des entiers naturels : P — P(0) = 0 donc P = P(0) est bien constant.

c. Soit n € N*, Ry[X] = Vect(1,X,---,X™), f(1) = 0 et Vk € [1;n], f(X*) = (X +1)* — X¥ est de degré k — 1
(les X* s’éliminent) donc f(X*) € Ry_1[X] : f induit une application linéaire f,, de R,[X] dans Ry _1[X].

d. Comme P € Ker(fn) <= (P € Ry[X] et f(P) = 0) < (P € Rn[X] et P € Ry[X]), on en déduit que
Ker(fn) = Rn[X] N Ro[X] = Ro[X]. Ainsi dim(Ker(fn)) =1 et si on applique la formule du rang & f,,, on a
n+1 = 1+rang (fn) donc rang (fn) = dim(Im (f)) = n = dim(Rn_1[X]) donc Im (f) = Rn—1[X] (inclusion
et égalité des dimensions) donc fy, est surjective.

f. Soit P € R[X], en posant n = deg(P) +1 € N* on a P € R,,_1[X] donc, par surjectivité de fy, il existe
Q € Ry[X] C R[X] tel que P = f(Q) = f(Q). Alors f est surjective.

g. Soit Q € R[X], comme f est surjective, il existe U € R[X] tel que f(U) = Q. En posant P = U — U(0), on
a bien P(0) = 0 et f(P) = Q car f(U(0)) = 0. Si on avait un autre polynéme R tel que R(0) = 0 et f(R) = Q,
alors on aurait f(P —R) = 0 donc P —R constant d’aprés b. or (P—R)(0) = 0 donc P = R : on a bien existence
et unicité de P € R[X] tel que P(0) =0 et f(P) = Q.

De plus, éo Q) = 3" (P(k+1) = P(K) = P(n+1) — P(0) = P(n + 1) par télescopage.

h. Pour P non constant, deg(f(P)) = deg(P) — 1 donc on cherche un polynéme P = aX3? + bX? + cX

tel que P(X + 1) — P(X) = X2, ce qui revient & identifier dans 3aX? + 3aX + a + 2bX + b + ¢ = X% d’ou
3a—1 :3a—|—2b:a+b+c:Osoita:%,b:—% etc:]g.

_ _ n
Ainsi, P = 12X —3x2 4 X) = XX=DE@X=1) gope 3742 = Mt D@n+ 1)

6 & 6
n
i. Pour connaitre Y kP avec p > 1, il suffit de trouver par identification 'unique polynéme P de degré p +1
k=1
n
tel que P(X+1) —P(X) =XP et P(0) =0 et on aura y_ kP =P(n+1).
k=1
4.147 | a. Si f est de classe C*™ sur R, alors f’ I’est aussi donc d va bien de E dans E et sa linéarité découle de celle
de la dérivation. Ainsi, d est bien un endomorphisme de E. Soit n € N et k € [[0;n]], alors d(fp) = —f¢ et

d(fx) = kfx—1 — fi si k = 1. Dans les deux cas d(fx) € En donc E;, = Vect(fo, -+, fn) est bien stable par d.

n
b. Par définition, B, = (fo,- - -, fn) est génératrice dans E. Soit (Ao, ---,An) € R™ T tel que > Acfx =0,

k=0
n n
donc Vx € R, ( 3 ?\kxk) e ™ =0 et le polynome P = > MX¥ s’annule en tout réel x car e * # 0. Alors
k=0 k=0
P=0doncAp =---= A, =0: la famille B est donc aussi libre. B est une base de E,, d’ott dim(En) =n+1.

c. On a vu que d(fo) = —fo et d(fx) = kfx—1 — fx si k € [1;n]. Ainsi A, = (ai,j)0§i,j§n = Mat 3, (dn)
avec axx = —1,aij=jsij=>leti=j—1et ay; =0 sinon.

d. Comme (fo,---,fn) est une base de E et que Vk € [0;n], % # 0, B" = (go, *,9n) est aussi une

base de E. Soit (Ag,---,An) € R™! tel que l'on ait Ag(—go) +A1(go — g1) + -+ + An(gn_1 — gn) = O,
alors il vient (A1 —Ao)go + A2 = A1)g1 + -+ (A —An—1)gn—1 — Angn = 0, donc, (go,- -, gn) est libre :
M—A=A2—A1 =+ =Anp —An_1 = An = 0 et on en déduit que A\g = --- = A, = 0. Par conséquent
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B"” =(—9g0,90 — 91,91 — 92, " *»gn—1 — gn) est libre donc c’est une base de E,, car elle a n 4 1 vecteurs. Or

d(g0) = —go et Vk € [1in], d(gi) = Ld(r) = KM=t =T

k! k! = gk—-1 — 9k-

e. d, envoie la base B’ de E,, sur la base B” de E,, donc d,, est un automorphisme de E,,. On pouvait aussi
dire que A, est triangulaire supérieure avec des —1 sur la diagonale donc elle est inversible ; son déterminant

vaut (—1)"*! £ 0. d;'(fo) = —fo et, pour j € [1;n], comme g; est la somme des j + 1 premiers vecteurs de
j j J j
la base B”, on a gj = —(—go — >_ (gk—1 — gx)) = — > d(gx) = dn( -2 Qk)' Ainsi 47" (g5) = — X 9k
k=1 k=0 k=0 k=0
j o4
donc _l'de](fj) =—-> % et on a enfin d;'(f;) = — X % Comme A;' = Matg, (d;'), il vient
): k=0 k=0 ™
A:J = (bi,j)ogi,jgn avec bi‘)' =0sii>jet bi‘)’ = —% sii<j.
4.148a. Si P € R,[X], il est clair que %(P(%) + P(XT"_]>> € Ry[X] et la linéarité de f se démontre de maniere
- : X 1 2y X2 X ]
classique donc f est un endomorphisme de Ry[X]. Comme f(1) =1, f(X) = ) + 1 et f(X°) = Tta + 3’
1 1/4 1/8
onaA=DMatg(f)=|0 1/2 1/4 | si B = (1,X,X?) est la base canonique de R;[X].
0 0 1/4

b. Comme det(A) = 8 # 0, f est un automorphisme de R,[X] donc f est injective et surjective.
c. Soit (P,Q) € (Ra2[X])* et A € R, alors g(AP + Q) = (AP 4+ Q)(1) = AP(1) + Q(1) = Ag(P) + g(Q) donc g

est linéaire. C’est une forme linéaire non nulle sur R,[X] donc Ker(g) est un hyperplan de R;[X]. Or, pour
Pc Ry[X], P(1) =0 <= (X —1)[P <= F(a,b) € R?, P = (X —1)(aX+b) = aX(X — 1) +b(X — 1). Ainsi
Ker(g) = Vect(X(X —1),X —1). Comme (X(X —1),X — 1) est libre car de degrés échelonnés, (X(X —1),X —1)
est une base de Ker(g) : dim(Ker(g)) = 2.

d. g n’est pas injective car Ker(g) # {0}. Par contre, g est une forme linéaire non nulle donc g est surjective.

e. Soit P € R3[X] tel que P(A) = 0. A étant triangulaire supérieure, les puissances de A aussi, avec les

P(1) *
puissances 1, % et le sur la diagonale : P(A) = 0  P(1/2) * d’ou P(1) = P(%) = P(%) =0
0 0 P(1/4)
donc, si on impose P unitaire, forcément P = (X — 1)(X — %) (X — %) Réciproquement, on vérifie que
0o 1/4 1/8 12 1/4 1/8 3/4 1/4 1/8
P(A):(A—Ig)( —%)(A—%): 0 —1/2 1/4 0 0 1/4 0 1/4 1/4 | =o.
0 0 —3/4 0 o —-1/4 0 0 0

Soit n € N, la division euclidienne de X™ par P donne X™ = PQ+R avec R(1) =1, R(%) = 2% et R(%) = 4%

done R — X—=1/2)(x = 1/4) (X =1)(X = 1/4) (X=1)(X=1/2)
(1=1/2)(1 —1/4) (1/2=1)(1/2-1/4) (1/4=1)(/4-1/2)
bout des calculs, il suffit d’écrire A™ = P(A)Q(A)+R(A) = R(A) pour avoir une expression de A™ en fonction

+ Zi“ X + 4% X . Sans aller jusqu’au

de I3, A et A% qui permettra d’avoir f™(aX? + bX + ¢) en fonction de a, b et ¢ et n.

\%)

On pouvait aussi chercher trois vecteurs vi,vz,v3 de R3 tels que AV; = Vi, AV, = > et AVy = ﬁ.

4

On trouve facilement, par exemple, vi = (1,0,0), v2 = (1,—2,0) et vz = (1,—6,6). On vérifie facilement
1 1 1

que B = (vi,v2,v3) est une base de R3 donc en posant P = [0 —2 —6 |, on a A = PDP~! avec
0 0 6

D = diag(1,1/2,1/4). On en déduit alors que A™ = PD"P~',
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4.149 | a. Le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si (AB = AB et (/ﬁ, /ﬁ) = %) D’apres le cours

Ainsi, ABC est un triangle équilatéral direct si et seulement si

sur les complexes, <=2 = %ei(ﬁ»/ﬁ),

—a
l'on a ;_—“ —e3 =2 (c—a)=—2(b—a) e c+j*b—(1+j2)a=0 <= c+j?b+ja=0car
—a
im
1+4j+j2 =0. De méme, (ABC est équilatéral indirect) <= Efia =e 3 =—j<=c+jb+j’a=0.
—a

On a mis & part le cas ol les trois points A, B, C sont confondus (b = a) : triangle ponctuel... mais équilatéral.
b. La matrice V;, posséde n — 2 lignes et n colonnes donc rang (V,,) < Min(n —2,n) = n — 2. De plus, si

on consideére la matrice VJ, € My _2(C) obtenue en ne gardant que les n — 2 premieres colonnes de V,,, alors

Vi = (w%i71))1gign—2 est la matrice de VANDERMONDE associée aux n — 2 complexes wn, w2, -+, wlh =2,
1<j<n -2
. 2(q — 2(n — .
Silt<p<q<n—-2,0< 2qn _ 2pm _ 2q—p)m < (n —3)m < 27 donc 297 2 Zpm [27] ce qui prouve que
n n n n n n
2ipm 2iqm
wh =e™m e ™ = wy. Ainsi, ces n — 2 complexes sont distincts deux a deux donc V/, est inversible :
son déterminant D’ vaut I (wi — wh) # 0 d’apres le cours. Les n — 2 premieres colonnes de Vy,

I<p<qsn-2
forment donc une famille libre ce qui justifie que rang (V5,) > n — 2. Par conséquent : rang (V) =n — 2.

n—1 - (wk)n_1
c. Pour k € [1;n — 1], comme wK #1,ona > wh = 717] =0car (W)™ = (wM)k =1k =1.
j=0 Wy —

d. D’apres la formule du rang et le résultat de la question b., comme rang (V) = n — 2, on en déduit que
n = dim(C") = dim(Ker(Vy)) + rang (Vy,) donc Ker(Vy) est un plan (de dimension 2). Soit U € My 1(C)
tel que U= (11--- 1) et VE My,1(C) tel que 'V =1 wy - wh ).

n ‘s n—-1

e Comme Vi€ [I;n—2], > w0 1 = > wik =0 d’apres la question c. cari€ [I;n—2] C [1;n—1]
j=1 k=0

avec le changement d’indice k =j — 1, on a U € Ker(Vy).
n Lo . n—1 .

e Comme Vi € [I;n—2], > w0 Wl = > w* = 0 daprés . car i+ 1€ Zim—=1] C [1sn—1]
j=1 k=0

avec le méme changement d’indice, on conclut que V € Ker(Vy).

Comme (U, V) est une famille libre de vecteurs de Ker(Vy) qui est un plan, on a Ker(Vy) = Vect(U, V).

e. SiAj--- Ay est un polygone régulier direct a n cotés, en notant €2 son centre d’affixe m = M7

n
alors il existe un rayon r > 0 et un angle 8 tel que Vp € [I;n], ap = m + ret®wP ™! par définition et on
trouve alors (en posant j =p — 1), pour k € [1;n — 2] :
k Kn—1) _ " jk ok 0 "y (k) -
a1 +awk + o Fanwk™) = T gl =m Y Wkt Fret? 3T wh =mx0+ret® x0=0
; ._ )

j=0 j=0
d’aprés la question c. puisque (k,k +1) € [1;n — 1]2.

k(n—T1)

Réciproquement, Vk € [1;n — 2], a1 + azwX + - 4 anwn =0, alors (a7, -+,an) € Ker(Vy) donc,

d’aprés la question d., il existe (a,b) € C? tel que (ay,---,an) =a(l,---,1) +b(1 Wy ---w™"). En posant
b =re'®, onadonc Vk € [1;n], ax = a+ret®wk=T ce qui montre bien que A7 - - - A, est un polygone régulier
direct & n cotés (avec le cas particulier ot b = 0 et ou tous ces points sont confondus).

4.150 ) a. Soit f: C — C qui est R-linéaire, alors comme C = Vect(1,1i) (dans C en tant que R-espace vectoriel)

et par R-linéarité de f, si z = x +1iy € C, on a f(z) = f(x1 +yi) = xf(1) + yf(i). Or x = Re(z) = Zeri et
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() - 2=Z At f(e) — 211 2= Er(0) — smt )10 g ) 1)
y=Im(z2) 5 insi, f(z) B f(1)+ I f(i) = az+ Bz en notant « P BREST) et B 5 o

Réciproquement, soit f : C — C telle qu’il existe deux complexes « et B tels que Vz € C, f(z) = az + BZz.

Pour (z,2/) € C? et (\,n) € R?, comme Az = Az par exemple car A est réel, f est R-linéaire car on a
f(Az 4+ uz') = a(Az + uz’) + BAz + pz’ = Aaz + poz’ + ARz + upz’ = Aoz + Bz) + u(az’ + Bz') = Af(z) + uf(2').
Par double implication, f est R-linéaire si et seulement s’il existe («, ) € C?, Vz € C, f(z) = az + BZ.

b. Avec ces conditions sur f, on a f(1) = «+ B et f(i) = ai — i donc, en résolvant ce systéme linéaire

élémentaire, on trouve « = %(f(l) —if()) et B = %(f(l) +if(i)) : a et B sont entierement déterminés par f.

c. La matrice de f dans la base canonique B = (1,1) de C est alors, aprés quelques calculs élémentaires,

- _ (Re(a) +Re(p) —Im(a)+Im(p)
A = Mat 5 (f) = ( Im(x) +Im(B) Re(x) — Re(B)

det(f) = det(A) # 0, f € GL(C) <= Re (x)? — Re (B)? + Im(a)? — Im(B)? = |«]? — |B|? # 0 <= || # |B].

) . Or f est un automorphisme de C si et seulement si

d. Cette réflexion est bien R-linéaire (en identifiant R? et C de la maniere classique) par construction donc
il existe d’apres la question a. deux constantes o et B complexes telles que Vz € C, 19(z) = az+ pz. Comme
le vecteur W = (—sin(0),cos(0)) d’affixe ie'® est orthogonal au vecteur ¥ d’affixe €', rg(e'®) = €9 et
-0 0 «iel® — Bie 1 = —iel® i résoudre,

ie) — = el

To(ie —iet®. On a encore un systeme linéaire ae'® + Be

ce qui donne a = 0 et B = e?*®. Ainsi, Vz € C, rg(z) = e?'°z.

a. On aIm (u+v) C Im (u)+Im (v) donc, par croissance de dimension, rang (u+v) < dim(Im (u) 4+Im (v))
donc, avec GRASSMANN, rang (u 4+ v) < rang (u) + rang (v) — dim(Im (u) N Im (v)) < rang (u) + rang (v).
Si on applique ce qui précede & w4 v et —v, on a rang (u) = rang (u +v — v) < rang (w4 v) + rang (—v) or
rang (—v) = rang (v) car Im (—v) = Im (v) donc rang (u +v) > rang (u) — rang (v). Par symétrie entre u et
v, on a aussi rang (u +v) > rang (v) — rang (1) ce qui montre bien que |rang (u) — rang (v)| < rang (u +v).
Au final, on a bien la double inégalité : |rang (u) — rang (v)| < rang (u +v) < rang (u) + rang (v).
b. Comme Im(p) = F et Im(q) = G par propriété d’un projecteur, on obtient, comme on sait aussi
que F® G = E, la relation rang (p) + rang (q) = dim(F) + dim(G) = dim(E). Soit x € Ker(p + q), alors
p(x)+q(x) = 0. Ainsi, q(p(x)+q(x)) = q(0g) = 0g. Or Ker(q) = Im (p) donc qop = 0 et on obtient, puisque
q est linéaire et que g2 = q, q(x) = 0g. On a donc p(x) = q(x) = 0 donc x € Ker(p)NKer(q) = HNF = {0g}
car E = F®H. Comme Ker(p+q) = {Og }, on en déduit que p+q est injective donc que c’est un automorphisme
de E (on est en dimension finie). Par conséquent, rang (p + q) = dim(E) = rang (p) + rang (q).
c. D’apres a., rang (u+v) = rang (u) +rang (v) <= (Im (u+v) = Im (u) +Im (v) et Im (u)NIm (v) = {0¢}).
Il s’agit donc de montrer qu’on a équivalence entre (Im (u +v) = Im (u) + Im (v) et Im (u) N Im (v) = {0g})
et (Im (u) NIm (v) = {0} et Ker(u) + Ker(v) = E). Supposons donc que Im (u) NIm (v) = {0g} et montrons
qu’on a l’équivalence Im (u +v) = Im (u) + Im (v) <= Ker(u) + Ker(v) = E (E).
(=) Soit x € E, alors f(x) € Im (f) donc f(x)Im (f 4+ g) (c’est I'inclusion intéressante) donc il existe y € E
tel que f(x) = (f+ g)(y) = f(y) + g(y) et on a donc f(x —y) = g(y) € Im (f) NIm (g) d’olt, par hypothese,
f(x—y) = g(y) = Og donc x—y € Ker(f) et y € Ker(g). Comme x = (x —y) +y, on a bien x € Ker(f) +Ker(g).

(«<=) On a toujours Im (f 4+ g) C Im (f) + Im (g). Soit a € Im (f) 4+ Im (g), alors il existe b € E et ¢ € E tels
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que a = f(b) + g(c). On décompose, par hypothese, b = x +y avec x € Ker(f) et y € Ker(g) et c =v+w
avec v € Ker(f) et w € Ker(g). Alors a = f(x+y)+g(v+w)=f(y)+g(v) = (f+g)(y +v) car y € Ker(g) et
v € Ker(f). On a donc bien a € Im (f + g).
Par double implication, on a montré ’équivalence (E) ce qui permet d’affirmer 1’équivalence souhaitée :
rang (u + v) = rang (u) + rang (v) <= (Im (u) NIm (v) = {0g} et Ker(u) + Ker(v) = E).

a. Comme f est un endomorphisme de E, f™ en est aussi un pour tout entier n € N, ainsi Ker(f") et

Im (f™) sont des sous-espaces vectoriels de E.
e En tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels, I (le coeur de f) est un sous-espace vectoriel de E.
e K est non vide car Ko = Ker(f®) = Ker(id g) = {Og} est inclus dans K. Soit (x,y) € K? et (A, n) € K2,
Par définition d’une réunion, il existe deux entiers m et n tels que x € Ky, et y € K. Sans perte de
généralité, supposons que m < n. Alors f*(x) = f*"™ o f™(x) = " ™((f™(x)) = "™ (0g) = Og
donc x € K;,. Comme K;, est un sous-espace vectoriel de E, on a Ax + py € K;; C K. Ainsi, K est stable
par combinaison linéaire et non vide donc K est un sous-espace vectoriel de E.
b. Sik € Net x € Ker(f¥), f*(x) = 0g donc f**1(x) = f(f*(x)) = 0 d’olt x € Ker(f**1). Siy € Im (f*+71),
il existe x € E tel que y = f*F1(x) = f*(f(x)) € Im (f*). Ainsi, Ker(f*) C Ker(f**1) et Im (f**1) C Im ().
Ainsi, la suite (dim(Ker(f¥))) ..., est croissante et majorée par n = dim(E) donc il existe forcément un
entier N < n tel que dim(Ker(fN)) = dim(Ker(fN*1)) ce qui montre que Ker(fN) = Ker(fN*1) (inclusion et
égalité des dimensions). En effet, si Vk € [0;n], dim(Ker(f**1)) > dim(Ker(f*)), on aurait facilement par
récurrence Vk € [0;n + 1], dim(Ker(f¥)) > k ce qui est impossible car dim(Ker(f™)) < n car Ker(f™) C E.
Sl existe k > 1 tel que Ker(fNT¥) = Ker(fN), on a déja Ker(fN15) C Ker(fN+TK+1) et si x € Ker(fN 1R+,
il vient fN*¥(f(x)) = 0g donc f(x) € Ker(fN+¥) = Ker(fN) donc fN+1(x) = 0g et x € Ker(fN*1) = Ker(fV).
Par double inclusion, on a donc Ker(fN*5) = Ker(fN). Par principe de récurrence, Yk > 0, Knix = Kn-
Montrons par double inclusion que K = Ky . Par définition d'une réunion, on a Ker(fN) = Ky C K.
Soit x € K, par définition il existe i € N tel que x € Kj.
e Soit 1 < N et alors x € Ky C Ky d’apres la croissance des noyaux itérés et on a x € Ky.
e Soit i > N et alors i =N 4+ k avec k € N* et x € Knyx = Kn d’apreés ce qui précede.
On a bien établi que K = Ky.
c. Comme avant, et puisqu’avec la formule du rang on a rang (fN*%) = rang (fN) pour k € N, on a
Im (fN+¥) = Im (fN) par inclusion te égalité des dimensions. Comme en b., on en déduit que I = Iy.
e Six € K=K onafNx) =0 donc fN*1(x) = tN(f(x)) = f(fN(x)) = f(0g) = 0 donc
f(x) € Kn = K ce qui montre que K est stable par Pendomorphisme f.
e Siy € l=Iy, il existe x € E tel que y = fN(x) donc f(y) = fN*1(x) € Iny1 = In = I donc I est
aussi stable par ’endomorphisme f.
Soit x € TN K, alors fN(x) = O et il existe y € E tel que x = fN(y) car [ = Iy et K = Ky. Ainsi,
NG = NN (y)) = #N(y) = 0g donc y € Kyn = Ky done x = fN(y) = 0g. Ainsi, I et K sont en somme

directe et, comme dim(I) + dim(K) = dim(Ker(fN)) + rang (fN) = n = dim(E) par la formule du rang, on en
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déduit que E =16 K : I et K sont supplémentaires dans E.

d. Comme I et K sont stables par f, on peut définir les deux endomorphismes induits f; et fx induits
respectivement par f dans I et dans K.

Pour f1 : on a Péquivalence x € Ker(f;) <= (x € L et f(x) = 0g) <= x € I N Ker(f) qui justifie 'égalité
Ker(f1) = I N Ker(f). Or Ker(f) C K donc Ker(f;) C INK = {0g} ce qui montre que Ker(f;) = {0g} et donc
que f1 est injective. Soit y € [ = Iy = Iny1. 1l existe donc x € E tel que y = fNT1(x) = f(fN(x)) = f(z) avec
z=1fN(x) = In = L. Ainsi, y = f1(z) et f1 est surjective. Par conséquent, f1 est un automorphisme de I.
Pour fy : soit x € K, comme K = Ky = Ker(fV), on a f{ (x) = fN(x) = 0¢ donc f{ = 0 et fx est un

endomorphisme de K qui est nilpotent d’indice inférieur ou égal & N.

4.153] a. Méthode 1 : le polynome P = X? — % — % annule f par hypothese. Soit n € N, on écrit X™ = PQ,, + Rn,

la division euclidienne de X™ par P avec R, = anX + by (o0 (an,bn) € R™) car deg(Rn) < deg(P) = 2.
Ainsi, en substituant ’endomorphisme f & X, on obtient f™ = P(f) 0 Qu(f) + Rn(f) = anf + bnide. Ceci

justifie bien existence de deux suites réelles (an)nen et (bn)nen telles que Vn € N; f* = anf + bpidg.

Méthode 2 : f© =idg = 0.f+ 1.idg et f! = f = 1.f + 0.id¢. Soit n € N* tel que f™ = anf + bnid g, alors
1 = @ f24baf = 07“(f+id E)+bnf= (%‘—i—bn)f—i—az—”id e. Enposant a1 = a7“+bn et bnyr = az—“, on

a bien 11 = an+1f+bnriid g. Par principe de récurrence, Vn € N, I(an,byn) € R2, f* = anf+bnidg ce
qui justifie encore lexistence de deux suites réelles (an )nen et (bn)nen telles que Vn € N, f* = a,f+bride.

b. Si f est une homothétie, alors il existe A € R tel que f = Aid¢ donc A2 = % d’apres 1’énoncé donc

1

P(A) = 0. Comme P = (Xf1)(X+E>, onaf=idgouf= fidTE. Dans ce cas, les suites (an )nen €t (bn)nen

ne sont pas uniques car la famille (f,id ¢) est liée. Plus précisément, si f = id g, alors ¥n € N, f* = id ¢ donc

. n
une fois a, quelconque choisi, on peut prendre b,, = 1—ay,. De méme, sif = —ldTE, vne N, f* = (—%) idg
n
donc une fois a,, quelconque choisi, on peut prendre b, = ( — ]E) + az—“.

Par contre, si f n’est pas une homothétie, (f,id g) est libre donc (an)nen et (bn)nen de a. sont uniques.

c. Méthode 1 : reprenons la division euclidienne X™ = PQy, + an X + by et évaluons en 1 et —% (les racines
n
de P). Alors an +bny =1" =1 car P(1) =0 et —(17“ +bn = (— %) car P(— %) = 0. On résout ce systeme

2 1\" 1 1\" 2 1
etan=3(1-(~3) )eton=3(1+2(~5) ) Aimsia= tim an=Fetp= tim by=]

Méthode 2 : pour n € N, any2 = a“27+1 + bny1 = a“27+1 + 4n [équation caractéristique associée est
22— % — % = 0 donc les solutions sont 1 et —%. Ainsi, I\, n) € R2, Vne N, ap = A+ u( — %)n Comme
ap=0eta; =1dapresa.,onaA+p=0et ?\—% =1doncA = % =—pdouvVne N, a, = %(1—(—%)n).
Sin>1,b, = % = %(] — (— %)nq) = %(1 —|—2<— %)n> Cette formule marche encore pur n = 0 car

bo = 1. On retrouve les relations de la premiere méthode donc les mémes limites o = % et B = 1

3

d. Posons donc p = %f + %idg = —(2f +idg). Alors p est un endomorphisme de E, c’est un projecteur de

1
3
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E car p? = %(41?2 +4f +idg) = %(Zf +2idg +4f+idg) = %(Zf +idg) = p. Les sous-espaces importants
sont Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(f —idg) = Eq(f) et Ker(p) = Ker(2f +idg) = E_q,2(f) (qui sont des
sous-espaces propres de f) donc p est la projection sur Eq(f) parallelement & E_; ,,(f) (p est un projecteur

spectral car f est diagonalisable puisque le polynéme P annulateur de f est scindé & racines simples).

a. Soit B = (v1,---,vn) une base de E. Comme (v, f(vk)) est liée pour tout k € [1;n] par hypothese, il
existe des scalaires Ay tels que f(vx) = Axvy car (v, f(vk)) est liée et v # Og. Comme v =vy+---+v, # O,
il existe un scalaire A tel que f(v) = Av ce qui équivaut & Ajvy + -+ + Aqvn = A(vy + -+ - + vy) donc, puisque
(vi,---,vn) est libre, A A = Ay = -+ = A. Ainsi, f et 'homothétie de rapport A coincident sur une base et
on peut conclure d’apres le cours que f = Aid g.
b. Montrons la contre-apposée de cette assertion : (Vx € E, (x,f(x)) liée) = (f = 0 ou Tr (f) # 0). Cela
découle de la question précédente car si (x,f(x)) est liée pour tout vecteur x de E, alors f est une homothétie,
disons f = Aid g. Alors on a deux cas, soit A =0 et f =0, soit A £ 0 et Tr (f) = ATr (idg) = nA # 0.
c. Sif est non nul et que Tr (f) = 0, on sait d’aprés la question b. qu’il existe au moins un vecteur x; de

E tel que (x7,f(x1)) est libre (ce qui justifie que x7 # 0g). Posons x2 = f(x7). Comme (x1,x;) est libre, on

peut donc compléter la famille (x1,x2) en une base B = (x1,x2,%x3,-+,xn) de E. La matrice de f dans cette
base B est bien, par construction, de la forme Mat 5 (f) = <g ;) avec L € My n—1(K) (matrice ligne),

C € Mp_1,1(K) (matrice colonne) et A € Myp_;1(K) (matrice carrée) et on a méme 'C = (10 --- 0).

d. Effectuons une récurrence sur la taille de la matrice M.

e Sin =1, il est évident que si M € M;(K) et si Tr (M) = 0, alors M = 0 donc M est semblable & une
matrice dont la diagonale est nulle. On a méme VP € GL;(K), M =PoP~! = 0.

e Supposons le résultat établi pour des matrices de taille n > 1. Soit M € My 41(K) telle que Tr (M) = 0.

Si M =0, la matrice M est elle-méme a diagonale nulle et le tour est joué ! Si M £ 0, d’apres c., en posant f

P’endomorphisme canoniquement associé a M, il existe une base B de E telle que Mat ¢ (f) = (g ;) avec

L € M1 n(K) (matrice ligne), C € My,1(K) (matrice colonne) et A € M, (K). Comme Tr (M) =0+ Tr (A),

on a aussi Tr (A) = 0. En posant Q la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc, par

0 L

formule de changement de base, M = Q ( c A

) Q~". Or, par hypothese de récurrence, il existe une matrice

R € GL,(K) telle que A = RNR™! oit N € M, (K) est une matrice & diagonale nulle. Posons Q" = (1) g )

1 0 0 L 0 LR
! : : -1 _ 1—1 /o
alors Q' est inversible et Q = (O R—1 ) En calculant par blocs, Q (C A) Q' = (R_]C N )

0 LR
R7'C N
comme produit de matrices inversibles et que Q’"'Q™' = (QQ’)~", M est bien semblable & une matrice dont

donc M = QQ'UQ"TQ " avec U = ( dont la diagonale est nulle. Comme QQ’ est inversible

la diagonale est nulle.

Par principe de récurrence, on a bien montré que si n € N* et M € My, (K) telle que Tr (M) = 0, alors M

est semblable a une matrice dont la diagonale est nulle.
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4.155) a. Rendons cet exercice plus général en constatant (par calculs) que A3 = 2A%. Prenons dans a. un
endomorphisme d'un espace E tel que f3 = 2f2, c’est-a-dire tel que X> — 2X? = X?(X — 2) soit un polynéme

annulateur de f. Soit x € E.

Analyse : supposons qu'il existe (y,z) € Ker(f?) x Ker(f — 2id ¢) tel que x = y + z. En appliquant 2 & cette
2 2

relation, on a %(x) = f2(y) + 2(z) = O + 2(2z) =4z donc y = x — fz;ﬁ et z= le&

2 2 4

Synthese : posons y = x — 1‘4& et z = f A(‘X), il est clair que x = y + z. De plus, f2(y) = f2(x) — ]CZ‘L) =0
3 2 300) 942

car f> = 2f donc f* = 2f3 = 4f? donc y € Ker(f?). Enfin, f(z) — 2z = f é(lx) . gx) _ ) 42f b _ 0 car

3 = 2f2 ce qui prouve que z € Ker(f — 2id ¢).

On vient de prouver par analyse/synthése que E = Ker(f?) @ Ker(f — 2id g).
-2 6 2

Avec la matrice A de I’énoncé, il était plus simple de calculer A2 = | —2 6 2 |, de constater que A2 est de
0O 0 0O

rang 1 donc, par la formule du rang, que dim(Ker(f2)) = 2. Comme les vecteurs wy = (1,0,1) et wp = (3,1,0)

sont clairement dans Ker(f?) car les colonnes C1, C2, C3 de A2 vérifient C; 4+ C3 = 3Cy 4+ C2 = 0 et que wy et
11 -1

w> sont non colinéaires, on a Ker(f?) = Vect(wq,wz). De plus, A —2I3 = [ =1 1 1 et on voit que
2 -2 -4

la différence des deux premiéres colonnes de cette matrice est nulle donc rang (f — 2id g3 ) = 2 car les deux

premieres colonnes ne sont pas colinéaires. Toujours d’apres la formule du rang, on a dim(Ker(f—2id p3)) =1

et Ker(f — 2id gs) = Vect(ws) avec w3z = (1,1,0). Comme la famille B = (w7, w2, w3) est une base de R3
1

3
carP= [0 1 est de déterminant 2 # 0, on en déduit que R3 = Ker(f?) @ Ker(f — 2id g3 ).
10

1
1
0
b. A est de rang 2 donc, par la formule du rang, dim(Ker(f)) =1 et il est visible que Ker(f) = Vect(v;) avec
vi = (1,0,1). Ainsi, on peut prendre w; € Ker(f?) \ Ker(f) d’apres la question a..

c. On cherche d’aprés ’énoncé une base B = (vi,v2,v3) de R3 telle que f(vi) = 0, f(v2) = vy et f(v3) = 2v3.
Comme ceci implique f?(v2) = f(f(v2)) = f(v1) = 0 et que f(v2) = v1 # 0 car vq est un vecteur de base, on

est incité & prendre vo = wy = (3,1,0). Forcément, vi = f(v2) = (4,0,4) et on prend vz = w3 = (1,1,0).

Comme avant, B = (v1,v2,v3) est une base de R3 et on a par construction Mat g (f) =

o © O
o o =
N © O

4.156|a. Sim € N*, (A1,---,Am) € K™ et qu'on pose la matrice M = ()\171)1@)]‘@“ € M (K), alors la formule

de VANDERMONDE donne le déterminant det(M) = [[ (Aj —Ay).
1<i<j<m

n n
b. Si on dérive n—p fois la relation > A (X-+k)™ = 0, on obtient > n(n—1)--- (p+1)A(X+k)"~(=P) =0

k=0 k=0
n
et, en simplifiant par n(n —1)---(p+1) = l: # 0, on obtient bien Y Ax(X + k)P = 0 pour tout p € [0;n].
p: k=0
n
c. En substituant dans la relation précédente X par 0, on a immédiatement ¥p € [[0;n], AxkP = 0.
k=0
d. En définissant X € Mn41,1(R) par *X = (Ag -+ An), les formules de c. s’écrivent matriciellement sous
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la forme MX =0 ou M = (ji)o<i j<n € Mg (R). Mais d’apres la question a., det(M) = [[ (—1i)#0
XHIX 0<1<)<n
donc M est inversible et MX = 0 implique alors X = 0. Comme Ay = --- = A, =)0, on en déduit que la

famille ((X + k)“)o<k<n
de Ry [X] est libre, ((X +k)™)

est libre. Mais comme dim(R,[X]) = n+ 1 et que cette famille de n + 1 vecteurs

o<k<n €St une base de Ry [X].

a. E est classiquement un R-espace vectoriel, lui-méme sous-espace de F(R, R). F est une partie non vide
de E car la fonction nulle 0 appartient bien & F. De plus, si (f,g) € F? et (A,n) € R?, la fonction h = Af + pg
est bien dérivable sur R et elle vérifie bien h(0) = Af(0)+pg(0) = 0 et h'(0) = Af'(0) +png’(0) = 0 par linéarité
de la dérivation. Ainsi, Af + ng € F et F est un sous-espace vectoriel de E.

b. L’appartenance de f a F impose deux conditions a la fonction f donc on pense a un supplémentaire de
F qui est un plan. 11 vient naturellement & l'esprit le plan G = Ry[x] = {f : x = ax + b | (a,b) € R?} des

fonctions affines. Il est classique que G est un sous-espace de E : la fonction nulle x — 0.x + 0 = 0 est affine
et toute combinaison Af + ug de fonctions affines f: x — ax +b et g : x = a’x + b’ est elle-méme affine car

M 4 g x = (Aa + pa’)x + (Ab + pub’).

De plus, si f € FNG, alors il existe deux réels a et b tels que ¥x € R, f(x) = ax+bet f(0)=b=f(0)=a =0
donc f est la fonction nulle : on a déja FN G = {0g} donc F et G sont en somme directe.

Soit h € E, en posant g(x) = h(0) + xh/(0) et f(x) = h(x) — h(0) — xh/(0) (expression qu’on peut trouver par
analyse-synthese) et on a h = f + g, g est affine et f € F car f(0) = f/(0) = 0. Par conséquent, E = F + G.
Comme FNG ={0g} et E=F+ G, on a E =F® G qui se traduit par “F et G sont supplémentaires dans E”.
c. Par construction, I'expression de la projection p : E — E sur G parallelement & F est p(h) = g avec
g : x — h(0) + xh/(0) (on ne garde que la composante selon G dans ’écriture de la fonction h sous forme

d’une somme de fonction de F et de G).

4.158 | Méthode 1 : posons u, = xn + yn + zn, alors upy1 = E’Iun. Posons aussi vy, = xp — yn et wy =

Xn — zn de sorte que vpi1 = —Ll‘vTL et wni1 = —%zn. On connait les suites géométriques et on a donc
vne N uy = (Z) Up, vn = (7 Z) vo et wy, = (f Z) wp. Or on inverse facilement le systeme pour
avoir x, = w, Yn = w et zn = M—_ZW“ On traite donc trois cas selon
uo = x0 +yo +2o:
eSiuy>0, lim up=4o00, Uim vp= Um z,=0donc lim x,= UWm yn,= lUm z, = 4oo.
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—+oo n—-+oo n—-+oo
eSiuy<0, lim up=-00, Um vp= Um z,=0donc Um x,= UWm yp,= Um z, = —o0.
n—+oo n—+oo n—+oo n—4oco n—+oo n—+oo
Sl =0, Hp un =0 B vn = i mm =0 done U = U Un = o =0
1 2 2
Méthode 2 : on pose A = le 2 1 2| et Uy levecteur colonne tel que *Uyn = (xn Yn zn) 00 a X1 = AXy
2 21
9 8 8
Par une récurrence simple, on a Vn € N, X,, = A™X,. Comme A? = 1]76 8§ 9 8] =A+ %137 le
8§ 8 9
polynéme X? — X — % annule A or P = X2 — X — % = (X - %) (X + 411) est scindé & racines simples donc A

est diagonalisable. De plus, en effectuant la division euclidienne X™ = QP + R, avec Ry, = anX + by, on a
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- (1) o3 (1)) - ) )
5)" = bpet (—1) =-% 4p,.d =2((2) - (-1 tbn=1((2) +5(-1)").
(4) g Tonet{Ty g Thndotan=351{} 4) )tn=c\\7) Ty

Comme X = (anA + bnl3)Xp, on a xn = azT“(xo + 2yo + 2z0) + buxo, yn = (14—“(2740 + Yo + 2z0) + bnyo

n n
et zp = %(ZXO + 2yo + zo) + bnzo donc, apres calculs, x, = w(é) + ZXLl-"o;zo( — l) ,

3 4 3 4
:Xo—l—yo—‘rZo(é)n —Xo—l—lgo—Zo(_l)n t :Xo+yo+lo(§)n —Xo—yo-‘rZZo(_l)n t
Yn 3 a) T 3 5) 3 a) T 3 5) °©

on conclut avec la méme discussion selon le signe de xo + yo + zo-

4.159]a. Soit u = (un)nen appartenant a Sq4, par définition de cet ensemble, il existe un polynéme P € Rq[X] tel

que Vn € N, un41 = aun + P(n). L’existence est donc acquise. Supposons qu’il existe un autre polynéme
Q € Ry[X] tel que ¥n € N, upy1 = aun + Q(n). Alors, ¥n € [0;d]], P(n) = un41 — aun = Q(n). Les deux
polynomes P et Q de degré maximum d coincidant en au moins d + 1 valeurs, on sait d’apres le cours qu’ils
sont égaux formellement. Voici pour l'unicité. En conclusion, pour u € Sg, il existe une unique polynéme
P € Rq[X] tel que Vn € N, uni1 = aun + P(n).

b. L’application ¢ est bien définie par I'existence et 'unicité de la question précédente. Soit u et v deux
suites de Sq et (A, 1) € R?, d’ot Vn € N, uny1 = aun +Py(n) et vor1 = avy +Py(n). Alors, w = Au+pv est
une suite réelle et on aVn € N, wni11 = Aunq1+pvnt1 = Alaun +Py(n)) +p(avn +Py(n)) = awn +Q(n) (1)
en posant Q = APy, + uPy, € Ry[X]. On en déduit, comme S4 n’est pas vide puisqu’il contient la suite nulle
(avec Py = 0), que Sq est un sous-espace vectoriel de CY donc lui-méme un espace vectoriel. La relation (1)
permet aussi de conclure que @(Au + uv) = @(w) = Q = APy + uPy, = Ap(u) + pe(v) donc 'application ¢
est bien une application linéaire de Sq dans Rq4[X].

c. Soit u € Ker(¢). Alors, par définition, ¥n € N, up17 = au,. La suite u est donc géométrique de raison
a donc Vn € N, unp = upa™. Réciproquement, la suite u = (a™)nen vérifie Vn € N, upi1 = aun +0
donc @ ((a™)nen) =0 et (a™)nen € Ker(e). En notant gq = (a™)nen cette suite géométrique de raison a,
Ker(@) = Vect(gq) est donc une droite (car gq # 0 quel que soit le réel a).

Soit P € Rg4[X] et w = (un)nen la suite définie par ugp = 0 et Vn € N, un41 = aun + P(n). Alors, par

définition, u € Sq et on a clairement @ (u) = P. Ceci prouve que ¢ est surjective donc que Im (¢) = Rq4[X].
d. D’apres la formule du rang, on a dim(Sq) = dim(Ker(¢))+dim(Im (¢)) = 1+(d+1) donc dim(Sq) = d+2.
L’ensemble Eq , est fini car Eqn C [0;n]¢ qui est lui-méme un ensemble fini. En associant & un d-uplet
[=(i1,---,1a) € Eq,n la suite de symboles 1111414114 ---+111 ot on a remplacé i; par i; fois le symbole

1 (par exemple on associe la suite 111+ 1411+ 1111 & (3,1,2,4) € E4,10), on crée une bijection (le vérifier)

entre E4 n et ces suites de symboles. Mais une telle suite de n + d — 1 symboles contient n fois 1 et d — 1

d—1 d—1
fois +, donc il y en a <n—(|1— : ), ce qui prouve que card (Eqn) = <n—(|1— : )
Nous allons montrer, a d fixé et par récurrence sur Ientier n, que (f1)1er,., est libre dans 'espace (R¢, R).

Initialisation : si on prend n = 0, Eq,n ne contient que le d-uplet Iy = (0,---,0) donc, comme la fonction

f1

d .
o i (X1, yxq) — k]_[1 x = 1 n’est pas nulle, la famille (fy,) est libre.
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Hérédité : soit n > 0 et supposons (f1)iee, , est libre. Soit (Ar)ice, ., une famille de scalaires telle que

a |
> Arfy = 0. Ceci signifie que V(x1,---,xq) € R4, > A [T g =0 (1). Pour tout m € [1;d]], on
k=1

I€EEa, nt1 I€Ea,n41
da .
dérive (1) partiellement par rapport & x,, pour avoir V(xi,---,xq) € R4, > imArde T T xqF =o.
T€Eq n41 k=1
im =1 k#m
Or, si I = (i1,---,1a) € Eqny1 avec im = 1, on a (i1, - -,im—1,im — L,im+1,-,1a) € Eqn donc, par

hypothese de récurrence, A\; = 0 car (f1)ice, , est libre et que toute sous-famille d'une famille libre est libre.
Sil=(i1,--,id) € Eq,nt1, cOmme i7 +---+1iqg =n+1 > 1, il existe un entier m € [1;d] tel que im > 1,
d’apres ce qui précede, Ay = 0. Ainsi, VI = (i1,---,1a) € Eany1, A1 = 0 donc (f1)1ee, ., est libre.

Par principe de récurrence, V(d,n) € N* x N, (f1)icg, , est une famille libre. Il devait y avoir une suite.
4.161) Analyse : soit A = (aij)1<ij<n une matrice telle que S soit fini. Soit, pour (uq,---,un) € (R*)™, la

matrice inversible P = diag(uj,---,uy), alors la matrice M = PAP~! = (mij)i<ij<n est dans Sa et, par
calcul, on a my; = Eai,j. Sl existe un couple (i,j) € [1;n]? tel que i # j et ajj # 0, alors en prenant
w

j
ui = A et uj = 1, quelles que soient les valeurs des autres coefficients diagonaux de P, on a m;j = Aajj qui

pourrait prendre n’importe quelle valeur réelle (a part 0) quand A parcourt R*. Puisque S est fini, on en
déduit que Vi # j, ai; = 0, donc A est diagonale.

Soit, pour A € R et (i,j) € [1;n]? tel que i # j, la matrice de transvection P = Tyj(A) = In + AEij,
alors P est inversible et P~! = Ti,j(=A) = In — AEij. En posant M = PAP ! = (Mij)i<ij<n, ON a
mii = ai,i +A(aj,; —ai,i). Sion avait aj; # aj,j, alors my; pourrait prendre toutes les valeurs réelles quand
A € R, ce qui contredit le fait que Sa est fini. Ainsi, Vi # j, ai; = aj,; donc on a A = ay 11x.

Synthese : réciproquement, soit A = AL, pour un réel A, alors pour toute matrice inversible P € GL,,(R), on
a P7TAP = AP~ '[,,P = Al, = A donc Sp = {A} est bien fini.

Par analyse-synthese, les seules matrices A € My, (R) telles que Sa est fini sont les matrices d’homothéties

de la forme A = Al, avec A € R (on les appelle aussi matrices scalaires).

Par définition, il existe P € GL, (C) telle que A = PBP~! ce qui se traduit aussi par AP = PB. On décompose
P = P; +1iP; avec (P1,P2) € (M, (R))? et on a donc AP; — BPy +i(AP, — BP,) = 0 d’ol, en séparant partie
réelle et imaginaire, AP; — BP; = AP, — BP; = 0. On en déduit que : ¥x € C, A(Py + xP2) = (P; 4+ xP32)B.
Mais on a vu dans le cours que f : x — det(Py + xP2) est polynomiale en x (et de degré maximum n) donc
elle est continue sur C. Or, f(i) = det(P) # 0 car P est inversible donc f n’est pas identiquement nulle.
Ainsi, il existe un réel x tel que det(P; +xP2) # 0 ; en effet, si f s’annulait en tous les réels x, cette fonction
polynomiale aurait une infinité de racines donc le polynome associé serait nul et f le serait aussi ce qui est
absurde. En posant Q = P;1+xP2,on a Q € GLy(R) et AQ = QB donc A et B sont semblables dans My (R).

4.163 ) a. Si w est racine de P, alors P(w) = 0 donc P(w?) = P(w)P(w — 1) = 0 et w? est aussi racine de P.

b. Si w est racine de P, d’apres la question précédente, w? est racine de P, donc w? 2)2
ws —_ (w4)2

= (w*)* aussi,
. 7 . n . .
aussi, etc... Par une récurrence simple, pour tout n € N, w?" est racine de P. Si w # 0

et si |w| # 1, alors la suite (|w|?" )nen est strictement croissante (si |w| > 1) ou strictement décroissante
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(si |w| < 1) donc injective. Ainsi, I'infinité des termes de la suite (w?" )new serait racine de P ce qui est
absurde. Par conséquent, toutes les racines w € C de P vérifient |w| = 1 ou w = 0. Plus précisément, la
suite (wzn)neN ne contient qu’'un nombre fini de termes si et seulement si w = 0 ou si w est une racine de
I'unité et elles sont toutes de module 1.

c. Si 0 est racine de P, P(1) = P(12) = P(1)P(0) = 0 donc 1 est racine de P puis P(4) = P(2?) = P(2)P(1) =0
donc 4 est racine de P ce qui est absurde avec la question a.. Ainsi, 0 n’est pas racine de P donc toutes les
racines w de P sont de module 1.

d. Comme & la question précédente, si w est racine de P, P((w + 1)2) = P(w + 1)P(w)0 donc (w + 1)? est
racine de P donc |(w + 1)?| = |w + 1|> = 1 donc |w + 1| = 1. Ainsi, si w est racine de P, |w| = |w + 1] =1
ce qui donne, comme |w|? = w®, la relation W@ = WT + w + @+ 1 = 1 donc 2Re (w) = —1. Or les seuls

complexes de module 1 et de partie réelle —% sont j et j2. Les seules racines possibles de P sont donc j et j2.

De plus, comme P(X%) = P(X)P(X — 1) le coefficient dominant A de P (qui existe car P # 0) vérifie A = A2
donc A = 1. Comme P est scindé dans C par D’ALEMBERT-GAUSS, on peut écrire P = (X —j)™(X —j2)™
avec n et m les ordres de multiplicité respectifs de j et j2 dans le polynéme P.
En reportant dans P(X?) = P(X)P(X—1), on a(X? —j)™" (X2 —i?)™ = (X —j))"(X—i> )™ (X —j— D) (X—j% —1)™
donc, comme j =j* et T+j+j% =0, (X=j2)" (X +j%)™" (X =§) ™ (X +5)™ = (X =)™ (X =§2) ™ (X+5)" (X +5)™
d’olt n = m par unicité de la décomposition d’un polynéme en produit de polyndmes irréductibles (& ordre
prés). Enfin, on obtient P = (X —j)™(X —j2)™ = (X2 + X + 1)™.
Réciproquement, si on pose P = (X?> + X + 1)™ pour n € N, on a bien P(X?) = P(X)P(X — 1) car on a
PXH) = (X 4+ X2+ ) = (X2 X+ )M XE =X+ D) = (X2 + X+ D)M(X=1)2 = (X =1)+ 1™
Les solutions non nulles de P(X?) = P(X)P(X — 1) sont tous les polynomes (X? + X + 1)™ avec n € N.

a. Soit v un projecteur de E, il existe donc deux sous-espaces F et G de E tels que E = F® G et tel que

v = pr,¢ est la projection sur F parallelement & G. Si on prend une base B = (vi,- -+, Vs, Vr41, - -, vn) adaptée

a cette décomposition (c’est-a-dire que (vi,---,v;) est une base de F et (vy41,-+,vn) une base de G), alors

Mat 5(v) = A = < I OT’"_T) donc Tr (v) = Tr (A) = =rang (v) car Im (v) = F et dim(F) = .

On—r,r Or
Bien siir, la réciproque est fausse. En effet, si v : (x,y) — (3x,—y), on a v € £(R?), rang(v) = 2 et

Tr (v) =3 —1 =2 alors que v n’est pas un projecteur.

2 (N ) o ) o (S 2 _ 1 i+ =k
b. p° = —( > u = —( > u)o( > W) donc p” = —5 > utl Or u't) = u® s
m k=0 m i=0 j=0 m" ogi,j<m—1
k=1i+4j [m] car u™ =idg. Pour k € [0;m — 1], il existe m couples (i,j) € [0; m — 1]? tels que ut*l =u™ :
e Si k =0, ces m couples sont tous les couples (i,m —1i) avec i € [1;m — 1] et le couple (0,0).

e Si k=1, ce sont les couples (i,m + 1 —1i) avec i € [2;m — 1] et les couples (0,1) et (1,0).

e Sik € [[2;m—1]], ce sont les couples (i, m+k—1i) avec i € [k+1;m—1] et les (i,k—1i) avec i € [[0;k].
1

m—1 m—
Ainsi, en regroupant les termes, on a p? = Lz > muk = 1 3 ouk =p.
me k=0 M k=0
1 m—1 1 m—1
Plus simplement, on pouvait écrire p? = o S ukop. Orukop =+ 3 ulfk et la suite (u9) g0 est
k=0 i=0
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m—1 m—1
m-périodique car u™ = id g donc ukop = 1 ul = p et on retrouve p? = 1 > op=p.
m i=0 ™M k=0
m—1
c. Par linéarité de la trace, Tr (p) = 1; > Tr (uX) = rang(p) d’apres la question a.. Or, on sait que
k=0
m—1
Im (p) = Ker(p — id g) car p est un projecteur. Ainsi, 1; 3 Tr (uf) = dim(Ker(p —idg)). II semble qu'il
k=0

faille établir que Ker(p —idg) = Ker(u —id ).

e Si x € Ker(u —id g), alors u(x) = x donc, par une simple récurrence, on obtient Vk € N, u*(x) = x

m—1
ot p(x) = = 3 u(x) =

1
k=0 m

_A

m—

> x=xetx€Ker(p—idg).
k=

o

e Six € Ker(p —id g), alors p(x) = x. Comme wop =p d’apréb b. u( ) = x donc x € Ker(u —id g).
Par double inclusion, Ker(p — id¢) = Ker(u — id ¢) donc, avec (1), — E Tr (uX) = dim(Ker(u — id g)).

d. On vient de voir que Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(u — id g). Sl x e Im (uw — id ), alors il existe un

m
vecteur y € E tel que x = u(y) —y donc p(x) = 1 3 uk(u(y) —y) et, apres télescopage, il ne reste que
m

u™(x) —x

m

p(x) = = Og. On aurait aussi pu écrire que p(x) = p(u(y) —y) = pou(y) —p(y) et on sait d’apres

k¥ = ukop = p (des polynémes en u commutent) pour tout k donc en particulier

la question b. que pou
pou=rp ce qui donne bien p(x) = p(y) — p(y) = Og. On a donc l'inclusion Im (v — id ) C Ker(p).

Par la formule du rang, dim(E) = rang (p) + dim(Ker(p)) = dim(Im (u — idg)) + dim(Ker(u — idg)) si
on lapplique a p et u —idg. Or, d’apres c., Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(u — id g) donc il ne reste que

dim(Im (u—idg)) = dim(Ker(p)). Par inclusion et égalité des dimensions, on a donc Im (u —id g) = Ker(p).

Alors, p est la projection sur Ker(u — id g) parallelement & Im (v — id g).
4.165)a. Posons n = dim(E), alors on sait que dim(£(E)) = n?. Ainsi, dés que g > n?+1, la famille (u,u?,- -, u9)

est une famille d’endomorphismes possédant strictement plus de vecteurs que la dimension de £(E), elle est

donc lie. Par conséquent n?+1 € A qui est donc non vide, le théoréme fondamental de la relation d’ordre sur

n—1

les entiers montre alors que cette partie A de N admet un minimum. Bien siir, comme x, = X™ + > apXxk
k=0

est un polyndéme annulateur de u par le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, il suffit de composer par u pour

n—1
avoir uoxy(u) =0 =u™" + 3 aqukt! ce qui prouve qu’on a beaucoup mieux, & savoir n +1 € A.
k=0
b. (=) Supposons Im (u) = Im(u?). Prenons m = Min(A), alors par définition (u,u?,---,u™) est
m
liée. Il existe donc (A1,--,Am) # (0,---,0) € K™ tel que > Axu® = 0. Si on avait A = 0, on aurait
k=1
m
uwov=0avecv= Y AMu
k=2

k=2 Or, avec la formule du rang, comme rang (u) = rang (u?), on en déduit

que dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)). Mais on a toujours l'inclusion Ker(u) C Ker(u?), et elle nous donne ici

2

I’égalité Ker(u) = Ker(u?). Comme u? ov se traduit par Im (v) C Ker(u?), on a donc aussi Im (v) C Ker(u)

m
donc wov = 0 ce qui montre que > Auf™! =0 avec (A2, -, Am) # (0,---,0), ce qui contredit la minimalité
k=2

m
de m. Par I'absurde, A # 0 donc u = Y pru® € Vect({u* | k > 2}) en posant uy = —2k.
k=2

P
(«<=) On suppose qu'il existe p = 2 et (Az,--+,Ap) € KP7! tels que u = Y Acuk. On sait déja qu'on a
k=2
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Iinclusion Im (u?) C Im (u). Soit y € Im (u), alors il existe x € E tel que y = u(x). On en déduit donc que

P P
y=ux)= > Muk(x) = uz( > )\kukfz(x)> € Im (u?) et on a 'inclusion Im (u) C Im (u?).
k=2 k=2

Par double inclusion, on a établi que Im (1) = Im (u?).

Conclusion, par double implication, Im (u) = Im (u?) <= u € Vect({u®* | k > 2}).

) i 3\ .
4.166 | a. Par le bindme de NEWTON, Vj € [0;n], (X+1) = > (?)Xl, la matrice Ay, est la matrice dans la base
i=0 \l

canonique B, = (1,--+,X™) de Ry[X] de 'endomorphisme f, : R [X] = Ry [X] défini par f,,(P) = P(X + 1)
(clairement linéaire et allant de Ry, [X] dans R, [X]) . Sion définit gn : Ry[X] = Ry [X] par gn(P) = P(X—1),

alors f © gn = gn © fn = id g, [x] donc fn est un automorphisme de Ry [X] et g = f-1. Par conséquent,

. j . . . . . . .

AR =Mat s, (gn) et, comme ¥j € [05n], (X=1) = 3= (=1~ C)X“ An' =Bn = <<1>“ (]>>

i=0 1 1 -

o<i,jgn

b. Pour p € [0;n], on note S, I'ensemble de toutes les permutations de [[1;p]. On sait que card (Sp) = p!.

On partitionne (ou plutot on partage) Sy, selon le nombre de points fixes des permutations. Notons donc S, ;

P

I’ensemble des permutations de S, qui ont exactement i points fixes. Alors S, = U Sp,i (réunion disjointe)
i=0

avec Sp p—1 = ) car si une permutation de S, a au moins p — 1 points fixes, c’est forcément Iidentité donc

P
elle a en fait p points fixes. On a donc card (Sp) = p! = >~ card (Sp,i). Pour dénombrer Sy, ;, on choisit les i
i=0
points fixes parmi les éléments de [[1;p]] ce qui fait (p) choix ; ensuite on choisit une permutation des p —1i
i
éléments restants sans point fixe, elles sont au nombre de d,_; par définition (le nombre de dérangements,

c’est le nom des permutations de Sy, o, ne dépend que du nombre d’éléments de I’ensemble qu’on “dérange”).

o)
On obtient donc card (Sp,i) = (p) dp—_i. Par conséquent, on a p! = 3 <p> dp_1 et le changement d’indice
i=0 \1

2
k = p — i donne bien le résultat attendu, & savoir p! = 3 (E) dy car ( P ) = (p)

k=0 p—k k
do 0!
c. Les n + 1 relations trouvées & la question précédente s’écrivent matriciellement *A =\ :
dn n!
do 0!
d. Comme A, est inversible et que (*A,,)~" = *(A;') = 'By, onadonc [ : | ='B,| : |. Onen
dn n!
n n
déduit donc, en regardant la derniere ligne de ce produit, que dn = > (—l)”k< >k!.
K=0 k
e. Comme la loi sur S;, est la loi uniforme par hypothese (“au hasard”), on a pn = %OT) = d—? donc
n !
LR & (=) , : : C
Pn= . = > en posant j = n — k. Classiquement, avec la fonction exponentielle écrite
=0 (=¥ = !
AN oo (—1) :
sous forme de série entiere, on a lim pn = > ~— =e ' ~0,36.
n—+o0o j=0 J!

4.167) Analyse : soit (n,p) € (N*)? tel que X™ — 1 et (X +1)P — 1 admettent au moins une racine commune. Les

, 2ik . s o
racines de X™ — 1 sont les oy = e 1 avec k € [0;n — 1] (racines n-iémes de Punité) et celles de (X +1)P — 1
imm

sont, en translatant, les py =€ P —1 avec m € [0;p — 1]]. 1l existe donc k € [0;n — 1] et m € [[0;p — 1]
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2ik 2i i . .
tels que ax = Bm donc e N TP 1 =2ie P sin (M) qui est de module 1. Ainsi, sin (m) = i%
p p
donc ™% = 47 [n] ce qui, en multipliant par @2, revient & 6m = +p [6p] donc p est un multiple de 6.
P m
2i in 2in 2i
e Si M =T 1] ona 2MT = T 7] donc e FE _1=e3 —1=e3 =NE done & = 2 [27]
P 6 3 n
ce qui montre, en multipliant par g—”, que 3k = n [3n] donc n est un multiple de 3.
s
; 2Zimm —im —2in 2ik
081—“5—% [n],onazm—nz—g 2n] donc e P —1=e¢3 —1=¢ 3 = e donc
P
2km _ —2?” [27t] ce qui montre, en multipliant par i—n, que 3k = —n [3n] donc n est un multiple de 3.
n T

Syntheése : si n = 3a est un multiple de 3 et p = 6b est un multiple de 6, alors j est racine de X™ — 1 car
i3 =1etj3* =19 =1etjest racine de (X +1)P — 1 car j + 1 = —j% et que (—j2)°P = (—1)°Pjb =1,

En conclusion, X™ — 1 et (X +1)P — 1 admettent au moins une racine commune <= (n =0 [3] et p = 0 [6]).

Comme fog =0, on a Im (g) C Ker(f) donc, par croissance de la dimension et la formule du rang appliquée
a f, rang (g) = dim(Im (g)) < dim(Ker(f)) = n — rang (f) donc rang (f) + rang (g) < n.
De plus, comme on sait que Im (f+g) C Im (f)+Im (g), comme Im (f+g) = C™ puisque f+g € GL(C"), on a
C™ CIm (f)+Im(g) donc n < dim(Im (f) +Im (g)) = dim(Im (f)) + dim(Im (g)) — dim(Im (f) NIm (g)) par la
formule de GRASSMANN et dim(Im (f)) + dim(Im (g)) = rang (f) + rang (g) > n car dim(Im (f) NIm (g)) > 0.

Par double inégalité, on parvient comme attendu & rang (f) + rang (g) = n.

4.169) a. Soit (A,B) € M, (C)? telles que A # 0, B nilpotente et AB = BA. On sait d’apres le cours que
Im (AB) C Im(A). Si on avait rang (AB) = rang(A), par inclusion et égalité des dimensions, on aurait
Im(AB) = Im(A). Comme A # 0, il existe X1 € Mu,1(C) tel que AX; # 0 € Im(A). On a donc

AX; € Im (AB) d’ou lexistence de Xz tel que AX; = ABX; = BAX; car AB = BA. De méme, comme
AX> € Im(A) = Im (AB) il existe X3 tel que AX, = ABX3 = BAX3 donc AX; = BZAX3. Si B" = 0, on
continue comme ceci pour avoir 'existence de X;y1 € Mn,1(C) tel que AX; = BTAX;41 ce qui fournit une
contradiction car B"AX;11 = 0 alors que AX; # 0.

On a donc montré que si (A, B) € M, (C)? vérifie A # 0, B nilpotente et AB = BA, alors rang (AB) < rang (A).
b. Soit Aj,---, A, des matrices nilpotentes de M, (C) qui commutent 2 a 2.

e SiAy---An_1 =0, alors on a bien A;---A,, =0.

e SiAj---An_1 # 0, comme A, est nilpotente et commute avec A7 ---Apn_1 par hypothese, on a 'inégalité
rang (Aq---Ayn) < rang(Aj---An_1). Comme Aq---An_2 # 0 car Aj---An_1 # 0, que A1 commute
avec Aj---An_2 et que An_> est nilpotente, on a encore rang (Aj ~-~An_1) < rang (A1 ~--An_1). On
continue ainsi de suite pour avoir rang (Aj -+ Ay) < rang (A7 ---An_1) < ---rang (A1A3) < rang (A7). Mais
comme Aj est nilpotente, rang (A7) < n car Ay est non inversible et on montre par une simple récurrence a
partir des inégalités ci-dessus que Vk € [0;n — 1], rang (A --An_x) < k+ 1. En prenant k = 0, on a donc
rang (Aq---An) <1 donc rang (A7---An)=0et Ay ---A, =0.

Ainsi, dans tous les cas, on a Aj--- A, =0.
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. 1 .
c. Soit n = 2 et posons A} = (? g) =Ex1 et Ay = <g 0) = Eq,2. Aq et A, sont nilpotentes. On a

A1A2 =Ez2 et AxA; =Eq 7. Les matrices A et A, ne commutent pas et AjAy # 0.
On peut généraliser avec n > 3 en prenant A; = Ep 1, Ay = E23,--,Ap =Enjcar Ay---Aqp =E11 #0

alors que toutes les matrices Ay sont nilpotentes.
4.170) a. Méthode 1 : supposons que la famille (fq,---,fy) est liée. Alors il existe (Aq,--+,An) # (0,---,0) € R™

n n
tel que > Aifi = 0. En notant L; la ligne i de Ay, on a donc par construction > A;L; = 0 ce qui rend les

i=1 i=1

lignes de Ay liée, donc det(Ay) = 0. Par contraposée, si det(Ay) # 0, alors (f1,---,fn) est libre dans E.

n
Méthode 2 : supposons det(Ayx) # 0 et soit (A1, -, An) € R™ tel que > Aifi = 0. En évaluant en les

i=1

A1 0
n
X1, xn, Vi € [1im]l, 3 Aifi(xj) =0, ce qui se traduit par A} | = | : |. Or A est inversible par
i=1 An 0
A 0
hypothese, Al I’est aussi, donc = | ¢ |. Ceci assure directement la liberté de (fy,---,f,) dans E.
An 0

b. Initialisation : sin =1, f; € E telle que (1) est libre, alors f1 # 0 ce qui prouve l'existence d’un réel x; tel

que f1(x7) # 0. Ainsi, en prenant x = (x1) € R et Ax = (f1(x1)) € M1(R), on a bien det(Ay) = f1(x7) # 0.

Hérédité : soit n > 2 tel que pour toute famille libre (f1,---,f,_7) € EM"! il existe une famille de réels
x = (x1,...yxn_1) € R telle que det(Al) # 0 en notant A’ = (fi(Xj))1<i)j<n71 € Mu_1(R). Soit
maintenant (fy, - - -, f,) une famille libre de E, alors sa sous-famille (f1,- -+, fn_1) est libre donc, par hypothese
de récurrence, il existe x’ = (x1,...,xn—1) € R™ tel qu’en notant A}, = (fi(xi))1gi,jgn—1 € Mn_1(R),

on ait det(Al,) # 0. Pour xn, € Ret x = (x1,---,Xn—1,%n), ON pose A, = (fi(X]’))1<i‘j<n € Mn(R)
qu’on développe par rapport & la derniere colonne pour avoir det(Ay) = o1f1(xn) + - - + anfn(xn) avec
an = det(Al,) # 0. Or la fonction aqfy + -+ 4 anfr est non nulle car (fy,---,fy) est libre et ay # 0 donc

il existe une valeur x, € R telle que a1y (xn) + -+ + anfn(xn) = det(Ay) # 0 ce qui clot les débats.

Par principe de récurrence, si n € N* et (fy,---,fn) est une famille libre de fonctions de E, il existe un

n-uplet de réels x = (x1,...,xn) € R™ tel que det(Ay) # 0 ot Ax = (fi(x)) € Mn(R).

1<ij<n
a. Méthode 1 : soit x € R3, comme 3 4 f = 0, f3(x) 4 f(x) = 0. Procédons par analyse/synthese.
Analyse : si x =y +z avec y € Ker(f) et z € Ker(f? +id g3 ), alors f(y) = 0 donc f2(y) =0 et f2(z) +z = 0.
Ainsi, f2(x) = f2(y) +f?(z) = —z d'otty = x —z = x + f2(x). Ceci montre déja I'unicité d’une décomposition,
donc le fait que la somme de Ker(f) et de Ker(f? +id g3 ) est directe.
Synthese : réciproquement, siy = x +f2(x) et z = —f?(x), on a bien y +z = x, y € Ker(f) car f3(x) +f(x) =0
et z € Ker(f? +id g3 ) car f*(x) + f2(x) = f(f3(x) + f(x)) = 0. Ceci assure Ker(f) + Ker(f?> +id p3) = R3.
On conclut donc que R3 = Ker(f) @ Ker(f* +id g3 ).
Méthode 2 : soit x € Ker(f) N Ker(f* + id g3), alors f(x) = 0 et f2(x) + x = 0. Comme f(x) = 0, en

composant par f, on a aussi f2(x) = f(0) = 0 par linéarité de f donc 0 +x = 0 d’ott x = 0. Ainsi,
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Ker(f) NKer(f2 +id g3 ) = {0}. Comme (2 4id g3)of = 3 +f = 0, on en déduit que Im (f) C Ker(f* +id g3)
donc rang (f) < dim(Ker(f? + id g3). Or, d’apres la formule du rang, on a dim(Ker(f)) + rang (f) = 3 donc

dim(Ker(f)) + dim(Ker(f? +id gs) > 3 = dim(R3). Comme on sait déja que Ker(f) et Ker(f* + id p3)
sont en somme directe, dim(Ker(f)) + dim(Ker(f?> +id g3) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(f> + id g3) = 3 donc
R3 = Ker(f) @ Ker(f2 4 id g3 ).

La premiere méthode a ’avantage de marcher méme en dimension infinie.

Comme Im (f) C Ker(f> +id g3) et que Im (f) # {0} puisque f # 0 par hypothese, on en déduit que
Ker(f? +id gs) # {0}. On pouvait aussi dire que si on avait Ker(f? 4 id g3) = {0}, comme 2 + id s est
un endomorphisme en dimension finie, on aurait > +id g3 € GL(R3) donc f3 + f = fo (f> +id g3) = 0
impliquerait f = 0, ce qui contredit I’hypothése. Par I’absurde, on a Ker(f? +id g3) # {0}.

b. Soit x € Ker(f>+id g3 ) tel que x # 0 et (a,b) € R? tel que ax+bf(x) =0 (1). On a aussi af(x)+bf?(x) = 0
donc, puisque f2(x) +x = 0, on a af(x) —bx = 0 (2). En effectuant a(1) —b(2), on parvient & (a? +b?)x =0
donc a? +b? =0 car x # 0. Ainsi, a = b =0 car a et b sont réels donc (x, f(x)) est libre.

c. Sif était injective, f € GL(R3) et f3+f = fo(f2+id g3 ) = 0 impliquerait f24id gz = 0 = 0 donc > = —id g3
et, en passant au déterminant, on aurait det(f)? = (—1)3 = —1. NON ! Ainsi, Ker(f) # {0} donc on peut
prendre un vecteur non nul v; dans Ker(f). On a vu en question a. que Ker(f? +id g3) # {0} donc on peut
prendre un vecteur non nul v, dans Ker(f2 4-id g3 ). On sait d’apres la question b. qu’en notant v3 = f(v,) la
famille (v2,v3) est libre. De plus, Ker(f2 41id g3) est stable par f donc v3 € Ker(f? +id g3). Comme Ker(f) et

Ker(f2 +id g3 ) sont en somme directe, B = (v1,v2,v3) est donc libre et, puisque dim(R3) = 3, B est une base

0 0 0
0 -1
1 0

de R3. Par construction, f(vi) = 0, f(v2) = v3 et f(v3) = f*(v2) = —v, donc A = Mat 5 (f) = | 0
0
bi1 bi2 bigs
d. Soit g € £L(R3) et B = Mat 5(g) = b1 by br3 |,alorsonagof=fog <= AB = BA. Or, apres

b3 b3z b33

0 0 0 0 b1z —bi2
calculs, AB = [ —=b31 —bz, —b33 | et BA= [0 br3 —by, |. On dispose donc de I'équivalence
b2 1 ba2 b2 s 0 b33z —bs2
AB = BA < (b])z =by,3=>b2,1=>b37=0, by2=">33, ba3= —bg’z). Les matrices B vérifiant AB = BA
0o 0 0
sont donc de la forme B = by 113 + b3 2A + (b1,1 — bz‘z)A2 carA2=10 -1 0 ce qui montre que si
0o 0 -1

g commute avec f, alors g = by 1id gs + b3 2f + (b1,1 — b2,2)1f2 € Vect(id g3, f, f2). Comme les polynémes en
f commutent avec f, on a I’autre inclusion Vect(id g3, f, %) C {g € L(R3) | gof = fog}.
Par double inclusion, on a donc {g € £L(R3) | gof = fo g} = Vect(id 3, f, f?).

On aurait pu, si gof = fog, dire que les deux sous-espaces Ker(f) et Ker(f? +id r3) étaient stables par g donc
b1, 0 0

la matrice B = Mat 5(g) est de la forme B = 0 bz b2z |. Orf(v2) =vsz donc g(vi) = g(f(v2))
0 b3z b33
devient g(v3) = f(g(v2)) = f(b2,2v2 + bz 2v3) = —b3 2v2 + b2 2v3 et on arrive & la méme forme de B.
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Les relations A x A =B x B = 0 se traduisent par Im (A) C Ker(A) et Im (B) C Ker(B). On en déduit que
rang (A) < dim(Ker(A)) = 2n — rang (A) par la formule du rang donc que 2rang (A) < 2n. Comme on a
rang (A) > n par hypothese, on en déduit que rang (A) = n. Par symétrie, rang (B) = n.

Soit S un supplémentaire de Ker(A) dans C?™, on a donc dim(S) = 2n— dim(Ker(A)) = 2n —n = n. Prenons
B1 = (v1,* -, vn) une base de S. On sait d’aprés le théoreme du rang que A induit un isomorphisme entre
S et Im (A) = Ker(A) de sorte que By = (Avy,---,Avy) est une base de Im (A). Comme C?*™ =S @ Im (A),

B = B1 1B, est une base de C?™. Par construction, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé a

0 0

A, la matrice de u dans la base B est N = < L o
n

>. Et on a A = PNP~! par formule de changement de base

avec P la matrice de passage de la base canonique de C?™ & la base B. Par symétrie, on a aussi l'existence
d’une matrice Q € GLy,(C) telle que B = QNQ~'. Comme les matrices A et B sont semblables & la méme

matrice N, A et B sont semblables. En effet, A = P(Q7'BQ)P~! = UBU™' en posant U =PQ~! € GL,(C).

wm Zilgnmn Zimkn
-4.173 a. Pour (k,m) € [0;n —1]?, xm(wy) = —& = € =€ = xx(wm) (relation de DE MOIVRE).
’ ’ Vn V/n Vn
n—1 _ _
b. Pour (k,m) € [0;n —1]%, < Xm, Xk >= Xm (wp)xk(wp) = % Z w‘g Comme w‘; € U, il vient
p=0 p=0
N n—1 —
w}g:(wg)_] :w;k donc < Xm, Xk >=1 wli(m K _ 1 Z( )P car wy :w?.
n p=0 n p=0
. 1 n—1 1=
Sim=k, <¥Xm,Xk>=<Xm,Xm >= — wl=-+ Z 1 =1donc ||xm|| =V1=1.
mp=o0 N p=0
_ 2i(m—k _
Sim#k, <XmXk>= 1 Z( TP Orm Zk [n] donc w™ * =e U in avecmiéo [Zn}
n :
(m—-k)n
donc w}“‘k # 1 et on adonc < xm, Xk >= 1; X W =0 car wgm*k)“ = (wP)m™k =1.

1

Ainsi, pour (k,m) € [0;n — 1]%, on a < Xm, Xk >= dm,k-

c. Soit k € [[0;n — 1], par définition, pour m € [[0;n — 1], on a Xk(wm) =< Xk, Xm >= < Xm, Xk > Dar

définition de < .,. > sur E? donc, d’aprés la question précédente, on a Xy (wm) = dm,k- De méme, pour
. n—1 n—1

m € [0;n — 1], Xk (wm) =< Xy Xm >= > XAk(wp)Xm(wp) = 5p,ka(wp) = Xm(wk) = xk(wm) d’apres
p=0 p=0

la question a., ce qu’on peut réduire a xx = Xx.

n—1

n—1
d. Pour ® e Eet m e [0;n—1], ona Y ®(we)Xe(m) = Y P(we)dm,¢ d’apres la question c. d’ou la

=0 =0
n—1 n—1
relation Y ®(we)Xe(m) = ®(wy). Comme les deux applications ® et Y P(wy)xe coincident sur leur
=0 €=0

n—1
ensemble de définition Uy, on a bien & = Y ®(wy)xe
(=0

n—1 n—1

e. Pour (®,¥) € E2, on écrit @ = . ®(wi)xk et ¥ = > ¥(wm)xm. Or application ’, par définition,
k=0 m=0

est linéaire en la premiere variable et, en la seconde, I'image d’une combinaison linéaire est la combinaison

linéaire avec les coefficients conjugués des images, ce qui s’appelle l’anti—linéarité (mais n’est plus enseigné

en PSI par manque de séries de FOURIER). Ainsi, < O, >=< Z D(wy )Xk, Z U (wm )Xm > s'écrit aussi
=0 m=0
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<Q,U >= > P(wr)P(wm) < Xk, Xm > Or, avec la question c. et la définition de < .,. >, on a

o<k<n—1
og<mgn—1
A a - n—1 -
< XAk,Xfm >= 5m,k donc < Cb, U >= Z @(wk)\ll(wm)ém,k = Z @(wk)\:[/(wk) =< (I), U >,
og<k<n—1 k=0

o<m<n—1
f. 1l est clair que E est un C-espace vectoriel, comme tout ensemble F(X,F) des applications de X dans F

ol X est un ensemble non vide et F un C-espace vectoriel. D’apres la question d., toute fonction ® de E

s’écrit comme combinaison linéaire de la famille B = (Xo,- -, Xxn—1). La famille B est donc génératrice de
n—1

E. Soit (Ag,:-+,An—1) € C™ tel que > Axk = 0, alors en évaluant en wy, pour m € [0;n — 1], on a
k=0

n—1 n—1

> AMXk(wm) = D0 Mdmk = Am = 0 d’apres c.. Ainsi, (Ao, -+, An—1) = (0,--+,0) donc B est aussi libre.
k=0 k=0

Par conséquent, B est une base de E ce qui prouve que dim(E) = card (B) = n.

On a déja dit que < .,. > était linéaire & gauche, ce qui garantit la linéarité de L. Soit ® € Ker(L), alors en

n—1 n—1 .
écrivant ® = Y P(wy)xe, on a L(P) = > ®(we)L(Xe) = 0 par linéarité de L donc, comme ¥, = X¢ d’apres
=0 =0
n—1 n—1
la question c., on a > ®(wg)x¢ = 0. En conjuguant, on obtient donc > ®(wg)xe = 0 ce qui, par liberté
=0 =0

de B, montre que Vk € [[0;n — 1], ®(w¢) = 0 donc ®(we) = 0. Ainsi, L = 0. Comme Ker(L) = {0}, L est
injectif et, comme on est en dimension finie, L est un automorphisme de E.

De plus, pour une fonction ® € E, on a [|®|]2 =< &,& >=< & & >= ||®]|> d’aprés e. donc, comme
<0, d>= Y B(w)d(w)= Y |®(w)|*> >0, en passant & la racine, on a bien ||®|| = ||®||.

wely welUn
4.174) a. Comme deg(Pn) =n > 1, on a deg(P,) = n — 1. De plus, comme la fonction polynomiale Py, est de
classe C! et que Vk € [0;n — 1], P(k) = P(k + 1) = 0, d’apres le théoréme de ROLLE, il existe sy €]k;k + 1]

tel que P/(sx) = 0. On a donc n — 1 racines distinctes sg, - --,sn—1 de P/, qui est de degré n — 1, ce sont donc

les seules. En particulier, r, = so est I'unique réel de ]0; 1] tel que P/(r,) = 0.

n / n n
b. Pour des fonctions dérivables, comme pour des polynémes formels, on a ( I fk) = > fL( I fi). Si
k=1 k=1 ol
n n n
on applique ceci avec P, = [] fx avec fx =X —k, onadonc P, = > J[(X—1i)car fi =(X—k)' =1. Si
k=0 k=010
p’ (X) n n —1 n 1
x € R\ [0;n], on a Py (x) £ 0, dott ) — ( H(x—i)) x ( H(x—i)) =3 .
Pr(x) =0 =0 i=0 k—oXx—k
1 L 1 L ]
c. Puisque P (rn) = 0 et tn ¢ [0;n], d’apres b., — + > donc — = > > > -+ car
Th k=1 T™h — k Th = k—Tn =1 k
n
Vk € [1;n], 0 < k — 1y < k. Comme la série harmonique diverge par RIEMANN, la suite ( > % = Hn) 1
k=1 n>
de ses sommes partielles tend vers +o0o. Par minoration, lim 1 = toodone lim Th = 0.

n—+00 T'n n—-+4oo

d. Mieux que ci-dessus, on a Vk € [;n], k=1 < k — r, < k donc ]E < » L < k171 donc, en
. _

n n
1 1 1 1 ;
1<l g — ~ 1~ 1) ~
sommant, k§=1 ST ST + k§= D Mais comme H;, o s In(n) et Hp—q ol In(n—1) ol In(n) car
In(n—1) =1In(n)+1n (1 - %) et nEToo e 1, par encadrement, on a i ol In(n) donc ol ﬁ(n)

e. Posons u,, = Hy, —In(n) pour tout entiern > 1. Pour n > 2, uy —up—1 = Hp —Hp—1—In(n)+In(n—1)
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donc up —upn_1 = 1 +ln (n — ) L <1 1 ) =1_1 +O(i2) = O(%) donc, par comparaison
n n +oo n n n +oo n
aux séries de RIEMANN, > (un —un—1) converge ce qui, par dualité suite-série, prouve la convergence (vers
n>2

vy ~0,577) de la suite (un)n>1. Ainsi, un =t o(1) d’ott Hy, = =un + In(n) = In(n) +v+o(1).
o0 [o ]

1_
7k

HM:

4.175 ) a. Tout d’abord, comme le degré de P’ est inférieur & celui de P, u va bien de Ry, [X] dans Ry, [X], la linéarité
de la dérivation montrant bien que u est un endomorphisme de R, [X].

k k—1 k

Comme Yk € [[1;n], u(X—) = X" i on prend la famille B = (X—> ,

k! (k—1)! k! Jogkgn

elle contient n + 1 = dim (R, [X]) polyndmes et qu’elle est libre puisque constituée de polynomes de degrés

B une base de R,[X] car

échelonnés. Par construction, la matrice de u dans B vaut Mat ¢(u) = A = (ai,j)o<i,j<n avec ajj = 1 si
j=1i+1et aj; =0 sinon. A ne contient bien que des 0 et des 1.

b. Considérons I’endomorphisme ¢ = id g, x] —u de Ry [X] défini par ¢(P) =P —P’. D’apres la question a.,
Mat (@) = In41 — A est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale donc det(g) =1 #0
ce qui prouve que ¢ € GL(Ry[X]). Comme ¢ est bijective, VQ € R, [X], 3P € R,[X], P—P' = Q.

On peut méme facilement trouver ¢~'. Si Q = ¢(P) = P — P/, en dérivant successivement, on a aussi
les relations P’ — P’ = Q/,---,P(M — pn+) — (M) Or p+1) = 0 car deg(P) < n donc on trouve
P=0¢ Q) =Q+Q +---4+ Q™ par télescopage.

c. Méthode 1 : Soit Q € Rn[X] tel que Vx € R, Q(x) > 0. Soit f: R — R définie par f(x) = P(x)e ™. Alors
f est dérivable sur R et f'(x) = (P/(x) — P(x))e™ = —Q(x)e™* < 0 donc f est décroissante sur U'intervalle R.

Comme 11111 f(x) = 0 par croissances comparées, f est donc positive sur R d’ott ¥x € R, P(x) > 0.
X—>+00

Méthode 2 : on constate d’abord que P et Q ont méme degré et méme coefficient dominant. Si Q = A > 0,
alors P = A aussi et le résultat est vérifié. Sinon, deg(Q) > 1 donc, comme Q reste positif sur R, Q est de

degré pair et lim Q(x) = 4+o00. Par conséquent, on a aussi lim P(x) = +oo. S'il existait un réel x¢ tel que
x—Fo0 x—£oo

P(x0) < 0, alors P admettrait un minimum sur R (classique). On pourrait donc définir m = M]én(P) = P(«).
Comme P est de classe C*°, on aurait P/(«) = 0. Ainsi Q(«) = P(«) — P'(a) = P(a) < P(xp) < 0 : NON !!!
On en déduit encore que P reste positif sur R.

Méthode 3 : La fonction P est solution sur R de (E) : y —y’ = Q. Les solutions de I’équation homogene
associée (Eg) : y—1y’ =0 sont les y : x — Ae*. Par variation de la constante, on trouve qu’il existe « € R
tel que Vx € R, P(x) = ae* — e* fox Q(t)e tdt qui s’écrit aussi Vx € R, P(x)e ™ = o — f Q(t)e tdt. On

—t

oo
a lim P(x)e ™ = 0 par croissances comparées et fo Q(t)e~'dt converge car t — Q(t)e™" est continue

X—+00

+oo
sur Ry et vérifie Q(t)e "t = o(e’t/z) par exemple. Ainsi, en passant & la limite, o = fo Q(t)e~tdt donc
x +oo
Vx € R, P(x) =e f Q(t)e tdt —e* f Q(t)e tdt = e* f Q(t)e~tdt > 0 par positivité de I'intégrale.
0 x
d. Soit d = deg(P) < net a1 < -+ < aq les d < n racines réelles distinctes de P qu’on suppose scindé
& racines simples sur R. Les valeurs P/(a7),- -+, P (aq) sont non nulles car les ay sont des racines simples

de P. Les valeurs P'(a7), --,P'(xq) ont des signes alternés car P change de signe au passage de chaque

o, il suffit de faire un dessin | Comme P — P’ = Q, on a Yk € [1;d], Q(ax) = —P'(ox) donc les valeurs
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Q(oc1)y- -+, Q(exq) sont de signes stricts alternés donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe
des valeurs B1,---,Bq—1 telles que 7 < B1 < o2 <+ < g1 < Pa—1 <ag et Q(B1)=---=Q(Ba—1) =0.
Comme Q =P — P/, on a deg(Q) = deg(P — P’) = deg(P) et P et Q ont les mémes coefficients dominants.

Traitons deux cas :

e Si P/(ag) > 0, P est positive localement & droite de g mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de ag, on a lim P(x) = 400 donc lim Q(x) = 400 aussi et, comme Q(xq) < 0, il existe
x—+00 X—+00

encore par le théoreme des valeurs intermédiaires un réel g > aq tel que Q(B4) = 0 ce qui fait bien
d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.
e Si P'(aq) < 0, P est négative localement & droite de ag mais comme il n’y a pas de racine de P &

droite de ag, on a lim P(x) = —oo donc lim Q(x) = —oo aussi et, comme Q(xq) > 0, il existe
X—+00 X—+00

encore par le théoreme des valeurs intermédiaires un réel fq > g tel que Q(Bq) = 0 ce qui fait bien
d racines distinctes de Q et Q est aussi scindé a racines simples.
Dans les deux cas, si P est scindé a racines simples sur R, alors Q 'est aussi.

4.176 | a. Méthode 1 : supposons que la famille (fy,---,fyn) est liée. Alors il existe (A1, --,An) # (0,---,0) € R™

n n
tel que > Aifi = 0. En notant L; la ligne i de Ay, on a donc par construction > A;L; = 0 ce qui rend les

i=1 i=1

lignes de Ay liée, donc det(Ay) = 0. Par contraposée, si det(Ay) # 0, alors (f1,---,fy) est libre dans E.

n
Méthode 2 : supposons det(Ayx) # 0 et soit (A7,---,An) € R™ tel que > Aifi = 0. En évaluant en les

i=1
X1,y xn, Vi € [Iim]l, 30 Aifi(xj) =0, ce qui se traduit par A} | = | : |. Or A est inversible par
= An 0
A1 0
hypothese, Al I'est aussi, donc = | ' ]. Ceci assure directement la liberté de (f1,---,fn) dans E.
An 0

b. Initialisation : sin =1, f; € E telle que (f1) est libre, alors f1 # 0 ce qui prouve l’existence d'un réel x; tel

que f1(x1) # 0. Ainsi, en prenant x = (x1) € R et Ax = (f1(x1)) € M1(R), on a bien det(Ay) = f1(x1) # 0.

Hérédité : soit n > 2 tel que pour toute famille libre (f1,---,fn_1) € ENT, il existe une famille de réels
x = (X1,...,xn_1) € R telle que det(A’) # 0 en notant A, = (fi(xj))1<ij<n71 € Mn—1(R). Soit
maintenant (fi, - - -, fn) une famille libre de E, alors sa sous-famille (f1, - -, f,_1) est libre donc, par hypothese
de récurrence, il existe x’ = (x1,...,xn—1) € R™ tel qu'en notant Al, = (fi(xj))lgi,jgn—l € Mn_1(R),

on ait det(Al,) # 0. Pour xn € R et x = (x1, -+, Xn—1,%n), on pose Ax = (fi(xj)) € Mn(R)

1<i,j<n
qu’on développe par rapport & la derniére colonne pour avoir det(Ax) = o1fi(xn) + - + anfn(xn) avec
on = det(Al,) # 0. Or la fonction aqfy + -+ + anfyn est non nulle car (f1,---,fn) est libre et oy 7# 0 donc

il existe une valeur x, € R telle que a1y (xn) + -+ + anfn(xn) = det(Ax) # 0 ce qui clot les débats.

Par principe de récurrence, si n € N* et (f1,---,fn) est une famille libre de fonctions de E, il existe un

n-uplet de réels x = (x1,...,xn) € R™ tel que det(Ay) # 0 ot Ay = (fi(xj)) € Mn(R).

1<ij<n
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4.177) a. Comme f est un endomorphisme de E, f™ en est aussi un pour tout entier n € N, ainsi Ker(f™) et
Im (f™) sont des sous-espaces vectoriels de E.

e En tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels, I (le coeur de f) est un sous-espace vectoriel de E.
e K est non vide car Ko = Ker(f®) = Ker(id ) = {0} est inclus dans K. Soit (x,y) € K% et (A, n) € K2.
Par définition d’une réunion, il existe deux entiers m et n tels que x € K, et y € K. Sans perte de
généralité, supposons que m < n. Alors f*(x) = f*"™ o fM(x) = "™ ((fM(x)) = f*~™(0g) = O¢
donc x € K. Comme K, est un sous-espace vectoriel de E, on a Ax + py € K, C K. Ainsi, K est stable
par combinaison linéaire et non vide donc K est un sous-espace vectoriel de E.
b. Si k € Net x € Ker(f¥), f*(x) = 0g donc f**1(x) = f(f*(x)) = 0 d’out x € Ker(f**1). Siy € Im (f**1),
il existe x € E tel que y = f*F1(x) = f*(f(x)) € Im (f*). Ainsi, Ker(f*) C Ker(f**1) et Im (f**1) C Im (f¥).

Ainsi, la suite (dim(Ker(f¥))) est croissante et majorée par n = dim(E) donc il existe forcément un

o<k<n+1
entier N < n tel que dim(Ker(fN)) = dim(Ker(fN*1)) ce qui montre que Ker(fN) = Ker(fN*1) (inclusion et
égalité des dimensions). En effet, si Vk € [0;n], dim(Ker(f**1)) > dim(Ker(f*)), on aurait facilement par
récurrence Vk € [[0;n + 1], dim(Ker(f*)) > k ce qui est impossible car dim(Ker(f™)) < n car Ker(f™) C E.
Sl existe k > 1 tel que Ker(fN1¥) = Ker(fN), on a déja Ker(fN+¥) C Ker(fN+K+1) et si x € Ker(fN R+,
il vient fN*¥(f(x)) = 0g donc f(x) € Ker(fN**) = Ker(fN) donc fN*1(x) = 0¢ et x € Ker(fN*1) = Ker(fN).
Par double inclusion, on a donc Ker(fN*5) = Ker(fN). Par principe de récurrence, Yk > 0, Knyx = KN
Montrons par double inclusion que K = Ky . Par définition d’une réunion, on a Ker(fN) = Ky C K.
Soit x € K, par définition il existe i € N tel que x € Kj.
e Soit 1 < N et alors x € Ky C Ky d’apres la croissance des noyaux itérés et on a x € Ky.
e Soit i > N et alors i = N 4+ k avec k € N* et x € Knyk = Kn d’apres ce qui précede.
On a bien établi que K = Ky.
c. Comme avant, et puisqu’avec la formule du rang on a rang (fN*¥) = rang (fN) pour k € N, on a
Im (fN**) = Im (fN) par inclusion te égalité des dimensions. Comme en b., on en déduit que I = Iy.
e Six € K=KV onafNx) =0 donc fN*1(x) = N(f(x)) = f(fN(x)) = f(0g) = 0 donc
f(x) € Kn = K ce qui montre que K est stable par ’endomorphisme f.
e SiycI=Iy, il existe x € E tel que y = f™(x) donc f(y) = fN*1(x) € Iny1 = In = I donc I est
aussi stable par I’endomorphisme f.
Soit x € TN K, alors fN(x) = Og et il existe y € E tel que x = fN(y) car [ = Iy et K = Ky. Ainsi,
N(x) = fN(fN(y)) = 2N(y) = 0 donc y € Kan = Ky donc x = fN(y) = 0. Ainsi, I et K sont en somme
directe et, comme dim(I) + dim(K) = dim(Ker(fN)) +rang (fN) = n = dim(E) par la formule du rang, on en
déduit que E =1@ K : I et K sont supplémentaires dans E.
d. Comme I et K sont stables par f, on peut définir les deux endomorphismes induits f; et fx induits
respectivement par f dans I et dans K.
Pour f1 : on a l’équivalence x € Ker(f1) <= (x € L et f(x) = 0g) <= x € I N Ker(f) qui justifie 'égalité

Ker(f1) = I N Ker(f). Or Ker(f) C K donc Ker(f;) C INK = {O0g} ce qui montre que Ker(f;) = {0} et donc
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que f1 est injective. Soit y € I = Iy = Iny1. Il existe donc x € E tel que y = fNT1(x) = f(fN(x)) = f(z) avec
z=fN(x) = Iy = L. Ainsi, y = f1(z) et f1 est surjective. Par conséquent, f; est un automorphisme de I.
Pour fy : soit x € K, comme K = Ky = Ker(fN), on a f{ (x) = fN(x) = 0¢ donc f{ = 0 et fx est un
endomorphisme de K qui est nilpotent d’indice inférieur ou égal a N.

a. Par I’absurde, supposons qu’il existe un vecteur colonne X € My 1(R) tel que la famille (AX, X) est libre.

On peut poser X; = X, X2 = AX et compléter la famille libre (X7,X2) en une base B = (X1,X2,X3,-+,Xn)
de Mn,1(R). Notons P la matrice de passage entre la base canonique de My 1(R) et B. Comme AX; = X2,

o
par formule de changement de base, A = PBP~! avec B = | o : |. Ainsi, B est semblable a

A et son coefficient by 1 vaut 1 # 0. On a donc montré par 'absurde que si toute matrice B = (bi,j)1<i,j<n
semblable a A vérifie by 1 = 0, alors pour tout vecteur colonne X € My, (R), la famille (AX, X) est liée.
Soit Bo = (E1,- -+, En) la base canonique, pour tout k € [1;n], (AEx, Ex) est liée donc il existe A, € R tel
que AEx = AcEg car Ex # 0. Or AEy est la k-ieme colonne de A ce qui montre que A = diag(Ay,- -+, An).
Pour k € [[2;n], de méme, il existe un réel py tel que A(E;+Ex) = ue(E1+Ex). Or A(E1+Ex) = A1E1 +A¢Ex
donc, par liberté de (E1,Ex), on a pe = A1 = A et on en déduit que A = A1l,. Réciproquement, toute
matrice de la forme Al n’est semblable qu’a elle méme ayant un coefficient nul en case (2,1).

Les matrices telles que toute matrice B = (bi,j)1<i,j<n semblable & A vérifie by 1 = 0 sont exactement les
matrices scalaires (représentant les homothéties), de la forme Al .

b. Soit A € Mn(R) telle que toute matrice B = (b j)1<ij<n € Mn(R) semblable & A est telle que by 3 = 0.
Supposons lexistence d’un vecteur X # 0 tel que (AX7,X7) est libre. Posons X; = AX; — Xy, alors la famille
(X1,X2) est libre, on peut la compléter en une base B = (X1, X2,---,Xn) de My,1(R). Notons P la matrice

de passage entre la base canonique de My 1(R) et B. Comme AX; = X; + X3, par formule de changement

1
de base, A=PBP ' avecB= | o * | ce qui contredit 'hypothese. Par I’absurde, on a donc

VX € Mn,1(R), (AX,X) est liée (méme pour X = 0). Comme ci-dessus, on en déduit que A = Al,,. Mais

comme a7,7 = 0 car A est semblable & elle-méme, on a A = aj,; = 0 donc A = 0.
Il n’y a qu’une seule matrice telle que pour toute matrice B = (bj j)1<i,j<n semblable a A, on ait by 7 =0,

et c’est la matrice nulle.

4.179 ] a. Comme P(0) = 0 et P’(0) # 0, on peut écrire P = a1X+---+a,XP de degré p > 1 tel que a; = P’(0) # 0.
Soit x € Ker(f) N Im (f), on a donc f(x) = Og et Jy € E, x = f(y). Ainsi f?(y) = Og. Par hypothese,
P(f) = a1f + -+ apf? = 0 qu'on applique en y pour avoir Og = a;f(y) puisque Vk > 2, f*(y) = Og. Ainsi,

comme aj # 0, on a f(y) = x = Og. Les sous-espaces Ker(f) et Im (f) sont donc en somme directe. Comme
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dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(E) par la formule du rang (voila 'apport de la dimension finie), on conclut

que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E si E est de dimension finie.

b. Avec les mémes notations et le méme raisonnement, on sait déja que Ker(f) et Im (f) sont en somme directe.

Soit x € E, alors P(f)(x) = Og donc arf(x) 4+ -+ + apfP(x) = f(arx + azf(x) + -+ + apfP ' (x)) = O ce qui

prouve que ajx—+axf(x)+---+apfP 71 (x) € Ker(f). Comme aj # 0,y = x+ 22 f(x)+- - 4+ 2pgp- (x) € Ker(f).
ay ai

Mais z = —Qf(x)—-~-—%’~fp_1(x) € Im (f) carz:f(—ﬁx—“-—&fp_z(x)) etonax=y+z On
ay al aq ay

vient d’établir que E = Ker(f) 4+ Im (f).
Méme en dimension infinie, avec les conditions de I’énoncé, Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

4.180 | Les deux applications f et g de I’énoncé sont clairement linéaires donc des endomorphismes de M, (R) et
ona@=gof=fogdonc ¢ est aussi linéaire (c’était clair) mais on a aussi det(¢) = det(f)det(g).
Pour f : soit By = (E1,1,E1,2, -y E1,n, E2,1, -y B2y oo oo e yEn,1,--+,En,n) la base canonique de My, (R)

écrite ligne par ligne et P = Mat g, (f). f(E11) = E1,1A est la matrice dont la premiere ligne est celle de
A et toutes les autres sont nulles donc f(Ej 1) = i] a1,jE15. Ceci prouve que la premiére colonne de P
j=
contient dans l'ordre aj 1,---,a1n,0,---,0. De méme, f(Ehz) = Eq2A est la matrice dont la premiere ligne
est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc f(ELz) = 12: az;E1; donc la seconde colonne de P
=
contient dans 'ordre a2 1,---,a2n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de P pour se

rendre compte que P est diagonale par blocs avec n fois AT sur la diagonale : P = diag(AT,---,AT). On sait

qualors det(f) = det(P) = (det(AT))™ = (det(A))™.

Pour g : soit Be = (E1,1,E2,1,- -+ En,1, E1,2, -, Eny2yoooe e yE1ny -+, En,n) la base canonique de My (R)

écrite colonne par colonne et Q = Mat_(g). g(E1,1) = AEq,1 est la matrice dont la premieére colonne est

n
celle de A et toutes les autres sont nulles donc g(Eq,1) = > ai,1Eq,1. Ceci prouve que la premiere colonne
i=1

de Q contient dans l'ordre a1, -+, an,1,0,--+,0. De méme, g(E2,1) = AE, 7 est la matrice dont la premiere

n
colonne est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc g(E2,1) = > ai,2Eq,1 donc la seconde colonne

i=1
de Q contient dans l'ordre az1,---,a3n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de Q
pour se rendre compte que Q est diagonale par blocs avec n fois A sur la diagonale : Q = diag(A,---,A).

On sait qu’alors det(g) = det(Q) = (det(A))™.

n

Ainsi, d’apres ce qui précede, det(p) = (det(A))?™.

4.181) a. Comme u™' # 0, par définition, il existe un vecteur x € E tel que u™ '(x) # Og. Posons alors

B = (x,u(x),---,u™1(x)), cette famille de vecteurs de E comporte n vecteurs et dim(E) = n. I suffit donc

de montrer que B est libre pour établir que B est une base de E.

n—1
Soit (Ao, -+ +yAn—1) € K™ tel que Y Axu®(x) = 0 (1). Par I'absurde, supposons (Ao, -+, An—1) # (0,--+,0)
k=0
n—1

et posons alors m = Min({k € [[0;n—1] | A # 0}). La relation (1) devient donc > Acu®(x) = O ce qui, en

k=m
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n—1
composant par u™ ™1 devient Y Apu M HK(x) =0g. Or,désquek >m+1,onan—m—1+k>=n
k=m

k=m=T — 0 et la relation se résume & A, u™"'(x) = O, ce qui est impossible car

donc un MR — oy
Am 7 0 et u™ 1 (x) # Og par définition. On a donc montré que (Ag,---,An_1) = (0,---,0) ce qui prouve que

B est libre donc que B est une base de E.

b. Pour tout entier k € [0;n], Im (u¥) = Vect(u®(x), -, uf(u™"1(x))) = Vect(u®(x), -+, u™"1(x)) car
WUk (x)) = - = uf (U (x)) = 0 et que B = (x,u(x),---,u™ 1(x)) est une base de E. Comme
(uk(x),---,u™"1(x)) est une famille libre car c’est une sous-famille de B, la famille (u*(x), -, u™""(x)) est

a la fois libre et génératrice dans Im (u*) donc rang (u*) = dim(Im (u¥)) = n — k. Par la formule du rang,

dim(Ker(u*)) = k. Mais comme on a vu que u™ *(x),---,u™ 1 (x) étaient dans Ker(u®) et que cette famille
(U™ k(x),---,u™T(x)) de k vecteurs est libre une nouvelle fois car c’est une sous-famille de B, c’est une
base de Ker(u¥). Par conséquent, Ker(u*) = Vect(u™ *(x),---,u™1(x)) est de dimension k pour k € [[0;n].

c. Comme u* et u commutent pour tout k € [[0;n], on sait d’apres le cours que Ker(u*) est stable par wu.
Réciproquement, soit F un sous-espace de E stable par u. Notons k = dim(F) € [0;n]. Traitons deux cas :
e si k=0, alors F = {0g} = Ker(u®) = Ker(id ).
e si k € [1;n], on peut considérer 'endomorphisme ur induit par u sur F. Comme u est nilpotent,
ur lest aussi car ¥x € F, uf(x) = u™(x) = Og. Posons p son indice de nilpotence, c¢’est-a-dire
I'unique entier p tel que uf = 0 et u‘;’*] # 0. Comme en a., il existe un vecteur x € F tel que

(x,---,uP~"(x)) est libre. Ainsi, dim(F) =k > p et on a donc uf = uP ouf ® =

0 ce qui prouve que
Vx € F, uk(x) = u*(x) = 0 donc F C Ker(u¥). Par inclusion et égalité des dimensions, F = Ker(u®).

Les sous-espaces de E stables par u sont les n + 1 sous-espaces Ker(u®) = Im (u™~*) pour k € [0;n].

[4.13 Officiel de la Taupe}

a. Calculons (vou)? =vo(uov)ou=voidrou =vou. Ainsi, vou est un projecteur de E. D’apres
le cours, le rang d’un projecteur en dimension finie est sa trace donc rang(vou) = Tr (vou). Or on a la
formule Tr (vou) = Tr (uov) en général, ce qui donne rang (vou) = Tr (idf) = p.

11 est classique que Ker(vou) D Ker(u) et Im (vou) C Im (v).
e rang (v) < dim(F) = p, dott rang (vou) = p > rang (v) = dim(Im (vou)) > dim(Im (v)). Comme
Im (vou) C Im (v), on en déduit Im (v o u) = Im (v) (inclusion et égalité des dimensions).
o rang (u) < dim(F) = p, d’ott dim(Ker(vou)) > dim(Ker(u)) = n—rang (u) > n—p = dim(Ker(vou))
avec la formule du rang appliquée a u et a v ou, on en déduit de méme que Ker(v ou) = Ker(u).

On aurait aussi pu utiliser la relation uwov = id f pour avoir :
e uov injective implique v injective donc rang (v) = p = rang (vou) et Im (vou) = Im (v).
e 1 ov surjective implique u surjective donc rang (u) = p d’ott dim(Ker(u)) = dim(Ker(vow)) et on
en déduit comme avant que Ker(vou) = Ker(u) (inclusion et égalité des dimensions).

Au final, v o u est la projection sur Im (v o u) = Im (v) parallelement & Ker(v o u) = Ker(u).
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b. On sait que les entiers rang (u) et rang (v) sont inférieurs & Min(dim(E), dim(F)) = p car u va de E dans
F et v va de F dans E. Or, on sait aussi que p = rang (uov) < Min(rang (u),rang (v)). Par conséquent,
p < rang (u),rang (v) < p ce qui implique rang (u) = rang (v) = p.

Comme le rang de u est égal a la dimension de son espace de d’arrivée F, u est surjective.

Comme le rang de v est égal a la dimension de son espace de départ, v est injective.

Mais comme vo (uov)ou = (vou)? =vou=voidrou <= vo (uov—idf)ou = 0, 'injectivité de v

prouve que (uov)ou =idf ou et la surjectivité de u montre que uov =id¢.

En effet, on a les deux implications classiques, si f € £(B,C) et g € £L(A,B) :
e si fog =0 et finjective alors {0} C Im (g) C Ker(f) = {0g} donc Im (g) = {0} d’ott g = 0.
e si fog=0et g surjective alors B = Im (g) C Ker(f) C B donc Ker(f) =B d’ou f = 0.

4.183 | Tout d’abord, les sous-espaces dont on parle sont des sous-espaces de R™ en identifiant les matrices et

les applications linéaires (ici des endomorphismes de R™) canoniquement associés. Il est clair que 'on a
Ker(BC) C Ker(ABC) d’ou 'existence d’un supplémentaire (noté F) de Ker(BC) dans Ker(ABC).

Notons ¢ Dapplication de I’énoncé, c’est-a-dire la restriction de C & F au départ et Ker(AB) a Darrivée.
C’est licite car si X € F, on a X € Ker(ABC) donc (ABC)X = AB(CX) = 0 (vecteur colonne nul). D’apres
le théoreme du rang appliqué a ¢ : dim(F) = dim(Ker(ABC)) — dim(Ker(BC)) = rang (¢) + dim(Ker(¢)).
Mais on peut aussi 'appliquer & ABC et & BC pour avoir rang (BC) — rang (ABC) = rang (¢) + dim(Ker(¢)).
Or Ker(p) = Ker(C) NF = {0} (classique et car Ker(C) C Ker(BC) et Ker(BC) NF = {0}). Il est clair que
Im (@) C Ker(AB) NIm (C).

Notons alors ¥ 1’application qui va de Im (C) dans R™ qui & X associe ABX. Alors Ker(p) = Ker(AB)NIm (C)
et Im (P) C Im (ABC) (c’est clair). De plus, si Y € Im (ABC), 3X € R™, Y = ABCX = AB(CX) = ABZ avec
Z = CX € Im (C) donc Im () = Im (ABC). On obtient donc rang (C) = dim(Ker(AB)NIm (C)) +rang (ABC)

4.184)Si P convient, on a P = (X2 +X+1)Q; —|—X—% et P = (X2=X+1)Q2+2—X donc P(j) =j— 1, P(?2) = 2]

2’ 2’
P(—j) = 2 +j et P(—j%) = 2+ j2. Réciproquement, si P prend ces quatre valeurs, le polynome P — X + %
s’annule en j et en j2 donc est divisible par X* + X 4+ 1 ; de méme P — 2 + X est divisible par X2 — X+ 1 et P
convient.
Le polynome de degré minimal qui vérifie P(j) =j — %, P(j?) =j% — %, P(—j) =2 +j et P(—j%) =2 +j% est
le polynome d’interpolation de LAGRANGE :
p— ()- _ l) (X *izz)(x +j)(X +ZJ'2) + (-2 _ 1) (>2< *i)(>§+i)(xz+i22) n
2/ (=376 +3)6+5%) 27.G° =9)G" +3)G7 +57)
(X = DX =3 (X +j%) 2y (X=X =i%)(X+])
(2 45) ZXTIXET) gy g2y XRETXE])
(=5 =) (=5 — i) (= +5) (=37 =3)(—3* =) (=" +5)

Les calculs donnent P = —%X3 . 411 sachant que j> =1 et que 1 +j +j% = 0.

On aurait pu aussi dire que P de degré minimal est maximum de degré 3 toujours par LAGRANGE donc doit
s’écrire P = (X2 — X+ 1)(aX + B) + 2 — X avec («, B) € R? par la seconde condition. La premiere se traduit

alors par P(j) = =2j(j +B)+2—j=3j— % (la valeur de P(j?) n’apporte rien de plus car « et p sont réels).

On obtient <2cx + %) + (20c — 2B — 2))’ = 0 et comme la famille (1,j) est libre dans C, cela donne o = f%
et B = —% et on obtient le méme résultat : P = —%Xs - X2 - %

4.185 Si p est un projecteur, alors p est la projection sur Im (p) parallelement & Ker(p). Avec une base B adaptée

I,

a la décomposition E = Im (p) @ Ker(p) : D = Mat (p) = ( 0

g) ou v =rang (p) = dim(Imp).
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Comme la trace de p est celle de sa matrice dans n’importe quelle base : Tr (p) = Tr (D) = r = rang (p).
n
Si V(i,j) € [1;m]% i #j = piopj = 0, alors en développant on a P2 = > piop; = Y. pi par
1<i,j<n k=1
hypothese donc P? = P car les py sont des projecteurs ; P est donc aussi un projecteur.

T T
Réciproquement, si P est un projecteur, on a Im (P) = Im ( > Pi) C > Im(p;) et, par linéarité de la trace,
i=1 i=1

NgE]

dim(Im (P)) =rang (P) =Tr (P) = >_ Tr (pi) = i rang (pi) = i::] dim(Im (pi)). On en déduit donc que :

i=1 i=1

T T
o Im (P) = 3 Im (p;) (si Vinclusion était stricte : dim(Im (P)) < dim ( S Im (
i=1

0) < 3 dim(Tm ().
i=1

=

,d.
Il
=

T n
e La somme des Im (p;) est directe d’apres le cours car dim < > Im (pi)) = > dim(Im (pi)).
i=1

n
Par conséquent : Im (P) = @Im (pi)-
i=1
Soit alors x € E, on a pi(x) = x; € Im (p3i) donc x; = pi(xi) mais aussi x; = P(xy) car x; € Im (P) D Im (p1).

n n
On en déduit que P(xi) = > pj(xi) = p(xi) + > pj(xi) donc > pj(xi) = 0 et comme la somme @Im (pi)
j=1 j#i j#i =
est directe, on a Vj # i, p;j(xi) = 0 donc pj o pi(x) = 0.
4.186 | a. Considérons ¢ : Im (f) — Im (g o f) qui est la restriction de g (c’est-a-dire g = g}%ﬁ Ef;f))
Cette application est bien siir linéaire et elle est aussi surjective par construction car si z € Im (gof), il existe
x €E, z=gof(x) = g(f(x)) € Im(g). Ainsi :
rang (g o f) = rang (f) <= dim(Im (g o f)) = dim(Im (f)) <= g isomorphisme <= g injective.
Or Ker(g) = Im (f) N Ker(g) car x € Ker(g) <= (x € Im (f) et g(x) = g(x) = 0g). Par conséquent :
rang (g o f) = rang (f) <= Ker(g) = {0g} <= Im (f) N Ker(g) = {0 }.
b. (=) On a toujours I'inclusion Im (gof) C Im (g) or on vient de supposer que rang (gof) = rang (g) ce qui
donne Iégalité des dimensions des espaces précédents : Im (gof) = Im (g). Soit x € E, comme g(x) € Im (g),
on a aussi g(x) € Im (g o f) d’ou lexistence de y € E tel que g(x) = go f(y) < g(x — f(y)) = 0g. Alors
x = (x — f(y)) + f(y) et x — f(y) € Ker(g) et f(y) € Im (f). On a bien E = Im (f) + Ker(g).
(«<=) L’inclusion Im (g o f) C Im (g) étant vraie, il faut montrer la réciproque.
Soit y € Im (g), alors il existe x € E tel que y = g(x), on décompose x = a+b avec a € Im (f) (donc a = f(c)
avec c € E) et b € Ker(g) et y =g(a+b) =g(a) +g(b) =gof(c) €eIm(gof).
On a donc Im (g) = Im (g o f) et I’égalité des rangs en passant aux dimensions.
4.187| Une étude de fonctions : P(0) = —-1<0<P(1)=1>0>P(2)=-1<0< 4o0o= lim P(x).

X—+00

En ordonnant : a ~ 0,198, b ~ 1,555 et ¢ ~ 3,247 & 10~ pres.
Relations coeflicients-racines pour le polynéme P : 07 = a+b+c =5, 02 = ab+ac+bc =6et 03 = abc = 1.
Pour le polynéme Q = (X — «)(X — B)(X —v), cela donne :

esi=ax+p+y= (0'%—20‘2) — 407 +12 =5 puis

o s3=[(a—2)(b—2)(c—2)]" = (03 — 202 + 401 — 8)> =1 et

sy =(a—2)?(b—2)2+(a—2)*(c —2)% + (b —2)?(c — 2)? donc en regroupant les termes semblables

sy = (0’% —20103) —4(0102 —303) + 8(0% —202) + 1602 — 32071 + 48 = 6.
ce qui donne Q = (X — &)(X = B)(X —v) = X> — s1X? 4+ 52X — 53 = P.
Mais plus simplement : Q(X?) = (X? — (a — 2)?)(X? — (b — 2)?)(X? — (c — 2)?) d’ou l'on déduit que
Q(X%) = —P(X +2)P(2 — X) = X® — 5X* + 6X? — 1 = P(X?) (aprés calculs) et & nouveau : Q = P.

Méthode 1 : On constate que I'ensemble & des polynémes P qui vérifient 3(A,B) € (R[X])%, P = A% 4 B?
est stable par produit car (A2 +B2)(C2+D2) = (AD —BC)2 + (AC +BD)? (relation de LAGRANGE). A part
si P est un polynéme constant et alors tout est clair, le polynéme P vérifiant Vx € R, P(x) > 0 se décompose
en produit de polynomes réels de plusieurs types :

e son coefficient dominant A forcément strictement positif car 1111 P(x) = 400 : A = (VA)? +02.
X—+00
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e des polynomes scindés sur R du type (X — «)?™ (forcément la multiplicité est paire sinon il y a
changement de signe de P au voisinage de «) et alors : (X — a)?™ = ((X — oc)m)z +02.
e des polynomes de degré 2 sans racine réelle : X* +2aX+b et X2 +2aX+b = (X+a)? + (Vb — az)z.

Par stabilité par produit, tous les polynémes P qui vérifient ¥x € R, P(x) > 0 sont des sommes de carrés de
polynomes. La réciproque est claire.

Méthode 2 : on écrit P sous forme scindée mais forcément dans C avec des racines complexes conjuguées de
méme multiplicité (car P € R[X]) et des racines réelles de multiplicité paire (comme ci-dessus) et on peut
donc écrire P = QQ ol 'on met dans Q la moitié des racines réelles et les racines complexes dont la partie
imaginaire est strictement positive par exemple.

En écrivant Q = A + 1B olt A et B sont des polynomes réels, on a P = (A +1iB)(A — iB) = A% + B2.

4.189 ] ¢ ainsi définie associe un polyndéme a un polynome et la linéarité est immédiate. Comme on n’augmente

pas le degré en faisant une combinaison linéaire de polynémes, on a bien ¢ € £(R3[X]).

e Soit P € R3[X], P € Ker(¢p) <= P(X+1)+P(X—1)=2P(X) =0 <= (V¥x € R, P(x+1)+P(x—1)—2P(x) = 0).
Posons donc u,, = P(n) pour tout entier n si P € Ker(¢), on a donc un42 — 2uny1 + un = 0 et on obtient
classiquement 3(a,b) € R?, u,, = an + b car 'équation caractéristique est z> — 2z +1 = (z — 1)? = 0. Ainsi
les polynomes P et a + b coincident sur N infini donc sont formellement égaux. Réciproquement, on vérifie
facilement que aX + b € Ker(¢). Ainsi : Ker(¢p) = Rq[X] est de dimension 2.

On aurait pu calculer directement I'image de P = aX? + bX? + ¢X + d mais la démarche précédente marche
aussi si on travaille dans Ry, [X] avec n quelconque.

o Im () = Vect(d(1), d(X), d(X?), d(X3)) = Vect(2,6X) = Rq[X]. Donc Im (b) = ker(dp) = Ry[X] et ¢? = 0.
e On aurait pu constater que ¢ = P2 ott Y(P)(X) = P (X—!— %) - P(X - %) et il est classique que si deg(P) > 1
on a deg(P(P)) = deg(P) — 1 donc deg(¢p(P)) = deg(P) — 2 si deg(P) > 2 et ceci justifie que ¢ est nilpotent
d’ordre 2 donc Im (¢) = Ry [X] C Ker(d) et on a I'égalité avec le théoréme du rang et les dimensions.

4.190)a. A? = A, A est une matrice de projecteur donc Im (I,, — A) = Ker(A) et le théoreme du rang nous donne

rang (A) 4+ dim(Ker(A)) = n donc rang (A) + rang (I, — A) = n. On vient d’établir C; = C3.

Vi€ [1;k], A? = Ay, les matrices A; sont des matrices de projecteurs et alors rang (A;) = Tr (A;). De plus,
k k

grace & (Cy), en élevant A = > A au carré, il reste A2 = > A? = A (les double-carrés sont nuls). A est
i=1 i=1

donc aussi une matrice de projecteur qui vérifie donc rang (A) = Tr (A) et par linéarité de la trace, on a donc

k k
rang (A) = Tr (A) = 231 Tr (Ay) = 2:1 rang (Ai). On vient de montrer C; = C.
1= 1=

b. On écrit les matrices R, S, T par trois blocs dont celui du milieu (correspondant aux blocs A; de D) est
décomposé en k blocs (L2,1,---,L2k et C2,1,--+,C2,x), ce qui fait finalement k 4 2 blocs de taille n.

k
Opérations de GAUSS pour passer de S a R : par blocs cela donne par exemple C3 - C3+Cy — > Caj et
i=1

n
L3 <~ L3 — > Ly ; et ces opérations ne modifient pas le rang donc rang (S) = rang (R).

i=1
In 0 0 . —P 0
Les matrices par blocs U= | —Q Ihx —Q |etV=| 0 Iqx 0 | sont inversibles avec pour inverses
0 0 In 0 —P Iy
In O 0 I, P 0
U '=]Q Ink Qletv'=|0 I 0 |etonaUSV=T doncrang(S)=rang(T).
0 0 In 0 P In

c. Comme les matrices R et T sont diagonales par blocs (R est ”anti-diagonale” par blocs), on a assez
facilement rang (R) = n + rang (I, — A) + rang (D) = rang (T) = 2n + rang (D — QP). D est aussi diagonale
k Kk
par blocs : rang (D) = > rang (A;). En identifiant : rang (D — QP) = rang (I, — A) —n+ > rang (A).
i=1 :

i=1
d. Il ne reste qu’a prouver que C3 => C; et on aura ’équivalence des trois assertions.

72



Si on a C3, alors n — rang (I, — A) = dim(Ker(I,, — A)) = dim(Im(A)) = rang (A) d’apres le théoréme du
rang. Or Ker(I, —A) C Im (A) en général donc Ker(I, —A) = Im (A) dott A(I, —A) =0 <= A2 = A. A est
donc un projecteur. On aurait aussi pu dire d’aprés la question c. que rang (A2 — A) = 0 donc que A% = A.
Pour le reste : 7777777777

4.191a. a + b+ c = 0 signifie que le centre de gravité (isobarycentre) du triangle est a l'origine O.
e Si ABC est équilatéral, les points A, B et C sont donc situés sur un cercle de centre O et de rayon R > 0.
. . 2 . 4
Si ABC est direct, il existe donc « tel que a = Re'*, b = Rel(‘”%) et c= Rel(‘HTﬂ) donc b = ja et ¢ = j?a.

. : 27 : 47
Si ABC est indirect, il existe « tel que a = Re'*, ¢ = Rel(‘x+7) et b= Rel(o‘JrT) donc b =j%a et ¢ = ja.

e Réciproquement, si I'une de ces conditions est réalisée, il est clair que le triangle ABC est équilatéral, direct
dans le premier cas et indirect dans le second.

b. Si /3 était rationnel, on aurait v/3 = }; avec (p,q) € (N*)? et p et q premiers entre eux, alors p% = 3q?

donc p est un multiple de 3 (carsip =1 [3]onap? =1[3] et sip =2 [3] onap? =1 [3]) donc p = 3r et alors
q% = 3r? donc q est un multiple de 3 ce qui contredit la primalité relative de p et q : /3 est irrationnel.

Supposons qu’il existe un triangle équilatéral dont les sommets n’ont que des coordonnées rationnelles, on
change d’origine du repére en mettant le centre G du triangle d’affixe %b—i—c € QJi] a Vorigine. Alors les

affixes de A, B, C dans ce nouveau repere sont encore rationnelles. D’apres la question a., on a par exemple

b =ja ce qui donne b = by +1iby = (— % —|—i\/§) (a7 +1iaz) avec (a7, az,b1,b2) € Q*.

2
Ceci implique que by = —a2—1 — i@ donc a; = 0 car v/3 est irrationnel.
Mais on a aussi by = f% + i@ donc a; = 0 car v/3 est irrationnel.

On aurait donc a =b = ¢ =0 : ceci n’est pas un vrai triangle équilatéral.

i
c—a 3 22

c. Sans utiliser ce qui précede, le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si e3 = —j

c—a :LCei(Kg,
b—a AB

ona(c—a)=—-j?b—-a)<=c+i’b—-(1+j%)a=0<=c+j’b+ja=0car 1 +j+j* =0.

car R) d’apres le cours. Ainsi, le triangle ABC est équilatéral direct si et seulement si

De méme le triangle ABC est équilatéral indirect si et seulement lc)_ia =e 3 = —j.

—a
Ainsi, ABC est équilatéral indirect si et seulement si ¢ + jb +j%2a = 0.

Comme ABC est équilatéral si et seulement il est équilatéral direct ou équilatéral indirect, on a I’équivalence
ABC équilatéral <= (c +j?b +ja)(c +jb +j%a) = 0. On développe et on simplifie avec j> = 1, j* = et
1+7j+32 =0 et on trouve ABC équilatéral <= a? 4+ b% + ¢ = ab + ac + be.

d. Déja fait car ¢ +j?b +ja = 0 <= aj* + bj? +c = 0 (j? est racine de aX? + bX +¢c) et
¢ +jb+j%a=0 <= aj? +bj+c =0 (j est racine de aX? + bX +c).

4.192] o Clairement, s’il existe deux polynémes A et B & coefficients réels tels que P = A2 4+ B?, on a bien
Vx € R, P(x) = A(x)? + B(x)?> = 0 car A(x) € Ret B(x) € R.
e Réciproquement, soit P € R[X] tel que Vx € R, P(x) > 0. Si P = 0 il est clair que P = 0% + 02. Sinon, on

décompose P en produit de polynémes irréductibles dans C[X] (polynémes de degré 1) en séparant les racines

réelles distinctes de P et ses racines complexes distinctes (conjuguées 2 & 2 avec méme ordre de multiplicité
S

N
pour B et B) : P=A ] (X — o)™ JT (X — Bi)™ (X — Bi)™ avec A € R* le coeflicient dominant de P.
k=1 i

i=1

En considérant le signe positif de P(x) quand x tend vers +o00, on a A > 0.
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P(mk)((‘xk)

Si k € [[1;7] et my impair, alors P(x) ~ (x — ax)™* d’aprés TAYLOR donc P change de signe au
(293

mk!
voisinage de oy ce qui contredit I’hypothese de positivité de P. Ainsi, tous les my sont pairs, on les écrit
T 2 s S
mg =2pk et onaP = (ﬁ)2< IT(xX-= ock)pk) IT(X=Bu)™ [T (X—=Bi)™ qu'on peut aussi écrire P = QQ
k=1 i=1 i=1

T S
avec Q = VA [T (X — o )P* [] (X — Bi)™ € C[X]. En écrivant Q = A + iB avec deux polynémes A et B &
k=1 i=
coefficients réels, on a P = (A +1iB)(A — iB) = A% + BZ.
4.193 ) On effectue les transvections (opérations de GAUSS) : Ly, < Ly —zLn—1,--+,L2 < Ly — zL; pour obtenir

det(M) en tant que déterminant d’une matrice triangulaire supérieure avec 1 en case (1,1) et des 1 — zz sur
les autres cases de la diagonale. Ainsi det(M) = (1 — |z|?)™~! donc M est inversible ssi |z| # 1.

On peut utiliser la méthode classique pour calculer 'inverse de M dans le cas ou |z| # 1. On prend deux
matrices colonnes X et Y et on résout le systeme MX = Y. En effectuant les mémes opérations de GAUSS que
précédemment, on obtient le systéeme équivalent :

X1 +2x2 + 2 Tk =y

(1— |z|2)xn,1 +z(1 - |z|2)xn =Yn_1—2ZYn_2

(1- |Z|2)Xn =Yn — ZYn-1
qui est encore équivalent au systeme suivant, en soustrayant a chaque ligne la suivante multipliée par z :

X1 +2x2 + 2 Tk =y

(1 —|2)*)x2 = —zy1 + (1 + |2|*)y2 — zy3

(] - |Z|2)Xn—1 = —ZYn—2 + (1 + ‘Z|2)Un—1 —ZYn
(1= |2[*)xn = —2yn—1 +yn

+|2A avec

On reporte dans la ligne 1 et (1 —|z|?)x; = y1 — Zy, apres calculs ! On en déduit que M~! = T
— |z

a1 =ann =1, axk =1 +z]? sik € [2;n —1], ajj=-zsij=i+letaj=—zsij=1i—1.
4.194 ) P vérifiant ces hypotheses s’écrit P = (X? —l—X—H)U—i—X—i—% = (X2 —X+1)V—X+2. Ainsi, comme les racines
_ V3
2 )

de X? + X + 1 sont j et j? et que celles de X*> — X + 1 sont —j et —j2, on en déduit que P(j) =j +

N [—=

i2) = 32 l:—ﬁ —1) =1 :§ 'ﬁ _;2 :.2 :é_ﬁ
P(2) =2+ = 132, P(oj) =j+2=3 +i2, P(—7) =j2 +2 =5 —1%2.
e Le polynéme de plus bas degré vérifiant ces 4 conditions est le polynéme d’interpolation de LAGRANGE :
Py — (V3 X P )X HNX ) vE (X=X +H)(X+)?)

2 -G+ +5) 2 (2 =9)G" +3)G* +i%)
(§_i£> (X =) (X =5*)(X +5%) +(§+i£) (X =) (X =3%)(X+j)
2 2 (=)= -+ 22 (= =) (5 =) (5 )

Ensuite, si P € R[X] vérifie ces 4 conditions, on a P — Py qui est & la fois un multiple de X? + X + 1 et de
X% —X+41. Comme ces deux polynémes sont premiers entre eux (ou ont des racines distinctes deux & deux),
onaP—Py=(X2+X+1)(X2=X+1)Q = (X* +X2+1)Q.

Réciproquement, s'il existe un polynome Q € R[X] tel que P = (X2 +X+1)(X2=X+1)Q = (X* +X2+1)Q+Po,
alors P vérifie bien les conditions imposées. Il existe donc une infinité de solutions au probleme posé, dont

celle de degré minimum est Py = —%X3 - X2+ éll (apres calcul par Maple).
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e On aurait aussi pu dire pour chercher Py que Py = (X2 + X + 1)U + X + % puis que U = aX + b (ou

(a,b) € R?) avec Po(—j) =j + 2 (et Po(—j%) = j? +2) donc, comme j? —j + 1 = —2j, cela donne la relation

j+2= —Zj(—aj—l—b)—j—i—% donc —aj—i—b:—éb';_f3 = %j—% donc a:—% et b= —%. Ce qui donne bien
)

Po:—%(X2+X+1)(3X+1)+X+ f%x37><2+411.

l =

2

4.195 ] e Soit y € Im (u) N Ker(v), alors v(y) = 0g et Ix € E, y = u(x). Alors vou(x) = 0g <= x € Ker(vou) et
comme v o u est injective, on a x = Og donc y = Or. Ainsi : Im (u) N Ker(v) = {0 }.

e Soit y € F, alors v(y) € E donc 3Ix € E, v(y) =vou(x) <= v(y —u(x)) = 0g <=y —u(x) € Ker(v) car vou
est surjective. Ainsi y = u(x) + (y — u(x)) € Im (u) + Ker(v). F =Im (u) + Ker(v) d’ott F = Im (u) & Ker(v).

(i) s slu € Vect <uk [k > 2) c’est qu'il existe un polynome Q € K[X] tel qu’en posant P = X?Q on ait les

égalités u = P(u) = u?oQ(u) = Q(u)ou?. Ainsi uo(idg —uoQ(u)) = 0 donc Im (id g —uo Q(u)) C Ker(u).
e Méthode 1 : soit x € E, comme Im (idg — uo Q(u)) C Ker(u), on a x —uwo Q(u)(x) € Ker(u) et
on écrit x = x —uo Q(u)(x) +uwo Q(u)(x) (R). Comme uo Qu)(x) = w(Qu)(x)) € Im(u), la
relation précédente (R) justifie qu'on a E = Ker(u) 4+ Im (u) et on conclut Ker (u) & Im (1) = E puisque
dim(Ker(u)) + dim(Im (1)) = dim(E) avec la formule du rang appliquée a wu.
e Méthode 2 : soit x € Ker(u) NIm (u), on a donc u(x) = Og et un vecteur y € E tel que x = u(y).
Comme u?(y) = u(x) = 0g, x = u(y) = (u?0Q(u))(y) = (Qu)ou?)(y) = Q(u?(y)) = 0. Ceci justifie
que Ker(u) NIm (u) = {Og} et on conclut, avec la formule du rang, que Ker (u) @ Im (u) = E.

(=) : si Ker (u) ® Im (1) = E, on peut traiter deux cas :
e siu=0,alors u= u? =0 donc u € Vect (uk | k> 2) de maniere évidente.
e si u # 0, comme Im (u) est stable par u, on peut considérer Papplication induite v = urm,. Par le
théoréme du rang, comme Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), v est un isomorphisme de Im ()
dans Im (u), c’est-a-dire un automorphisme de Im (u). On a vu dans le cours que puisque v est un
automorphisme et qu’on est en dimension finie, il existait un polynéme P qui est annulateur de v
et qui vérifie P(0) # 0. On verra plus tard dans I'année qu’on peut prendre P = x,, (le polyndme
caractéristique de v) de degré r = rang (u) = dim(Im (u)) et qui vérifie x,,(0) = (—1)"det(v) # 0. Soit
x € E, u(x) € Im (u) donc P(v)(u(x)) = 0g. Or vF(u(x)) = u**T(x) donc P(v)(u(x)) = Q(u)(x) avec
Q = XP. En écrivant P = P(0) + XU (par construction), comme Q = P(0)X + X?U est un polynéme

annulateur de u, on a P(0)u + u? o U(u) = 0 donc u = —1 W20 U(u) € Vect (uk | k> 2).

P(0)

Dans les deux cas, on a bien u € Vect (uk | k > 2) si Ker (u) ® Im (u) = E.

Par double implication, on a 1’équivalence : u € Vect <uk | k > 2) si et seulement si Ker (u) ® Im (u) = E.

4.197) D’apres le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS, P, a n racines complexes (comptées avec leur ordre de

multiplicité) car il est de degré n. S’il existait une racine double o de Py, on aurait Py () = PJ, (o) = 0 done

na™ ' —1=0et a™ = x—1donc na™ = na—n = « donc x = % mais on trouve alors n™ = (n—1)""1:
n—

absurde ! Par conséquent, toutes les racines de P, sont simples (et il y en a n).

Méthode 1 : on effectue les opérations L, «— Ly — Ly, L3 «— L3 — Ly,~-+, Ly «— Ly — Ly puis (pour

supprimer les —z; dans la premieére colonne) Cy «— C; + Z1Cy 4+ ---+ ZLC, et on obtient D comme le
z2 Zn
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n n n n
déterminant d’une matrice triangulaire supérieure : D = (1 +z1+ > Z—‘) IT zx = (1 + > i) IT z«-
Sz

j=2 #k/ k=2 k=1 %k’ k=1
T42z; 1 - 1
Méthode 2 : on interprete chaque colonne Cy de la matrice M = 1 R : comme étant
: R 1
T e 1 T4zy
1
la somme de la colonne U= | : | et de My = zxEg ol Eyx est la matrice colonne élémentaire ne contenant

1
que des 0 sauf en ligne k ot 'on a 1. Par multilinéarité du déterminant, si on développe, on obtient 2™

déterminants donc la plupart sont nuls (s’il y a deux fois U par alternance). Il ne reste donc plus que

n
D=A+ Z Dy ou A = diag(z1,-,zn) et ot Dy = det(z1E1,- -+, zk—1Exk—1, U, Zkt 1Ex 41y -y ZnEn). En
k=1
développant ce dernier déterminant par rapport a la k€ ligne, on se ramene a celui d’une matrice diagonale et

n n n n n n

det(z1E1, -,z 1Ex—1, Uy zkp 1 By ooy znEn) = [ z5. Ainsi, D = [] zi+ >0 [ z5 = [I Zi(1+ > i)-
j=1 i=1 k=1 j=1 i=1 k=1 Zk
j#k j#k

. . n . . L a . .
e Pour finir le calcul, si P, = > apX¥, il vient [] zi = on = (=1)" 2 = (=1)™ (produit des racines).
k=0 i=1 ao
De plus, pour z € C* (puisque z = 0 n’est pas racine de Py,), on a la suite d’équivalences suivantes :

Pa(@) =0 &= z" —z41=0¢=1- S+ T =0 (1/2)" = (1/2)" " +1 =0 Qn(1/2) = 0.
z

n
en posant le polynéme Q,, = X™ — X"~ 4+ 1. De méme, si Qn = _ byX¥, comme les i, RN 1 sont les n
k=0 21 Zn
n
racines distinctes de Qn, ona 1 _ _dn=l g Ay final, D = 2(—1)™.
k=1 %k dn

Déja, si n =1, il, est clair que VX € M, (C), det(A + X) = a +x = det(A) + det(X) en posant A = (a) et
X = (x) ; ainsi I’énoncé est faux dans le cas oun = 1.
On suppose dorénavant que n > 2, alors si on suppose que VX € M, (C), det(A + X) = det(A) + det(X), en
prenant X = A, on obtient det(2A) = 2™det(A) = 2det(A) donc det(A) = 0 car 2™ # 2.

Méthode 1 : notons maintenant » = rang (A), alors on sait (méme si c’est hors programme) que A est

équivalente & la matrice J, = (Ig g) ; il existe donc des matrices P et Q de GL, (C) telles que A = QJ.P~ .

La condition s’écrit alors ¥X € M, (C), det(QJ,P~" + X) = det(X) ou encore, en notant Y = Q7 'XP :
det(QJ,P~1 + QYP™ 1) = det(QYP™') <= det(Q)det(J, + Y)det(P~") = det(Q)det(Y)det(P~"). Mais comme
det(Q) # 0 et det(P™') # 0 et que f: X +— Q™ 'XP est un automorphisme de M, (C), la condition imposée &

A devient : VY € My (C), det(J +Y) = det(Y).

0

Si on avait r # 0, on pourrait prendre Y =
0 In_r

) et on aurait det(J, +Y) = det(I,) =1 =det(Y) =0

qui est Pabsurdité méme ! On en déduit donc que r = 0 et donc que A = 0 (seule matrice de rang 0).

Méthode 2 : en interprétant A = Mat g (vi,--+,vn) oU (v1,--+,vn) est une famille de vecteurs de R™ et
B la base canonique de R"™, si on avait A # 0, il existerait k € [1;n] tel que v # 0 et, en notant
wy = —vy, on pourrait compléter (wy) pour avoir une nouvelle base B" = (w1, -, wy). On aurait donc, en
notant B = Mat (w1, --,wn), det(A) + det(B) = det(B) = dets(wi,---,wy) # 0 car B’ est une base or

det(A + B) = detg(vi + w1, -, vn +wp) = 0 car wi + v, = 0. Encore une fois, c’est absurde, ainsi A = 0.
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Posons E = {k € N|3(A,B) € Mpi(R) X My q(R), M = AB}.

Cet ensemble est inclus dans N et non vide minoré car M = I,M = Ml donc (p,q) € E2.

11 possede donc une borne inférieure s et on pose r = rang (M).

Sik €E, 3(A,B) € Mpi(R) x My q(R) tel que M = AB or rang (AB) < rang(A) = r < Min(p,k) < k.
Ainsi, tous les éléments de E sont supérieurs a r ce qui prouve que s > .

I, 0

On sait que M est équivalente a la matrice J, = ( 0 0

) d’ou l'existence de deux matrices inversibles

0
avec A =PU € My (R) et B=VQ ™' € M; q(R). Ainsi r € E donc s < r. Au final : s =rang(M) =r.

P € GLp(R) et Q € xGLq(R) telles que M = PJ,Q~'. En posant U = (Ir) et V=(I, 0),onaM=AB

. I . . R iy
4.200 | La matrice C = (IO 5‘) est inversible, on a méme C? = I,,. Comme le rang n’est pas modifié en
n

multipliant par une matrice inversible (comme il ne l'est pas pour une application linéaire en composant
A 0

par un isomorphisme), on a rang (B) = rang (BC) = rang (D) ou D = (0 A

>. En notant r = rang (A),

. . . . . . I, 0
on sait qu’il existe deux matrices inversibles P et Q telles que A = PJ,Q~! avec J, = ( T ) Or

0 0
P 0\/A O Q' o\ () o0 .
(O P) (O A) ( 0 Q1) = (O ]T> dont le rang vaut clairement 2r.

—1
Comme les matrices (z g) et (QO Q(L ) sont inversibles, on a rang (B) = 2rang (A).

4.201 ) a. Le polynome Q vaut Q = (X — (z1 — 22)%) (X — (z1 — 23)%) (X — (22 — 23)?) = X3 — 01X? + 02X — 03.
b. Relations coefficients/racines : 01 =z1+z2 423 =0, 02 = z122 + 2123 + 2223 = —p et 03 = 212223 = —q.
01 = (21 —22)% + (21 —23)% + (22 — 23)* = 2(2% +z% —i—z%) —2(z1z2 + z123 + 2223) = 2(0% —202) — 202 = 6p.

c. On a vu & l’exercice 1 que ce triangle est équilatéral si et seulement si z% + z% + z% =2z122 + 2123 + 2223
ce qui équivaut grace a la question précédente a p = 0.

4.202 | a. Les projections par exemple, soit un sous-espace F de E différent de {0g} et E. On peut écrire
b. Soit f qui commute avec tous les autres éléments de R. f possede une valeur propre complexe (on est en

dimension finie) A. Alors f — Aid g n’est pas inversible donc E) = Ker(f — Aid g) n’est pas réduit & {Og}. De
plus, si g € R, fog = gof donc E, est stable par g et on a donc E) = E d’apres I’hypothese : f = Aid ¢.

c. Les rotations de R? sont une partie R vérifiant les hypotheses car chaque rotation n’a pour sous-espace
stable que {Og} et E. Et pourtant aucune d’entre elles n’est une homothétie alors qu’elles commutent.

4.203 ] e Si P et Q sont deux polynomes de R7[X] qui vérifient ces conditions, on a (X —1)* et (X +1)% qui divisent

P—Q. Donc 1 et —1 sont racines d’ordre au moins 4 dans le polynéme P—Q et on sait qu’alors (X —1)%(X+1)*
divise P — Q € R7[X]. Comme (X — 1)*(X + 1)* est de degré 8 > 7, ceci implique que P — Q = 0. Il ne peut
donc exister au maximum qu’un polynéme P € Ry[X] vérifiant ces conditions.

e (X —1)* divise P+ 1 avec P € R7[X] se transforme en P+ 1 = (X — 1)*U avec U € R3[X] et (X +1)* divise
P—1avec P € R;[X] se transforme en P—1 = (X+ 1)V avec V € R3[X]. En soustrayant ces deux conditions,
on obtient 2 = (X — 1)*U — (X 4 1)*V qui est une équation de BEzOUT.
Il y a une solution car les polynémes (X + 1)* et (X — 1)% sont premiers entre eux.
7 7
On peut la trouver en écrivant ((1+ X) — (X — 1))7 =27=128= Y (-1k (k) (X=X +1)"7F
k=0

128 = (X — 1)4[35(x+1)3 — 21X+ 12X = 1) +7(X+1)(X = 1)2 = (X — 1)3]
—(X D = (X 137X D2X = 1) = 210X+ (X = 1)2 4 35(x = 1)3].
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On pose donc U = 6‘—4(35(x+ 13 = 21X+ 12X = 1) + 7(X + 1)(X = 1)2 = (X — 1)3) et P=(X—1)*U—1 et
le polynoéme P vérifie les deux conditions imposées par construction. Je vous laisse calculer.

e On aurait aussi pu chercher P sous la forme P = a7X” +- -+ a1 X+ ag et transformer ” (X— 1)4 divise P+ 17
et "(X + 1)* divise P — 1”7 en 1 racine d’ordre au moins 4 de P +1: P(1) = —1, P’/(1) = P”(1) = P""(1) = 0
et —1 racine d’ordre au moins 4 de P — 1 c’est-a-dire en P(—1) =1, P/(—1) = P”(—1) = P"(—1) = 0 ce qui
donne un systéme linéaire huit équations huit inconnues : une paille !

4.204)a. z = 1 n’est pas solution et pour z # 1, on a (14 2)?" = (1 —2)?" <= Z?" =1 avec Z = l+z

1—2z
2ik
Or z?™ =1 équivaut & Fk € [0;2n — 1], Z="e I = e Orz # —1 par construction donc k # n. Ainsi
les solutions sont les z tels que Z = eI avec k € [0;n = 1] U [n+1;2n — 1]. La valeur k = 0 correspond
ikt
4z = 0 et les solutions non nulles sont les z = £=1 = ¢ = 1 pour k € [;m=1JU[n+1;2n —1]. En
7 1 4
k7t
2isin (7
2n

faisant intervenir I’angle moitié, on trouve comme solution zy =

~—f_
Il
o
P
o
3
/
N‘K‘
213
—

7T

2cos (7
2n

b. Le polynéme P, = (1 +X)?™ — (1 — X)?" =2 Z (2k+ 1)XZkJr1 = XQn (les termes de degrés pairs

n—1 2
s’éliminent) est de degré 2n—1 avec Qn, =2 Z ( n ]>X2k de degré 2n —2 dont les racines sont les racines

2k +
()
2
1)2n-2 1

non nulles de Py,. Le produit des racines de Q,, est d’apres une formule du cours (— I donc
2n — 1)
le produit cherché est 1. On pouvait aussi associer les racines deux par deux car si k € [[1;n — 1], on a
Zxzn_k = i?tan(0y)tan (% - ek) = —1 avec 0y = 12& car tan(x)”! = tan (% - x) et iZ2 = —1 et si
n
€[n+1;2n—1], on a zxzzn_x = i% tan(6y) tan <3ﬂ k) =1

On aurait aussi pu écrire que P,, = XQp, avec Q,, de degré pair et de coefficient dominant 4n donc le produit

des racines non nulles de P, est in(()) or P, = Qn + XQ/, donc Qn(0) = P; (0) et comme on calcule
n

P/ =2n(14+X)?2" 1 4+ 2n(1 — X)?™~ 1, on trouve P/ (0) = 4n. Le produit cherché est donc & nouveau 1.

4.205] e Si f et p commutent, on sait que le noyau et 'image de p sont stables par f.

e Réciproquement, si c’est le cas, soit x un vecteur de E qu’on décompose x = y + z avec y € Ker(p) et
z € Im (p), alors p(x) = z donc fop(x) = f(p(z)) = f(z) car Im (p) = Ker(ide — p).

De plus pof(x) = pof(y)+pof(z) ory € Ker(p) donc f(y) € Ker(p) par hypothese donc pof(y) = 0g. Aussi
z € Im (p) donc f(z) € Im (p) donc p(f(z)) = f(z). On a bien fop =pof.

4.206 ) a. M # 0 car X # 0 et Y # 0. Toutes les colonnes de M sont proportionnelles & X donc rang (M) = 1.

b. Comme 0 est d’ordre géométrique n — 1, Uordre algébrique de 0 est n — 1 ou n, ce qui fait qu'on a
Xxm(A) = det(Aly — M) =A™ — Tr (M)A (X1 | xm). Or Tr (M) = Tr (XYY) = Tr (*vX) = (X]Y). Ainsi :

det(ALn — M) = A" T (A — (X[Y)) = A (7\ - fj Xkyk).

c. det(l, + M) = (=1)"det(~I,, — M) = (=1)"xm(=1) = (=)™ (=)™ (=1 — (X[Y)) = 1 + 'XATX.
t
De plus, det(I, + M) = det(I,, + X!XA™") = det((A + X*X)A™") = det(A + X*X)det(A™") = %X)FA)
t
En identifiant les deux formules, on a bien : %Z(A—’)—A) =1+XATIX.
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4.207] (X —1)? divise P = aX™! — bX™ 4 1 <= 1 est racine au moins double dans P <= P(1) = P’(1) = 0.

OrP(1)=a—-b+1et P(1) =(n+1)a—nb donc, apres résolution du systéme : a=netb=n+1.

Alors P = nX™ 1 — (m 4+ 1X™ +1 = n(X™" —1) = (n+1)(X" = 1) = (X — 1)[nk2::OXk— (n+1):Z_:;Xk].

n—1 n—1 n—k—1
Par conséquent : P = (X — )[nxn— 2 X = (X=1) (XM = XK = (X—1)2 % xk( > xl).
k=0 k=0 i=0

Mo P = (- 12T TN (x-12F X = x-S 3= k-2 G x).
K=0 j=k o<k <n—1 =0 K=o i=o
Notons E l'espace vectoriel tel que f € £(E) et posons n = dim(E). Par la formule du rang, dim(Ker(f)) =
n — 1 puisque rang (f) = 1 par hypothese.
Méthode 1 (la plus rapide) : soit (e1,---,en—1) une base de Ker(f). Cette famille est libre dans E, on peut

donc la compléter (avec le théoréme de la base incomplete) en une base B = (e1, -+, en—1,en) de E. Par
0 -+ 0 «

construction, comme Vk € [1;n — 1], f(ex) = Og, on a A = Mat g(f) = : . Comme
. L Kn—1
0O --- 0 on

Tr (f) =Tr (A) =1, 0n a &, = 1 et en effectuant le calcul, on constate que A> = A donc que % = f.
Méthode 2 : on traite deux cas (les deux seuls cas) selon le rapport entre Im (f) et Ker(f) :

Si E = Ker(f) @ Im (f) : soit une base (e7) de Im (f) et une base (ez,- -, en) de Ker(f), comme Im (f)

et Ker(f) sont supplémentaires dans E, B = (e, ez, -, en) est une base de E. Comme f(e7) € Im (f),
I € K, f(er) = Aey. De plus, Vk € [2;n], f(ex) = Og. Ainsi, A = Matg(f) = AE; ;. Comme
Tr(f)=Tr (A)=1,onaA=1et A> = A donc f* = f.

Si Im (f) C Ker(f) : on peut prendre (eq) de Im (f), qu’on complete en une base (eq, - - -, en—1) de Ker(f),

qu’on complete & nouveau en une base (e1,- -, en—1, en) de E. Par construction, A = Mat (f) = AEj

car Vk € [1;n—1], f(ex) =0g et I € K, f(en) = Aey car Im (f) = Vect(er). Sin > 2, on aurait donc

Tr (f) = Tr (A) = 0 et c’est impossible. Sin =1, Tr (A) = Tr (f) = 1 = A donc A? = A d’ot1 f* = f.
Quelle que soit la méthode, la seule possibilité quand rang (f) = Tr (f) = 1 est f2 = f (f est un projecteur).

4.209] Soit ¢ un tel endomorphisme, alors det(c)? = det(0?) = det(—idg) = (—=1)™ > 0 donc n est pair. Soit

donc n pair et p € N tel que n = 2p. Supposons que p > 1, alors :

e il existe v; # O, soit (a7,b7) € R? tel que ajvy + byo(vi) = O (1), alors on compose par o et il,vient
arjo(v) — byvy = 0g(2). On effectue aj(1) —b1(2) : (a? + b?)vy = 0 donc af +bf =0 = a; = by = 0.
Ainsi (v, 0(v1)) est libre. Sip =1 alors (vi,0(v1)) est une base de E sinon...

e il existe vo ¢ Vect(vy,o(v1)), soit (a1, az,b1,bz) € R* tel que ajvy + azva +bio(vy) + bao(va) = 0 (1),

alors on compose par o et ajo(vi) + azo(v2) — byvy — bava = 0g(2). On effectue az(1) — b2(2) et il vient
(a1az+byba)vi+(ad+b3)va+(azbs —arbz)o(vy) = Og. Or la famille (vy,v2, o(vq)) est libre par construction
donc a% —|—b§ =0 = a2 = by = 0 et on obtient ajvy + bjo(vi) = 0g = a3 = by = 0 car (vi,0(v1)) est

libre. Ainsi (v1,,v2,0(v1),0(v2)) est libre. Sip =2 alors (vi,v2,0(v1),0(v2)) est une base de E sinon...

p . —1
Par récurrence, on construit une base B = (vy,---,vp,0(v1),---,0(vp)) de E et on a Mat 3 (0) = (IO Op >
P
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4.210) Avec U telle que ujj = 1sii>j et uyj =0 sinon, on a A = UV en prenant V = *U (facile & vérifier).

Posons la matrice N € M, (R) telle que nyj = 1sij =1i—1 et 0 sinon. Quand on calcule les puissances de N,
n—1

la diagonale de 1 se décale jusqu’a disparaitre : N™ = 0. On vérifie qu'on a V = > N¥ et comme N™ = 0,
k=0

n—1
la formule (I, — N) > N¥ =1, — N™ (car I,, et N commutent) montre que (I, — N)V = I,, donc que V est
k=0

inversible (on le savait déja car det(V) =1#0) et que V~!' =1, — N.
Ainsi U™! = (*v)™! = {(v~T) = 1,, — *N. Par conséquent, A~' = (UV)"' = v-Tu=! = (I, — *N)(I, — N)

donc A~ = (bij)1<ijen avec by n =1, b =2sik € [I;n—1], by; = —1si |[i —j| =1 et by; = 0 sinon.

4.211 | On peut d’abord s’intéresser aux polynémes de degré 2 puis généraliser.
P=P(1-X) <= aX?+bX+c=a(l=X)2+b(1—=X)+c<=a+b=0si P=aX?+bX+ce K[X].
Ainsi, les polynomes de K,[X] vérifiant la propriété sont ceux qui s’écrivent P = a(X? — X) + c.

2
On peut aussi les écrire P = A(X — %) +BavecA=aetB=c— %.

On constate, si P(X) = P(1 — X), une symétrie orthogonale du graphe de la fonction polynomiale P par
rapport a la droite d’équation x = 27 ce qui incite & considérer la base de R[X] qui suit.

7\ +oo 1\"
La famille (X — E) est aussi une base de K[X] et si on écrit P = > an (X - E) , alors la
neN

n=0

+o0o 1\™ +oo 1\ ™ 1

propriété se traduit par : > an( - E) = > (—1)"an (X - E) ce qui donne en composant par X + 7
-0 =0

+oo +oo " "

S anX™ = > (=1)"anX™. L’unicité de I’écriture d’un polynéme amene alors ¥n € N, azn1 =0.

n=0 n=0

+oo 2n
Les polynomes vérifiant la propriété sont exactement ceux qui s’écrivent P = > a2n< — %) .
n=0

4.212| Tout d’abord si f est une solution, on a Im (v) = Im (uo f) C Im (u).

e Par conséquent, si Im (v) ¢ Im (u), il n’y a aucune solution & cette équation.

e Par contre, si Im (v) C Im (u), soit S un supplémentaire de Ker(u), on sait que u induit un isomorphisme
noté w entre S et Im (u). On pose fo = w™! ov qui est bien défini car w™! est défini sur Im (u) donc sur
Im (v) par inclusion. Vérifions que fo est une solution particuliére de I’équation :

uofp=uo(w lov)=(uow Novoruow = id [y () €t Im (v) C Im (u) donc wo fo =v. Ainsi :
uof=v<=suof=v=uofy<=uo(f—fy) =0 <= Im(f—fo) C Ker(u) < f — fo € L(E,Ker(u))
pour f € L(E). Les solutions de I’équation sont donc les endomorphismes de la forme f = fo + g avec
g € L(E,Ker(u)) donc c’est un sous-espace affine de dimension dim(E) x dim(Ker(uw)).

On pouvait aussi raisonner matriciellement, soit une base B de E adaptée a la décomposition E = S @ Ker(u)

et B’ une base de E adaptée a la décomposition E = Im (1) &S’ et B” une base quelconque de E, alors on note

F = Matguyg(f) = (g), u= MatB,B/(u) = <§ g), V = Mat fBH,B/(V) = (E) D’apres le théoreme

du rang, A est inversible car la matrice de I'isomorphisme w défini ci-dessus dans les bases adéquates. Alors
uof=v<= UF=V < AC = B <= C = A7'B avec D quelconque. Matriciellement, les solutions de

. C . N . .
UF = V sont les matrices (D> avec C = A7'B fixée et D € My n(K) olt p = dim(Ker(u)) et n = dim(E).
On pouvait aussi construire fo par I'image des vecteurs d’une base comme dans un sujet fait en classe.
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4.213 | Comme par le théoréme fondamental de Uintégration, F(f) est la primitive de f qui s’annule en 0, si f est de
classe C*°, alors D(f) et F(f) le sont aussi. La linéarité de l'intégration et de la dérivation assure la linéarité

de D et de F qui sont donc des endomorphismes de E = C*(R, R).

x

e Vf€E, Vxe€ R, DoF(f (ff dt) =f(x) donc DoF =idg.
0
xX
e Vf € E, Vx € R, FoD(f ff’ = f(x) — f(0) donc FoD # idg. ona FoD =idg — ¢ oll ¢ est

I’application qui a f associe la fonctlon constante valant £(0).
e Sif€EE, feKer(id —F) < (Vx € R, f(x ff t)dt) (f'(x) = f(x) et f(0) = 0) en dérivant et en

évaluant en 0 : f = 0 par unicité d’une solution au probleme de CAUCHY. Ainsi Ker(id — F) = {0}.
eSifekE, feKer(id —D) < (¥x € R, f(x) =f(x)) < (Ir € R, ¥x € R, f(x) = Ae¥).
En notant yo : x — €*, on a donc Ker(id — D) = Vect(yo).

e D induit un endomorphisme A de R,[X]. De plus A" =0 d’ott (id — A) o E AF =id — A™T =id
donc id — A est inversible et (id — A)~! = kio A¥ donc VP € R, [X], (id —A)~'(P) = kio pk)

Par la formule de trigonométrie classique cos(x +y) = cos(y) cos(x) — sin(y) sin(x), les trois fonctions
fa :x = cos(x+a), fp : x > cos(x +b) et fc : x — cos(x + ¢) font partie du plan engendré par les fonctions
cos et sin : F = Vect(fq, fp, fc) C P = Vect(cos, sin) (cos et sin sont clairement indépendantes). Comme fq

est non nulle, on a donc 1 < dim(F) < 2.
Si dim(F) = 1, les trois fonctions sont proportionnelles donc elles s’annulent en méme temps ainsi, on a les

relations fy, (g - a) = fc (E - a) =0<=sin(a—b) =sin(a—c) =0 <= a =b = c [n]. Réciproquement,

sia=b=c[n], onaf, =+fy et fo = £f, donc F est une droite.
Conclusion : a =b = ¢ [n] implique dim(F) = 1 et dim(F) = 2 dans les autres cas.

Soit F un sous-espace vectoriel stable par u, on note v 'endomorphisme induit par u dans F. Alors
u™ = v = 0 donc v est nilpotent. Si on note p la dimension de F, alors le polyndéme caractéristique de v
est XP (seul 0 est valeur propre d’un endomorphisme nilpotent) ; alors par CAYLEY-HAMILTON, on a vP =0
donc Vx € F, vP(x) = uP(x) = 0 ce qui prouve que F C Ker(uP).

On sait que la famille des (Ker(uk)>0<k<n est croissante, et on a dim(Ker(u®)) = 0 et dim(Ker(u™)) = n.
Si Ker(uk) = Ker(u®*1") pour k € [0;n — 1], alors soit x € Ker(u**2), on a u**2(x) = u**1(u(x)) = 0
donc u(x) € Ker(uk*1) = Ker(u®) puis uk+1(x) = u*(u(x)) = 0g d’ott x € Ker(uk*1). On en déduit que
Ker(uk*+2) = Ker(u**1) car I'inclusion Ker(uk*') C Ker(u®*2) est claire. Par conséquent, la famille des
(Ker(uk)) est strictement croissante, les dimensions augmentent strictement ce qui prouve (avec les

kM

cas k=0 et k =n), que : Vk € [0;n], dim(Ker(u¥)) = k.
Par inclusion et égalité des dimensions : F = Ker(uP). Réciproquement, tous les Ker(u*) sont stables par wu.

Conclusion : les sous-espaces de E stables par u sont les n + 1 sous-espaces (Ker ))

4.216) On peut trés bien généraliser 1’énoncé en supposant (p,q) € £(E)? et en montrant l’équivalence entre (p

et q sont des projecteurs de méme noyau) et (p =poqet q=qop).
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(=) Si(p=poqet q=qgop)alorsp>? =pop=(poq)op=po(qop) =poq=p doncp est un
projecteur. De méme, q est un projecteur. De plus p = p o ¢ = Kerq C Ker(p o q) = Kerp et, de méme,
on obtient ¢ = q op = Kerp C Ker(q op) = Kerq. Ainsi Kerp = Ker q par double inclusion.

(=) Si p et q sont des projecteurs de méme noyau, soit x € E, comme p? = p, il vient x — p(x) € Kerp donc
x — p(x) € Kerq ce qui donne q(x) — q(p(x)) = 0g d’ot q = qop. De méme p =pogq.

On aurait aussi pu dire que Kerp = Im (id g — p) car p est un projecteur et Im (id g — p) = Ker q implique

Im(idg —p) CKerq <= qo(idg —p) =0 <= q = qop. Méme chose pour po (idg —q) =0<=p=poq.

P
4.217 ) e Supposons que la famille (Py)1<k<p soit libre dans R[X]. Soit (A1,---,Ap) € RP tel que ) AxUy = 0.

k=1
En évaluant selon chaque terme de cette suite : Yn € N, i1 AUy, n = i% AkPr(n) = 0.
k= K=

Si on pose Q = i APy, on vient de voir que ¥n € N, Q(n) = 0. Q admet donc une infinité de racines et il

k=1
est nul. Comme i% APk = 0 et que (Px)1<kgp est libre : Ay =--- A, = 0. La famille (Uy)1<k<p est libre.

K—
e Supposons que la famille (Uy )71 <k<p soit libre dans 'espace des suites réelles RY, et soit (A1,--+,Ap) € RP
tel que Zp: AkPx = 0. On évalue ceci en tous les entiers naturels : Vn € N i AP =0= i AUk n =0
=1 k=1 k=1

donc i MUy = 0. Mais comme (Uy)1gkgp est libre : Ay =+ = A, = 0. (Px)1<k<p est donc libre.

k=1
Par double implication, on peut conclure a I’équivalence entre les libertés des familles (Py)1<k<p et (Uk)1<k<p-

n
4.218)Si P = > apXX, on a a, # 0 car P est exactement de degré n. De plus, pour z € U, on a par inégalité
k=0

n n n
triangulaire |P(z)| = ’ S arz® < Y Jakl|z% = 3 |ax| = M’ car |z| = 1. Ceci justifie bien I'existence de
k=0 k=0 k=0
Sup |P(z)]. Mieux, comme tout complexe z de U s’écrit z = e'® avec 6 € [0; 27, on a I’égalité des ensembles
|z|=1

{IP(2)| | z € U} = {|P(e®)| | & € [0;27]} et la fonction f : 8 ~> |P(el®)| est continue car composée de VE
cos, sin et autres fonctions polynomiales. D’apres le théoreme des bornes atteintes, f est donc bornée sur le

segment [0; 2] mais elle y atteint ses bornes, ce qui montre que M = Sup |P(z)| = {V‘lm]c [P(z)].
|z=1 2=
e Pour le cas particulier n = 1, on a P = ap + a1X avec a1 # 0 et P(1) = ao + a7 et P(—1) =
PP g, = POL=PCT) POIEPED] M _ o

Ainsi, |ap| < 3 >

de sorte que ap =

laq| < W < ZTM = M. Comme 1 et —1 sont les racines secondes de 1'unité, cela nous fait
penser & utiliser les racines (n + 1)-iémes de 'unité dans le cas général.

2im
e Pour n quelconque, soit w = en+T la premiére racine primitive (n + 1)-iéme de 'unité. On va estimer P

. . n . .
en les w) pour j € [0;n]. Pour j € [0;n], P(w)) = 3 axw!* et, par hypothese [P(w})] < M = Sup |P(z)|.
k=0 |z|=1

n . . n . on . n n o
Soit m € [0:n], - @ MR(@) = 3 0 ™ 3 aww’ = 3 (3 0 e a.
j=0 j=0 k=0 k=0 ‘j=0
n

o n . _ wk—m)(n+1)
Or si k € [0;n] et k # m, on a _2% w Wik = .X:O wk=mj = 1 1‘2 w(km_r:) =0 car w® ™ £ 1 et
i= j=
wk=mMm+) — ((FIk=m — 1 Sik=m,ona > o Mw* =n+1. Ainsi, 3 0 ™P(w) = (n+1)am
=0 j=0
ce qui implique (n 4 1)|am| = w ™P(w))| < > Jw ™|P(w))] £ (n+ 1)M donc |ax| < M.
j=0 j=0
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4.219 ) Comme dim R, [X] = n 4 1, il suffit de montrer que cette famille de n + 1 polynomes est libre.

n
Méthode 1 : soit (Ag,--+,An) € R™T tel que Y A;P(X + a;) = 0. En utilisant la formule de TAYLOR, on
1—0

obtient ihi P(k)('ai) Z (27\ ( ))Xk_0<:>‘v’ke[[0 nf, ZAM:O(I).
i=0 k=0 K =0

k=0 i=0 k!
Comme le polynéme P est de degré n, pour chaque entier k € [0;n], le polynome P est de degré n —k ;
ainsi (P,P/,---,P(M) est de degrés échelonnés donc (P,P’,---,P(™)) est libre et c’est donc une base de Ry, [X].

n n
Tout polynéme U € R, [X] s’écrit U= 3 uP(X) et les relations (1) prouvent donc que > AiU(ai) = 0 (2).
k=0 i=0
Pour tout j € [[0;n], soit Lj = [[(X — a;). Alors Lj(ay) =0sii#jet Lj(aj) # 0. En prenant U = L; dans
i#
(2), AjLj(aj) = 0 = Aj = 0. La famille (P(X + ai)),,,, est donc libre : c’est une base de Rn[X].
n n
Méthode 2 : soit (Ag,---,An) € R™ T tel que S A{P(X + a;) = 0. Sion écrit P = 3 byX¥, by, # 0 car P
n n =0 n k=0 n
est de degré n et on a > Ai Y br(X + a;i)® = 0. On inverse cette somme et > by > Ai(X + ai)* = 0.
i=0 k=0 k=0 i=0

n

Avec le bindme de NEWTON, il vient Z br DA Z ( >a]f_ij = 0. On inverse encore et on obtient
k=0 i=0 j=0 j

;Zo(zbk(J)E: Arar” ’)x) = 0. Comme (1,X,---,X™) est libre, ¥j € [0;n], Zbk( ) 27\1 b

Pour j = n, cela donne b, Z Ai = 0 donc Z Ai =0 car by, # 0.
i=0 i=0

n n n
Pour j =n — 1, cela donne nby—1 > A1 + by Y. Aja; = 0 donc, grice a la relation ci-dessus, Y Aja; = 0.
i=0 i=0 i=0

n
Par récurrence, on montre en considérant tous les j € [0;n], que Vm € [0;n], > Aja]™ =

1=
Si on pose V = € Mnt1(R) et L € My41,1(R) définie par 'L = (Ao -+- An), on a VL = 0. Mais

i
(@) o<t j<n
la matrice de VANDERMONDE V est inversible car det(V) = [[ (aj —ai) # 0 car les ag,---,an sont
0<i<j<n

distincts. Ainsi, V7'VL = L = 0 et la famille (P(X + ai)) est libre, c’est donc une base de Ry [X].

o<isn

n
4.220] Soit (Ao, --,An) € C™ tel que > Ax(X — z)™ = 0. Par le bindme de NEWTON, on obtient ’équation

k=0
n n n . .. n n . n . .
> Ak ) (=)™ 27X =0 ce qui donne Y | | (—1)“_1( Z )\kzzﬂ)X‘ = 0. Ainsi, on obtient Vi €
k=0 i=0 \'! i=0 \
n
[0;n], > Akzp~' = 0. Ceci peut encore écrire Vi € [0;n], Z A]z =0<= VX =0avec X = (Ao - An)
k=0
et V= (z })0<1,J<n € Mn4+1(C). Mais on connait le determlnant de cette matrice de VANDERMONDE :
det(V) = [ (25 —zi) # 0 car les zo,---,zn sont des complexes 2 a 2 distincts. Alors VX = 0 implique
o<i<j<n
X =0 (en multipliant par V=') donc Ag = - -+ = A, = 0. Ainsi la famille ((X — Zk)n)ke[[o;n]] est libre. Clest

donc une base de Cp[X] car elle contient n + 1 de ses vecteurs.

4.221Sin = 0, tous les complexes z sont solutions (sauf z = —1i) si a = 0 et il n’y pas de solution si a # 0 car on

a I’équivalence }"_7?“ =1<=a=0.
—ia

On suppose dorénavant que n est un entier supérieur ou égal a 1.
Le probleme équivaut a trouver les racines de P = (1 —ia)(1 +iX)™ — (1 +ia)(1 — iX)™ car, pour z # —i,

. n .
(} +}Z) = 118 s (1 —ta)(1 4 12)" = (1 +1a)(1 = 12)" = 0 et que, puisque P(—i) = 2"(1 —ia) # 0, lo
— 1z —1a
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complexe —1i n’est pas racine de P.

Le coefficient en X™ de P est égal & A = i™(1 —ia) — (=1)™(1 +1ia) = i"(1 —ia — (=1)™(1 + ia)) donc
A = —2i""Ta si n est pair et A = 2i™ si n est impair. P est donc de degré n si (n est pair et a # 0) ou si
n est impair. Par contre, si n est pair et a = 0 P est de degré n — 1 car le terme en X™! de P est alors

! — (=)™ = 2nin T £ 0.

} _72l 72l[ Ainsi L+ia — 1+itan0 _ 2ie

Pour a € R, on peut écrire a = tan(0) avec 8 = Arctan(a) T T itan @
—ia —itan

i(0+km)

L’équation devient, en posant Z = : + iz pour z # —i, Z" =0 = Fk € [o;n—1], Z=e" 7 ~ =i,
—iz

Traitons maintenant les deux cas :

e si (n est pair et a # 0) ou si n est impair, on sait que P possede n racines d’apres le théoréeme de

D’ALEMBERT-GAUSS : elles vont provenir de chacune des n valeurs de k. Pour k € [[0;n — 1], nous avons :

]+lZ: i6k<:>] e — ]_ p== = € _] :—.e- — =1 <97k>
T, e +iz =z (1 —iz) z ) PRt an ( 5° ).

Dans ce cas les solutions de 1’équation (les racines de P) sont les tan (9"2"7]“) avec k € [o;n —1].
n

e si n est pair et a = 0 (c’est-a-dire 0 = 0) on reprend les mémes calculs sauf que, comme 1+ iz = -1+ 1z
est impossible, on a Z # —1 donc k ne peut pas prendre la valeur % Dans ce cas les solutions de ’équation

(les racines de P) sont les tan (E)erikﬂ) avec k € [[O;% —1J U [[% +1;n—1].
n

4.222] Si U = X3 + bX + ¢ est & racines multiples, il existe « € C tel que P(a«) = P/(x) = 0. On a donc

3624+ b=0= 0o +ba+c donc 303 = —ba d’olx —%—“—I—ba—&—czo.

2
e Sib+#0, cela donne « = —3C done 228 4 b = 0 <= 27¢% + 4b3 = 0.

2b 4v°

e Sib=0,onadonc a =0, et comme P(x) =0, on a aussi ¢ = 0 donc on a encore 27c¢? + 4b> = 0.
Réciproquement, si 27c¢? 4+ 4b3 = 0, on traite deux cas :

esib=0,o0naaussic=0etU=X>admet 0 comme racine triple.

2 3
3¢ alors U (ic) 3c _ —27¢3 — 12cb3 +8cb> _ _c(27¢® +4b°) _
yp 2lors U(e) = = (5 o= 8b° 803

e sib # 0, posons o = —

2 2 3
et UW(a) = 3(;’@) +b= 24?;2 4+ p=27c 4;‘2% = 0 donc « est racine au moins double de U.

Conclusion : X3 + bX + ¢ est & racines simples dans C si et seulement si 27¢? + 4b3 # 0.

Comme Q(X) = —P(—a — X), les racines de Q sont les complexes x tels que —a — x soit racine de P : si xq,
x2, x3 sont les racines de P (éventuellement égales), alors —a —x7, —a —x2, —a — x3 sont celles de Q. Or le
terme en X2 est a donc a = —x7 — x2 — x3 donc les racines de Q sont x2 + x3, X1 + x3, X1 + x2.

e Si P a trois racines réelles x1, x2, x3 négatives, alors x2 +x3, x1 +x3, x1 +x2 sont aussi réelles et négatives.
Si P a une racine réelle négative (disons x1) et deux racines conjuguées x, et x3 = X de partie réelle négative,
Q a deux racines conjuguées x1 + x2 et x7 + x3 et une seule racine réelle x; +x3 = 2Re (x2) < 0.

e Si les racines réelles de P et Q sont négatives, considérons a nouveau deux cas : si P a trois racines réelles
alors x1, x2, x3, x2 + x3, X1 + x3, x7 + x2 sont négatives donc les racines de P ont une partie réelle (elles le

sont) négatives. Si P a une seule racine réelle (disons x7) et deux racines non réelles conjuguées x; et x3,

alors x1 < 0 et x2 +x3 = 2Re (x2) < 0 par hypothese : les parties réelles des racines de P sont négatives.
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Il devait y avoir une autre question : montrer que ces conditions sont équivalentes & a, b, ¢, ab — ¢ positifs.
En effet, si a, b, ¢, ab — ¢ sont positifs, alors Q = X3 4+ 2aX? + (a? +b)X +ab —cet P = X3 + aX? +bX +¢

sont a coefficients positifs et unitaires donc ne peuvent pas avoir de racine réelle strictement positives ce qui

prouve que leur(s) racine(s) réelle(s) sont négatives.

Réciproquement, si les racines de P sont de partie réelle négative, alors a = —(x1 +x2 +x3) est de partie réelle

positive donc a > 0. De plus b = x1(x2 + x3) + x2x3 est positif en considérant les deux cas (P a trois racines

réelles ou une seule) et ¢ = —x1x2x3 > 0 (méme chose). Enfin ab — ¢ = —(x2 + x3)(x1 +x3)(x1 +x2) = 0.

4.223)Si x € I, alors Jy € E, x = f*(y) donc f(x) = f*1(y) = *(f(y)) € I : Ii est stable par f.

Si x € Ny, alors f*(x) = 0g donc f**1(x) = £(f*(x)) = f(0g) = Og donc f(x) € Ny : Ny est stable par f.

Si x € Ny, alors fk(x) = 0¢ donc f**! (x) = Og comme avant et on a montré que Ny C Ny 1.

Si Ker(f¥) = Ker(f**1) pour k € [0;n — 1], alors soit x € Ker(f**2), on a f**2(x) = **T(u(x)) = 0
donc f(x) € Ker(f*t1) = Ker(f¥) puis f**'(x) = f*(u(x)) = 0g d’ott x € Ker(f**"). On en déduit que
Ker(f*t2) = Ker(f**1) car I'inclusion Ker(f**1) C Ker(f¥*2) a déja été établie. Par conséquent, la famille des

(Ker(fk)> est strictement croissante. Comme dim(Ker(f°)) = 0 et dim(Ker(f™)) = n par hypothese
X \n

et que les dimensions des dim(Ker(f¥)) augmentent strictement, on a Vk € [0;n], dim(Ker(u¥)) = k.
On en déduit avec la formule du rang que Vk € [0;n], dim(Im (f¥)) =n — k.
Soit F un sous-espace vectoriel stable par f, on note g 'endomorphisme induit par f dans F. Alors, comme

f* = 0, on a aussi g" = 0 donc g est nilpotent. Si on note p la dimension de F, alors le polynéme
caractéristique de g est XP (seul 0 est valeur propre d’un endomorphisme nilpotent) ; par CAYLEY-HAMILTON,
on a gP =0 donc Vx € F, gP(x) = fP(x) = 0 ce qui prouve que F C Ker(fP).

Par inclusion et égalité des dimensions : F = Ker(fP). Réciproquement, tous les Ker(f¥) sont stables par f.

Conclusion : les sous-espaces de E stables par f sont les n + 1 sous-espaces (Ker(fk))o .
<kgn

Sion a I; = Nj avec (i,j) € [0;n]?, par égalité des dimensions, on a forcément i+ j = n. Réciproquement,
sij € [0;n], comme f* = f o f*J =0, on a Im (f*7J) C Ker(f') donc In_j C Nj. I'égalité des dimensions
montre alors que In_j = Nj. De plus, sij >n,onafl =0donc Ny =E =1Ip et sii>n, I; = {0g} = No.

Au final, les (i,j) € N2 tels que I; = N; sont les (k,0) ou les (0,k) avec k > n et les (n—j,j) avecj € [1;n—1].

n—1
4.224) Soit a € E tel que "~ '(a) # O et (Ao, -, An_1) € K™ tel que > Axf¥(a) = Og (1). On suppose que
k=0

N

(Ao, -3 An_1) # (0,---,0) et on note r le plus petit indice k tel que A, # 0. On applique alors f*~1~7 &
n—1

la relation (1) et f“_]_r< > ?\kfk(a)) = f(0g) = O = Af*'(a). Mais comme f*~'(a) # Og, on obtient
k=r

Ar = 0 ce qui est une contradiction. Ainsi (Ag,--+,An_1) = (0,---,0) et la famille B = (a,f(a),- -+, " "(a))

est libre et comme elle comporte n vecteurs dans E de dimension n, B est une base de E. La matrice de f
0 0

L O) (par blocs).

Si g € F= Vect(id g, f,---, 1), g est un polynéme en f et commute donc naturellement avec f.

dans la base B est clairement A = <

n—1

Réciproquement, si g € £(E) commute avec f, exprimons la vecteur g(a) = > o f*(a) dans la base B (avec
k=0

(ctoy -y on—1) € K™). Alors, pour j € [0;n — 1], on a go f} = f o g par une récurrence immédiate donc

. . o=l n—1 . n—1 )
g(f(a)) =P og(a) = f’( > ockfk(a)> = > axfloff(a) = 3 axf*(f(a)). Les deux endomorphismes g
k=0 k=0 k=0

n-1 n—1
et > o f* coincident donc sur la base B : ils sont donc égaux et g = > o f< € F.
K=0 K=0
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Par double inclusion, les endomorphismes qui commutent avec f sont exactement ceux qui sont dans F.

—1 n—1

Remarque : si on suppose que Y. «f® = 0, en évaluant en a cette relation, on obtient > af(a) = O
k=0 k=0

donc @y = --- = an_7 = O car B est libre. on en déduit que (idg,f,---,f™ ") est aussi libre donc F (le

commutant de f qui est une sous-algebre de £(E)) est un espace de dimension n.

4.225 | Dans le calcul de P(x) = det(A +xJ), on effectue les opérations de GAUSS Cy <— Cyx —Cj pour k € [2;n] et
les x disparaissent de toutes les cases exceptés sur la premiere colonne. Ensuite, on développe le déterminant
n .
selon la premiere colonne et on obtient P(x) = (a +x)A1 1 + > (=1)"1(c +x)Ai1 oit les Aj;y sont les
2=1

mineurs associés aux cases (i,1) qui sont des constantes (relativement & x) d’apres ce qui précede. Ainsi, la

formule précédente montre que le degré du polynéme P est inférieur ou égal a 1.

n
Oron aP(—b) =det(A —b]) = [[ (a=b) = (a—b)™ car A — b]J est triangulaire inférieure avec des a — b

sur la diagonale. De méme, P(—c) = (a — ¢)™. On connait deux valeurs (puisque b # c) du polynéme P et

comme deg(P) < 1, P est donc le polynéme d’interpolation de LAGRANGE associé et sait qu’alors :

P=P(—b) X EE 4 p(e) XD = (o= ‘:)n(X“Lbl)) = Ea —b)(X+e)
bla—c)" —c(a—b)"
b—c

Mais comme det(A) = P(0), cela donne det(A) =

XZ

4.226 | Les solutions de (Ep) : y'(x) +xy(x) = 0 sont les fonctions y : x — Ae” 2 avec A € R.

Soit n € N* et gn : Ron[X] = Rany1[X] définie par gn(P) = P/ + XP. g, est clairement linéaire et si P est
de degré k > 0, alors deg(gn(P)) = k+ 1 donc gn(P) # 0. Ainsi Kergn = {0} donc gy est injective. Soit
P, (resp. I5,) le sous-espace de Ron[X] (resp. Rang1[X]) formé des polynoémes pairs (resp. impairs). Alors
gn(Pn) = Vect(gn(X%), -, gn(X?™)) car Py = Vect(X°, -+, X2™).

Or, si k > 1, gn(X?%) = X2 4 2kx2%~ T € 1,, donc gn (Pr) = Vect(X, - -, X2 4 2nX2n=1) = 1,,.

Soit P un polynéme impair (de degré 2n + 1), alors P € I,, donc il existe un unique (par injectivité de gn)
polynéme u(P) pair dans Py, tel que gn(u(P)) = P <= u(P)’ + Xu(P) = P. Les polynémes Q de degré d > 2n
ne peuvent pas vérifier Q" + XQ = P (comparer les degrés) donc l'équation y’(x) + xy(x) = P(x) admet une
unique solution polynomiale u(P) et cette solution polynomiale est paire et de degré degP — 1.

Par exemple si P = 1, ’équation y’ +xy = 1 admet pour solutions, par méthode de variation de la constante,

XZ

t
les fonctions y, : x — ()\ + f ez dt) e 2. Mais aucune solution n’est polynomiale puisque si P est de degré

0
k > 0, alors deg(gn(P)) = k + 1. Les résultats ne persistent pas si P est pair.

Soit n > 0 fixé, on définit f € £(I,) par f(P) = Xu(P). La linéarité est claire car celle de u provient de la

linéarité de gn. La base canonique de I, est (X,X3,---,X?"*1). Posons Qy = f(X?**1"), par définition on a
X
Qx = XPy avec Pi +XPy = X2**1. Alors Vx € R, Q11(x) = xPyx41(X) = f(th+1 (t))'dt car (XPyy1)(0) = 0.
0
2

’ 12 t?
L’astuce est que Vt € R, Vk € N, (Pk(t)eT) = (PL(t) + tPx(t))eZ = t**t1e'Z. Alors, par parties :

x? t? - t? - t? t?2x - t?
Pri1(x)e’Z = f Pri1(t)e2 ) dt = ft2k+3e7dt = ft2k+2(t67)dt: [t2k+2e7}0—(2k+2)ftz““ert.
0

0

XZ 2 2

Par conséquent : Pyiq(x)e 2 = x2RH2e7T (2k + Z)Pk(x)eXT ce qui donne Py = X?*T2 — (2k + 2)Py
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Comme Py =1, P; = X2 — 2, Py = X4+ —4x2 + 8, P3 = X6 — 6X* + 24X% — 48 et on montre par récurrence

simpl Vk € N, Py = (k)! - ﬂXZk—Zi
ple que Vi € N, Py = (1)1 35 (U2 ez,
i:O(kil)'

J— i i' .
Alors Qy = f(X2*1) = XPy = (K)! 3 %XR*ZIH donne la matrice voulue.
i=0 (K —1):

4.227| & est clairement linéaire et on suppose que ® € £L(L(R™, R™)) (avec m > 1, on traite le cas général car

I’énoncé n’est pas clair). Si h € Im(®), alors il existe g tel que h = gof donc Ker f C Ker h. Réciproquement,
soit h € L(R™, R™) tel que Kerf C Kerh, alors soit (ey,---,ep) une base de Kerf qu’'on complete en une
base (e7,--+,en) de R™. Puisque n = dim(Kerf) + rangf par la formule du rang, on a p = n —r en
notant r = rangf. On sait qu'en posant F = Vect(ep41,---,en), F est un supplémentaire de Kerf donc
f induit un isomorphisme entre F et Imf. Ainsi (f(ep41),---,f(en)) est une base de Imf qu’on complete
en une base (f(epy1),---,f(en),f1, -+, fm—ntp) de R™. Soit donc g : R™ — R™ linéaire définie par Vk €
[p+1;n], g(f(ex)) = h(ex) et Vk € [1;m—n+p], g(fx) = 0. Alors g est bien définie par 'image d’une base et
Vk € [1;p], g(f(ex)) = h(ex) car f(ex) = h(ex) = 0 par construction ; de plus Vk € [p+1;n], g(f(ex)) = h(ex)
par définition de g. Ainsi g o f et h coincident sur une base de R™ : elles sont égales. On en déduit que
h € Im (®).

On vient de montrer par double inclusion que Im (®) = {h € L(R™, R™) | Kerf C Kerh}.

Avec les notations précédentes, si on définit 0 : Im (®) — (R™)™"P par 6(h) = (h(ep41), -, h(en)), alors 6
est linéaire, injective car h(ey) = --- = h(ep) = 0 puisque Ker f C Kerh donc 6(h) = 0 = h = 0, de plus 0 est
surjective car si (vp41,---,vn) € (R™)*"P, Tapplication h € L(R™, R™) définie par Vk € [1;p], h(ex) =0
et Vk € [p + 1;n], h(ex) = vk est bien dans Im (®) car Kerf C Kerh.

On en déduit que dim(Im (®)) = dim((R™)""P) = m(n — p) = mrang (f).

On pouvait aussi le voir matriciellement comme dans la planche Mines 1171.

4.228]Si « € C est racine de P, alors P(«?) = P(a)P(ax+ 1) = 0 donc «? est aussi racine de P. Par récurrence, on
montre alors que ¥n € N, «?" est racine de P. Si « # 0 et « € U, la suite (|cx|2n)n>o contient une infinité

de valeurs donc (oczn) aussi. P possede donc une infinité de racines et ce ne peut donc étre que P = 0.

n>0

Nous venons d’établir que si P # 0, alors une racine de P est donc nulle ou de module 1.

Dorénavant P # 0 et P(X?) = P(X)P(X + 1) ; si « est racine de P, comme P((ax — 1)?) = P(a — 1)P(x) = 0,

(oc — 1)? est aussi racine de P : on en déduit que « —1=0ou|a —1]=1. Si |¢| = |« — 1| =1,0n a « = —j
ou « = —j? (faire un dessin pour visualiser I'intersection des deux cercles d’équation |z| =1 et [z — 1| = 1).
Mais si « = —j, alors (—j — 1)? = j est aussi racine de P ce qui est faux. De méme —j% ne peut pas étre

racine de P. II ne reste donc que a = 0 et o« = 1 comme racine possible de P. Comme P(X?) = P(X)P(X + 1),
le coefficient dominant A de P vérifie A> = A donc A = 1. Ainsi, il existe deux entiers n et m tels que
P = X" (X —1)™. P(X?) = P(X)P(X + 1) devient maintenant X?™(X? — 1)™ = X™(X — 1)™(X + 1)"X™ c’est-

a-dire X2™(X — 1)™(X + 1)™ = X™™(X — 1)™(X + 1)™ donc n = m par unicité de la décomposition d'un
polynéme en produit de polynémes irréductibles.

Vérifions que sin € N, P,, = X™(X—1)™ est solution : on a bien X2™ (X% —1)™ = X™(X—1)™(X+1)(X+1-1)™.
Les polynomes P € R[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) sont P = 0 et les P,, = X™(X —1)™ pour n € N.
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4.229 | a. En notant u I’endomorphisme canoniquement associé a M, on cherche si u est un projecteur ou une

2

symétrie, donc on calcule M? et on trouve aisément M? = M. Ainsi, u? = u et u est un projecteur.

1 1 1
I3-M= 1 1 1 est de rang 1 donc F = Ker(id — u) est un plan d’apres la formule du rang. En
-1 -1 -1
résolvant MX = X, on trouve que F est le plan d’équation x +y + z = 0. Comme on sait que G = Keru est
un supplémentaire de F, G est une droite et comme (1,1, —1) € Ker(u), on conclut que G = Vect((1,1,—1)).
b. Si M = AB, alors Im (M) C Im (A) et donc rang (M) = 2 < rang (A) < 2 ce qui prouve que rang (A) = 2

et que, par inclusion et égalité des dimensions , Im (M) = Im (A). Les colonnes de A sont donc des images

0 -1
par M ; autant prendre les plus simples : les colonnes de M. Il suffit donc de prendre A = | —1 0 et
1 1
10 1 0 -1 1T -1 0
B = : vérification simple. Ou alors A= | —1 —1 | et B= : tout aussi simple.
0o 1 1 1 ) o 1 1

c. Soit A € M3 7(R) et B € M 3(R) telles que M = AB (on vient de voir qu'il n’y avait pas unicité d'un tel
couple (A,B)). Comme M? = M, ABAB = AB qu’on peut aussi écrire A(BA —I)B = 0.
Notons v € £(R?, R3) et w € £(R3, R?) les applications linéaires canoniquement associées & A et B.

On a déja vu que rang (M) = rang (AB) < rang (A) < 2 donc rang (A) = rang (v) = 2 donc v est injective car
son rang est égal & la dimension de son espace de départ. Or vo(wov—id p2)ow = 0, ainsi (wov—id p2)ow =0
car {0} CIm ((wov—1id gz) ow C Ker(v) = {0}. Mais on a aussi rang (M) = rang (AB) < rang (B) < 2 d’ou
rang (B) = rang (w) = 2 donc w est surjective car son rang est égal a la dimension de son espace d’arrivée.
Alors (wov —id g2)ow =0 d'ott wov —id g2 = 0 car Im (w) = R? C Ker(wov —id g2) C R2. On conclut

donc que wov = id 2 ce qui montre que BA = I5.
4.230/ Si on avait f(I,,) = 0, pour toute matrice A € My (K), on aurait f(A) = f(Aly) = f(A)f(I,,) = 0 et f serait
nulle ce qui est exclus : ainsi f(I,) # 0.

Si on avait f(0n) # 0 (05 étant la matrice nulle), on aurait VA € My (K), f(0,,) = f(A0y) = f(A)f(0n) donc
f(A) =1 et f serait constante ce qui est exclus : ainsi f(0,,) = 0.

e Si A est inversible, on a donc f(I,) = f(AA™!) = f(A)f(A~") # 0 donc f(A) # 0.

e Si A n’est pas inversible, r = rangA < n et dim(KerA) = n — 1 > 0 par le théoreme du rang. Soit
(e1,---,en—r) une base de Ker A, qu’on compléte en une base e = (e, --,en) de R™. On sait alors que
F = Vect(en—_r+1, -, en) est un supplémentaire de Ker A et donc que A induit un isomorphisme entre F et
ImA. Ainsi en posant fx = Aen—r1k pour k € [1;7], la famille f = (fy,---,f;) est une base de Im A qu’on
compléte en une base (f1,--+,fn) de R™. En notant P la matrice de passage de la base canonique de R™

a e et Q la matrice de passage de la base canonique de R™ a f, on a par formule de changement de base :

_ 1
A =QNP!avec N = ( Orn—r T

On—r,n—r On—r,r

£(0n) = f(NP) = f(N)P = 0 ce qui donne f(N) = 0 puis f(A) = f(Q)f(N)f(P~1) = 0.

). Il est clair que N est nilpotente (d’indice p < n) et on a donc

On conclut donc a I’équivalence souhaitée par double implication.
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P n n P 2im .
4.231)Q(¢1) + ...+ Q(gp) = X Dbk = > ( > C}f)bk. On peut prendre {; = e P et ¢ = ¢ '. Alors,
i=1k=0 k=0 ‘i=1
P 1 — Ckp K
pour k € [1;n],ona > ¢f= ﬁ =0 car {5 # 0 puisque n € [1;p — 1] et ¢;7 = (5)* =
1=1 - 62

Ainsi, il ne reste que Z Q(¢i) = pbo car Z k= Z 1=rp.

i=1 i=1 i=1
D’abord M existe car z — |Q(z)| (en tant que composée d’une fonction polynomiale et de la fonction module
qui sont continues) est continue sur le compact S1. Par définition de M car tous les ¢; appartiennent & Sy,

et par inégalité triangulaire : |pbo| = |Q(C1) + ...+ Q(&p)| < [Q(C1)| + ... +[Q(Gp)| < pM donc |bo| <M
P P o : no, P - N
De méme, pour j € [1;n] : Y ¢7Q(zi) = 3 Y bld ) = % (Z C]f_])bk = pbj. A nouveau, en
=1 {=1k=0 k=0 ‘{i=1
P

majorant par inégalité triangulaire : |pb;| < Z 1Q(z1)| < pM car |¢;7] = 1. On déduit encore que |bj| < M

On pose Q = H( —zy) de sorte que by =1 et, avec p=n+1,0on a |by| < M donc M > 1.

Je ne vois pas d mterpretatlon géométrique particuliere a donner !!!!
27

27 . .
Pourn=1,Q = X—zj et fo |Q(ett)|?d6 = f ((cos 0—p1 cos a1)?+(sinB—p7 sin oc1)2)d9 avec z1 = p1e'™!
0

. 27 ity (2 5 . n
Apres calculs, on trouve fo |Q(e')[*d® = 2n(1 + p7). Si on suppose que Vz € S; = U, H |z —z| < 1,

k=1
27 27

alors M = Max |Q(z)] < 1 et f |Q(e't)|?do < f M?2d0 = 2tM? < 27 ce qui est absurde. Ainsi, M > 1.
z€95,
0 0

n n
Plus généralement, si Q(z) = > byz" avec by, = 1, alors Q(z) = Q(z) = . bxz". Alors, on développe
k=0 k=0

n n n
1Q(2)|? = ( ZO bpzp) ( Zo ﬂiq) pour obtenir |Q(z)|* = kzo [by|?|z|?* + S ot1 S contient des termes du type
p= q= -

— S 2 .
bpbgzP ()9 avec p # q. Si par exemple p > g, ce terme vaut bpbg|z[?9zP 9 et fo bpbgeP~Dqg = 0.
27 n
Par linéarité de I'intégrale, comme fo |bk|2d® = 27t|by|?, on obtient f |Q(ett)|2de = > |by|?> =1 et on
k=0

conclut avec le méme argument que précédemment que M > 1.

4.232] e C(A) est le commutant de A : on a vu en cours que ¢’était une sous-algebre M, (R) (il y a I, c’est stable

par somme, multiplication par un scalaire et produit).

e Si M inversible et AM = MA, on multiplie par M~ & gauche, & droite et M~TA =AM~ : M~! € C(A).
e Soit M € C(D), soit u et d les endomorphismes canoniquement associés &4 M et D, alors uod = d ou.
Or d admet n valeurs propres distinctes deux a deux donc tous les sous-espaces propres de d sont les
droites vectorielles Dy, = Vect(ex) (ou (e7,---,en) est la base canonique) qui sont stables par u. Ainsi,
Vk € [1;n], Jax € R, u(ex) = oxex car u(ex) € Di. Ceci justifie M est aussi diagonale. C(D) est donc le
sous-espace des matrices diagonales (elles commutent clairement avec D).

On aurait pu aussi le faire par calcul matriciel direct DM = MD = M diagonale en identifiant.

Comme C(D) est 'ensemble des matrices diagonales : dim(C(D)) = n.

n—1
Il est clair que les DX commutent avec D. De plus, si D = diag(A1,---,An) et >, pD¥ =0 (1), alors soit
k=0
le polynéme P = Z BxX*. La relation (1) montre que les A; sont des racines de P, qui est de degré inférieur
k=0
ou égal an. AinsiP=0donc 1 =+ =pBn =0.
On aurait pu écrire le systeme et reconnaitre une matrice de VANDERMONDE inversible donc un systeme de

n—1
CRAMER. On pouvait enfin dire que P = Y B X* € R,,_1[X] est annulateur de D donc les valeurs propres
k=0
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M,...,An de D sont des racines de P ce qui montre que P=0=—= 1 =--- =, =0.
Dans tous les cas : (I, D,---,D™ 1) est libre donc c’est bien une base de C(D) car dim(C(D)) = n.

e Comme C(A) C M2(R), dim(C(A)) =4 <= C(A) = M2(R). On cherche donc les A qui commutent avec

toutes les autres. Si A = ¢ d

Ainsi A = al,. La réciproque est claire. Par conséquent : dim(C(A)) =4 <= (A, 1) liée.

e Si A = Aly, alors C(A) = M2(R) donc dim(C(A)) =4 > 2.

Si (A, 1) libre, alors cette famille étant libre dans C(A), dim(C(A)) > 2.

o F = Vect(E1,1,E1,2) et G = Vect(Ez,1,E2) sont deux plans supplémentaires de M, (R). Comme C(A) est
de dimension 3, dim(FN C(A)) > 1 et dim(G N C(A)) > 1 d’apres GRASSMANN. Il existe donc quatre réels

b
), alors AE11 =EB10A = b =c; AEy1 = E21A — (a =det b= O).

«, B,7,5 tels que les deux matrices B = <g g) #0et C= (3 O) = 0 sont éléments de C(A).

Or AB =BA <= (pc =ac =0 et ab + pd = pa). Comme («, B) # (0,0), on en déduit que ¢ = 0.

De méme, AC = CA <= (yb =8b =0 et ya + 6c = yd). Comme (v,8) # (0,0), on a b = 0.

La matrice A est donc diagonale, si elle n’était pas scalaire (A # Aly), on a vu que en c¢. que C(A) serait de
dimension n = 2, non ! Ainsi, a = d et A est proportionnelle & la matrice I;. NON car alors C(A) = M, (C).

e Si A = Aly, alors C(A) = M2(R) donc la base canonique de M2 (R) est une base de C(A).
Sinon, dim(C(A)) = 2 d’apres ce qui précede donc (I, A) est une base de C(A).

K
4.233 ) Méthode 1 : il suffit d’écrire k® = k(k —1)(k —2) +3k? — 2k—6< >+3k( )+k—6< >—|—6< >+<]>.

Ensuite, pour un entier p, on a (n> (k) n ni(n —p)! (n) (n B p)
> ) P = = = .
k) \p m=K)lk—p)p! m—p)p!(n—Kk)!(k—7p)! p/\k—p
Ainsi, > "3 =6 > n +65 " + > n qu’on transforme avec les égalités
k=0 \k k=3 \k/ \3 k=2 \k/ \2 k=1 \k/ \1

e £ (03] £ () o) 2020 () (1) o

k=0 \k

n _ 3 n —_ 2 n — ‘I

de NEWTON, on a (E 3) = 2“—3, (n ) =2"2et 3 " =1
k_3 -

On obtient donc 2 ( >k3 6(3)2 + 6< )z“z + (T)zn‘ =n?(n+3)2"3
n n n
Méthode 2 : ona (1+X)™ = > < > , on dérive et on multiplie par X et nX(1 +X)""' = > k<k> Xk,
k=0
n
On recommence : nX(nX 4+ 1)(1 +X)"2 = (n(1 +X)" " +nn — HXO +X)"2)X = > k? (E>Xk. On
k=0

n
continue n((nX +1)(1+X)" 2 +nX(1 +X)"2 + (n = 2)X(nX+ 1)1+ X)X = > k3 (E) X* et on évalue
N YA n-2 n-2 _ n-3y_ 2 n-3
en 1 pour avoir & nouveau ». k . =n((n+1)2""4+n2" "+ (n-2)(n+1)2"7) =n“(n+3)2"°.
k=0

n
4.234) Soit f : R[X] — R[X] par f(P) = . axP®). L’application f est clairement linéaire donc I’énoncé se
k=0

n
transforme en “Montrer que (ag # 0) <= (VQ € K[X], 3'P € K[X], 3 axP™® = Q) <= f € GL(R[X])".
k=0

n n
Si ag #0, comme f(P) = agP + 3. arP™ et que deg (X akP(k)) < deg(P), on a deg(f(P)) = deg(P). Par
k=1 k=1

conséquent, f est injective car f(P) = 0 = deg(f(P)) = —oco = deg(P) = —oo = P = 0. Si on fixe
p € N et qu'on induit I'endomorphisme f dans K,[X], c’est-a-dire qu'on considére f, : Ry[X] = Rp[X]
définie par f,(P) = f(P), on obtient un endomorphisme injectif f, de Ry [X] qui est donc un automorphisme

(en dimension finie). On a f(0) = 0. Soit Q € K[X] tel que Q # 0, notons p = deg(Q) € N, alors par la
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n
bijectivité de fp, il existe un unique polynéme P € K, [X] tel que Q = f,(P) = f(P) = 3> axP™). On conclut

que f est surjective. L’injectivité de f montre que f est bien un automorphisme de R[X].
Si ap =0, comme f(1) =0, 1 € Ker(f) et 1 # 0 et f n’est pas injective donc pas un automorphisme de R[X].

Alinsi, par contraposée, on a bien montré que f € GL(R[X]) = ap # 0.
n
Par double implication, on a établi que (ag # 0) <= (VQ € K[X], 3P € K[X], > arP® = Q).
k=0

n
4.235] Soit (Ao, --,An) € C™ tel que > Ax(X —z)™ = 0. Par le bindme de NEWTON, on obtient ’équation
k=0

a2 () ezt = o= 35 (1)t (5 mal e — o aimsi Vi€ foinl, 8 hwal =0,

k=0 i=0 i=0

n
Ceci peut encore écrire Vi € [0;n], > ?\jz} =0<= VX =0avec "X = (Ag -+ An) et V = (Z})ogi,jgn-
j=0

Mais on connait le déterminant de cette matrice de VANDERMONDE : det(V) = [ (zj —zi) # 0 car les
0<i<j<n
20,y zn sont 2 & 2 distincts. Alors VX = 0 implique X = 0 (en multipliant par V=) donc Ag = --- = A, = 0.

Ainsi ((X — Zk)n)ke[[on]] est libre. C’est donc une base de C,,[X] car elle contient n + 1 de ses vecteurs.

On pouvait aussi écrire la matrice de la famille ((X — Zk)n)0<k<n dans la base (X™,---,1) et montrer que
son déterminant est non nul en se ramenant a VANDERMONDE ; on conclut de méme.

4.236 | L'orthocentre H du triangle ABC vérifie AA L ﬁé, AB L AC et HC L AB.

Si z =0, le triangle ABC est réduit a 'origine et son orthocentre est aussi 'origine : OK ! Siz #0:
32 3
SiO=H,ona =% €iR, &5 GlRetZ Z ¢ iR. Ainsi z? —261R2—7€1Ret7——61R
z 22 z

En écrivant z = x + iy sous forme cartésienne avec (x,y) € R?, la premiere condition devient x* —y? —x =

la seconde se raméne & x — ﬁ = 0 et la troisieme (qui est inutile en fait puisque HA L ]ﬁ HE L ,ﬁ
x Y
2 2

suffit & caractériser I’orthocentre) a x =
) 2 +y (Xz — yz)z +4x2y2

=0.Six=0,onay=0: exclu ici.

Ainsi : x2 —y? —x =x%? +y? —1 = 0. En sommant on obtient 2x* —x — 1 = 0 <= (xz] ou x = —15)
Les solutions sont donc x = 1, y = 0 (NON) et x = —%, y = :I:? (et on obtient le triangle équilatéral
formés avec les points d’affixes 1,j,j? dont 'orthocentre est bien 0). Au final : S = {0,j,j%}.
Lo . 1 ] ] (z+2)(|2* —1)
On aurait aussi pu traduire : z— - €iR <=z — - = —z+ - < # =0 et on a deux cas :
z z z z
ezciR alors 22 —z2€iR <= 22 €iR <=z =0 (car (ix)? = x> €iR <= x =0) !
ezl =l,alorsz2? —z€iR =72 -z = 1—2—1 =222 =Bt =-1N)B-1)=0=22=1.
z¢ oz

4.237 | Par définition de la division euclidienne, comme deg(D) = 4, application f va bien de Rg[X] dans R3[X].

De plus, si A € R et (P1,P2) € Rg[X], alors P = DQq + f(P1) et P, = DQ, + f(P2) de sorte que 'on obtient
P1 +AP2 = D(Q1 +2AQ2) —i—f(P])—i—?\f(Pz). Comme deg(f(P1 ) —‘r?\f(Pz)) < Max(f(P1 ),f(Pz)) < 3, le polynome
f(P1) 4+ Af(P2) est bien le reste de la division euclidienne de Py + AP, par D.

Ainsi : f(P1 4+ AP2) = f(P1) + Af(P2) et f est bien linéaire.

.1_D><o+1etdeg(1)=0<deg(D)=4doncf(1)=1.Deméme f(X) = X, f(X2) = X% et £(X3) = x3.

e X' =D x14(—X3=X?—X—1) et deg(—X3> —X? =X —1) =3 < deg(D) = 4 donc f(X*) = —x3 - X2 -X—1.

eX> =D x (X—1)+1et deg(1) =0 < deg(D) =4 donc f(X°) =1. X® =D x (X?* — X) + X donc f(X*) = X.
1000 —1 10

Alnsi o1 0 0 -1 01 . ) 3

insi Mat cane,can3(f) = 60106 —1 0 0 Comme la famille (f(1),f(X),f(X=),f(X?)) est de
0001 =100
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degrés échelonnés de 0 & 3 et que Im(f) = Vect(f(1),f(X), f(X?), f(X3), f(X*), f(X3), (X)), il vient
Im (f) = Vect(1,X,X%,X3) = R3[X]. D’aprés le théoreme du rang, dim(Ker(f)) = 3. Or il est clair que
f(D) = f(XD) = f(X?D) = 0 donc, comme (D, XD, X?D) est libre : Ker(f) = Vect(D, XD, X?D).

n n
4.238) Pour k € [1;n], f* = froidg = fi o ( > fi> = > fxofi = fZ donc fi est un projecteur. Soit x € E,
i=1 i=1

ide(x) =x= ( i fk) (x) = i fr(x) € kzi:] Im (fx). Comme E D i Im (fx) est clair : E = i Im (fy).

k=1 k=1 k=1 k=1
n
Soit (x1,---,xn) € [] Im(fi) tel que x1 + --- + xn = Og. Appliquons, pour k € [1;n], application f a
i=1
n
cette relation, alors > fi(xi) = Og. Comme x; € Im (1), Jyi € E, xi = fi(yi) et fi(xi) = fr o fi(yi) = O si
i=1

i # k. Ainsi, il ne reste que fi(xx) = O or fi(xk) = xx car Im (fx) = Ker(id g — fx) et on a bien xj = Og.
On pouvait aussi dire que rang (fx) = Tr (fx) car fx est un projecteur donc, par linéarité de la trace :

S Tr (fi) = Tr (id£) = dim(E) done 3" rang (fi) = dim(E) <= 3° dim (Im (f)) = aim ( " Tm (7).
k=1 k=1 k=1 k=1

Par les deux méthodes, la somme est directe et on a E = @ Im (fy).
k=1

4.239 e Si u est injectif, alors u™ ’est aussi par composée pour tout entier m donc Ky = {0} et I, = E.

Soit m > 1, si x € Ky, alors u™(x) = 0g donc u™*'(x) = u(u™(x)) = u(0g) = O donc x € Ky d'olt
Iinclusion Ky, C Kmg1. Six € Iy alors il existe y € E tel que x = u™ 1 (y) = u™(u(y)) € I & Imy1 C Im.
e Si u n’est pas injectif, alors K,y # {0g} donc dim(Ky,) > 1 alors que dim(Ko) = 0 car u® = id¢. Si on
avait Vp € [0;n], Ky # Kp41, alors par les inclusions précédentes, on aurait dim(Kpi1) > dim(Kp) + 1
et par une récurrence facile : Vp € [0;n + 1], dim(Kp) > p ce qui donnerait dim(Kn41) > n + 1 qui est
impossible. Ainsi : Jp € [0;n], Kp = Kp41. Pour un tel entier p, par le théoréme du rang, on a donc
dim(I,) = dim(Ip41) et on conclut a I, = I, 41 avec I'inclusion précédente.

Soit ¢ € N*, supposons que K, = Ky 4q-1. Comme avant, K, C K,14. Réciproquement, soit x € K44,
alors uP+9(x) = uP T (w971 (x)) = 0 donc ud~'(x) € Kp41 = Ky donc uP (u97"(x)) = uPT971(x) = 0¢ donc
x € Kpq—1 = K;, par hypothese de récurrence. Puisque K47 = Kp,, on a bien Vq € N, K, = Kp14.

Il est classique que Vq € N, I, 4 C I,. D’apres le théoreme du rang, on a dim(I,) = dim(I,44) puisque
Kp = Kp4q. Par inclusion et égalité des dimensions, il vient Vq € N, I, = I,44.

Puisqu'on a dim(E) = dim(Kp) 4+ dim(Ip) par le théoréme du rang, il suffit de vérifier que K, NI, = {0g}.
Six € KpNIp, onauP(x) =0 et Jy € E, x = uP(y). Alors u?P(y) = uP(uP(y)) = uP(x) = O donc
y € Kop =Ky et on a x =uP(y) = O0g. Au final, on a bien E =K, @ I,.

a. e Si (xo,f(xo),fz(xo)) est une base de E, forcément, on a f%(xo) # Of.
e Réciproquement, soit xo € E tel que f2(xo) # O et (a,b,c) € K3 tel que (1) : axo+bf(xo)+cf?(xo) = Of.
On applique 2 & la relation (1) et il reste af?(xg) = O car f3(xo) = f*(x0) = O puisque 3 = 0. Ainsi,
comme f2(xg) # O, il vient a = 0. On applique maintenant f & (1) et il reste bf?(xo) = O dont on déduit &
nouveau que b = 0. (1) se résume alors & cf?(xo) = Og d’olt ¢ = 0 & nouveau. Par conséquent, a =b =c =0

et B = (xo,f(x0), *(x0)) est libre et comme dim(E) = 3 et que B a trois vecteurs, B une base de E.

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc : (xo, f(x0), f*(x0)) est une base de E <= %(xo) # Of.

0 0 0
b. Par construction de B et car f3(xg) = f(f*(x0)) = Og, on a Mat 5(f) = A= [ 1 0 0 |. Soit g € £(E)
010

et B = Mats(g) = (bi,j)1<i,j<3, alors g o f = f o g équivaut matriciellement & BA = AB. Or, par calcul

matriciel, on a ’équivalence : AB = BA <= b1 =bj3=>by3=Db77—b22=>b27—b33=D>br7—b3,=0.

Ainsi: fog=gof<=B = <= B = Al3 + A + cA? <= g = Aid ¢ + uf + af?.

> O© O

0
A
o

* FE >
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On en déduit qu’'en notant €(f) le commutant de f défini par C(f) = {g € L(E) | gof = fo g}, on
a €(f) C Vect(id, f,?). Réciproquement, s’il existe (a,b,c) € K3 tel que g = aidg + bf + cf?, alors
gof = af + bf? +cf> = fog donc g € €(f). Par double inclusion, on a donc €(f) = Vect(id g, f, f?). Si
aid g +bf+cf? =0,0ona (1) : axo+bf(xo)+cf(xo) = O en évaluant en xo et on sait qu’alorsa =b = ¢ = 0

donc la famille (id g, f, f%) est libre. Ainsi, (id g, f, f?) est une base de €(f) et dim(C(f)) = 3.

4.241 ] On développe et A = ye® 4 ze* 4+ xeY —ze¥Y —xe* —ye*. Onpose b=z —y >0et a =y —x > 0 de sorte

que A = (x + a)eXTT 4 (x + a + b)e* + xe¥T¢ — (x + a + b)eX¥Td — xeXTFP — (x + a)eX. Ou utilise la
relation eXt® = eXe® par exemple pour avoir A = (ae®e® — ae® — be® + b)e*
La fonction @4 : b > ae%e® —ae® —be® +b est dérivable sur R et @/ (b) = ae®e® —e®+1, ¢”(b) = aee®

donc ¢, est croissante vaut q(0) = (@ — 1)e®* + 1 en 0. Or en utilisant les séries entieres, on obtient

2 gttt w 1 1
pa(0)= > & - Z +1 = > (7 — —)a“ > 0si a > 0 donc ¢/, est strictement positive sur
n=0 n=1 (n‘*]ﬂ n!

R% . Ainsi, @q est strlctement croissante sur Ry et ¢o(0) = 0 donc @4 >0 sur R%. Ainsi A > 0.

La trigonométrie montre que (f1,f2,f3) € F> ot F = Vect(cos,sin) car f; = sin(a)cos + cos(a)sin,
f2 = sin(b) cos + cos(b) sin, f3 = sin(c) cos 4+ cos(c) sin. Or F est un plan donc (f1,f2,f3) est liée.

Dans le calcul de P(x) = det(A +x]J), on effectue les opérations de GAUSS Cy <— Cy — Cj pour k € [2;n] et
les x disparaissent de toutes les cases exceptés sur la premiere colonne. Ensuite, on développe le déterminant
selon la premiere colonne et on obtient P(x) = (a + x)Aq 1 + i (=)™ (c +x)Aq,1 ot les Ay 1 sont les
mineurs associés aux cases (i,1) qui sont des constantes (relativérzn]ent a x) d’apreés ce qui précede. Ainsi, la

formule précédente montre que le degré du polynoéme P est inférieur ou égal a 1.

n
Or P(—b) = det(A —bJ) = [[ (a—b) = (a—b)™ car A — b]J est triangulaire inférieure avec des a — b sur la

diagonale. De méme, P(—c) = (a — c)™.

e Si b # ¢, on connait deux valeurs du polynéome P et comme deg(P) < est donc le polynéme

1, P
n
d’interpolation de LAGRANGE : P = P(_b)% 4 P(—c) XD — (a—c)?(X+b) — (a —b)"(X+ C).

—c+b b—c
_ n _ o n
Mais comme det(A) = P(0), cela donne det(A) = b(a C)b c(a —b) .
—c
a b+h ... b+h
e Sib=c,soit f:h+ b o " |. Comme f est polynomiale, en effectuant un DL & Pordre 1
: b+h
b e b a
_ _ n _ _ n
en h du numérateur, det(A) = f(0) = lim bla—b—h) (b+h)(a—b)" _ (a—b)* +n(a—b)""T".
h—0+ —h
—+oo +oo o —+oo o +oo
4.244|Si on pose A = Y anX" et B = > bpX" alors A = > apX" et B = Z b X™ de sorte que l'on a
n=0 n= n=0
- +o00 n oo n —
AB= > ( > (kan_k)X“ et AB= ). ( > akbn_k)X“ donc AB = ( axbn_ k) X™". Les propriétés
n=0 k=0 n=0 k=0
de morphismes d’algebre de la conJugalson (stabilité par somme et prodult) montrent que AB = A B.
n
On en déduit, par produit, que, si A = A H (X — z), alors A H —ZK)-
k=1 k=1

1l est clair que Q = Pzi et R = PZ;P (formules I’EULER) car P = Q + iR et P = Q —iR.
i

n
Soit P = Q+1iR dont toutes les racines sont a partie imaginaire négative qu’on écrit P = A H (X—zx) (avec des
k=1
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n n
répétitions de racines possibles) et z € C, |P(z)| = |A| H |z—zx| et [P(2)] = A H |z—2zx|. Soit un complexe

k=1 k=1
z dont la partie imaginaire est strictement positive. Alors [A| = |A| > 0 et Vk € [1;n], |z — zk| = |z — Z|
(faire un dessin ; égalité seulement si zy est réel) donc, par produit |P(z)| = [P(z)] si tous les z sont réels et

[P(z)| > |P(z)| dans le cas contraire.

n n
e Si les zx sont réels, Q = Re () H (X — zx) et R=1Im(A) H (X —zx) : Q, R n’ont que des racines réelles.
k=1 k=1

e Si au moins un des zx a une partie imaginaire strictement négative, alors Q(z) = M # 0 et

P(z) = P(z)
2i

R(z) =

partie imaginaire strictement négative, alors |P(z)| < |P(z)| et, & nouveau : Q(z) # 0 et R(z) # 0.
On conclut que toutes les racines de Q et de R sont réelles, ce qui garantit que Q et R sont scindés dans R.

n
4.245) On trouve Y k? (E) =n(n+1)2""2
k=0

4.246 | Comme dim Ry [X] = n + 1, il suffit de montrer que cette famille est libre.

# 0 (sinon P(z) = £P(z) donc |P(z)| = |P(z)]). De méme que si z est un complexe de

n
Soit (Ao, ++yAn) € R™T tel que 3" A{P(X + a;) = 0. En utilisant la formule de TAYLOR, on obtient

i=0
n n () (. n n (k) / .. n () (.
> Ay Poladyes (AP s g emwee [oin], a1 <0 1),

i=0 k=0 K k=0 \i=0 k! i=0 k!

Comme le polynoéme P est de degré n, pour chaque entier k € [[0;n], le polynéme P est de degré n —k ;

ainsi (P, P, ---,P(™) est de degrés échelonnés donc (P, P’,---,P(M) est libre et c’est donc une base de Ry, [X].

n n
Tout polynéme U € Ry [X] sécrit U = 3. w P et les relations (1) prouvent donc que 3 AiU(aq) = 0 (2).

k=0 i=0
Pour tout j € [0;n], soit Lj = ];[(X —ai). Alors Lj(ai) =0sii#j et Lj(aj) # 0. En prenant U = L; dans
i#]
(2), MLj(aj) = 0 = A; = 0. La famille (P(X + ai))0<i<n est donc libre : c’est une base de Ry [X].

n/3] /1 (n=1)/3) / 4 In=2/3] /

4.247| Posons Sp = > , 1= Y et S, = Y ; ce qui revient & partitionner
~ 3k = Bk = Bk

les termes E de la n-ieme ligne du triangle de PASCAL selon la congruence modulo 3 de k. Alors, par le

A n n . n A\ . LAWY . -2
binéme de NEWTON, on a (1+1)™ =2 = 5 =So+S1+S2, (T+j)"= > ) =So+jS1 +j°S2
k=0 k=0

car j* = 1 <= k = 03], j* = j <= k = 1[3] et j* = j2 <= k = 2[3]. De plus, on a la relation

n n . . .
a+i5Hn =3 <k>]’2k = So+j2S14+j*S2 = So +j?S1 +jS» car j* =j. Par conséquent, puisque 14j+j2 = 0,
k=0

om 2 " 2mn
L Mo (] +J)n + (] +]~2)n Mo (71)71()41 +j2n) + (— ) cos (T)
il vient So = = = .
3 3 3
n
4.248 | Soit (Ao, -+,An) € C™ tel que > A(X — z)™ = 0. Par le binéme de NEWTON, on obtient I’équation

k=0
- [ n—i_n—iyi . no/n
oM L) (=) 2T IXY = 0 ce qui donne Y |
k=0 i=0 \1 i=o
n R n ]
[o;m], kZ::O Az - = 0. Ceci peut encore écrire Vi € [0;n], jé:o Ajzj =0 <= VX =0 avec ‘X = (Ao -+~ An)
et V = (Z})ogi,jgn € Mn+1(C). Mais on connait le déterminant de cette matrice de VANDERMONDE :

. n . .
)(—1)“1< Asz“)xt = 0. Ainsi, on obtient Vi €
K

1 —0

det(V) = [ (25 —zi) # 0 car les zo,---,zn sont des complexes 2 a 2 distincts. Alors VX = 0 implique
ogi<jgn
X =0 (en multipliant par V=') donc Ag = - -+ = A, = 0. Ainsi la famille ((X — Zk)ﬂ)ke[[o;n]] est libre. C’est
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donc une base de Cy[X] car elle contient n + 1 de ses vecteurs.

a. Si o est une racine commune de P et Q, alors il existe Py et Q1 dans C,,_1[X] tels que P = (X — «)Py et
Q=(X—-a)Qq et ona Q1P —P;Q = 0 donc le couple (U, V) = (Q1,—P1) convient.
L’application ¢ associe & un couple (U,V) € (C1[X])? le polynéme UP + VQ et, par propriété des degrés,
deg(UP + VQ) < Max(deg(UP),deg(VQ)) = Max(degU + degP,degV + deg Q) < 3 donc ¢ va bien de
(C4[X])? dans C3[X], et sa linéarité est claire : ¢ € £(Cq[X]?, C3[X]).
Posons P = aX?+bX+c et Q = a’X2+b'X+c¢/, comme B = ((1,0), (X,0), (0,1), (0, X)) est une base de (C;[X])?,
que @(1,0) = aX?+bX+c+, ¢(X,0) = aX3+bX*+cX, 9(0,1) = a/X2+b'X+c" et 9(0,X) = a’X3+b'X*>+'X,

c 0 ¢ 0

2 3 . b C b/ C/

en posant By = (1,X, X%, X>) la base canonique de C3[X] : Mat g 5,(9p) =A = e b o b
0 a 0 d

Si P et Q admettent une racine commune, d’aprés ce qui précede (U, V) # (0,0) et (U, V) € (Cq[X])? tel que
¢(U,V) = 0 donc ¢ n’est pas injective donc pas un isomorphisme. Réciproquement, si P et Q n’admettent
aucune racine commune, soit (U, V) € Ker(¢), alors UP 4+ VQ = 0, comme Q|VQ = —UP et que P et Q sont

premiers entre eux, on a par le lemme de GAUSS Q|U ce qui montre que U = 0 car deg(Q) = 2 et deg(U) < 1.
De méme, V =0 et ¢ est injective. L’arithmétique des polyndémes est hors programme, on fait autrement.

e Si Q admet deux racines complexes distinctes « et B, alors Q(ax) = 0 et P(x) # 0 donc U(x) = 0 car

U(a)P(x) 4+ V()Q(x) = 0. On obtient de méme U(B) = 0 ce qui fait deux racines distinctes pour U € Cq[X] :
U =0. Ainsi UP+VQ =VQ =0 et Q # 0, donc V =0 car C[X] est un anneau intégre ! C’est pas faux !

e Si Q admet une racine double «, comme avant U(x) = 0 donc U = A(X — «) et, comme Q = (X — «)?, on
simplifie A(X — &)P 4+ (X — «)?V = 0 pour avoir AP + (X — «)V = 0 et P(«) = 0 ce qui est absurde.

Ainsi ¢(U,V) =0= (U,V) = (0,0) donc ¢ est injective. Comme dim (C;[X]?) = dim (C3[X]) =4 :
(P et Q ont une racine commune) <= (Ker(¢) # {(0,0)}) <= (¢ n’est pas un isomorphisme) <>

A nest pas inversible <= det(A) = 0 <= c?a’*+a*c’?+acb’?+a’c'b*—2aa’cc’ —bea’b’ —abb’c’ = 0.

Si P e Ru[X], deg(P(X + 1)) = deg(P(X — 1)) = deg(2P) = deg(P) donc deg(f(P)) < deg(P) < n car
deg(f(P)) < Max(deg(P(X+1),deg(P(X—1),deg(2P)) et on a bien f(P) € R, [X]. De plus, la linéarité est facile
donc f € L(Ru[X]). f(1) = f(X) = 0 donc dim(Ker(f)) > 2 et rang (f) < n+1—2 = n—1 d’apres la formule du

k=2 k . [k .

rang. Soit k > 2, alors f(X*) = (X+ 1)k + (X —1)k—2xk = 3 (() —i—(—1)k_l(‘>)X1 =k(k—1)X*"2 4 ...
i=0 1 1

donc deg(f(X¥) = k — 2. Ainsi, comme (1,X,X?,---,X™) est une base de R, [X] (la base canonique), on a

Im (f) = Vect(f(1), f(X), f(X?,- -+, f(X™)) = Vect(f(X?),---,f(X™)) qui est de dimension n — 1 car ces n — 1
polynémes forment une famille libre puisqu’ils constituent une famille de polynémes de degrés échelonnés.
Par conséquent, rang (f) =n — 1 et dim(Ker(f)) = 2. Ainsi Im (f) = Rp_[X] et Ker(f) = Ry[X].

Le sous-espace X2Ry,_3[X] est un supplémentaire de Ker(f) dans R,[X]. D’apres le théoréme du rang,
I'endomorphisme f induit un isomorphisme entre X2 R, _>[X] et Im (f) = R,,_[X]. Ainsi, pour tout polynéme
Q € Im(f), il existe un unique P € X?R,,_[X] tel que Q = f(P). Or P € X?R,,_,[X] se traduit par

P(0) = P’/(0) = 0 ce qui emporte le résultat.
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4.251 ) Soit E de dimension p et u € £(E) tel que u™" # 0 et u™ = 0. Soit xo un vecteur de E tel que u™ ' (xo) # O¢.

n—1
Montrons que ¥ = (xo,---,u™ ' (x0)) est libre. Soit (Ao,---,An_1) € K™ tel que > Axuf(xo) = 0 (%).
k=0

Si on avait (Ao, -+, An—1) # (0,---,0), on pourrait définir r = Min(k € [0;n — 1] |Ax # 0). En composant
la relation (¥) par u™ '~ on aurait A,u™"'(xo) = O ; absurde car A, # 0 et u™'(xo) # Og. Ainsi,
(Ao, s An—1) = (0,---,0) et F est libre. Le cardinal de ¥ est donc inférieur & la dimension de E : n < dim(E).
Sin = dim(E), la famille F ci-dessus est donc une base de E. Clairement, si P € Kn_1[X], P(u)ou =uoP(u)

(les puissances de u commutent avec u). Réciproquement, soit v € £(E) tel que vou = uwov. Comme

v(xo) € E, il existe (ag,---,an_1) tel que v(xo) = apxo + aju(xp) + -+ + an_1u™"'(xo). Pour tout entier

k

k € [0;n — 1], en composant cette derniére relation par u*, on obtient la relation suivante :

uFov(xg) = vouk(xo) = v(u(x0)) = aouk(xo) + a1 (xg) + - -+ + an_1u™* 1 (x0).

1

Ceci se traduit par le fait que les endomorphismes v et w = apidg + aju+ -+ + ap_1u™" ' coincident en

n—1 n—1

tout vecteur de la base F. Par théoreme, v =w = 3. aqu® =P(u) en posant P = > apX* € K,_1[X].
k=0 k=0
On vient donc de montrer C(u) = Ky, _1[u] = Vect(idg,---,u™"") par double inclusion en notant C(u) le
n—1
commutant de u. Or cette famille B = (id g,...,u™" ') est libre dans £(E) car si Y Agu® = 0, en évaluant
k=0

en xpg, on a Ag = --- = An_1 = 0 car F est libre.
Ainsi B est une base de C(u) (qui est aussi une sous-algébre de £(E)) donc dim(C(u)) = n.

Soit P de degré n supérieur ou égal & 2, alors P = aX™ + bX™ ™! + xX™~! + ... (dans les pointillés il
y a des termes de degré strictement inférieurs & n — 2) donc ¢(P) = a((X + 1)™ + (X — 1)™ — 2X™) +
b(X+ D)™ T+ (X =D —2Xm ) (X +1)M2 4 (X — 1)™72 — 2X™2) + ... et il ne reste aprés calculs
que ¢(P) = Za(;>xn2 donc deg(¢(P)) = deg(P) — 2. D’autre part, si P = aX +b € Ry[X], on a
¢(P)=a(X+1)+b+a(X—1)+b—2aX —2b = 0.

Comme la linéarité de ¢ est claire, ¢ € L(R[X]) et Ker(¢p) = Ry[X] d’apres ce qui précede.
Considérons, pour tout entier n > 2, la restriction ¢ : Rp[X] — Rp[X] de ¢ & Rn[X]. ¢rn est un

endomorphisme de Ry [X] et, en lui appliquant le théoréme du rang, on a n + 1 = 2 + rang(¢n) car

Ker(¢pn) = Ker(d) = Ry[X]. Ainsi, comme on a l'inclusion Im (¢n) C Rn_2[X], par égalité des dimen-
sions, on en déduit que Im (¢pn) = Rn—2[X]. Soit maintenant un polynéme Q € R[X], on note p = deg(Q),
alors Q € Ry_2[X]sin=q+2etonadonc Q€ Im(dpn) C Im(¢p). Par conséquent, ¢ est surjectif.

4.253 | La matrice nulle vérifie cette propriété et si deux matrices A et B de My (K) ont pour sommes communes

de leurs rangées s et s’ respectivement et si « € K, alors la matrice xA + B a la méme somme dans toutes
ses rangées, et c’est as + s’ clairement donc 0A + B € M. Ainsi M est un sous-espace vectoriel de M.

Soit (A,B,C) € E X F X G tel que A+ B + C = 0. En notant J la matrice avec des 1 partout, on a C = AJ
donc Tr (C) =nA. Or Tr (B) = 0 car B a des 0 sur sa diagonale. Ainsi Tr (A+B+C) =nA =0donc A =0 et
C = 0. Il vient alors A = —B qui est a la fois une matrice symétrique et antisymétrique, 'A = A = —A donc

A = B = 0. Les trois sous-espaces sont donc en somme directe.

t t
Soit M € M, on pose D = w et B = w, alors D est symétrique, B est antisymétrique et

M =D +B. On pose C = m], alors par linéarité de la trace, Tr (C) = Tr (D). On pose enfin A =D — C
n
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de sorte que M = A + B 4 C. Il reste a voir que A € E. On a déja A symétrique car D et | le sont. Enfin,
Tr (A)=Tr (D) —Tr (C) =0 et on a bien A € E. On a bien prouvé que M = E®F D G.

n n n . n )
4.254)Soit a € R, posons R = 3" cos(ka) et I= 3 sin(ka), alors R+1il = Y etk® = Y (eta)k,
k=0 k=0 k=0 k=0
e Sia=0[2n], alors e =1 donc R+il=n+1doncR=n+1et [=0.
. itn+1)a i(n+1)a —i(n+1)a intla
. +ha _ L _ Tl( )
eSia ;’_é 0 [271}, cla ?é 1 donc R+il = el(nia a_ _e iza e 2 — e_iaZ _ enﬁaiiza.
e —1 e2 e2 —e 2 sin (7)
3 i(n+1)a 3 i(n+T1)a
n ) sin ( ) n ) sin ( )
En identifiant, R = Y cos(ka) = cos (”;“)712(1 et I= > sin(ka) = sin ("}‘1).71._(1
K=0 sin (;) k=0 sin (;)

4.255) On note D,, ce déterminant de taille n. Alors Dy = 2cos(0) et D, = 4cos?(6) — 1. Pour n > 1, en

développant D42 par rapport a la derniere colonne, puis le second déterminant par rapport a la derniere
ligne, on obtient Dy 42 = 2cos(0)Dyn41 —Dn. Cette relation est aussi vraie pour n = 0 si on pose Dp = 1. On
reconnait une récurrence linéaire d’ordre 2 dont I’équation caractéristique est (E¢) : z? —2cos(8)z+1 =0

de discriminant A = 4 cos?(8) — 4 = —4sin?(0). On traite alors trois cas :

e Si @ =0 [271], 1 est racine double de (E.) donc I(a,b) € R?, fan € N, D, = an + b donc, comme Do = 1

etD1=2.Vne N, D, =n+1.

e Si 0 = 7t [271], —1 est racine double de (E.) donc 3(a,b) € R?, Vn € N, Dy, = (—1)"(an +b) donc, comme

Do=1letDy=-2.¥ne N, D, =(-1)"(n+1).

® Si 0 # 0 [n], les racines de (—E.) sont classiquement z; = ¢'® et z; = z7 = ¢~ ® donc J(a,b) € R?, Vn €

N, D = ae'™® + be "® donc, comme Dy = a+b =1 et D7 = ae'® + be ™ = 2cos(0) = €' + 710,
in+1)0 _ ,—i(n+1)0  sin((n+1)0)

i(
_e _
Vn e N, Dn= 2isin(0) n sin(0)

4.256 | (=) Soit x € Im (f)NKer(f), alors il existe un vecteur z € E tel que x = f(z) et f(x) = Og. Ainsi f(f(z)) = O

donc z € Ker(f o f) = Ker(f) donc f(z) = x = 0g. D’ou Im (f) N Ker(f) = {0e }.
(<=) On a toujours Ker(f) C Ker(f o f). Soit x € Ker(f o f), alors f(f(x)) = Og donc f(x) € Im (f) N Ker(f) ce
qui montre que f(x) = Og donc x € Ker(f) et on a la seconde inclusion.

Par double implication, on a établi que Ker(f) = Ker(f o f) si et seulement si Im f N Ker f = {Og }.

Si E est de dimension finie et Ker(f) = Ker(f o f), on a dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(E) par la formule
du rang et Im (f) et Ker(f) sont en somme directe d’apres ce qui précede. Ainsi, on peut en déduire d’apres
le cours que E = Im (f) & Ker(f).

On pose g endomorphisme induit par f dans Im (f). Comme on est dans un C-espace vectoriel, g est

trigonalisable donc il existe une base B” de Im (f) telle que Mat 5~ (g) = T est triangulaire supérieure.
Si on prend une base B’ de Ker(f) et qu’on les compose pour obtenir une base B = (B’,B”) de E, alors
Mat 5 (f) = Op.p O%mn=p ) pe plus, comme Im (f) est un supplémentaire de Ker(f), le théoréme du
On—pyp Tn-pn-p
rang nous apprend que g est un automorphisme de Im (f) donc T est aussi inversible.
4.257 | Im (u) est toujours stable par u pour un endomorphisme u d’une espace E. En effet, soit y € Im (u), alors
il existe x € E tel que y = u(x) donc u(y) = u?(x) = u(u(x)) € Im (u) : Im (u) est bien stable par wu.

Soit y € Im (u), 3x € E, y = u(x) donc u?(y) = u3(x) = —u(x) = —y car u® +u =0.
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Comme Im (u) est stable par u, on peut définir 'endomorphisme v induit par u dans Im (u) (v va donc
de Im (u) dans Im(w)). D’apres le théoreme du rang, on sait que u induit un isomorphisme de tout
supplémentaire de Ker(u) dans Im (u). Il suffit donc de vérifier que Im (u) est un supplémentaire de Ker(u).
La formule du rang nous dit que dim(Im (u)) + dim(Ker(u)) = dim(E). Or si x € Ker(u) NIm (u), on a
u(x) = 0g et 3z € E, x = u(z) donc x = u(z) = —u3(z) = —u?(x) = —u(0g) = Og. Ainsi Ker(u) et Im (u)
sont supplémentaires et v est bien un automorphisme de Im (w).

D’apres le calcul précédent, v> = —id (w)- Ainsi, det(v?) = det(—idpy, W) = (=1)rane (W = (det(v))?.

rang (u)

Comme on est dans un R-espace vectoriel, det(v)? > 0 donc (—1) =1 et rang — u) est pair.

Sifi =0ouf, =00uf3 =0, f=fjof,ofz3 =0. Supposons donc maintenant que les trois endomorphismes
f1, f2, f3 sont non nuls donc tous les trois nilpotents d’indice 2. Comme ces endomorphismes commutent,
on a f2 = 4 o f5 o f2 = 0 donc f est aussi nilpotent d’indice 1 (donc f = 0) ou 2.
Comme f3 = 0, on a Im (f1) C Ker(f7) donc rang (f1) < dim(Ker(f1)). De plus Ker(f1) # E et, par la formule
du rang on a rang (f1) + dim(Ker(f1)) = 3, donc forcément dim(Ker(f;)) = 2 et rang (f1) = 1. De méme,
rang (f2) = rang (f3) = 1. Les sous-espaces Ker(f1), Ker(f2) et Ker(f3) sont donc des plans.
e Si Ker(f1) = Ker(f2) = Ker(f3), soit un vecteur x € E, alors f; o f3(x) € Im (f2) C Ker(f2) = Ker(f1) donc
f1 0fy 0 f3(x) = Og. On a bien établi dans ce cas que fj ofy o f3 = 0.
e Si les trois plans Ker(f1), Ker(f2) et Ker(f3) ne sont pas égaux, on a par exemple E = Ker(fy) + Ker(f2).
Soit x € E, alors x = a + b avec f1(a) = f2(b) = Og. Ainsi, comme fj o fy; =, 0fy, on a fj ofy(x) = 0g car

fa ofy1(a) =f1 o f2(b) = O0g. On compose par f3 et on a bien f o f; o f3 = 0.
4.259| 11 est clair que f est un endomorphisme de R[X] (la linéarité est classique). Par construction, on a

Iinclusion Im (f) C Vect(X,X?). Réciproquement, si Q = aX + bX? € Vect(X,X?) ((a,b) € R?), alors en

posant P = %(X —-1)— %(X — 3) (interpolation de LAGRANGE), on a f(P) = Q donc Im (f) = Vect(X, X?).

Comme (X,X?) est libre dans R[X], P € Ker(f) si et seulement si P(1) = P(3) = 0 ce qui se traduit par

le fait que 1 et 3 sont racines de P ou encore par le fait que (X — 1)(X — 3) divise P. Par conséquent :
Ker(f) = (X — 1)X = 3) R[X] (multiples de (X — 1)(X — 3))).

Par la formule du rang, on a dim(Im (f)) 4+ dim(Ker(f)) = dim(E). De plus, soit x € Ker(f) N Im (f), alors
il existe y € E tel que x = f(y) et f(x) = Og. Ainsi, f3(y) — 2af?(y) + a?f(y) = Og donc a’x = O ce qui
implique x = Og car a # 0. Alors Ker(f) et Im (f) sont en somme directe et la formule du rang ci-dessus

montre finalement qu’ils sont supplémentaires dans E.

4.261 | Comme Tr est une forme linéaire non nulle (car Tr (In) =n # 0), H = Ker(Tr ) est un hyperplan de E donc

un sous-espace vectoriel de E. Sin =1, N = {0} donc N est un sous-espace vectoriel de E et Vect(N) = {0}.
Par contre, dés quen > 2, A = Ej 7 et B = E; 7 sont nilpotents alors que M = A + B vérifie M2 = Ei1+E22
donc M n’est pas nilpotent. Ainsi, N n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

e Une matrice nilpotente A n’a que 0 comme valeur propre donc, comme elle est trigonalisable dans M, ( C),
donc semblable & une matrice triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale, on a Tr (A) = 0. Comme
la fonction Tr est linéaire, toute matrice M de Vect(N) a donc une trace nulle, ainsi Vect(N) C H.

e Réciproquement, on sait qu’'une base de H est la famille B & n? —1 ”vecteurs” contenant les Ei; avec i #j
et les E11 — Ej,; avec j € [2;n]. Toutes les matrices Eyj avec i # j vérifient Eizy]. = 0 donc Eyj; € N. Par
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o B 1o\ (1 1 0 0\ (o 1
exemplepour]—letn—z,ona(O _]>—<_] _]>—|—<] 0) (O O) avec les trois dernieres

matrices qui sont nilpotentes. Ainsi, en général, toutes les Ey;7 — Ej; sont dans Vect(N). Comme B est
incluse dans Vect(N), par combinaison linéaire, Vect(B) = H C Vect(N).
En conclusion, on a 1’égalité Vect(N) = H.

a. Soit x € E, comme O, = {uk(x) | k € N} (orbite de x) est fini, I'application ¢ : N — Oy telle que
¢@(m) = u™(x) ne peut pas étre injective car N est infini et Oy est fini par hypothese. Ainsi, il existe
deux entiers naturels p < q tels que uP(x) = u9(x) = uP(u97P(x)). Or u est bijectif, donc uP aussi d’ou
u47P(x) = x. En posant k = q¢ —p € N*, on a bien u*(x) = x.

b. Soit B = (ey,---,en) une base de E. Pour i € [1;n], d’apres a., il existe ki € N* tel que u*i(ei) = ei.

N( Kio. . ouki(e) = = ej.

Posons N = ppem(ki, - -+, kn), alors N est un multiple de ki, donc u™ (e;) = u

Comme les endomorphismes u™ et id ¢ coincident sur la base B, ils sont égaux donc uN =idg.

c. o Le résultat de a. n’est plus vérifié si on ne suppose plus u bijectif. En effet, en prenant un projecteur
p de E tel que p # idg (par exemple p = Og(g)). Pour tout x de E, on a Ox = {p*(x) | k € N} = {x}
six € Im(p) et Ox = {p*(x) | k € N} = {x,p(x)} sinon mais dans les deux cas {p*(x) | k € N} est fini.
Pourtant, si x # O € Ker(p) (et il existe des vecteurs non nuls dans Ker(p) par hypothese), on n’a aucun

entier k > 1 tel que p*(x) = x car Yk > 1, p¥(x) = Og. Si p était inversible, comme p? = p, on aurait
1

plopi=p"
e Le résultat de b. n’est plus vérifié si on ne suppose plus u bijectif. En effet, si u ¢ GL(E) et si on avait

uN =idg avee N > 1, uouN"T =uN-"Tou=id¢ donc u™' =uN-1: NON ! Ainsi, YN € N*, uN #id¢.

op donc p =idg : NON ! Ainsi p n’est pas inversible.

4.263)Si « € C est racine de P, alors P(«?) = P(«)P(a+1) = 0 donc «? est aussi racine de P. Par récurrence, on
montre alors que ¥n € N, a?" est racine de P. Si a # 0 et a ¢ U, la suite (Jo|2"), _, contient une infinité

de valeurs donc (oczn) aussi. P posséde donc une infinité de racines et ce ne peut donc étre que P = 0.

n=0
Nous venons d’établir que si P # 0, alors une racine de P est donc nulle ou de module 1.
Dorénavant P # 0 et P(X?) = P(X)P(X + 1) ; si « est racine de P, comme P((ax — 1)?) = P(a — 1)P(x) = 0,

(oc — 1)? est aussi racine de P : on en déduit que « —1=0ou |a —1|=1. Si |¢| = |« — 1| =1,0n a « = —j
ou « = —j? (faire un dessin pour visualiser I'intersection des deux cercles d’équation |z| =1 et |z — 1| = 1).
Mais si « = —j, alors (—j — 1)% = j est aussi racine de P ce qui est faux. De méme —j? ne peut pas étre

racine de P. Il ne reste donc que « = 0 et « = 1 comme racine possible de P. Comme P(X?) = P(X)P(X + 1),
le coefficient dominant A de P vérifie A> = A donc A = 1. Ainsi, il existe deux entiers n et m tels que
P = X"(X —1)™. P(X?) = P(X)P(X + 1) devient maintenant X>™(X? —1)™ = X™(X — 1)™(X 4+ 1)"X™ c’est-

a-dire X2H(X — 1)™(X +1)™ = X" ™ (X — 1)™(X + 1)™ donc n = m par unicité de la décomposition d’un

polynome en produit de polynémes irréductibles.

Vérifions que sin € N, P,, = X™(X—1)™ est solution : on a bien X2™ (X% —1)™ = X™(X—1)™(X+1)(X+1-1)™.

Les polynomes P € R[X] vérifiant P(X?) = P(X)P(X + 1) sont P = 0 et les P,, = X™(X —1)™ pour n € N.
4.264) a. 1l est clair que Ker(M) C Ker(*MM). Réciproquement, si X € Ker(*MM), alors *MMX = 0 donc

EXEMMX = |[MX]|* = 0 donc MX = 0 et X € Ker(M). Ainsi, Ker(*MM) C Ker(M). Par double inclusion, on

a bien Ker(M) = Ker(*MM).

b. Comme les r colonnes de A forment une famille libre car A est inversible, les v premieres colonnes de M

forment aussi une famille libre donc le rang de M, étant égal au nombre maximal de ses colonnes formant
une famille libre, vérifie bien rang (M) > r.
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c. Méthode 1 : Supposons rang (M) = r. Soit Y € R™ 7. Considérons I’application ¢ : R" — Im (M)

définie par @(X) = M )g @ est linéaire et si X € Ker(gp), on a AX = 0, CX = 0 donc X = 0 car

A est inversible. Ainsi, ¢ est injective donc c’est un isomorphisme car dim(Im(M)) = r = dim(R").
. 0 L . 0o\ _ [BY) _ AX

Ainsi, comme M (Y) € Im (M), il existe X € R” tel que M (Y) = (DY) = (C Alors

BY = AX <= X = A~ 'BY puis DY = CX = CA~'BY. Comme cette relation (D — CA~'B)Y = 0 est vraie
pour tout vecteur colonne Y € R™ ", on en déduit que D = CA~'B.

X) eR"(XeR",Ye R“f),onamz:(

. . . _ B
Réciproquement, si D = CA~'B, pour Z = <Y AX T BY )

CA~T(AX + BY)
— V T T v
donc Im (M) C F= { <CA1V> ’ veR } Mais, I'application ¥ : R — F définie par (V) = (CA 1V)
est clairement linéaire et bijective donc dim(F) = r.
Ainsi, rang (M) < r ce qui prouve que rang (M) = r d’apres la question b..
0 ATl —AT'B

Méthode 2 : Comme les matrices Irq et sont inversibles et que 'on a
—CA In—r 0 In—r

Ir 0 X A B X ATl —ATTB (b 0 on a classiquement par blocs
—CA™" I, C D 0 In., ) \o D-ca'B) d P
rang (M) = r+rang (D — CA™! B) ce qui justifie directement que rang (M) = r si et seulement si D = CA™'B.
4.265] a. f va de E = M, (R) dans E et elle est linéaire par linéarité de la trace : f est un endomorphisme de E.
Si f(M) =0, alors M = —Tr (M)A or f(A) = (Tr (A) + 1)A donc f(M) = —(Tr (A) +1)Tr (M)A = 0 implique
Tr(M)=0car A #0et Tr (A)+1 # 0. Ainsi, M = 0. Par conséquent Ker(M) = {0} ce qui fait de f un

endomorphisme injectif donc un automorphisme de M, (R) (dimension finie).
b. Pour M € M, (R), si f(M) = 0, alors M = —Tr (M)A € Vect(A). Ainsi, Ker(f) C Vect(A). Comme

f(A) = (Tr (A) +1)A =0, A € Ker(f) donc Ker(f) = Vect(A). Comme dim(Ker(f)) = 1, rang (f) = n*> — 1 par
la formule du rang. Or, si N € Im (f), il existe M € E telle que N = f(M) = M + Tr (M)A, par conséquent
TMN)=Tr (M)+Tr M)Tr (A)=14+Tr (A)Tr (M) =0: Im(f) C {M € Mn(R) | Tr (M) =0} = Ker(Tr ).
Or Tr est une forme linéaire non nulle sur E, Ker(Tr ) est un hyperplan de E : dim(Im (f)) = dim(Ker(Tr )).

Par inclusion et égalité des dimensions, on a bien Im (f) = {M € M, (R) | Tr (M) = 0}.
c. On traite donc deux cas :
e SiTr (A)# —1,M+Tr (M)A =B <= f(M) = B <= M = f~!(B) donc il existe une unique solution M de

cette équation. Or Tr (M) + Tr (M)Tr (A) = Tr (B) donc Tr (M) = % et I'unique solution est donc
T
la matrice M =B —Tr (M)A =B — Tri(BﬁA' Au passage, on a montré que f~' : M — M — _Tr (M)
1+ Tr (A) 1+ Tr (A)
e Si Tr (A) = —1, il y a & nouveau deux cas :

e SiTr (B) #0, il n’y a aucune solution de M + Tr (M)A = f(M) = B car B ¢ Im (f) d’apres b..
e SiTr (B) = 0, comme M = B est clairement solution, M+Tr (M)A = f(M) = B <= f(M) = f(B) donc
f(M) = B <= M —B € Ker(f) <= M —B € Vect(A) d’aprés b. donc les solutions de M+Tr (M)A = B

sont les matrices de la forme B + AA avec A € R.

4.266 | Posons E = {k € N|3(A,B) € Mp k(K) x My q(K), M = AB}.

Cet ensemble est inclus dans N et il est non vide car M = I,M = MI4 donc (p, q) € E.

11 posséde donc un minimum qu’on note s et on pose r = rang (M). On sait que r < p et r < q.

Sik e€E, 3(A,B) € My (K) x My q(K) tel que M = AB or rang (AB) < rang(A) = r < Min(p,k) < k.
Ainsi, tous les éléments de E sont supérieurs a r ce qui prouve que s > 7.
L

0 g) € Mp, q(K) d’oti I'existence de

On sait que M est équivalente (hors programme) & la matrice J, = <
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deux matrices inversibles P € GL, (K) et Q € GLq(K) telles que M = PJ,Q~'. Avec U = (I(;) € My +(K)

et V=1 0)€Mq(K),onaM=ABavec A=PUE M, (K)et B=VQ "€ M 4(K)car uv = J,.
Ainsi r € E donc s < r. Au final : s =rang(M) =r.

a. Comme P(0) = 0 et P’(0) # 0, on peut écrire P = a1X+---+apXP de degré p > 1 tel que a; = P’(0) # 0.
Soit x € Ker(f) N Im (f), on a donc f(x) = Og et 3y € E, x = f(y). Ainsi f?(y) = Og. Par hypothése,
P(f) = a1f + - + apf? = 0 qu'on applique en y pour avoir Og = a;f(y) puisque Vk > 2, f*(y) = Og. Ainsi,
comme aj # 0, on a f(y) = x = Og. Les sous-espaces Ker(f) et Im (f) sont donc en somme directe. Comme
dim(Ker(f)) + dim(Im (f)) = dim(E) par la formule du rang (voila 'apport de la dimension finie), on conclut
que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E si E est de dimension finie.
b. Avec les mémes notations et le méme raisonnement, on sait déja que Ker(f) et Im (f) sont en somme directe.
Soit x € E, alors P(f)(x) = Og donc aif(x) + -+ + apfP(x) = f(arx + azf(x) + -+ + apfP ' (x)) = O ce qui
prouve que ajx+axf(x)+---+apfP ' (x) € Ker(f). Comme aj # 0,y = x+ Z—?f(x)—i—' : ~+%fp*1 (x) € Ker(f).

Mais z = —ﬁf(x)—---—a—pf"_1(x) € Im (f) carz:f(—ﬁx—-~-—aifp_2(x)) etonax=y+z On
a a a a

vient d’établir que E = Ker(f) 4+ Im (f).

Méme en dimension infinie, avec les conditions de 1’énoncé, Ker f et Im f sont supplémentaires dans E.

4.268] a. («<=) Soit x € Im (f) N Ker(f), alors il existe un vecteur z € E tel que x = f(z) et f(x) = Og. Ainsi
f(f(z)) = 0 donc z € Ker(f o f) = Ker(f) donc f(z) = x = 0g. D’out Im (f) N Ker(f) = {0 }.
(=) On a toujours Ker(f) C Ker(f o f). Soit x € Ker(f o f), alors f(f(x)) = Og donc f(x) € Im (f) N Ker(f) ce
qui montre que f(x) = Og donc x € Ker(f) et on a la seconde inclusion.
Par double implication, on a établi que Ker(f) = Ker(f o f) si et seulement si Im f N Ker f = {0g }.
b. C’est du cours sur les projecteurs. Si f> = f, pour un vecteur x € E, on a x = x — f(x) + f(x) avec
x —f(x) € Ker(f) car f = 2 et f(x) € Im (f) donc E = Ker(f) + Im (f). De plus, Im (f) N Ker(f) = {0g } d’aprés
la question a.. On a bien E = Ker(f) & Im (f).

4.269)a. (I, +M)(M?2 -M3) = M? + M3 —M3 —M* = M2 —M* = 0. Ainsi, si I, +M est inversible, on multiplie
cette relation & gauche par (I, +M)~! et on trouve M? — M3 = 0 donc M? = M3,

b. Par calculs, on trouve —X3 4+ X2 = (=X? 4+ 2X — 2)(X + 1) + 2 et, en divisant cette relation par 2, on

X*—2X+2

obtient (—X3 + X2)U + (X + 1)V =1 avec U = % et V= ;

M2—2M+21n> g
— in

c. Supposons que M2 = M3, alors en remplagant X par M ci-dessus, on a (I, + M)( >

2
donc I, + M est inversible et (I, + M)~! = %

4.270) a. G est une droite (engendrée par un seul vecteur non nul) et F est le noyau d’une forme linéaire non

n

nulle ¢ : C* — C définie par 0(x1,---,xn) = >, xx donc F est un hyperplan de C™. F et G sont donc des
k=1

sous-espaces de C™ et dim(F) + dim(G) = n. Orsi x = (x1,--+,%n) € FNG, alors x =1 = -+ = x,, et

n
> xx = 0 donc x = 0. Ainsi, FN G = {0} et on sait que ceci implique dans notre cas que C* =F @ G.
k=1
b. On note p la projection sur F parallelement a G et ¢ = idg — p la projection sur G parallelement a F.
Soit x = (x1,-++,xn) € C™, on 'écrit (& faire par analyse/synthése) x = L (s,---,s) + (x1 R i)
n n n
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n
avec l(s, --+,8) €G et (x1 — 3 X — i) €Fsis= > xk. Ainsi, par définition d’une projection, on a
n n n

k=1

p(x) = (X] _%,...)Xn_%) ot q(x):%(X1+...+xn,...,X1 Foo ot xn).
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