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a. Il y a deux cas :

e si @ = 0 alors dim(Ker(¢)) = n? car Ker(p) = M, (R).

e si @ # 0, comme @ est une forme linéaire non nulle, ¢ est surjective et on sait d’apres le cours que

Ker(¢) est un hyperplan de M, (R) donc dim(Ker(¢)) =n? — 1.
b. Méthode 1 : soit M = (my,j)1<i,j<n, alors (M) = >°  myj(Ei) par linéarité de ¢. Si on définit
1<ij<n
N = (@(Ei’j))1<i‘j<n = (ni’j)1<i,j<n’ ona Ir (NTM) = Z niyjmi’j = Z m‘l‘j(P(Ei‘j) = (p(M) Sl
1<ij<n 1<ij<n

N = (n'i)j)]@‘jgn convenait aussi, on aurait ni; = @(Ei;) = Tr (N'TE; ;) = n}; donc N = N’. On a bien
existence et unicité de N € M (R) telle que YM € M, (R), @(M) =Tr (NTM) et N = ((p(Ei’j))1<i,j<n'
Méthode 2 : comme (M|N) = Tr (NTM) définit classiquement un produit scalaire sur M, (R) et que ¢
est une forme linéaire, il existe, par le théoréme de représentation, un unique vecteur N € M, (R) tel que
YM € My (R), (M) = (N|M) = Tr (NTM) (voir formes linéaires dans espaces euclidiens). C’est plus rapide
mais ¢a ne donne pas N en fonction de ¢.

c. Si A et B sont semblables, il existe par définition P € GL,,(R) telle que A = PBP~', alors, par propriété
de la trace, on a Tr (A) = Tr ((PB)P~') = Tr (P~1(PB)) = Tr ((P~'P)B) = Tr (B).

d. Méthode 1 : l’indication de I’énoncé nous amene a montrer que N commute avec toutes les matrices
inversibles. Soit P € GL,(R) et M € M, (R), alors I'’hypothése de 1’énoncé donne ¢(P~'MP) = ¢(M) donc
par Tr (NTP~TMP) = Tr ((PNTP~1)M) = Tr (NTM). Avec la notation produit scalaire, cela donne la relation
(PTN(P™1)T|M) = (N|M). Comme ceci est vrai pour toute matrice M, on en déduit que U = PTN(PT)~T)—N
est orthogonal & toute matrice M € My, (R), cette matrice U est donc nulle donc U = PTN(PT)~T) =N =0
et on a donc PTN = NPT pour toute matrice inversible P. Alors NQ = QN pour toute matrice inversible Q
(toute matrice inversible Q est la transposée d’'une autre matrice inversible, en effet, Q = (QT)T et QT est
inversible si Q l'est). D’apres I’énoncé, N est une matrice scalaire, c’est-a-dire de la forme N = AL, et on
conclut que YM € Mn (R), (M) =Tr (AInM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

Méthode 2 : soit i € [[2;n] et P = I; ; (matrice d’interversion), alors 11 = PEMP_1 donc, ¢(E1,1) = ¢(Ei1)
par hypothese. Soit donc A = ¢(E1,1) de sorte que Vk € [1;n], @(Ex,x) = A. Soit (,j) € [1;n]? avec i # j,
alors Eqj = Di(—1)(—Eq,;)Di(—1)"" donc ¢(Eij) = ¢(—Ei,j) ce qui prouve que nyj; = @(E; ;) = 0.

Par conséquent, N = Al et on a alors VM € M, (R), (M) =Tr (AM) = ATr (M) donc ¢ = ATr .

e. Soit M de M, (R) commutant avec toutes les matrices inversibles. Alors, pour (i,j) € [1;n] :

e sii#j, Tij(1) = In + Ey,j est une matrice de transvection inversible donc, par hypothese, on a
MT-L)]'(]) =M+ Ei,jM = Ei,jM +M = Ti?j(])M ce qui se blmphﬁe en Ei,jM = MEi)]‘.
e sii =j, Di(2) = I, + Ei; est une matrice de dilatation inversible donc, par hypothese, il vient

MDi(Z) =M+ EiyiM = Ei’iM +M = Di(Z)M donc Ei’iM = MEiyi.



Ainsi M commute donc avec toutes les matrices E;j; donc avec toutes les matrices de My, (R) par linéarité.
e Pour i = j, en écrivant les produits E; ;M et ME; i, on constate que sur la ligne i et la colonne i, le seul
terme éventuellement non nul est m; ;. La matrice M est donc diagonale.

e Pour i # j, en écrivant E; ;M et ME; j, on constate que m;; = m; ;. Les termes de la diagonale sont égaux.

Enfin, M est bien une matrice scalaire puisqu’elle vaut M = mj 1I,.

no/n
Par le binéme de NEWTON, il vient M = ( > a{‘bn_k) € Mn+1(R) et on reconnait un produit
K=o \k ’ Jogijsn

i

. . _ _ k _ n n—k .
matriciel M = AB avec A = (a )ogi,kgn €Mni1(R)et B = (( >b. )ng’jgn € Mn+1(R). Lamatrice A

k)i
est une matrice de VANDERMONDE et on a donc det(A) =  [[  (aj—ay) d’apres le cours. Par multilinéarité
0<i<j<n
LA
par rapport aux lignes de B, on a det(B) = ( 11 <k))det(C) ou C = (bjnfk)o<k j<n” Or la matrice C est
k:0 ~ RPN

quasiment une matrice de VANDERMONDE, il suffit de mettre les lignes dans le bon ordre : cela se fait

en intervertissant les lignes Ly et L41, Lz et Ly, etc... Il faut donc {TL'Z’_]J interversions de lignes pour

transformer C en une vraie matrice de VANDERMONDE : det(B) = (—1)L" 2 ( 11 ) H (bj — by).

k=0 \k ogi<i<n
L . . LL“J LA
Par propriété du déterminant, det(M) = det(A)det(B) = (—1)L 2 ( 11 5 ) H (bj —bi)(aj — ay).
k=0 0<i<j<n
On effectue d’abord 'opération de GAUSS C; <— C; — Ca + C3 — ... + (=1)""'C, de sorte que l'on a
0 a+az -+ an+ag 2a7 ax+4+az3 -+ an+aj
0 a%—&-a% ai—i—a% Za% a%—i—a% ai—i—a%
AL =. . ) . =0sinestpair, A, =| . . ) . si n est impair.
0 ay+ay --- ap+af 2at af+a} -+ ap+at
Si n est impair, on factorise ensuite le 2 et on effectue dans ’ordre C,, +— Cn — Cy, Cn_1 ¢— Cn_7 — Cn,
aiy az -+ dn 1 1 e 1
. , ai a3 - af ar az o an
jusqua C; «— Cz — C3 pour obtenir A,, =2 =~ "l =2a7---an
al a} - al a !t gt o ap!

n
On reconnait enfin un déterminant de VANDERMONDE et on conclut que A, = 2( 11 ak) ( IT (g —ai)).
k=1 1<i<jgn

a. L’application nulle 0 vérifie F C Ker(0) = E et {Og/} = Im (0) C F' donc 0 € A qui est donc non vide.

Siu et v sont dans A et A € K, alors, comme Ker(u) N Ker(v) C Ker(u + Av), on a F C Ker(u + Av) car
F = FNF C Ker(u) N Ker(v) par hypotheése. De plus, comme Im (u + Av) C Im(u) + Im (v), on a aussi
Im (u+Av) C F car Im (u)+Im (v) C F+F = F par hypothése. Ainsi, A est stable par combinaison linéaire.
Enfin, A est un sous-espace vectoriel de £(E,E’) donc a fortiori un espace vectoriel.

b. On sait que si E et E' sont de dimension finie, alors £(E,E’) aussi avec dim(£(E,E')) = dim(E) x dim(E’).
Comme A est un sous-espace vectoriel de £(E,E’), il est lui-méme de dimension finie.

Notonsn = dim(E), p = dim(F), m = dim(E’) et ¢ = dim(F’). Il existe une base B = (e1,...,ep,ep41,...,€n)
de E telle que F = Vect(es,---,ep). Il existe aussi une base B’ = (eﬁ,...,e’q,e’q“,...,eﬁn) de E’ telle que

F' = Vect(el,...,eq). Soit u € L(E,E') et M = Mat 5,5/(u). Alors u € A si et seulement si les p premicres



colonnes de A sont nulles (qui traduit F C Ker(u)) et si les m— q dernieres lignes de M sont nulles (qui traduit

0 N) avec N € Mg n—p(K). Ceci

Im (u) C F). Par conséquent u € A <= M est de la forme M = <O 0

construit un isomorphisme ¢ entre A et My n—p(K) défini par ¢(u) = N telle que Mat ¢ 5/ (u) = (8 E)

Alors, dim(A) = q(n — p) = dim(F)(dim(E’) — dim(F)). Montrons-le rigoureusement !

e Si (u,v) € A% et A € K, alors u+Av € A et, d’apres ce qui précede, il existe (N,N’) € Mg n—p(K)? telles

0 N 0o N

!/
que Mat 5 5/ (1) = (0 O) et Mat 5,5/ (v) = (0 0 ) Ainsi Mat 5,3/ (u + Av) = (g N +0?\N ) donc

e(u+Av) =N +AN" = o(u) + Ap(v). Ceci établit la linéarité de o.

g g) donc u = 0. Ainsi, ¢ est injective.

e Enfin, soit N € Mg n—p(K) quelconque, soit u I'unique application linéaire de E dans E’ telle que

0 N
Mat'B,Q;/(u) = <0 0

o De plus, si u € Ker(g), alors u € A et Mat g s/(u) = (

Les trois blocs de 0 montrent que F C Ker(u) et Im (u) C F donc u € A, qui

est donc un antécédent de N par ¢ : ¢ est surjective. ¢ est bien un isomorphisme donc il conserve les
dimensions et on conclut bien que dim(A) = dim(Mgn—p(K)) = q(n —p) = dim(F)(dim(E’) — dim(F')).

(«<=) S’il existe deux automorphismes de E tels que wov = —v ou, en prenant le déterminant, on a
det(uov) = det(u)det(v) = (—1)"det(v)det(u) = det(—vou) car la dimension de E vaut n. Ainsi, (—1)™ =1
car det(u) # 0 et det(v) # 0 puisque u et v sont des automorphismes ce qui impose que n est pair.

(=) Sin = 2p est pair, on se souvient des isométries du plan (2 est le plus petit entier pair) et on “constate”
0 -1

que la rotation d’angle % de matrice A’ = < 1 0

) dans la base canonique de R? et la symétrie orthogonale

s . 1 . .
(réflexion) d’axe (Ox) de matrice B’ = (O f] ) anti-commutent : A'B’ = —B'A’ = (? o) Par analogie,
on choisit une base B quelconque de E de dimension n = 2p et on définit u (resp. v) 'endomorphisme de E

dont la matrice dans B vaut A = Mat ¢(u) = (IO _gp ) (resp. B = Mat g(v) = (Ig (i >) On vérifie
P —Ip

. . . 0 I
avec des produits par blocs que A et B sont inversibles avec B! =B et A~! = < I 5’) = —A et que
I
0o I,

AB = —BA =
(o 5

). Ainsi u et v sont bien des automorphismes de E et uov=—vou.

. . . . I
Méthode 1 : Le lien entre ces deux matrices est la matrice de M = < l; IA ) € Mp4q(R).
P

Si on pose U = (}I‘S Ii), alors MU = (Iq _OAB ;:) et UM = <Ig I fBA) donc, en passant au
déterminant, il vient det(M)det(U) = det(Iq — AB) = det(I, — BA) = det(U)det(M) car UM, MU, U sont
triangulaires par blocs. Cette formule est appelé identité de SYLVESTER. Difficile & voir !

Méthode 2 : Si on ne voit pas cette relation par blocs, comme A est de rang r < Min(p, q), A est équivalente

ajJy = (Ig 8) (par blocs) mais c’est hors-programme. Ainsi, 3Q € GLq(R), 3P € GL,(R), A = QJ.p~ .

Posons alors C = P~'BQ de sorte que B = PCQ~'. Alors on peut simplifier et factoriser les deux matrices
Iq —AB =14 —QJ:P '"PCQ—1=Q(I4 — J:C)Q " et I, —BA =1, — PCQ'QJ,P~' =P(I, — CJ;)P~".

Par propriétés du déterminant, on a det(Iq — AB) = det(Iq — J+C) et det(I, — BA) = det(I, — CJ).



. . I — -
Si C = G G par blocs avec C; € M, (R), alors apres calculs Iq — J,C = r— G €2 et
C; Cu 0 Ig—r

I, —CJy = <Ir_C3C1 I O_r > Comme ces matrices sont triangulaires par blocs, on a finalement 1’égalité
annoncée, det(Iq — AB) i det(Iq — J»C) = det(I, — Cq) = det(I, — CJ;) = det(I, — BA).

a. Soit A € P, comme P est stable par produit, on peut définir fo : P — P par fo(B) = AB. Comme A est
inversible, fa(B) = fA(C) <= AB = AC <= A" 'AB = A"TAC <= B = C donc fa est injective. Comme

lensemble P est fini, fo est donc bijective. Par conséquent fa(P) = P ce qui montre que >, M= > B.

MeTf A (P) BeP
Or > M= > fa(B)= > ABetonabien > AB= > B.
Mefa(P) BeP BeP BeP BeP
b. Posons U = Y B, alors U? = ( > A)( > B) = > AB= ). ( > AB) = > (Z B) d’apres
BEP A€P BeP (A,B)eP2 A€EP \BeP AEP \BeP
la question précédente donc U2 =m Y B = mU car card (P) = m. En posant V = Q, V est une matrice de
BeP m
2
projecteur car V2 = u—z = m—lzl =Y — v et on sait qualors Tr (V) = rang (V) € N.
m m m

Par conséquent, par linéarité de Tr, > Tr (B) = Tr (U) = Tr (mV) = mTr (V) est un multiple de m.
BeP

c. Si Y Tr (B)=0,alors Tr (U) =0 donc Tr (V) =rang (V) =0 donc V=0. Alors U= > B =0.
BeP BeP

a. Soit y € Im (f), alors f(y) € Im (f) par définition donc Im (f) est stable par f. Considérons l'application
g : Im (f) — Im (f) telle que ¥x € Im (f), g(x) = f(x) (Papplication induite par f dans Im (f) qui existe par
stabilité de Im (f) par f). Si x € Im (), alors g(x) = f(x) € Im (f?). Réciproquement, si y € Im (%), alors
Ix € E, y = f2(x) = f(f(x)) = g(f(x)) € Im (g) car f(x) € Im (f). On vient de montrer que Im (g) = Im (f?).

Soit x € E, x € Ker(g) <= (x € Im (f) et g(x) = f(x) = 0g) <= (x € Im (f) N Ker(f)).

Par conséquent, Ker(g) = Ker(f) N Im (f).

On applique maintenant la formule du rang & g. Cela donne rang (f) = rang (g) + dim(Ker(g)) qui équivaut &
dim(E) — dim(Ker(f)) = dim(E) — dim(Ker(f?)) + dim(Ker(f)NIm (f)) en appliquant aussi la formule du rang
af et f2. On en déduit que dim(Ker(f?)) = dim(Ker(f)) + dim(Ker(f) N Im (f)). Mais Ker(f)NIm (f) C Ker(f)
donc dim(Ker(f) N Im (f)) < dim(Ker(f)) et on trouve bien dim(Ker(f?)) < 2 dim(Ker(f)).

b. Puisque dim(Ker(f)) = 3n —2n = n d’apres la formule du rang, dim(Ker(f?)) < 2n d’aprés a.. Or comme
3 = f2 o f = 0, on sait qu’alors Im (f) C Ker(f?). Mais rang (f) = 2n par hypotheése donc dim(Ker(f%)) > 2n.
On en déduit bien que dim(Ker(f?)) = 2n puis rang (f*) = n avec la formule du rang.

c. Avec les inclusions Im (f) C Ker(f?) et Im (f?) C Ker(f) et I'égalité des dimensions, on a Im (f) = Ker(f?)

et Im (f?) = Ker(f). On prend une base (ezny1, -, e3n) de Ker(f) = Im (f2). On y est incité par la forme

de la matrice puisque les n derniers vecteurs de B doivent étre dans le noyau. Par définition, il existe une

famille (eq,---,en) de vecteurs de E tels que Yk € [1;n], f?(ex) = eanik-
On pose Vk € [1;n], entx = f(ex) et enfin B = (e1, -, en,eni1y "y €2n,€2nt1y" "y €30)-
3n
Vérifions que B est libre, soit donc (Ak)1<k<an € K3™ tel que > Axex = 0g (1). On applique % & cette
k=1
n
relation (1) et il ne reste que > Axeznik = O car 3 = 0. Mais comme (ezny1,---,e3n) est libre, on en

k=1



2n
déduit que A; = --- = Ay = 0. On recommence en appliquant u & la relation (1), et ona >, Axenix = Og

k=n+1
car f3 = 0. A nouveau (e2n+1, - "ye3n) est libre donc Ay = -+ = Az, = 0. Il ne reste donc dans (1) que
3n
> Axex = O qui donne encore Aznq1 = --- = Azn = 0. Par conséquent, B est une famille libre de E.
k=2n+1
On O0n Op
B est une base de E car dim(E) =3n = card (B) et Mat 5(f) = [ In 0, On | par construction de B.
0n In On

a. Soit B = (v1,---,vy) une base de E. Comme (vy, f(vi)) est liée pour tout k € [1;n] par hypothese, il existe
des scalaires Ay tels que f(vi) = Axvi car (vi, f(vk)) est lie et vic # 0g. Comme v =vy + -+ + vy # O, il
existe un scalaire A tel que f(v) = Av ce qui équivaut & Aqvy + -+ + Apvn = A(vi + -+ + v) donc, puisque
(Viy+-+,vn) est libre, & A = Ay = -+ = Ay. Alinsi, f et 'homothétie de rapport A coincident sur une base et
on peut conclure d’apres le cours que f = Aid g.

b. Montrons la contre-apposée de cette assertion : (Vx € E, (x,f(x)) liée) = (f = 0 ou Tr (f) # 0). Cela
découle de la question précédente car si (x,f(x)) est liée pour tout vecteur x de E, alors f est une homothétie,
disons f = Aid g. Alors on a deux cas, soit A =0 et f =0, soit A # 0 et Tr (f) = ATr (idg) = nA # 0.

c. Sif est non nul et que Tr (f) = 0, on sait d’apres la question b. qu’il existe au moins un vecteur x; de

E tel que (x1,f(x1)) est libre (ce qui justifie que x; # Og). Posons xa = f(x7). Comme (x1,%2) est libre, on

peut donc compléter la famille (x7,x2) en une base B = (x1,x2,%3,-+,xn) de E. La matrice de f dans cette
. . L . .
base B est bien, par construction, de la forme Mat 3 (f) = (g A) avec L € My n—1(K) (matrice ligne),

C € Mpn—1,1(K) (matrice colonne) et A € My,_1(K) (matrice carrée) et on a méme *C= (10 --- 0).

d. Effectuons une récurrence sur la taille de la matrice M.

e Sin =1, il est évident que si M € M;(K) et si Tr (M) = 0, alors M = 0 donc M est semblable & une
matrice dont la diagonale est nulle. On a méme VP € GL;(K), M =PoP~! = 0.

e Supposons le résultat établi pour des matrices de taille n > 1. Soit M € M1 (K) telle que Tr (M) = 0.

Si M = 0, la matrice M est elle-méme & diagonale nulle et le tour est joué ! Si M # 0, d’apres c., en posant f

c A
L € M1 n(K) (matrice ligne), C € My, 1(K) (matrice colonne) et A € M, (K). Comme Tr (M) =0+ Tr (A),

. . N . . 0 L
Pendomorphisme canoniquement associé & M, il existe une base B de E telle que Mat ¢ (f) = ( ) avec

on a aussi Tr (A) = 0. En posant Q la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc, par

0 L

formule de changement de base, M = Q ( c A

) Q~". Or, par hypothese de récurrence, il existe une matrice

N c g 1
R € GL,(K) telle que A = RNR™! out N € M,,(K) est une matrice & diagonale nulle. Posons Q' = 0 ](; ,
1 0 0 L 0 LR
! : : =1 _ =1 o
alors Q' est inversible et Q = <O R—1 > En calculant par blocs, Q (C A) Q' = <R1C N )
donc M = QQUQ~'Q™" avec U = (RO] c LNR dont la diagonale est nulle. Comme QQ’ est inversible

comme produit de matrices inversibles et que Q’~'Q~' = (QQ’)~', M est bien semblable & une matrice dont

la diagonale est nulle.



Par principe de récurrence, on a bien montré que si n € N* et M € My (K) telle que Tr (M) = 0, alors M

est semblable a une matrice dont la diagonale est nulle.

Analyse : soit A = (aij)1<i,j<n une matrice telle que Sa soit fini. Soit, pour (ur,---,un) € (R*)™, la
matrice inversible P = diag(ut,---,uy), alors la matrice M = PAP~! = (mij)i<ij<n est dans Sa et, par
calcul, on a mj; = %ai,j. il existe un couple (i,j) € [1;n]? tel que i # j et aij # 0, alors en prenant
up =Aetu; =1, quellles que soient les valeurs des autres coefficients diagonaux de P, on a mj = Aay,j qui
pourrait prendre n’importe quelle valeur réelle (a part 0) quand A parcourt R*. Puisque Sa est fini, on en
déduit que Vi # j, aij = 0, donc A est diagonale.

Soit, pour A € R et (i,j) € [1;n]? tel que i # j, la matrice de transvection P = Tij(A) = In + AEyj,
alors P est inversible et P~! = Tij(—A) = In — AEyj. En posant M = PAP ! = (Mmij)i<ij<n, ON a
mii=aii+ )\(a]-‘j —ai,i). Sion avait ai; # ajj, alors my ; pourrait prendre toutes les valeurs réelles quand
A € R, ce qui contredit le fait que Sa est fini. Ainsi, Vi #j, ai; = aj,; donc on a A = ay 1ln.

Synthese : réciproquement, soit A = Al,, pour un réel A, alors pour toute matrice inversible P € GL,(R), on
a P TAP =AP~'I,P = Al, = A donc Sp = {A} est bien fini.

Par analyse-synthese, les seules matrices A € M, (R) telles que Sa est fini sont les matrices d’homothéties

de la forme A = Al avec A € R (on les appelle aussi matrices scalaires).

Les deux applications f et g de ’énoncé sont clairement linéaires donc des endomorphismes de M;, (R) et on
a@=gof="fogdonc ¢ est aussi linéaire (¢’était clair) mais on a aussi det(p) = det(f)det(g).
Pour f : soit By = (E1,1,E1,2, -, E1,n, E2,1, -y E2my oo oo yEn,1,--+,En,n) la base canonique de My, (R)

écrite ligne par ligne et P = Mat ¢, (f). f(Ei1) = Ei,1A est la matrice dont la premiere ligne est celle de

n
A et toutes les autres sont nulles donc f(E1,1) = Y, a1,;E15. Ceci prouve que la premiére colonne de P
j=1
contient dans l'ordre aj 1,---,a1,n,0,---,0. De méme, f(Ehz) = Eq2A est la matrice dont la premiere ligne
n

est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc f(Eq2) = Y a2 jE; ; donc la seconde colonne de P
j=1
contient dans l'ordre az1,--+,a2n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de P pour se

rendre compte que P est diagonale par blocs avec n fois AT sur la diagonale : P = diag(AT,---,AT). On sait
qu’alors det(f) = det(P) = (det(AT))™ = (det(A))™.

Pour g : soit Be = (E1,1,E2,1,- -+ En,1, E1,2 -, Eny2y oo oo JEim, -+, En,n) la base canonique de My (R)

écrite colonne par colonne et Q = Matg_(g). g(E1,1) = AEq,1 est la matrice dont la premieére colonne est

n
celle de A et toutes les autres sont nulles donc g(Eq,1) = > ai,1Eq,1. Ceci prouve que la premiere colonne
i=1

de Q contient dans l'ordre a1, -+, an,1,0,---,0. De méme, g(E2,1) = AE, 7 est la matrice dont la premiere

n
colonne est la seconde de A et toutes les autres sont nulles donc g(E2,1) = > ai,2Eq,1 donc la seconde colonne

i=1
de Q contient dans l'ordre az1,---,a3n,0,---,0. On continue comme ceci pour toutes les colonnes de Q
pour se rendre compte que Q est diagonale par blocs avec n fois A sur la diagonale : Q = diag(A,---,A).

On sait qu’alors det(g) = det(Q) = (det(A))™.



Ainsi, d’apres ce qui précede, det() = (det(A))?™.
(=) :siué€ Vect (uk | k > 2) c’est qu'il existe un polynéme Q € K[X] tel qu'en posant P = X2Q on ait les

égalités u = P(u) = u?oQ(u) = Q(u) ou?. Ainsi uo(idg —uoQ(u)) = 0 donc Im (id g —uo Q(u)) C Ker(u).
e Méthode 1 : soit x € E, comme Im (idg —uo Q(u)) C Ker(u), on a x —uo Q(u)(x) € Ker(u) et
on éerit x = x —uwo Qu)(x) + uo Qu)(x) (R). Comme uo Qu)(x) = w(Qu)(x)) € Im(u), la
relation précédente (R) justifie qu'on a E = Ker(u) +Im (u) et on conclut Ker (1) ®Im (u) = E puisque
dim(Ker(u)) + dim(Im (u)) = dim(E) avec la formule du rang appliquée a u.
e Méthode 2 : soit x € Ker(u) NIm (u), on a donc u(x) = Og et un vecteur y € E tel que x = u(y).
Comme u?(y) = u(x) = 0g, x = u(y) = (u?0Q(u))(y) = (Qu)ou?)(y) = Q(u*(y)) = O¢. Ceci justifie
que Ker(u) NIm (u) = {Og} et on conclut, avec la formule du rang, que Ker (u) @ Im (u) = E.

(=) : si Ker (u) ® Im (1) = E, on peut traiter deux cas :
e siu=0,alorsu= u? = 0 donc u € Vect (uk | k > 2) de maniere évidente.
e siu # 0, comme Im (u) est stable par u, on peut considérer ’application induite v = ujm,,. Par le
théoréme du rang, comme Im (u) est un supplémentaire de Ker(u), v est un isomorphisme de Im (u)
dans Im (1), ¢’est-a-dire un automorphisme de Im (u). On a vu dans le cours que puisque v est un
automorphisme et qu’on est en dimension finie, il existait un polynéme P qui est annulateur de v
et qui vérifie P(0) # 0. On verra plus tard dans ’année qu’on peut prendre P = x, (le polynéme
caractéristique de v) de degré r = rang (u) = dim(Im (u)) et qui vérifie x,,(0) = (—1)"det(v) # 0. Soit
x € E, u(x) € Im (u) donc P(v)(u(x)) = 0g. Or vF(u(x)) = u**T(x) donc P(v)(u(x)) = Q(u)(x) avec
Q = XP. En écrivant P = P(0) + XU (par construction), comme Q = P(0)X + X?U est un polynéme
annulateur de u, on a P(0)u + u? o U(u) = 0 donc u = —1 426 U(u) € Vect(uk | k> 2).

P(0)

Dans les deux cas, on a bien u € Vect (uk | k > 2) si Ker (u) @ Im (u) = E.

Par double implication, on a I’équivalence : u € Vect (uk | k > 2) si et seulement si Ker (u) @ Im (u) = E.

Comme dim Ry [X] = n + 1, il suffit de montrer que cette famille de n + 1 polyndmes est libre.

n
Méthode 1 : soit (Ag,--+,An) € R™T tel que Y A;P(X + a;) = 0. En utilisant la formule de TAYLOR, on
i=0

n n p(k)(,. n n (K) (.. n (K) (.
obtient Y- A¢ - Ptk = 3 (APl ) — 0 s vice o], 3o a0 <o .
i=0 k=0 K k=0 \i=0 k! i=0 k!

Comme le polynoéme P est de degré n, pour chaque entier k € [[0;n], le polynoéme P est de degré n —k ;

ainsi (P, P, ---,P(™) est de degrés échelonnés donc (P, P’,---,P(M) est libre et c’est donc une base de Ry [X].

n n
Tout polynéme U € Ry, [X] s’écrit U= > w PX) et les relations (1) prouvent donc que S AjU(ai) =0 (2).
k=0 i=0
Pour tout j € [[0;n], soit Lj = [](X — a;). Alors Lj(ai) =0sii#j et Lj(aj) # 0. En prenant U = L; dans
i#j

(2), MLj(aj) =0 = A; = 0. La famille (P(X + a;)) est donc libre : c’est une base de Ry [X].

0gign

n mn
Méthode 2 : soit (Ag,---,An) € R™ 1 tel que > A;P(X + a;i) = 0. Si on écrit P = 3 byXX, by # 0 car P
i=0 k=0

n n n n
est de degré n et on a > A O b(X + a;)* = 0. On inverse cette somme et > by > Ai(X + a;)¥ = 0.
i=0 k=0 k=0 i=0



n n k k P
Avec le bindme de NEWTON, il vient > b D A Y, (_)a}f]X] = 0. On inverse encore et on obtient
k=0 i=0 j=0 \J

n n K\ n e\ s n k) & k—i

> ( > bk(_) Aia; J)xl = 0. Comme (1,X,---,X™) est libre, ¥j € [0;n], > bk<_) > A ) =

j=0 “k=j )/ i=0 k=j )/ i=0
n n

Pour j = n, cela donne by, > Ay =0 donc Y A; =0 car by # 0.
=0

i=0 i=

mn n mn
Pour j =n — 1, cela donne nbr_1 > Ai + by, > Aja; = 0 dong, grice a la relation ci-dessus, > Ajay = 0.
i=0 i=0 i=0

n
Par récurrence, on montre en considérant tous les j € [0;n], que Vm € [[0;n], > Aia™ = 0.
i=0

Si on pose V = (a}) € Mn41(R) et L € My41,1(R) définie par 'L = (Ao -+ An), on a VL = 0. Mais

0<i,j<n

la matrice de VANDERMONDE V est inversible car det(V) = [[ (aj —ai) # 0 car les ag,-- -, an sont
o<i<j<n

distincts. Ainsi, V7'VL =L =0 et la famille (P(X 4 a1)),_,,, est libre, c’est donc une base de Ry [X].
La matrice nulle vérifie cette propriété et si deux matrices A et B de My, (K) ont pour sommes communes

de leurs rangées s et s’ respectivement et si « € K, alors la matrice «A + B a la méme somme dans toutes
ses rangées, et c’est as + s’ clairement donc 0A + B € M. Ainsi M est un sous-espace vectoriel de M.

Soit (A,B,C) € E X F X G tel que A+ B + C = 0. En notant J la matrice avec des 1 partout, on a C = AJ
donc Tr (C) =nA. Or Tr (B) = 0 car B a des 0 sur sa diagonale. Ainsi Tr (A+B+C) =nA =0donc A =0 et
C = 0. Il vient alors A = —B qui est a la fois une matrice symétrique et antisymétrique, 'A = A = —A donc
A = B = 0. Les trois sous-espaces sont donc en somme directe.

t t
M+'™M g M='™

Soit M € M, on pose D = 5

, alors D est symétrique, B est antisymétrique et

M =D + B. On pose C = M], alors par linéarité de la trace, Tr (C) = Tr (D). On pose enfin A =D — C
n

de sorte que M = A + B 4 C. Il reste a voir que A € E. On a déja A symétrique car D et | le sont. Enfin,
Tr (A)=Tr (D) —Tr (C) =0 et on a bien A € E. On a bien prouvé que M =E®F S G.



