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[PARTIE 1 : METHODE 1|

On prend vi = (1,0), vo = (—1,1) et v3 = (—1,-2) de sorte que (vi|v2) = (vi|vz) = (v2]vz) = =1 < 0.

La famille ((1,0),(—1,1),(—1,—2)) est obtusangle dans R? euclidien canonique.

E Soit E = Vect(e) euclidien de dimension 1 (c’est-a-dire e # O¢) et (v1,---,vp) obtusangle avec p > 3 dans E,
alors (v1,v2,v3) est clairement obtusangle dans E. Or vi = Aje, vo = Aze et v3 = Aze avec (A1,A2,A3) € R3

et (vi|v2) = AAz]le||? < 0 implique AA; < 0. De méme AjA; < 0 et AxA3 < 0. Ceci signifie que les trois réels

A1,A2, A3 ont des signes opposés deux a deux, ce qui est difficilement réalisable !!!!

Par I'absurde, une famille obtusangle dans E a au maximum p =2 < 1+ 1 vecteurs :
Comme par hypothese on a p > 2 et donc (vi|vp) < 0, il est clair que Alors Vect(vp) est une

droite et son supplémentaire orthogonal F est donc un hyperplan de E : ’dim(F) =n-—1. |

Comme on projette un vecteur sur un hyperplan dont v, est un vecteur normal non nul, d’apres les relations

du cours, |[wyx = vy (vk|vp)v ( en effet (

— o2 - ) est une base orthonormale de F+ = Vect(vp))
Vp

Vp
[[vpll

On peut le prouver simplement car v = vx — (Vklvp)v (Vk‘vp)v et (v — (th}P)v vp | = 0.
vpll2 7 fvpll® T vpll* 717
. . . . . v' v v. V
Soit (i,j) € [1;p — 1]% et i # j, alors en notant n; = (||\: |p2)vp € Fretn = (|\))| |p2) p € F5, on a
P P

(vilvj) = (ni +wilnj +wj) = (niny) + (wilwj) car (wi, wj) € F2.
Or (ni|ny) = 7(%'%)(\2'%)
||VPH

Au final : ’ (Wi, ,wp_1) est une famille obtusangle de vecteurs de F. |

> 0 par hypothese car (vi|vp) < 0 et (vjlvp) <0: (wilw;j) = (vi]vj) — (nin;) < 0.

On en déduit d’aprés P71 quep—1<n—1+1doncp <n+1. Ainsi, P,, est vraie.

P1 est vraie (initialisation) d’apres 2 et Vn > 2, P17 = P, (hérédité) d’apres la question 3.3 donc, par

principe de récurrence, on en déduit que ’Vn € N*| P, est vraie. |

[PARTIE 2 : METHODE 2|

p—1
Comme Y Aivi = O par hypothese, et comme {I,]} est une partition de [[1;p — 1] par construction, on a
k=1

donc Y Ajvi + > Ajvj = Og ce qui montre que | Y Ajvi = — Y Ajvj.
iel 3 i€l jeJ




2
@ Par définition de lanorme, || > Apvi|| = ( > A

> 7\1\)1) donc, d’apres la relation de la question précédente

iel iel iel
2
et par bilinéarité du produit scalaire, on a [| > Ajvi|| = —( ST Al >l )\jVj> =— > AiAj(vilvy). Par
iel iel je] (1,j)eIx]
définition de I et ], et comme la famille (vy,-- -, vy ) est obtusangle, V(i,j) € Ix], Ay >0, Aj = 0 et (vilvj) <0
2
car i # j donc —AiAj(vi|vj) < 0. Par somme de quantités négatives, on a bien > Awvi|| €0]. Or, on a
iel
2
bien str || > Avi|| = 0donc || Y Aivi|| = 0. On en déduit ainsi que | > Ajvi = Og.

iel iel iel

Par bilinéarité du produit scalaire, (Z Aivi
iel

vp) = D MWilvp) = Mo Oiohvp) + X Aulvilvp). Comme
iel i€l
i%ig
Ai, > 0 et (vi0|\/p) < 0, on a Ay, (Vio |vp) < 0. De plus, Vi € T\ {io}, }\i(vi|Vp) < 0 donc Z 7\1(\)1|Vp) <0
iel
i#£ig

(c’est nul si I = {ip}). Par conséquent, (Z Aivi

iel
( > Aivi

iel

vp> < Ay (viglvp) < 0. D’apres la question 7, on a

vp> = (0glvp) =0et |on a trouvé une contradiction. |

Dans les questions 6, 7, 8, on a prouvé par I'absurde que (v1,---,vp_1) est libre, donc que le cardinal de

cette famille est inférieure a la dimension de l'espace E, c’est-a-dire que p —1 < n ou
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(PARTIE 1 : FONCTION GAMMA |

donc fy est

T—x

La fonction fy : t + t*"'Te™t est continue et positive sur ]0; +oo[. De plus t"’le*tz
intégrable sur ]0; 1] si et seulement si T — x < 1 ce qui équivaut & x > 0 par comparaison aux intégrales de

1
RIEMANN. De plus, lim t*t'e™t = 0 donc t* e~ t = o(—z) et fy est intégrable sur [1; +oo[ pour tout

|5
t—+4o0 +oo t

réel x toujours par RIEMANN. On en déduit que

fx est intégrable sur R si et seulement si x > 0 | puisque

fx est intégrable sur R si et seulement si f est intégrable sur |0; 1] et sur [1;4-00][.

—+oo
Six >0, alors x+1>0donc I'(x+1) = fo t¥e 'dt existe. Les fonctions u:t— t* et v:tr —e ' sont

de classe C! sur ]0;4+ocf et limt¥(—e™t) = 0 car x > 0 et lim t*e~* = 0 par croissances comparées (le
t—0 t=4o00

+oo +oo
crochet converge) donc on peut effectuer une intégration par parties et conclure que fo fyx et fo fxt1

ont méme nature (on le savait déja puisqu’elles convergent toutes les deux) et qu’on a la relation suivante

Px+1)=[- tXe_t]goo - f0+oo

(—xt*~Te~Y)dt, ce qui donne, par linéarité, ‘F(x +1) =xI'(x). |

+
Onal(1) = fo Tetdt = [—e~ Y4 = 1. Si on suppose, pour un entier n € N*, que I'(n) = (n — 1)},
alors I'(n + 1) = nI'(n) d’apres la question précédente donc I'(n + 1) = n x (n — 1)! = n! par hypothése de

récurrence. On en déduit par principe de récurrence que ’Vn eEN  T(n)=mn-1). |




(PARTIE 2 : RELATION]

t n
Sin e N* et x > 0 fixé, la fonction gn, : t — (1 - 7) t*~T est continue et positive sur |0;n] et gn (t) R E=
n t
ainsi gn est intégrable sur |0;n] pour x > 0 par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Comme absolue

n
) t*~Tdt converge.

o L o n t
convergence implique convergence pour les intégrales, |l'intégrale fo (1 - —
n

1
Sin € Netx > 0 fixé, la fonction hy, : t + (1—t)™t*~ ! est continue et positive sur ]0; 1] et on a hy, (t) RE
t

1
Comme avant, h, est intégrable sur ]0; 1] ce qui justifie que fo (1 — t)™t*~'dt converge.

Pour n € N* et x € [0;n], . €] — 1;0] donc, avec I'inégalité classique In(1 +y) < y et la croissance de
n

n—1
lexponentielle, on a e* (l - E) = exp [x—l— m=T1)In (1 - i)} < exp [x—i— m=1) (—E)] <M <e
n n n
X x\n—1
car — < 1. Comme cette derniere inégalité est encore valablesix =n,ona |Vx € [0;n], e* (1 — f) <e.
n n

@ Si x € [0;n] alors (1 - %)n = exp {nln (1 - i)} < exp {n( - i)} =e ™ car In(14+1t) < t, ce qui donne

n n
Pinégalité de gauche (qui est aussi vérifiée pour x = n car 0 < e~ ™). Pour celle de droite, la fonction 6 de

n n—1 n—1
I'énoncé est C! sur [0;n] et 6/(x) = & [(1 - 7) - ( ) ] +2e3 =X {Ze—eX (1 - i) } >0
n n

n
d’apres la question 5 donc 0 est croissante sur U'intervalle [0;n] et, comme 6(0) = 0, 8 est positive sur [0;n],

2 2

n n
d’out (1 — i) + et emX X >0care *>0. Aufinal, |Vx€[0;n], 0<e ™ — (1 - 7) <e—e X
n n n

n t\" +
Soit x > 0, T'(x) — In(x) = j; T [et - (1 - f) } dt + f T pTetat par CHASLES (tout converge).
n

n
. “+o0 1 t . , “+oo ] t
Puisque fo t*~'e”'dt converge, en tant que reste d’intégrale convergente, HT f t* e tdt = 0.
n—

X Xz

n
De plus, comme Vx € [0;n], 0 < e *— (1 - 7) < e—e™ ¥, par croissance de I'intégrale, il vient la majoration
n n

n t\ " e n
0< fo Tl {e_t — (1 — R) } dt < - fo t*"TtZe7tdt. Or fryn @ t = t*T1e ™ est intégrable sur ]0; +oof

n t\" e [too el 2
car x + 1 > 0 (voir I’énoncé) donc 0 < f X1 {e_t - (1 — 7> ] dt < — f e tat = ﬁ Par
0 n nJo n
el'(x+2
encadrement, comme lim elx+2) =0,ona Vx>0, lim I (x)=T(x).
n—-+oo n n—-+oo

X

t
Pour n € N et x > 0, les fonctions u : t + (1 —t)™*! et v : t = — sont de classe C' sur ]0;1] et
x
tX
on a la limite lin})u(t)v(t) = lin8(1 — )" = 0 car x > 0 donc, par intégration par parties, on a
t— t— x

1

t* 1

Jnt1(x) = {(1 —g)nt! ] + = + fo (1 —t)™t*dt ce qui s’écrit aussi | Jn41(x) = i]n(x +1).
x | x

1 1 n
@Pourn—Oetx>0 Jo(x f - lat = [f X}o —. Soit n € N tel que Vx > 0, Jn(x) =n! [ (x+%)~',
X X k=0

- (n+])!n+1 - nt1 B
n! H(x+1 +k)7 = — [[x+p) " =@+ ] x+x)

k=0 p=1 k=0

alors Jni1(x) = i]n (x+1) = (m+1)




n!

n
eR.P incipe de ré , |[Vx>0, V/ne N =nl! k)= .
pour x % . Par principe de récurrence, |Vx >0, Vn y Jn(x) =n kl;[O(x +%) By S Sy

Soit x > 0 et n € N*, on pose t = @(u) = nu, oll ¢ est une bijection strictement croissante C' de ]0; 1] dans

J0;n], et In(x) = fon (1 - %)nJCX_]dt = f()] (1T —w™(nu)* T (n)du = n*~ 1], (x) = n¥Jn(x) par linéarité.

nn*

Avec les questions 7 et 9, |Vx € R, I'(x) = U‘T (x+1)---(x+n)
n—+oo x(x el n

(PARTIE 3 : DEUX VALEURS)

s . . nly/n _ nly/n
D’apreés la question 10, I'(1/2) = nl_1>1100 00+ 0/2) -+ (/2) Posons u, = (/2) -+ (1/2)

2l
v . On fait classiquement intervenir dans u,, des
TX3x--x(2n+1)

Yl x2x4x o x (2n) 22" @)iym 22 (mh2yn

pour tout n € N*, qu’on ré-écrit u, =

factorielles : = = = . A I’équivalent

actorielles Un (Zn T ])' (2]’1 T ])' (Zn n 1) X (Zn)' vec l'equivalen
22n+1 (27‘[T1)T12n eZn 1

de STIRLING, Un +":O n X ezn X \/'rl X W e \/> donc P(E) = ﬁ

1 400 g7t
F(E) = fo Tdt = /n. Dans cette intégrale, on pose t = @(x) = x? avec @ qui est bien une bijection
t

1 +oo e +oo e —x? 2
strictement croissante et de classe C' de R’ dans RY, et f —dt = f Zxdx =2 f *dx

e X dx = —.
0 2

f*“” v

. .. e 2
par changement de variable. Ainsi, fo e~ * dx converge et on a =
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(PARTIE 1 : PROJECTIONS ORTHOGONALES)

n
Comme F = Vect(ey, -, en), en notant y = x — > (x|ei)ei, on a y € F- <= (Vj € [1;n], (ylej) = 0). Or,

i=1

n
ej) = (x|e;) — >_ (x|ei)(ei]ej) par linéarité du produit scalaire

n
pour j € [15n], on a (yle) = (x = X (xles)es
i=1 i=
par rapport a la premiére variable. Ainsi, comme (ei|ej) = 85,

_‘

j, on obtient (ylej) = (x|ej) — (x|e;) = 0. Par

5

n
y=x— > (xlei)ei € F-|. On sait d’apres le cours que FNF+ = {0g }.

i=1

I’équivalence précédente, on a bien

n n

On vient de voir que six €E,onax =y + (x —y) avecy =x — >_ (xei)ei € Fr et x —y = Y (x|ei)e; € F.
i=1 i=1
Ainsi, E = F+ FL et on a bien établi que |E=F@FL.

Par définition de la projection orthogonale sur F, on a la relation |mp(x) =

(x|ei)ei | car, d’apres 1,

s

,_‘
Il
o




X =

o
o

(x|ei)es + (x _

(x|ei)ei> € E (on garde la composante selon F et on “annule” celle selon F1).
1 i

1

1

eF €F+
On ax = mg(x) + (x —mp(x)) ot e (x) L (x —mg(x)) car mp(x) € Fet x —mp(x) € FL. Ainsi, d’apres le théoreme

de PYTHAGORE, ||x||2 = |J7tr (x)]|? +|[x — 7t (x)||. Comme mp(x) =

M=

(x|ei)ei avec B une base orthonormale,

i=1

n n
on sait d’apres le cours que |[rtr(x)||2 = - (x]ei)?. On a bien |||x — e (x)]|? = [|x||? — D2 (x]eq)?.
i=1

i=1

[PARTIE 2 : POLYNOMES DE LAGUERRE]

2 2
b
Pour (a,b) € R?, |ab| < % < 2|al|b| € a® +b% <= o +b? — 2|a||b| = 0 < (]a| — |b])* > 0.

az—l—b2

Comme cette derniere assertion est clairement vraie, on a bien |V(a,b) € R?, |ab| < 5

Soit (f,g) € EZ, x — x¥e *f(x)g(x) est continue sur R* et, d’aprés la question 4 avec a = f(x) et b =
x%e Xf(x)2  x%e ¥f(x)?
o). Vi € Ry, e *r(x)g(x)] < T o TN e TIT

+ + +
fo ~ x%e %f(x)%dx et fo ~ x*e~*g(x)%dx convergent, l'intégrale fo ~ x*e™X(f(x)?4g(x)?)dx converge. Par

Par linéarité, comme par hypothese,

. PSR +oo . Foo
comparaison, I'inégalité (I) montre que fo x%e *|f(x)g(x)|dx converge, soit que fo x%e *f(x)g(x)dx est

—+oo
absolument convergente. Ainsi, |l'intégrale fo x%e *f(x)g(x)dx est convergente | d’apres le cours.

@I Par définition de E4, on a bien l'inclusion E, C C°([0; +0c[, R). La fonction nulle est bien continue sur R
+oo
et fo x*e~*02dx converge donc 0 € Ey et Eq # 0.

Soit (A, 1) € R? et (f,g) € E2, la fonction Af + ng est continue sur R, car CO(R,, R) est un espace vectoriel
et Vx > 0, x%e X((Af 4+ 1ng)(x))? = A2xe *f(x)? 4+ 2Aux% e *f(x)g(x) + u?x*e~*g(x)%. On sait par définition

+ + +
de E4 et d’aprés 5 que les trois intégrales fo OO x%e*f(x)%dx, fo oo x*e*g(x)%dx et fo > x%e *f(x)g(x)dx.

—+oo
Par combinaison linéaire, I'intégrale fo x%e ((Af + pg)(x))%dx converge. On en déduit que Af + pg € E,

qui est donc stable par combinaison linéaire. Ainsi, ’Ecx est un sous-espace vectoriel de C°([0; +oo[, R).

Soit p une fonction polynomiale sur [0; +oo[. Alors p est continue sur Ry car elle est polynomiale. Comme

d d
p? est aussi polynomiale, on peut écrire p%(x) = > arx® pour x > 0. Alors, x*e *p(x)? = > qpx®tke .
k=0 k=0

+oo
Puisque, pour k € [[0;d], l'intégrale fo x&F1+k=Te=xqx converge car c’est une image par la fonction T’

“+o0
d’EULER de réels strictement positifs (voir énoncé), par linéarité, 'intégrale ‘/;) x*e™*p(x)%dx converge et

d

+ d +
on a fo Oox"‘e‘"p(x)zdx = > ax fo Tl T ex gy = > axI'(ec + 1+ k). On a donc bien le résultat
k=0 k=0

attendu, ‘p € E, pour toute fonction polynomiale P. |




Pour n € N, @y, est de classe C>° sur R’} comme produit de fonctions C*°.

® oo :x— x%e X donc Pp : x — x~ ¥ x%e X = 1.

e ¢ :x— x*tTe™> donc cpﬁ” cx e (e 1)x%e ™ —x*FH e et Py 1 x x X7 (x) = (a4 1) — x.

e 2 : x — x*T2e7* donc, avec LEIBNIZ, (p(zz) ix = (o 2) (o 1)x®e™ — 2(a + 2)x ¥ e ™ 4 x*F2e % et
P ix xf"‘excpgz)(x) =(a+2)(c+1)—2(x+2)x+ 1.

Alinsi, ’wo(x) =1, P1(x) = (x+1) —x et Y2(x) = (x+2) (o + 1) — 2(ox + 2)x + x2.

El Pour tout a € R, posons gq : x = x® qui est de classe C* sur R et, par récurrence immédiate, on a

k=1

vk € N, ¥x > 0, gslk) (x) = ( 1] (e — i))x‘l*k ol, par convention, le produit vide (pour k = 0) vaut 1.
i=0

Posons aussi h : x = e™* qui est aussi de classe C* sur R* avec Vk € N, ¥x > 0, h(0(x) = (=1)ke™>.

n
Comme ¢, = gny«h, d’apres la formule de LEIBNIZ, pour tout x > 0, ol x)= > (n) g&klm(x)h(“_k) (x)

k=0 \k
N k-1
donc oY x) = (<k>(—1)“_kx“'"°‘_ke_X H(n + o — 1)) et, apres simplifications, on a la relation
k=0 i=0
n n k—1 n n k-1
i) =5 £ ((F)eorterter TTnda- o) = £ ()0 [Ln+a-g) o
k=0 \ \K i=0 K=o \ \k i=0

n

0—1
n—0 . . n ’ .
0)(—1) [[O(n +a—1i) = (=1)" # 0, on en déduit

donc P, est bien polynomiale sur R et, comme (

que ‘ll)n est bien polynomiale sur R, son degré est n et son coefficient dominant est (—1)™.

+
Pour tout (f,g) € E2, (flg) = fo * x%e *f(x)g(x)dx existe d’apres la question 5.

e E, est bien un R-espace vectoriel d’apres la question 6.

oo

+
e Pour tout (f,g,h) € E3 et tout (A, ) € R?, (M + puglh) = f x%e X (Af(x) + png(x))h(x)dx donc, puisque

0
. 7 . 7’ . 7 +Oo +OO
les deux intégrales convergent, par linéarité, (Af+puglh) = A fo x%e *f(x)h(x)dx+p j;) x%e *g(x)h(x)dx
donc (Af + puglh) = A(f|lh) 4+ u(glh). Ainsi, (.].) est linéaire en la premiere variable.

x%e *f(x)g(x)dx = f+oo

o x%e *g(x)f(x)dx = (g|f) par commutativité

+
e Pour tout (f,g) € EZ, (flg) = fo h

du produit dans R donc (.].) est symétrique.
e (.|.) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout f € E,, tout x > 0, on a x“e"‘f(x)z > 0 donc, par positivité de l'intégrale convergente

+oo
(“0 < +09"), on a (ff) = [

. x%e™*f(x)%2dx > 0. De plus, comme x + x*e ™ *f(x)? est continue positive,

+oo
comme 0 < 400 et comme fo x%e *f(x)?dx converge, on a (f|f) = 0 = (Vx > 0, x*e *f(x)? = 0) donc

(fif) =0 = (Vx> 0, f(x) =0) = f =0. Ainsi, (.|.) est défini positif.

Par conséquent, ’ (.].) définit un produit scalaire sur E. |




K K . . i—1
Soit n € N* et k € [0;n—1], d’apres la question 9, o4 (x) = 3 (.)(—wklx“*“ex [T+ a—5)
1=0 1 :
j=0

Pour tout i € [0;k] C[0;n—1],onan+a—1> a+1>0,donc lim x™F*~t =0. Ainsi,

x—0+

k K ‘i—'l
o= 3 | (H) e s a-ngre Tl
j=0 —0

constante par rapport a x

comme somme finie de termes de limite nulle en 0. De plus, par croissances comparées,

(k) Kk i-1
Pn (X) _ k _1\k—1 o Jntax—i—x/2
= _g:o (i (1) H}(n—&-fx ]);; X_>—+>OOO

)= —0

constante par rapport a x

comme somme finie de termes de limite nulle en +oo.

On a bien | lim cpglk)( )=0c¢et ol (x )+: o(e™/?)sine N*et ke [l;n—1].
oo

x—0t

+ _
Montrons par récurrence que, pour tout k € [0;n], (Wm|bn) = (=1)* \[;) > W (x)cp1(1n k) (x)dx  (HRy).

epe e . e +oo
Initialisation : par définition de Py et (.].), on a (Ym|bn) = fo

(Ymlbn) = f PYm (x)@' (x)dx, donc on a bien HRy car B\s) = .

“e P m (x)WPn (x)dx ce qui donne

. . Y e too (k) (n—X)
Hérédité : soit k € [[0;n — 1]], supposons HRy vérifiée. Alors fo m (x)en ’(x)dx converge. Posons

u(x) = PR (%) et v(x) = o7 V(%) (avee n —k — 1 > 0) d’ott v/ (x) = P (x) et V(x) = @0 k>( ).
Les fonctions u et v sont de classe C! sur R%. 1V est polynomiale sur Ry, donc 11)%]?) I'est aussi et d)m
a une limite finie en 0%, donc comme (p%“‘k) a une limite nulle en 0T d’apres la question précédente, on

a la limite lim u(x)v(x) = lim P& (x)(p%“_k) (x) = 0. Toujours d’apres la question précédente, on a
x—0+ x—0+
— ole—x/24,(®) - _ : . oo /
u(x)v(x) = o(e Pm’ (x)) donc lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées. Enfin, f u(x)V'(x)dx
+oo x—+00 0

+oo
converge d’aprés HRy, donc, par intégration par parties, fo u/(x)v(x)dx converge aussi et on a

(Wmhbn) = (1% [T 000000 P ()
_ (-Uk<{¢$)(X)<P$Ln_k)(x)}+oo_ +o00 gl<+1)() gln—k—l)(x)dx)

0 0

= (o LT e e ) = (R LT 00l Vs

On a donc bien HRy41.

+oo _
Conclusion : par principe de récurrence, pour k € [[0;n], on a (P |by) = (—1) fo P (x)@ﬁl‘ k) (x)dx

d - _ . . _ n [T ()
onc, en particulier, pour k = n, ce qui donne bien |(Ym|hn) = (—1) fo P (x)@n(x)dx.




e Soit m et n deux entiers naturels tels que m # n et, quitte a intervertir les roles, supposons que m < n.

+oo
Alors, d’apres le premier point, on a (P |hyn) = (=)™ fo (“)(x) n(x)dx. Or P, est polynomiale de

+oo
degré m < n, donc Y\ = 0 et on a donc (Wmn) = (—1) f 1])(“) on(x)dx = fo 0dx = 0. La

famille ’(ﬂ’n)neN est donc orthogonale pour le produit scalaire (.|.). |

+oo
D’aprés la question précédente, |[Wn||3 = (Wn|bn) = (=)™ f w(n) (x)@en(x)dx. Or P, est une fonction
olynomlale de degre n et de coefficient dominant ( 1) , donc pour tout 11) ( )= (=1)"n!six > 0et
l[Wn|l2 = f lb(n) on(x)dx = (— znn'f on(x)dx = n'f e Xdx = nll'(n + « 4+ 1).

On a bien, ]vne N, [[$n][2 =n!T(n +a+1).

(PARTIE 3 : APPROXIMATION)

De la méme fagon qu’a la question 12, on peut montrer par récurrence, pour tout i € [0;n], la relation
+

i [T (n—i i i [T (n—i i - i [T (n—i -
Walfi) = (=D [ o VR (dx = (=) [ ol V(e R ax = k[T oY (x)e M ax,

+ +
En particulier, pour i = n, on obtient (\n|fx) = k™ fo = on(x)e dx = k™ j;) = xntoe—(k+Dx 4y donc
+ n+o d
(Wnlfx) = k™ j;) = (ki ])n+(xe_uk j:1 avec le changement de variable x = facile & justifier. Ainsi,
1 k O\ oo 1 Kk \"
f — n+o 7ud = F 1).
(Wnlfe) (k1)1 <k+1) fo ut e du (r e <k+l> m+a+1)
1 k" 2
(fichbn)? <(k+1)"‘+1 <k+1> F(H“H))
Par suite, pour tout n € N, d’apres la question 13, nz =
[[Wnll5 n'n+oa+1)

n n
4 (felbn)? 1 kK \) Tntatl) 1 Kk’ . »
onc 5 = a2 ' = Jar2 dn — ou an a été
Wonlle (k+1) k+1 n! (k+1) k+1

2
k
introduit dans 1’énoncé. D’apreés ce qui a été admis dans 1’énoncé, comme <k+1) €] - 1;1], on a
2 n
(ficlbn)? 1 ( K )
= a —— converge et
S TalE G & e ;
n
+Z°:° (fr|n)? 1 +Z°:<> ( K )2 1 D(a+1)
—_— = —————————— a — =
n=o |[Wnllx (k+1)2H2 = "\ \k+1 (k 4 1)2%+2 a2
1 =
(53)
B 1 Dla+1) 1 Dla+1)(k+1)2%"2  T(a+1)
(k +1)2x+2 ( 2k +1 )“*’ (k+1)2%F2 2k +1)>F! (2k 4 1)+
(k+1)?

+oo (f 2 T 1
On a montré que | Y. ( klll)“z) _ (ox + “1
n=0 [[bnllz  (2k+1)

T pour k € N.

Yn )
||1bn”oc neo;N]

est une base

. s - 2 _ P N 2 N (filvn)?
orthonormée. D’apres la question 3, |[fi —7nn(fi)ll5 = [Ifxll* — X ((Fxli—— ) = [Ifxll* = X ——5—
n=0 ||11’n\|oc n=0 [|[¥nllx

Pour N € N, Vy est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, dont (



+ + + x d
Or ||f]|2 = ﬂ) T xtexem2kx gy = fo T X (@R gy — J; = (Zkl—kl— ])“e_qui] avec le changement
1 + r 1
de variable x = —— facile & justifier. Ainsi, [|f¢|[2 = ———7 f T udetdu = L)].
k41 (2k 4+ 1)*t Jo (2K +1)*F

(fihbn)®  Tlat1) N (filpn)?

conséquent, ||fi — N (fi)||2 = [Ifel]> — X = — > ~——=— et on en déduit que
: n=o [[nllz @D o [[nllz
F(x+1) +0 (fic|dn)? F(+1) F(c+1)

-3 = — = 0 et on a bien la limite

|[fic — 7on (i) |15 1 2 o +1
N—+oo (2k + 1) n=0 |[Wnll% (2k+1) 2k +1)

attendue, lim |[|fx — in(fx )|l = 0.
N—+o0

D’apres la question précédente, pour tout k € N, pour tout ¢ > 0, il existe Nog € N tel que pour tout N > Ny,
on a ||fx — in(fk)||la < e. En particulier, en prenant N = Np, on a la majoration ||fi — in(fi)||a < e,

et mn(fi) € VN = Vect(do, -+, Pn) C P comme espace vectoriel engendré par des éléments de P. Ainsi,

p = nin(fi) convient et vérifie |[p € P et ||[fk — plla < s.l

Soit g : [0;1] — R définie par g(t) = f(—In(t)) si t €]0;1] et g(0) = 0. Alors, g est continue sur ]0;1]
par opérations sur les fonctions continues. De plus, lim g(t) = lim f(x) = 0 par composée puisque
t—0+ xX——+00

lim (—1In(t)) = +oo par hypothese sur f, ce qui fait que lim g(t) = g(0) = 0. g est donc continue sur
t—0+ t—0+
n
le segment [0;1]. Alors, d’aprés le théoréme admis, il existe une fonction polynomiale p : t +— > Atk
k=0
telle que pour tout t € [0;1], on ait |g(t) — p(t)| < e. On a alors, pour tout x > 0, comme e * €]0;1],
2
n n n
109 = £ a0 = [t in(e) = & aue| = late) ple < (10 - 3 w) < e
k=0 k=0 k=0
2

n
On a donc, pour tout x > 0, 0 < x%e™* <f(x) - > Akfk(x)) < x*e *¢? donc, par positivité de I'intégrale
k=0

convergente (avec 0 < 4+00), on a

2 2
+ n n +
0< f T e <f(’<) -2 }\kfk(x)) dx = Hf = > Afil|] < f T xxexe2 = 2T (a + 1).
0 k=0 k=0 o 0
€ n 2 n
En remplagant ¢ par ———— dans le théoréme admis, ’f — 3 Aifr|| < elet Hf - > Mfil|| e
VI(x+1) k=0 « k=0 «

Soit f vérifiant les hypotheses et ¢ > 0. D’aprés la question précédente, il existe n € N et (Ax)ogk<n € R

<

04

tels que . De plus, pour tout k € [0;n], d’apres la question 16, il existe py € P tel que

N[ m

n
f— Z A fx
k=0

£

fx — < ————, ¢t 1
||k pkHoc (n+])(|)\k|+]),e on a alors

n n n
Hf— > APk = Hf— > Mfic+ D0 Me(fie — pi)
k=0 « k=0 k=0 «
n n
< =X Mefi|| + D0 Akl lIfk — pxlle (inégalité triangulaire)
k=0 « k=0
Cen
T2 S (M )+

n
En posant p = ) Acpk € P, on a donc ’p ePet||f —plla < e.l
k=0




Soit f : x € [0; +-00[— h(y/x)e*/2. La fonction f est continue sur Ry par opérations et a une limite nulle en

+00 (car elle est nulle sur JA?; +oc[) done, d’aprés la question 18, pour tout a > —1, il existe p € P telle
que [[f = plla < V. Or

o e () — ()

[ e
ST e/ plge/2)ax
S R~ pl)e 2

+oo
— fo 2% (h(t) — p(t2)e~t"/2)22tdt

If —pllZ

o

en posant le changement de variable x = t2 = @(t) avec @ qui est une bijection strictement croissante et
de classe C' de R% dans R’ . Alors, en prenant « = —= (et le p correspondant a cette valeur de «) et
2

q:t€ R p(t?) qui est une fonction polynomiale paire, on a

+oo 2
—_ |2 _ 2c _ 2\, —t2/2\2
[ =pl2y,, = [ 2%(h(t) —p(t?)e " /2)22tat
+oo
= 2 (h(t) —q(t)et/2)2at

2

= fjozo (h(x) — q(x)e%>2dx

par parité de la fonction t — (h(t) — q(t)e‘tz/z)z. Ainsi, si h: R — R est une fonction continue, paire et

nulle en dehors d’un segment [—A; A] (ot A > 0) et si € est un réel strictement positif, il existe une fonction

+oo —x%\ 2
polynomiale q : R — R telle que fioo (h(x) — q(x)eTx) dx = ||f —p||2_1/2 <e.

On peut montrer que le résultat de la derniére question est en réalité valable pour toute fonction h: R — R
continue et de carré intégrable sur R.



