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PARTIE 1 : ETUDE DE ¢

Par opérations, d est de classe C! sur R et, sit >0, d’(t) = 1—sint > 0 donc d est croissante sur I'intervalle

R;. Comme d(0) = 0, la fonction d est positive sur R4 ce qui donne 1 — cost < t et comme cos < 1, on a

o, 1 —cost . . .
I'inégalité attendue avec «x =1 : |Vt >0, 0 < — < 1.| De méme, 6§ est clairement C? sur R, et, si

t>0,8(t)=t—sint puis 8”(t) =1 —cost > 0. Comme 8'(0) =0, on a & > 0 car & est croissante sur R.

1 —cost < 1
2 2
Pour ces deux fonctions, on pouvait aussi dire qu’elles étaient prolongeables par continuité en 0 (par DL)

et de limite nulle en +o00 donc classiquement bornées. On conclut en remarquant qu’elles sont évidemment
positives. Mais ceci ne donnait pas les valeurs exactes de « et f3.

A nouveau, & > 0 car 5(0) = 0 et que & est croissante sur R;. On a donc: [Vt >0, 0 <

1 —cost . ey
h:t— ———— est continue sur R¥, bornée sur ]0;1] d’apres 1.1.2 (et méme prolongeable par continuité

2
L, 1 —cost 2 1 L,
en 0) donc intégrable sur |0;1]. Pour t > 0,0n a0 < ——— < — et t = — est intégrable sur [1;4o00[ donc
t t t
1 —cost L, . L. 1 —cost L, .
t — ———— est intégrable sur [1; +00[ par comparaison. Ainsi |t — > est intégrable sur R™*.
t t
. 1—cost _ . 1—cost _ 1 —cost
Six > 0 alors t = ————e *" est continue sur RT et ‘2 | < ———— = h(t) donc, par
t t t
. T —cost _ ¢ . . Lo : :
comparaison, t = ————e” " est intégrable sur R**, ce qui signifie que ’cp(x) existe si x > 0. |
t
. +o0 1 —cost 1—cost
Si0 < x1 < x2, o(x1) — @(x2) = fo — (efx‘t fefxzt) dt < 0car —=— > 0et x e Xt
t t

est décroissante si t > 0. Ainsi, ¢ est décroissante et minorée par 0 donc, d’apres le théoréme de la limite

monotone, la fonction ’(p admet une limite finie (notée A) en +o00 | .

1 —cost 1 L
D’apres 1.1.2, on a VvVt > 0, 0 < 72e_Xt < Ee"‘t donc comme, pour x > 0, t — e~ *t est intégrable sur
t
L 1 ptoo 1 L -
R, pour x > 0,0 < 9(x) < = f e *'dt = —. On en déduit par encadrement que lim ¢(x) =0.
2J0 2x x—>+00

La fonction f; est de classe C? sur [a/2; +oo] et |[f/(x)] = t?e ™t < t?e~ %2 donc I'inégalité de TAYLOR-

_ 2
LAGRANGE (ou TAYLOR avec reste intégral) donne [f¢(x) — fi(a) — (x — a)fi(a)] < % x t2e” 2 don
_ 32
I'inégalité voulue : ||e™™ — e~ + (x — a)te™ Y| < %tze_at/z.
tool—cost o ptool—cost . —at —at
o(x) —9(a)+ (x—a) fo — ¢ dt = fo —z (e —e " 4 (x — a)te” *") dt donc, avec

—at/2

la question précédente et 'inégalité de la moyenne (en vérifiant que t — (1 — cost)e est intégrable sur

+o00 1 —cost (x —a)? f+00
L CosE, *—49

RT car a > 0), on a bien |@(x) — ¢(a) + (x — a) fo . —atgy| < . : (1 — cos t)e~9t/2qt.




x —q

Ainsi, si x # a, on a 'inégalité 3

<

— 4oo T — t
o(x) @(a)+f cost _ary,

“+oo
_ —at/2
o fo (1 —cost)e dt.

X—a

X —a o0 +oo
Or lim | | f (1 — cost)e™/2dt = 0 car f (1 — cost)e™%t/2dt est une constante vis-a-vis de x.
x—a 2 0 0
+oo 1 —cost
On en déduit que ¢ est dérivable en a et que |¢’(a) = — fo 7e*atdt.

Pour x > 0, les fonctions t — et et t — e~(*~H* sont intégrables sur R donc on a :

x

—+00 “+o0 . 1 1 1
" — —xt gy —(x—1)t — _ _ " — _ _
o (x) fo e *tdt — Re <f0 e dt) . Re (x—i) donc | " (x) T

1
On en déduit en primitivant sur 'intervalle R* que Vx >0, ¢’(x) = In(x) — > (14 x%) + C, avec C € R.
2

1 X +oo 1

/ _ : /I __ : : / —xt —_

Onag'(x) = 5 In (1 erz) + C donc 14:201@ = C. Par la majoration de 1.1, on a |¢’(x)| < fo e *tdt = .
1 2 2 1

ce qui donne C = lim @’ = 0 puis cp’(x)zfln( x ) car ln( x ) :—ln(1+—) — 0 en +o0.
+oo 2 1+ %2 1+ %2 x?

2
x1ln (]:_72) = —xln (1 +
X

La fonction x — In (1 +x2) est continue sur RT donc admet des primitives (calculons la primitive nulle

1 1 ) x?
— |~ == donc lim xln( 2)20
X +oo X xX—400 1 _|_ b

en 0) : les fonctions t + t et t — n(1 + t?) sont de classe C' sur [0;x] donc, par intégration par par-
) . x 5 _ |: ) :|x B x 2t _ AN X B 1
ties : [T (1442)at = [tin (14 ) INE dt = xtn (14+x%) =2 [ (1 Tz ) dv done

+ 2
une primitive de x — In (1 +x?) sur Ry est la fonction x — x In (1 +x?) — 2x + 2 Arctan(x).

]
Comme Vx > 0, ¢'(x) = In(x) — 2 n (1 +x%), en primitivant sur l'intervalle R, il existe une constante C’

2
telle que Vx > 0, @(x) =x1In(x) —x — %ln (1+x%) +x — Arctan(x) + C' = % In (1172) — Arctan(x) + C’.
X
x x? 7
Comme lﬂ;}cp =0 et grace & 1.5.1, ona |@(x)= 2 In (] n xz) — Arctan(x) + 3 six > 0.

Six >0, o(x) = xIn(x) — gln (1 +x2) — Arctan(x) + g, on en déduit li&nq) = ; Reste & prouver que

. . . . 1 —cost
¢ est continuie en 0 : ona 0 < 1T —e*t < xtsix > 0ett > 0 mais la fonction t — ———— n’est

t
pas intégrable sur ]0;+oo[. Si A > 0, on a, en majorant 1 — e~ *' par xt sur [0;A] et par 1 sur [A;+oo] :

A1 —cost +oo 1 —cost too T —cost
|(p(x)—<p(0)\<xf0 ﬂdt—i—f/\w%dt. Soit ¢ > 0 fixé, ilexisteAtelquef OO% t\%
A1l-—cost

Pour un tel A, on a |p(x) — ¢(0)] < ¢ —|—xfo 7dt donc il existe r > 0 tel que si 0 < x < 1, on ait

A1l—cost £ . .
0< Xfo fdt < 5> ce qui donne, pour 0 < x <, |[p(x) — ¢(0)| < € donc ll(}n(p = ¢(0).

s
Par continuité de ¢ en 0, on a |¢@(0) = lign(p =3

On remarque que lim+ o’ (x) = —o00. Comme ¢ est continue sur R*, un corollaire des accroissements finis
x—0

indique que |¢ n’est pas dérivable en 0 | mais que sa courbe présente en 0 une demi-tangente verticale.




PARTIE 2 : ETUDE DE L’EXISTENCE DE me

.om oM

. sin . Tt ., sin —
La fonction hy, @ t — est continue sur }0; E} et prolongeable par continuité en 0 car o tm!
o0
sin™t T
(avec m > 1 donc h1(0) =1 et hyy(0) =0 si m > 2) donc |t — est intégrable sur }O; E}
. 1 1 . 1 —cost . 1 —cost
@ Les fonctions t — (1 — cost) et t — — sont C' sur |0; +oo[, im ——— = lim ———— = 0 dongc, par
t t—0 t t—+oo t
. . . +oo sint 7
intégration par parties, |J; = fo " dt converge et J1 = ¢(0) = 7
1 okt - ikt
Pour x > 0 et k # 0, les fonctions t — — et t — —— sont C' sur [f;Jroo[ et lim —— = 0 donc, par
t ik 2 t—+4oo ikt
foo elkt ikt
intégration par parties, on a I’équivalence Iy converge <= f 1 _k—zdt converge. De plus, t — —— est
7T
ikt ikt Lt t
. 7T e 1 e L, T .
continue sur {E, +00 {, —S5 | < 3 donc t — —5— est intégrable sur [E’ +00 [ par comparalson : Iy converge.
t t t

1 » _ T .
Pour k=0, t — " est positive et non intégrable sur {E, +oo[ donc Iy diverge. ’Ik converge <= k # 0. |

it —it

_ m 1 m . :
Par la formule d’EULER, sin™t = % = — ™) (m1)mkeiktemi(m—it donc, par
2 (2y™ k
1 1 k=0

x sin™t 1 no/m
linéarité de l'intégrale : dt = —= > ( >(—l)mk12k_ (x).
3 @™ 2 \k "

Sim = 2p + 1 alors pour tout k € [[0;m], 2k — m # 0 donc toutes les intégrales Iz _ convergent. Par

.. L. +o0 sin?P 1t z sin?Pt1 ¢
combinaison linéaire, f o " dt converge. Comme fo fdt converge, |J2p41 converge.
2
. _ . x sin?P t
Si m = 2p alors toutes les intégrales I3y _y, convergent sauf si k = p. f — dt est la somme de 2p
2
o L . T +o0 sin?P t .
intégrales convergentes et une intégrale divergente. Ainsi, |l’intégrale fo dt est divergente.
. 2p+1 . 2p+2 . 2p+2 s 2p+2
. sint sint sint +oo sin t .
Soit p € N, comme | tl > | tl = ( t) > 0 et fo fdt est divergente
. +oo | sin t[2PF! . . . o oo (sint)?PT! .
d’apres 2.4.3, 0 dt est divergente par minoration. Ainsi j;) fdt est semi-convergente.

[PARTIE 3 : CALCUL DE JZPH}

f étant continue sur le segment [—1;1], elle y est bornée et en notant ||f||cc = [M1a%<] [f], on a par inégalité

. . T4nm dt nm + /2
de la moyenne et majoration de |f| par ||[f|leo : |¥Yn| < [[f]loo f%z-r(n—])nT = [|fl|oo In <(n—1)7r+7r/2 .
. nm + /2 -
Comme lim In|-——— | =0, on trouve par encadrement lim vyn =0.
n—+o0 m—1)n+mn/2 n—+oo




F A ) e ] einb)

Le changement de variable u = t — n7t donne y,, = f_% e 2 wnn du par
. T f(si
imparité de f. Par ailleurs, en posant v = —u, f - Mdu = — fz Mdu. On en déduit que
7 u+nm 0 —v+4nmn
T [f(sin(u f(sin(u T =2(—1)"uf(sin(u
yom (o [ (i) o)), pF 2 uleinGe))
u+nm —u+nn 0 (u+nm(—u+nn)

s T 1
Soit x > g et n, 'unique entier tel que x € {E + (ng — 1)7[, -+ nxn[ (ce qui revient a ny = X + J ).
7T

2
f(sm( f(sin(t) Z .- fn f(sin(t))

+(nx—T1)m t
Nx
Quand x = +00, ny = +00 et Yy — fo S(t)dt d’aprés 3.1.1 et ce qu’on a admis. Par ailleurs,
k=1

On a alors, par relation de Chasles, f X/Z dt.
s

stn(t)) THnxm dt (/2) + nym
UM(n Nt ‘<||f”°ofﬂ+<n f1>nT:”fH°"m(( - ) e
x Z+(nx 7/2) + (ny — 1)1t/ x—+o0
+oo f(sin(t f(sin(t /2
On en déduit par encadrement et somme que f N Mdt - um [ Mdt = f S(t)dt.
/2 t x—+oo J /2 t 0

f(sin(t
Pyt M est continue sur ]0;7/2] et prolongeable par continuité en 0 (en posant P;(0) = '(0)

sin(t)
f f(u) — (0
car E = LO() — '(0) quand uw — 0 par hypothese). ’Ainsi P est intégrable sur ]0;7/2]. |
u u—
f(sin(t)) ) S R
Py 1t = I est continue sur |0;7/2] et prolongeable par continuité en 0 (en posant & nouveau

P2(0) = '(0) car t N sin(t)). ’Cette fonction P, est donc intégrable sur ]0; 7t/2]. |

f(sin(t f(sin(t
Si |g:t—S(t)+ (in(y) _ flsin(®)) , avec ce qui précede, g est continue sur [0;7t/2] avec g(0) = S(0)

t sin(t)
f+oo f(sin(t)) dt—fﬂ/z f(s'in(t))dt _ fﬂ/Z f(sin(t)) +f+oo f(sin(t)) dt—fﬂ/z f(s.in(t)) 4 — fﬂ/Z =0,
0 t 0 sin(t) 0 t /2 t 0 sin(t) 0
D . T 2t sin(t sin(t
Pour f = Id;_; 1) (qui vérifie les hypotheses de 3.1), S(t) = 21(])nt2—n§7t)2 =1- ¥ pour
n=
7/2 sin(t) /2 sin(t)  sin(t)  sin(t) T
€10;7/2]. Avec 3.1.4, J1— dt = 1- - dt = 0, d .
J057/2). Avec J fo sin(t) fo ( t + t sin(t) one \Tn 2
+o0 2tsin(t in’(t
Avec f(t) = t> (qui convient aussi), on obtient $(t) = sin?(t) 21 (—l)“tz 8125712 sin?(t) — % puis
n=
. . /2 2t —sin(2t)1/2 =«
avec 3.1.4 (comme en 3.2.1, les termes se simplifient) |J3 = j;) sin? = [ } =7
0
sin”PT (1)

2t sin(t) sthP'H t)

+oo
Plus généralement S(t) = sinP(t) 3. (_])nw

= sin?P(t) —
n=1 t

avec f : t — t2P+! qui
est continue, impaire dérivable en 0 puis, avec la question 3.1.4 (comme en 3.2.1 les termes se simpli-
fient) : Jop41 = f sm2p )dt. Une derniere intégration par parties (assez facile a justifier) donne alors
2p —1
2p

T2 20y o 2p-2
J2p+1 = (2p — 1) fo cos (t) sin“P~<(t)dt = (2p — ])(]zp,1 — ]2p+1> Ou encore Jap41 =

2p)!

Tt
4P(ph)? 2

]2p71 .

Une récurrence simple montre enfin que |Vp € N, Jzp41 =




