SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 5
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

ED)a

[5.1 Modes de convergence}

li1(1)1+ M =1 donc (fn)nen+ converge simplement sur R, vers f : x 5 e
t—

. ~ . ’ +()O 2
b. C’est RIEMANN. Vn € N*| f,, < f; (bindme) intégrable : liT In = fo e ™ dx (TCD).

n——+oo

c. On arrive par ce changement a I, = an(nz_]) \F donc f e_XZ dx = ?
d. Une petite étude de fonctions suffit ou les formules de T AYLOR reste intégral. On déduit de cette inégalité

x4t 1

2
que Vx € [0; ¢/, [fn(x)—f(x)| < e <€2n —1) < (ezn —1). Deméme  Sup  |fn(x)—f(x)| < fn (/M)
x€[ V/m;+o0]

qui tend vers 0F. D’ou la convergence uniforme de (fn)nen- sur Ry vers f.

—X
a. Il est clair que la suite (fy)nen converge simplement vers 0 car fi, (x) o e—z pour x fixé. Par contre, en
oo X

étudiant la fonction f,, qui vérifie f,(0) =n et lim fn(x) = +00 et qui a deux extrema locaux, on n’a pas
X——00
convergence uniforme sur R* mais seulement sur des intervalles [a ; 400 avec a > 0 ou [b;c| avec b < ¢ < 0.

b. f,, est prolongeable par continuité en 0 et vérifie f (x) = o(e™) donc I,, existe. Avec le changement de

. +o0 7u/n . +o00 1 7
variable u = nx dans I,,, I,, = f . Par convergence dominée : lim I, = f ydu = =.
0 14+u n——+oo 0 14+u 2

a. Ve >0, dng € N, VYn > ng, Vx € R, ’fn(x) — f(x)| <.

b. 1l suffit de prendre, pour n € N, la fonction f,, telle que ¥x € [-n;n], fn(x) = ] _z > et fn(x) = 0 sinon.

c. Pour ¢ > 0, comme g + [f| est intégrable sur R, il existe m > 0 tel que f_ (g+1f]) + f g+1f]) < %
o0
. m m m
Ensuite, sur le segment [-m;m], ona lim fn = f f donc Ing € N, Vn > ny, f (fn — f)‘ < &
n—+4o0 m —-m -m 2

Enfin, Vn > ny,

I <fn—f)’<’f_n;(fn—f)’+f_m g+1f)+ [ (9+1fl) <

ST -

La suite (fn)n,nn converge simplement vers f = 0 par croissance comparée. Pour n > 1, f,, est clairement

dérivable et f] (x) = n(sin(x))n_l [ — (n+ 1) sin?(x )] donc la fonction fy, est positive et maximale en le

réel xn = Arcsin( 11) Ainsi, en se servant de la formule cos(Arcsiny) = /1 —y?2 et de la limite
n

n
lim (1 + l) ‘= /e obtenue en passant par Uexponentielle : ||fn||co = fn(xn)~ /2 ce qui fait que la
n—-+oo n 0o €

s nt1 /2
M} tend vers 1

/2
convergence n’est pas uniforme. On aurait aussi pu constater que fo fn = [n i
n
. s m/2 . .
qui est différent de fo f = 0 donc la convergence ne peut pas étre uniforme.

_n
n+1

grand, on a |[fn[|sc,(0;a] = fn(a) qui tend vers 0 donc la convergence est uniforme sur [0; a].

Par contre, puisque liT Arcsin ( ) = %, pour un réel a € [0; E[ et dés que n est suffisamment
n—-—+0oo

1



3/2 5/2
On calcule : Vx > 0, fi(x f dt = x, fa(x f Vidt = X , f3(x) = foxfz(t)dt = 4"15 . On

n-1_n-J 2n—1 n—-

poursuit et on montre par récurrence que ¥n € N, Vx > 0, fn(x) = 3% Si ~~X>< (Zzn 0 _ 2 (2?1!)’4! 2

donc, comme Um () _ lim _xmt1) 0, on a lm fu(x) = 0 d’ou la convergence
n—too  fn(x) notoo (2n42)(2n + 1) n-too

simple de la suite (fn)n>o0 vers la fonction nulle. Bien siir cette convergence n’est pas uniforme sur R, car
= +

Sup fn(x) = 400 mais si on fixe a > 0, |[fnl|s,[0;a) = fn(a) qui tend vers 0 quand n tend vers +oo donc il
xeRy

y a convergence uniforme de (fy)nen vers la fonction nulle sur [0; al.

Pour x € R fixé, on a lim —*- = x donc la suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers la
n—+oon + 1

fonction f = cos. Pour n € N fixé, on a fn ((n + 1)n) = cos(nm) = (—1)™ et f((n + 1)nr) = (—1)™*" donc
[|fn — f|loo = 2 et on n’a donc pas de convergence uniforme de (fn)nen vers f sur R. Par contre, si on fixe

a>0,Vx € [—aja], [fn(x) — f(x)| = ’cos(x) — cos (nT]M < ’x— nTi‘] = n‘:-|1 < ni1 car cos est

1-lipschitzienne sur R donc on a convergence uniforme de (fn,)nen vers f sur [—a; al.

1 R
a' SiX:O’ onaVn € N*, fn(o) =0. Six €:|0’ §:|) fn(X) —e n(sinx

m ) donc (fn)n>1 converge simplement vers
f telle que f(0) = 0 et f(x) = 1 sinon. Comme ||f;, —f||oc = 1,1l 0’y a pas convergence uniforme sur [O; %} Par
contre, comme f;, est croissante sur [0 ﬂ pourn > 1, pour a € }O ﬂ ona ||[fn —f||y (a3 =1 —fn(a) =0

donc il y a convergence uniforme de (fn)nen+ vers f sur [a; ﬂ

b. Les f,, sont majorées par f d’ou la convergence dominée de (f)nen+ vers f : hm Uy = f f==1
n—-+4oo

n
. . . . . . . 1 .
Six > 1,ily a divergence grossiére par croissance comparée. Six €]0;1[, on a XHw =o (1—2) par croissance
n o0 n
comparée encore donc la convergence simple de la série se fait sur |0; 1] (évident en 1).

. . . 1 -
La fonction un atteint son maximum sur ]0; 1] en e™ ™ en dérivant f,, donc |[fn | j0;1] = [P et

enHy oo enln(n)
la convergence n’est pas normale sur ]0; 1] par les séries de BERTRAND. Si a €]0;1], on a ||fn]|oc,j0;a] = fn(a)

1
des que n est assez grand (si e” T < a) et comme Y. fn(a) converge, on a la convergence normale sur |0; al.

n>1
De plus, si x 6]07 1[ et n > 1, comme les fonctions uy gardent un signe constant et que la suite (H p)‘pEN*
; = 1 =k xnt | In x| C
est croissante, on a |[Rp(x)| < > |uk(x)] < > x| Inx| = < en notant
k=n+1 Hnp k=n+1 n+1 1—x Hn41

Inx

C=||gllco 8l g:x+> . prolonge en 1. Il y a donc convergence uniforme de cette série de fonctions.

a. La suite (||fn||oo)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.

b. Pour n € N, f,, est positive d’apreés les hypotheses car pour x € [a;b], (fn(x))nen décroit vers 0. Ainsi

[[fnlloc = Sup f(x) = Max f(x) = fn(xn) car f est continue sur un segment donc y atteint ses bornes.
x€[a;b] x€[a;b]

c. p € N étant fixé, on a, pour tout n > p, fn(xn) < fp(xn), et la suite (xn)nen étant bornée, elle admet
une suite extraite convergente d’apres le théoreme de BOLZANO-WEIERSTRASS : (xo(n))nen qui tend vers
¢ € [a;b]. Mais comme @(n) > n, on a fym)(xem)) < fp(xem)) et quand n tend vers +oo, on obtient

lim |[fn]loc < fp(c). Mais ceci étant vrai pour tout p € N, en passant a la limite : Um ||fn||oc = 0 donc
n—-+oo n—-4oo

la convergence de la série de fonctions (fn)n>o0 est uniforme.



[5.2 Fonctions définies par une série de fonctions]

a. Divergence grossiére pour x < 0 et convergence si x > 0 car e XV = iz Si a > 0 et qu'on pose
+oon

+oo
frox — e XV [[fnlloo,[as+o0o] = fn(a) et Y fn(a) converge donc la série de fonctions converge normalement
n=1
donc uniformément sur [a; +o0o[. Comme les f,, sont toutes continues, on a bien f continue.

b. Toutes les f,; sont strictement décroissantes, donc f aussi par convergence simple.
+o0
Par le théoréme de la double limite, on a lim f(x) = >, lim fu(x) =0.

X—+00 n—1Xx—+too
c. On utilise une comparaison série-intégrale : comme t — eVt gt décroissante, pour n € N*, on a
n+1 n L, L, +o0 +o0
f e VEqt <e XN g e~ *Vtdt. On somme ces inégalités : f] e Vgt < f(x) < fo e Vgt

n n—1

T VA 2 [T : u? .
or f 5 € Vit = 5 f , ue “du avec le changement de variable t = =5 et par IPP, on trouve le résultat
X X

“+o00 1
f e Vgt = % et f e V4t est une constante donc f(x) ~ %
0 X 0 0 X

a. La convergence simple releve du critere spécial des séries alternées. Il y a convergence normale sur

[a;+o0o[ si a > 0 mais pas sur R ; donc f est continue sur RY.

+oo _1\n
b. Par CVN sur [1;+o0[ona lim f(x) = > [ Um % = 0. On a aussi, pour tout réel x > 0,
x—+00 n=o \x—=+oo 1+ 2"x
+o0o (_])n . . +oo (_])n 1 2
xf(x) = —— 7 etily aencore CVN sur [1;+o00[ donc _Um_ xf(x) = > ~—x— = T =%
n=0 n + - n—+o0o n=0 2 14+ — 3
X 2

a. La convergence simple releve du criteére spécial des séries alternées. Il y a convergence uniforme (et pas

+oo (_ 1\
normale) sur [a;+oo[ pour a > 0 car alors | > (=1) < —1— ; donc f est continue sur R .
n=p | +nx pa+1
400 (—1)“+1n
b. On a aussi convergence uniforme de la série des dérivées sur [a;+oo[ car | > 5| < P 5
n=p (14+nx) (pa+1)

n n+1)
(14+nx)? 7 1+ (n+1)x)

4oo (_1\n+1
f est alors de classe C' sur [a;+oo[ donc sur R* et on a Vx>0, f'(x) = . (=)™ n

des que p(p +1)a? > 1 car alors Vx > a, Vn > p,

~. Par un théoréme du cours :

n=1 (] +nx)2 .
+oo (_1)71 +oo (_]>n
c. Par CVU sur [1;+o0[ona lm f(x)= > [ Um ——— ) =1. Pour x >0, x(f(x) = 1) = 3 —T
x—+00 n=o \x—=+oo 1+ nx n=ln 4 -
x
+ _1\n
et il y a encore CVU sur [1;4o00[ donc lim x(f(x)—1) = 3 (=D" _ —1n(2).
n—+oo n=1 n
d. On regroupe les termes 2 par 2. Si gx(t) = X 1 1

Q) (@t Dx 1) 21 @ imrr

P X In(1 Foo Foo In(1
décroissante sur R% : Vx >0, % = fo gx(t)dt < f(x) < 9X(0)+f0 gx(t)dt = Xi] + n(2: X).
Par le théoréme d’encadrement : lim f(x) = 1,

x—0+ 2



2.2
a. Six=0,onaVn =1, u,(0) =0 donc Y un(0) converge. Six # 0, un(x) ~ n(nx7) 2 donc

n>1 +oo 7 In(n) fon

>~ un(x) converge absolument (un(x) > 0) par le critere de RIEMANN.
nxl

Ainsi le domaine de convergence cherché est D = R.

b. La série Y u, converge simplement vers S sur R (on vient de le voir).
n>1

Toutes les fonctions wy, sont de classe C! sur R : c’est clair !

Pour n > Tet x € R, u,(x) = 2x _ o) avec @ 1t —

(1+n°x*) In(1 +n) nin(l1+n)

2t

Tl Une identité

remarquable montre que |@(t)] < 1 avec (1) = 1. Ainsi ||ul||cc =

de BERTRAND) que . 1 diverge. La série Y. u/, ne converge donc pas normalement sur R.
n>2 n ].TL(TL) n>1

] ~ 1 et on sait (série
nin(l +n) +oo nin(n)

A terminer.

a. Pour x € RY, fr(x) = % ~ T donc ) f,, converge simplement d’aprées RIEMANN. Comme les
n—+mn"xoonx n>1

1
n+n‘a
+oo
> fn converge normalement sur [a;+00[ et la somme de la série S = ) f,, y est continue car chaque
n=l1 n=1
est continue. Chaque f;, est décroissante donc S Iest aussi par somme.

+oo

b. Par convergence normale de >  fy sur [I;4o00[, lim S(x) = > Um fu(x) = 0 avec le théoreme de
n>1 X—+00 n—1X—+oo

fonctions f, sont décroissantes sur R, si a > 0, on a |[[fn|oo,[as400] = donc la série de fonctions

+oo

la double limite. Pour x > 0, xS(x) = Y. —>—— et ||gn||so,[0;+00] = 1 en posant gy (x) = —*— ; par
n—pn+nx ” n n+n’x

le théore 1 le limi - LS 1

e théoréme de la double limite : xBToo xS(x) = HZ:] XLLTOO gn(x) = né:] ="

1
t(1 4+ tx)

n+1 n
en sommant les inégalités fn t(]c—lﬁ—ittx) < fa(x) < fni] ﬁ pour n > 2, on a l'encadrement :

400 1 400 dt 400 dt
1+ 40 Z f < ——. —dt _ — 0 1 d
) t(1 +t><) s TRt mew O J W t+og ~ 0 +x) —in(x) donc on

c. La fonction t — est décroissante sur [1; +oo[ done, par comparaison série-intégrale, classiquement

obtient ’équivalent S(x) ~ — In(x).

o0

a. Soit fn @ x — % - n—1i—x = n(nx+x) continue sur | — 1;+o0o[. Pour (a,b) €] — 1;+o0[? tel que

b b . s
a<0<g<1<b,onallf p] = ———— avec ———— qui converge d’apreés RIEMANN donc f
X X X || TLHC)O‘[O.,b] Tl(Tl + Cl) n%:] n(n + Cl) q g p n%:] n
converge normalement donc uniformément vers S. Alors S est continue sur [a;b] done sur | — 1; 400].
Chacune des fonctions fy, est croissante sur | — 1; +o0[ done, par somme : S est croissante sur | — 1; +00[.

b.Soitx>f1,s(x+1)—s(x):Jrio(#f 1 )—ono(l— ! ): +Z< L)

nown—1 n+x no1 A\ n+x n—1
1

x4 1

X—I-

Par conséquent on a S(x +1) — S(x) = _}_ ] et comme S est continue en 0, on a S(x )
X

P

c. On prouve par récurrence simple avec la formule du b. que Vp € N, S(p) = Hp = > % Soit x € R* |
k=1

[x] <x < [x]+1etS est croissante donc S(|x]) < S(x) < S(|x] +1). Or il est connu que H,, ln( ) donc

S(M)f;o ln(LxJ)JrNOO In(x). Méme chose pour S(|x| + 1). Par conséquent : S(x )+OO In(x).



(_1)n+1 , R
~. D’apres le CSSA,

_ n
a. Pour n > 0, les fonctions f,, : x — ( l) sont de classe C' sur RY et ] (x) =
n+x

(n+x)
il y a convergence simple de ) fn sur R% vers S. Pour tout réel a > 0, on a ||f], ||, [a;40c] = 7——7 €t
n>0 (n+a)

> converge d’apres RIEMANN donc la série ) f converge normalement (donc uniformément)
n>0 (TI + (1) n>0
sur [a; 4+oo[. Ainsi, par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, S est de classe C! sur [a; +oo], ce

4oo (__1\n+1

qui est vrai pour tout a > 0 donc S est de classe C' sur R et : ¥x >0, S'(x) = > (=1) . Toujours

n=0 (TL + X)Z

d’apres le CSSA, le signe de S’(x) est celui du premier terme de cette série (qui est —iz) et S est strictement
X

décroissante sur R? .
“+o00 (_] )n

TS G A S el i

b. Onapourx>0: S(x+1)4+S(x) = =) 1 Alors,
P ( ) () n§On+1+x n=omn+tx =7 n+x n—omn+x x
comme S est continue en 1, on a lim S(x+1) = S(1) donc, comme S(x) = 1 —S(x+1), cela donne S(x) ~ 1
x—0+ X 0+ X
1 1

c. S est décroissante, pour x > 1: = =S(x) +S(x+1) <2S(x) < S(x) +S(x—1) = —1_ donc S(x) ~ —.
X x—1 +o0 2x

. " (—1)n ! N
5.17|a. P > 0, les fonct fro: %(7 t de cl c! R* et f/ = > D
a. Pour n > 0, les fonctions f, : x ) sont de classe sur R et ) (x) T —— apres
_ n
le CSSA ou car % _ioo(#), il y a convergence simple de néjo fn sur RY vers S. De plus, pour

tout réel a > 0, on a ||f! . = —— € ———— converge violemment donc la série
H n”oo,[a,-‘roo[ n!(n_"_ a)z & n!(n+ Cl)z g

>~ fl, converge normalement (donc uniformément) sur [a; +oo[. Ainsi, par le théoréme de dérivation des
n>0

séries de fonctions, S est de classe C' sur [a;+oo[ pour tout a > 0 donc S est de classe C' sur R% et :
+oo _1\n+1
Vx>0, S'(x) = > Lz D’apres le CSSA, le signe de S'(x) est celui du premier terme de cette série
n=0 Tl!(T‘L + X)

(qui est —x]—z) et S est strictement décroissante sur R .
+o0 (_])nx 400 (_1)11—1

b. Pour x > 0: xS(x) = S(x+1) = Z::Omf glm

+oo (_1\n
=14+ > ( 1') =1 Comme S est
n=1 n e

continue en 1, lim S(x+1)=5(1) = %O& =1- 1 donc tim xS(x) = LS PN S(x) ~ 1
" x50+ o (m+1)! e x—0+ e e ’ o+ x’

c. Par le CSSA, pour n > 0, [Ry(x)| = %o (-1 < 1 < 1 donc la con-

’ ’ ke kl(k +x) M+ n+x+1) =~ (n+1)!

vergence de la série de fonctions est uniforme sur R% et on peut utiliser le théoreme de double limite :

+o0
. _ . _ . o 1 _1 o1
xETocS(X) = ngo xEToo fn(x) = 0. Alors xEToo xS(x) = xEToo (e +S(x+ 1)) . donc S(x) fodioe

a. Pour k € N, on a fx continue en k et classiquement UT fi(x) = e~ donc f est bornée sur R,;. De
X—+00

“+o00
plus, Vx > k, fi(x) = e* n(1-%) ek (grace & In(1 —u) < —u) donc ||fx||eo = e™F. Mais > e~* converge

k>0
(série géométrique) donc > fi converge normalement sur R, .
k>0
n n n k n n +oo
b. On pose p =n —k dans up = > (B) et on a donc un, = Y, (1 - 7) = > fk(n) = 3 f(n).
p=0 \T k=0 n k=0 k=0

+oo
On note S la somme de la série précédente donc S(x) = > fx(x) et par le théoréme de la double limite :
k=0

+oo +oo
. o . o —k _ 1 -~ . . . _ . _ e
xETooS(X) = kgo xBToo fi(x) = kz::oe =TT 1,58. Ainsi, nEToo Un nBTOOS(n) po



a. Grace au bindbme de NEWTON, pour p € N, on a la suite suivante d’égalités :

2\P _ & (P Zk_ P _ — 0 s
(1 +E) = ( )’pk —kgofk(p) —kgofk(P) car fi(p) =0 si k> p.

k=0 \k
k
b. Pour k € N, on a Vx > 0, |[fi(x)| < % et > |k" converge (série exponentielle) donc la convergence de
Yokz0
n
la série > fx est normale sur Ry. Or,sin € N, > fi(n) converge vers (1 + 5) d’apres la question a..
k>0 k>0
“+oo
Par le théoréme de la double limite : lim Z fr(x) = > Um fi(x) = Z Z—
x— 400 K=o Xx—+o0 k!
n +oo  k
On ne considere que les entiers ce qui donne : ILT (1 + ) = i—' = e%.
k=0 K-

a. Par le critere de RIEMANN, la convergence simple se fait sur 'intervalle [0;1].

=x"

Tl
Notons pour n > 1 les fonctions fn : x — %5 et gn : x = ~—5+— ; soit a € [0; 1], les f, sont de classe c!
n? n

Xn—] -1 . an—]
avec la série Y

n>1

sur [0;a] et on a i (x) = qui converge donc il y a

donc ||f/n||oo,[0;a] =

convergence normale (donc uniforme) de > f}, sur [0; a] (mais pas sur [0; 1] car |[f},||o,0;1] = 1), ainsi en
n>1 n
—+oo
vertu du théoreme de dérivation des séries de fonctions, on a > f, qui est de classe C' sur [0;a], et ceci
=1
+oo " + oo
étant vrai pour tout a € [0;1], on a > f, qui est de classe C' sur [0;1]. De méme, . gn est de classe C!
n=1 n=1

sur ]0; 1]. Par conséquent, f est de classe C! sur ]0; 1] par somme.

oo _ (1 _ ,\n—1 .
b. Pour x €]0;1[, on a f'(x) = Z X + > (1=x) _ (=% + En(x) (classique sur les séries
= n x —x

entieres). On reconnait la derlvee de x = —In(x) In(1 — x) dans l'expression précédente donc, comme ]0; 1|
est un intervalle, il existe une constante k € R telle que Vx €]0;1], f(x) = k — In(x) In(1 — x). Le rappel

2 2
iz = % nous donne f(0) = (1) = % et il est clair que Vx € [0;1], f(x) = f(1 — x) mais ¢a ne nous
n>1n
donne pas la continuité de f en 0 ou en 1. Il faut revenir a la convergence normale des séries > f, et > gn
nxl nxl

sur [0;1] (par RIEMANN, pour conclure que f est continue sur [0; 1] (car les 5, et gn sont continues sur [0;1]).
2
Ainsi, Um f(x) =f(0) = lm (k—In(x)In(1 —x)) = k. Enfin : Vx € [0;1], f(x) = = — In(x) In(1 — x).
x—0+ x—0t 6

[5.3 Convergence dominée}

On pose u = P(t) = nt et la fonction ¥ est bijective strictement croissante et C' de [0;1] sur [0;n] donc

Ih =n f g(nt)dt = fonf<%)g(u)du = fR+ X[0:m] (u)f(%)g(u)du. Or f est continue sur un segment

donc bornée (par M > 0) et fr : u > X[o;n] (u)f(5>g(u) converge simplement vers u — f(0)g(u) sur Ry en
n

étant dominée par la fonction intégrable ¢ : u+— Mg(u). Par le TCD : lim I, = f(0) fR g par linéarité.
+

n—-+oo



Pour n € N*, on a fon (1 — i)nlntdt = fR+ froolt fn(t) = x[oim(t) (1 — i)nlnt. fn est intégrable
sur [0;n] donc sur Ry car elle est continue par morceaux sur Uintervalle et f(t) Nln(t) avec In intégrable
sur ]0;1]. Cette suite de fonctions converge simplement vers f : t — e tln(t) qui est intégrable sur
Ry car elle lest sur ]0;1] (déja vu) et aussi sur [1;+oo[ car f(t )+:Oo = e 7 par croissance comparée.
De plus, Vn € N* Vt € RY, |[fn(t)] < [f(t)] et t — |[f(t)| intégrable sur R} donc par le TCD :

n t n +oo .
m Jo (1= Intdt = fo e 'Intdt. Or, par IPP sur [a;n] avec a €]0;n] en faisant tendre a
n

n—-+oo
o n N n ] N 1— (] - z)n+1
vers 0 ensuite, on a f 1—L) Intdt = L(1 U >ln(t) - no——dt
a n n+1 n o nt1Jda 71— (1 — ,)
n

n

n n n k
dot 1-4) ntdt=——n(n) - - (1—5) dt:L{l - l}.
ouj;) ( n) n n—+1 nn) n+1k§0fo n n-+1 n(n) =1 k
EImE R, Vx € R, x >m = |f(x) —¢| < Tetx < —m = [f(x) —¢/| < 1. Comme f est bornée (car continue)

sur le segment [—m;m] et sur | — oo ; —m] (par [¢/| +1) et sur [m; +oo[ (par |¢|+1) d’apres ce qui précede : f
est bornée sur R (par M). D’abord on pose gy : [—1;1] — R définie par : Vx € [-1;1], gn(x) = f(nx). Alors
la suite de fonctions (gn)nen converge simplement vers h : [—1;1] — R telle que ¥x € [-1;0], h(x) = ¢ ;
h(0) = f(0) et Vx €]0;1], h(x) = ¢. Elle est dominée par M = Sup [f(x)].

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée : hm Ihn = f h=¢+¢.
n—-4oo

On a convergence simple de la suite de fonctions (fn)n>1 continue par morceaux sur Ry vers la fonction

—x2 2
f:x—e 2 elleméme continue. Par une étude de fonction, on trouve que Vt € [0;1], cos(t) < 1 — L car

4
cos(1) ~ 0,54 donc ¥Vn > 1, Vt € [0;n], fn(t) < e IMO—t/(n%) < o=t7/4 — (1) avec @ qui est intégrable

sur Ry ; on a aussi fn(t) < @(t) sit>n.
+oo

—+oo
Par le théoreme de convergence dominée, on a lim fn(t)dt = f f(tydt = [T,
n—+oo J 0 0 2

1
Vn > 0,Vt € [0;1], T +t < 1 qui est intégrable sur [0;1] donc lim I, = fo dt =1 par CVD.

n—-+oo

1 n 1
: _4m R tdt _1 1 u 1/n—1
On effectue le changement de variables u = t™ dans 1—1, = fo T et 1—1, o fo T+u uu du or,
1 1
par convergence dominée toujours : f Uy mTgy o [ n2) done Iy =1 — n(2) +o(=).
1 o] .
Par changement u = nt, on a fo nf(t)e "tdt = fo Xjon (W) f(2)e " du. Comme f est continue sur un

1
o 1+4+u o 14+u n n
n

segment elle est bornée et on pose M = ||f|| ; alors Vn > 1, Vu € Ry,

X[0in] (u)f(%)e_u‘ < Me™™. Par

1 “+o00
convergence dominée :  lim nf(t)e "tdt = fo f(0)e tdt = £(0).

n—+oco J O

a. La fonction fn : [0;1] — R définie par Vt € [0;1], fn(t) = 1 est continue sur le
VIittHt2 4ot tn

segment [0; 1] ce qui assure la convergence de u,, pour n > 1. On a uj; = [2 14+t ; = Z(ﬁ — 1).

b. Pour t € [0;1], on a fo(t) = /Hﬁ donc EToofn(t) = /1 —1t. De plus f,(1) = n1+1 donc
HT fn(1) = 0 = /1 —1. Ainsi la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers f : [0;1]

n——+0oo

définie par Vt € [0;1], f(t) = v/1 —t. Comme on a la domination : Vt € [0;1], Vn > 1, |[fn(t)] < 1, le

1 3

P ., . _ _T_2nq_n31'_2

théoreme de convergence dominée montre que nHToo Un = fo f(t)dt = | 3 (1-1) ]o 3
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1 1 Ye—y
c. Pourn>2 onavy, =un_1— % = fo (fn — 1) = fo ! ?/117_;3 V1 —tdt (le décalage d’un rang sert

a se débarrasser de n 4+ 1 au profit de n). On effectue le changement de variable t = ¢(u) = uT avec
@ qui est bien une bijection de classe C' de ]0;1] dans ]0; 1] (les valeurs en 0 et 1 importent peu). Alors

1
=1 f 1_ l—u - A — umdu. On se sert de la fameuse formule /a—+v/b =

l—u

si0<a<b

\f \f
1

. _1 1 ) 1 In(u) .

our avoir = 1— du. Or, pour u €|0;1[,ona 1 —unm ~ ——- ce qui

pour avoir vy f 1Jmﬁ_u)\/]_u\/ undu. Or, pour u €]0; 1], u q

+oo n
1

(1+\/1iu)\/1—u

Or I'équivalent précédent montre que Yu €]0;1[, lim gn(u) =g(u) =

n—+oo (1+\/1—u)\/1 u
(

On constate que g est intégrable sur ]0; 1] car elle y est continue, lim g(u) =1 et g(u)= (L)
u—1- 0 \/E

Il reste & dominer : Vu €]0;1], 0 < gn(u) < g(u) car on a 'inégalité classique : 1 —e¥ < —x <= e* <1+ x

nous conduit & poser gn (1) = n(1 — u%) et on a alors v, = % j;) gn-
n2

—In(w).

1 1
avec x = 1 In(u). Une nouvelle fois par le TCD : lim o In = fo g=1I1>0car g#0.
n

n—+oo

Ainsi : u, —

~

“+o0

W N
S
TN o

[5.4 Intégration terme a terme (différentes méthodes)}

_1\n—1
Sifn:t— %, alors ||fn]| = iz sur Ry donc la série de fonctions converge normalement sur
n n

R, vers une fonction continue f : t — Z (_])n 1. Comme f+ [fn(t)dt = T f - T ot
n=1 n? +t? 0 " n? —|—t 2n
que la série harmonique diverge, on ne peut pas utiliser le TITT. On doit donc utiliser le théoreme de
n (_1\k—1
convergence dominée en dominant les sommes partielles. Par le CSSA, en notant Sn(t) = Y, (Gl it 2]) >,
k=1 k™ +t

= ¢(t) et ¢ est intégrable sur Ry. De plus, (Sn)n>1 est une suite de fonctions

1
on a [Sn(t)] < Y.
continues qui converge simplement (et méme normalement) vers la fonction f elleeméme continue donc
+ + + noog(—1)k !
tim OoSn(t)dt:fo * lim sn(t)at= [ = um 3 FEDT _ min(2)

n—-+oo n—-+oo n—+oc0 1] 2k 2

-1
Soit f :]0;1[— R définie par f(x) = X*"_ La fonction f est continue sur 10; 1] et f(x) ?)Jx"‘*1 donc f est

1+x
1 =
intégrable par le critére de RIEMANN car 1 — o« < 1. Pour x €]0;1], comme T s S (=1)™x™, on a
X n=0
x ] +oo
f(x) = X1 Fioal ST (=)™ Si s x = (=1)™* T es fonctions f, sont continues sur ]0; 1], la
X n=0
1
fonction f aussi mais f [fn| = 1 e > —1 diverge donc on ne peut pas utiliser le TITT.
0 n-+ o nso N+«

n _ (. \n+1
Posons Sy, : x = > (—1)kx&Fk=T = xo—1 (]](_'_)> la somme partielle de cette série de fonctions et
k=0 x

majorons. La suite (Sn)n>o0 converge simplement vers f continue sur ]0; 1] et chaque Sy est aussi continue.

1
De plus, Vn € N, Vx €]0;1[, |Sn(x)| < 21x+ = 2f(x) avec f qui est intégrable sur ]0; 1] par RIEMANN. Ainsi,
x

1 1 1 n (_])k 400 (_1)k +oo (_1)11
parleTCD:f f:f (Hm Su)= lm [ Sp= lim = oo 5 =3 .
0 0 \n—+oo n—+4o0 J0 netoo g k+a (ok+a Zontao




at
On sait (série entiere géométrique) que : Vt > 0, 17 Z te~ (@bt On définit alors f, : R% — R
—e

—at
par fn(t) = te” (a+bM)t ot on a f, continue, > fn qui converge simplement sur R vers f: t — te —bt

n>0 1—

+oo
continue. Les fonctions f,, sont intégrables sur R* et f [fnl = f fn = (_'_1713)2 par IPP. D’apres
a n

RIEMANN, cette série ) % converge donc par le TITT, on a f intégrable sur R (on le savait par
n>0 ((1 + bn)

DL e bl ¥
en 0 et comparaison en 400) et on a t)dt = t)dt = — .
P ) Jo Trwar= [0 P ek
1 —+o0 —+oo
Soit T =]0;1[ ; pour t € I, on a f(t) = —t = S (—1)™2™Int = Y f,(t) en posant les fonctions
T+t n=0 n=0
+oo
fn:t = (=1)™2"Int. Les f,, sont continues sur I et la somme f = > f,, aussi. Les fonctions f,, sont
n=0

intégrables sur I (c’est clair par prolongement par continuité en 0 si n > 1 et c’est parce que fo(t )o+ o(ﬁ)

1
pour n = 0 avec critere de RIEMANN). De plus, par IPP : ¥n € N, j;) [fn] = Puisque la

1
(2n+1)%

1
série Y fo |fn| converge, on a par le TITT lintégrabilité de f sur I (ce qu'on savait) et les relations

n=0
Jrwa= [] 5 mar= 5 [N ngar= - £ AZ05 @ombre de Camavan)
t)dt = t)dt = t)dt = — ———— (nombre de CATALAN).
I 0 1o " n=0"0 " (2n+1)2
- x—T -t x— 1( D"t (=t
SmtIz}Oﬂ]ettEI,f(t):t e —Zt —an()enposantfn:tﬁil.
n! n!
—+oo
Les fn, sont continues sur I et la somme f = ) f, aussi. Les fonctions f, sont intégrables sur 1 d’apres
n=0
1 x+n 1
RIEMANN et Vn € N f :{ t } = 1 .
evvn ’ fo [fn nl(x+mn) nl(x +n)

1
Puisque fn| converge car 1 _ O(l) = o( ) le théoreme d’intégration terme a terme
a E;L|a gecar -t = 0(47) molqz g

nous donne l'intégrabilité de f sur I (ce qu’on savait par le critére de RIEMANN car f(t) N tlLX avec 1—x < 1)

1 +oo +0 a1 too -n"
et la relation flf(t)dt: fo Yo fn(t)dt = ) fo fa(t)dt = ) (=1)
n=0 n=0

n=0 Tl!(X + Tl) .

[0 4
a. fit —t ] est continue et positive sur R, f(t) N t]l“
ot —

f(t) = ; o(t1 ) donc f est intégrable sur [1;4o0c[. Ainsi f est intégrable sur R et I(«x) est bien convergente.
o0

10; 1] par RIEMANN et

b. Sit>0,e" €0y, f(t) = 1 t7e Z e*e~(M+ Dt (série géométrique). Posons fp @ t > t¥e” (MDY

donc la série Y f, converge snnplement vers f qui est continue sur R* . Les fonctions f, sont continues et
n>0

positives sur R, prolongeables par continuité en 0 et fy(t) = o(t1 ) donc fy, est intégrable sur R . Par
. e +o0 +oo
le changement de variable u = (n 4 1)t = @ (t) (facile & justifier), on a fo [fa(t)|dt = fo fn(t)dt donc

+ +
fo ~ [fa(t)|dt = (gﬁf Z utetdu = Dot 1) donc Z f |fn (t)|dt converge par RIEMANN.
n

0 ( + ])och]
+oo too
Par le TITT, f est intégrable sur R’ (on le savait) et I(«) = L/; f(t)ydt = >, % =T(a+1)¢(ax+1).
=0
2 ! 4
Par exemple I(1) = % car '(n) = (n — 1)!. De méme I(3) =1"(4)¢(4) =6 x g—o = 7][—5



Comme Vx € } 2], cos (% sin x) € [0;1], la suite (un)n>o est positive, décroissante et minorée par 0. De

n
plus, en posant f, : x — [cos (% sin x)] , la suite de fonctions bornée (fn)nen tend simplement vers la

fonction nulle sur ]O; %} . Par convergence dominée on a donc liT un = 0.
n——+oo

z
Silasérie > un convergeait, on aurait f 02 |fn| qui convergerait alors que les fonctions f,, sont continues
n>0 n=0

+oo
sur ]0; E} et que Y fr(x) = f(x) = ]n avec f qui est aussi continue sur }O; E] Alors on
2 n=0 1 —cos (E sin X) 2
= 7 8
pourrait conclure par le TITT que f est intégrable sur }0; %} avec Y. un = fo f. Or f(x) Y2z par
n=0 X

développements limités ce qui fournit une contradiction. Par conséquent : Y uy, diverge.
n=0

ipo ipo +oo
Pour 0 € [0;27], on a gp(0) = z‘ip T = el; Z ( ) e!("+P)® " Posons donc les fonctions
e n=0

— n .
hi0— (2“1'21 et(M+P)0 alors [[frlloo, 0,27 = anﬁ et 2;0 Z“]ﬁ converge donc il y a convergence normale
nz

donc uniforme de la série ) f,, sur le segment [0;27] vers g, ; ainsi par un théoreme du cours, I, = 0 si

n=>0
1\ p2m —1)P .
p>0etl, = fo Z f (2n+)1 fo el PO gg — ;TL x (21) = (=1)P2P7 si p < 0.
x 1 +o00
Par le critere de RIEMANN, cette intégrale est bien définie. Pour x €]0; 1], f(x) = X] T ST (1)t
x n=0
On pose alors f, : x — (—1)™x**"~1 les fonctions f,, sont continues sur ]0;1[, la fonction f aussi mais
1
_ 1 1 ; -
fo [fn| = - et ngo —— diverge donc on ne peut pas utiliser le TITT.
n 1 — (_X)n+1
Posons Sp : x + > (=1)xxtn=l = ya-l B la somme partielle de cette série de fonctions et
x

majorons. La suite (Sn)n>o0 converge simplement vers f continue sur ]0; 1 et chaque Sy est aussi continue.

oa—1
De plus, Vn € N, Vx €]0;1], [Sn(x)| < 21X+ = ¢(x) avec @ qui est intégrable sur ]0; 1] par RIEMANN.
X

Ainsi, par le TCD : fol f= f: ( im Sp)= Um 1Sn Um i (-1)* f:o (=1)* = Z (= )n

n—-+oo n—+oo J 0 notoo "o k+a (o k+ta = On—|—oc

D’abord, f: t H Sm t] est continue sur R, clairement prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1

—t By i oo sint :
et on a f(t) = O(e ) donc f est intégrable sur R, ainsi I = j; - dt existe.
[e'e) €

1 et 1 = 1S 1
Pout t > 0, on a — = — et 0<e ' <1donc — =et Y e ™= 3 e~(FDt On a donc
e — 1 1—e e — 1 n=0 n=0
+oo s 20
I = fo ( ZO fn(t))dt en posant fn(t) = e~ M+ Dtsint, z>:o fn converge simplement sur R* vers f (on
= nz

vient de le faire). f,, est clairement intégrable sur R car continue sur Ry et f(t) = O(e™"). Comme
oo

—+oo +oo
sint| < t, il vient fn| < te(HDtgr = — 1 (par IPP) et — 1 converge.
Jsint] < [ Il < ) gy Bar PP) et 32 o g

+o00 +©  Atoo +o00 400 +oo .
Parle TITT, [" = > T N sintdtzlm(fo e~ (D) done
n=

f+oof :Im( 1 ): ] AlorsI:—goil —Z
o " n+l1—i/  (n+1)2 417 = (1) 41 1n+1
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[5.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSIlj

a. Si x > 0 est fixé, par croissance comparée, liT n?fu(x) = lim Bx% " — 0 donc > fnlx)
n——+oo

n—+oo n>1

converge d’apres RIEMANN. On a donc convergence simple de ) f sur RY.
n>l1

, . _ _ 2 _ 2 _ _ 2
Pour n € N*, étudions f,,. On a Vx > 0, f.(x) = nax® e ™" — 2nZxatle X" — pnya—Te—nx" (g _ 2nx?).
) ) n

Sia =0, f, est décroissante sur R et ||fn[[ooc = n donc, comme » n diverge, pas CVN de } f,, sur RY.

n>1 n>l
Sia <0, fr est décroissante sur R, ||fn||oc = li1g)1+ fn(x) = +o0 et encore moins CVN de )~ f sur R%.
X— T‘I.}]
a/2 _—a/2
Siax>o,||f =f ( i) =98 ¢ . Par RIEMANN, CVN de f ssi a > 4.
tulle = 1 ([ = S8l =

Si a €]0;4], par contre, dés que n est assez grand (c’est-a-dire ZL < «), on a [[fnloo,[aitoo] = fnle) €t
n

>~ fn () converge (par convergence simple) donc il y a CVN de > fy, sur [o; +00[.
n>l n>l

Pour a €]0;4], s'il y avait convergence uniforme de ) fn sur R%, on aurait par le théoréme de la double
n>l

+oo
limite lim S(x) = > lhg)h fn(x) = 0. Or pour n € N* fixé, S< ZL) > fn( i) qui ne tend pas vers 0

x—0t n—1Xx— n 2n
(méme vers 400 si a < 4). Ainsi pas de CVU de ) f, sur R si a €]0;4].
n>1

oo 2 X 2\n-1 . .
b. Pour a quelconque et x > 0, Y fn(x) =x%e™* > n(e*x ) ce qui donne avec la formule de ’exercice

n=1 n=1

a —XZ . . 4

de TD 11.1 (probas) : S(x) = —*%——. Ainsi S(x) ~x*™*.

(1—e)? 0

a. e S’il existe n € N* tel que x = ,l’ fn, n’est pas définie en x donc S ne peut pas 1’étre non plus.
n

e Six =0, pour tout n € N*, f,(x) = 1 et la série harmonique diverge donc S n’est pas définie en 0.
n

+oo
1
e Pour x € D = R*\ U { - ;}, fn(x) est bien défini pour tout entier n et fn,(x) = ﬁ fod ﬁ >0
n=1

donc Y fn(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN (2 > 1).
n>1

+o0
1
Par conséquent, le domaine de définition de S est exactement D = R* \ U { — f}.
n

n=1
b. Les f,, sont décroissantes sur R* donc S aussi (la convergence simple suffit). En effet, si 0 < x < vy,

n n
comme Vk € N*/ fi(x) > fr(y), en sommant, on obtient Vn € N*, S, (x) = > fi(x) = > fi(y) = Sn(y).
k=1 k=1

En passant & la limite quand n tend vers +o0o (les limites existent), on a donc S(x) > S(y).

1k k=1
Les fonctions f,, sont de classe C*° sur R% et Yk € N*, Vx > 0, f%k)(x) = % Sia>0,ona
nx
k—1
donc |[|f . = n ~ 1 donc £ . converge, ainsi ) converge
117 |oo, [a;-+ 001 (1 +na)k+1 e nZgk né:oH 1 [ oo, [as+oo] verg ngo n verg

normalement sur [a; +oo[. La fonction S est donc de classe C* sur [a; +oo[ pour tout k donc C* sur R%.

c. Pour tout entier n € N* on a clairement 1111 fn(x) = 0. Par convergence normale de Y fy sur
— 400

x n>l
+oo
[154+00[, lim S(x) = > lim fn(x) = 0 par application du théoréeme de la double limite. Pour x > 0,
X—+00 n=1Xx—+too
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+oo
1 : X 4
xS(x) = —X et . = — = lim X) en posant x) = —=—— car, par une étude
(x) n; nnix l1gm [oo, (05400 pl X_H_wgn( ) p gn(x) ot nZx p

de fonction, on montre que g, est positive et croissante sur R;. Par le théoreme de la double limite, on a
+oo +oo 2 2

- . 1 s s
encore lim xS(x) = lim x) = — = — donc S(x) ~ =-.
Jlim xS0 = 5 tim ga(y) = 3 b= () 2 &

n

d. Pour x > 0, la fonction @4 : t » ————
t(1 + tx)

1

=1

] _L est continue et décroissante sur [1;+oo[ donc, pour tout

' K+ . e
entier k € N*, on a @x(k+ 1) < fk ex(t)dt < @y (k) par comparaison série-intégrale. On somme ces

inégalités pour k € N* (S(x) existe et @y est continue sur [1;+oo[ et @x(t) o % donc @y est intégrable
o X

+o0 +oo +o00 dt +oo +oo
sur [T;400[) et > ox(k+1) = D fa(x) — 0x(1) < f —E& — < Y ox(k) = > fn(x) donc on a
n=1 1 t(] + tX) k=1 n=1

k=1

+oo +oo
17 d t dt gs g 1 dt O 1 :]+tX—tX:l_ X
encadrement |, rog S5O S5+ J 0+ o t+)  t0+m)  t 1+t
d f+°° dt —[l(t) 1(1+t)roo—1(1+) In(x) car i l(t)— In(x) d
onc | Oto0 n n X)), = x) —In(x) car lim in (3=~ ) = —In(x) donc
on a l'encadrement In(1 +x) — In(x) < S(x) < In(1 +x) — In(x) + # qui donne S(x) oot In(x) par le

X o]

théoreme des gendarmes car In(1+x) — In(x) ~ In(1 4+ x) — In(x) + LI In(x).

+o00 1+ x 400

Par convergence uniforme : Ve; >0, Inj € N, Vn > ny, [[fn — glleo < 1.
Par convergence de (xn)nen versy : Vez >0, Iny € N, Vn > ny, |xn —y| < 2.
Par continuité de g eny : Vez >0, Jau >0, Vx € A, |x —y| < o« = |g(x) — g(y)| < e3.
Le moteur de I’exercice est 'inégalité triangulaire suivante :
[fn(xn) = 9(Y)l = [fn(xn) = 9(xn) + 9(xn) = g(U)| < [fn(xn) — 9(xn)| + [9(xn) — 9(y)I-
Soit & > 0 fixé, en prenant e3 = % > 0, il existe a > 0 tel que Vx € A, |x —y| < o« = |g(x) — g(y)| < e3.

En prenant e; = o > 0, il existe n; € N tel que Vn > ny, |xn —y| < «, en particulier |g(xn) —g(y)| < e3 = £.

2
En prenant ¢; = % >0, il existe n1 € N tel que Vn = n1, ||fa — glloo < 61 = |[fn(xn) — g(xn)| < %
Avec no =Max(n1,n2) : ¥n 2 no, [fn(xn) = 9(u)| < [falxn) = 9(n)| +190m) —9(W)I < 5+ =
T . . . B —0.
out ceci garantit que nl_}gnoo (fn(xn) — g(y)) =0
: . i0_ s . i0 ., koo ineo +o0 n o
Soit f : [0;271] — C définie par f(8) = e ~1€ = ¢~ =710 "~ e—' carVz e C, e* = Y, Z—| Ainsi,
n=0 T n—o0 N
+o0 RIGEI . . 2 e _ig .
f(0) = > =—5— La fonction f est continue sur le segment [0;27] donc fo e® ~'Ya0 existe. De plus,
—0 n.
" i(n—1)0 ) . ]
en posant f,,(0) = & > la série de fonctions Y f, converge normalement (donc uniformément) vers f
n: n>0
sur [0;27] car ||fn||oo, (0527 = $ et Y. # converge.

n>0 '+

N 7 N . . 27r +OO 27-[
D’apres un théoreme du cours, on peut intervertir fo f(8)do = > fo fn(8)d6. Or pour tout n # 1,
n=0

fOZ”fn(e)de - [M}

i(n—1)n!

27 27 27 2T e .
— — el _ e'” —1i0 _
. = 0 et j; £1(0)d0 = 2n. Ainsi, j;) f(8)de = fo e de = 2m.

—nx
a. Posons f,(x) = (—1)™ 1:_ ~, la fonction f;, est définie sur R. Distinguons deux cas :
n
e Six <0, Um [fn(x)] =+oco donc lasérie > fn(x) diverge grossiérement.
n—+oo n>0
e X 1 L. RN
= < ~ —5 donc la série fn(x) converge absolument par critere
1+n2\1+n2+oon2 n%:o n() g P

de RIEMANN et comparaison. Ainsi, ’ensemble de définition de f est R,.

e Six >0, comme [fn(x)]
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b. (Hq) On a déja vu la convergence simple de ) f,, sur R¥.

n=0
k_ —nx
H,) Les fonctions fn sont de classe C sur R* et Vk € N*, Vn € N, Vx € R%, ¥ (x) = (—1)n+tkne _°
+ T T2
n
k ,—nx k_ —na
(H3) Soit a > 0, comme Vk € N*, Vn € N,Vx > a, [f{7(x)| = ¢ < ™€ on peut conclure que

1+n2 S 14n

e—TLCl

||f£1k)|\oo,[a;+oo[ = |f£1k)(a)| = o((e™*)™) et, comme la série géométrique Y. (e™)™ converge car

2 =
1 + n- +oo n>0
_ - K . K
e % <1, lasérie > ||f$L )||Oo’[a;+oo[ converge par comparaison : %) converge normalement sur [a; +ool.
n=0 n>0

+oo k,—nx
D’aprés le cours, f est de classe C*° sur R% et Yk € N*, Vx >0, f®(x) = > (—1)ntkne
* n=0 1+ nZ

On peut tout de méme montrer que f est de classe C' sur Ry (et pas seulement sur R ) en constatant

. . ) (n+1)(1+n?) 352 1
ue six > 0etsin > 1, on ala majoration |12 = ¢ g - ntntt+nt+l oy
d - - ) f(x) nl+m+1?%) " nd4n?+n®+2n
car e < Tetn+1<n?+2n Ainsi, comme (|f’n(x)|) : est décroissante et tend vers 0, on peut
nz

appliquer le critére spécial des séries alternées (car la suite (fg() (x))n>1 est alternée) ce qui montre que

e (m+1)e” ™ m+1)
vn >0, Vx € Ry, |T = f] ‘ < | = <
n X + |Tn(x) k}ﬂ:ﬂ (%) [Frg1 ()] T+(m+1)2 T+(m+1)

5. On en déduit donc

n+1) N . Lo

ue [|T, R, < _(n+1) — 0 d’ou la convergence uniforme de i, sur Ry. Par le théoreme
q H n||oo‘ + X 1+(n+])2n*>+00 g ngon +

de dérivation des séries de fonctions, comme la convergence simple de > f;,, est avérée sur R, d’apres la

n>0
question a., la fonction f est de classe C' sur R,.

c. Six >0, f'(x) = JFZC):O(—])“ (41— lz)einx = Jio(—ﬂnw— +ZO:O(—U“ einxz (les deux séries
n—0 T+n n—0 T+n n=0 T+n

convergent) donc f”(x) = Jrfzo(fe*x)“ — f(x). On reconnait une série géométrique de raison —e™* €] — 1;1]

et f est solution sur R dZE?équation différentielle du second ordre suivante, (E) : y”’ +y = ﬁ.

Revenons sur la classe de f ! Comme lim f’(x) = 1_ (0) par continuité de f en 0, on peut déduire du

x—0t 2

théoréme de prolongement C' (appliqué ici & la fonction ' en 0) que f est deux fois dérivable en 0 avec

7(0) = % — £(0). Puisque f”(0) = 111(1)1+ (x), la fonction f” est continue en 0 : f est de classe C? sur R,.
X—

Intervient maintenant la récurrence, si on suppose f de classe C?* sur R, avec k > 1, la relation f/ = g — f

vraie sur R, avec g : x — d’aprés ce qui précede montre que, puisque f et g sont de classe CZ* sur

1
T4+e™™
R, (g est de classe C* sur R, par opérations), f" est de classe C?* sur R donc f est de classe C2**2 sur

R, . Par principe de récurrence, f est de classe C* sur Ry : OUF !l

Pour x > 0 fixé, on a 7“1(“;_ x) = o(—1 ) donc la série > 71‘“(“;_ x) converge absolument. Ceci nous
n +oo \ny/n w1 on
+oo
permet donc de définir la fonction S : Ry — Ry par S(x) = Y M
n=1 n
En notant f, : x — M7 on vient de voir la convergence simple de la série > f,, sur R,.
n

5
De plus, toutes les fonctions f,, sont de classe C' sur R, .

Enfin, comme f} (x) = > donc ||f] || < % (sur R;) ce qui garantit la convergence normale (car
n n

1
(n+x)
> % converge par RIEMANN) donc uniforme de la série Y f sur R.

n>1n n>1

Le théoreme de dérivation des séries de fonctions nous permet d’affirmer que S est de classe C! sur R, et
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“+o00
que Vx > 0, S'(x) = > m > 0. Ainsi, S est strictement croissante sur R;. On pouvait aussi le
n=1
prouver par convergence simple en constatant que toutes les f,, sont strictement croissantes sur R.

cos(tz. La fonction f est continue sur R?, elle est prolongeable par

Soit f: R% — R définie par f(t) =

1+e
continuité en 0 avec f(0) = % et on a f(t ) ( ‘t> donc f est intégrable sur R, car t — e~ est.
1 1 =
Sit>0,0< et < 1 donc ;= et — = e P> (=)™ (e )™ (série géométrique) ce qui
1+e 1+e —
—+o0
donne f(t) = Y. (=1)"cos(t)e” ™Dt Posons f,(t) = (=1)"cos(t)e" ™tV pour n € N, alors il vient
n=0
+o0 +o0 L (_1)ne(ifnf1)t oo ()M (n41)
f tdt:R( —1“(1”1)tdt):R[—} =1l T/
fo n(t) © fo (=1)"e © i—n—1 0 1—|—(n—|—1)2
. (=1)"(n+1) .
Comme la série > ~ ne converge pas absolument, on ne peut pas utiliser le TITT.

, no(—n)k Tk oo cos(t) +o0 cos(t)
Méthode 1 : Sn = D 1 £dt—S
éthode posons Sy kZ:] 1112 , alors fo 1+et n fo 1+e Z f

donc par linéarité de l'intégrale, inégalité de la moyenne et majoration du CSSA, on a la majoration :
+o0 +o0 too

I cos(t) gy g <[ |cos(t)|’ S (—1)ke Kt
0 k=nt1

+
dt < f Fettgr— 1 o Ainsi, la suite
0 n+1

+ + _1\n—1
numérique (Sn)n>o0 converge vers fo o0 ?o—is_( ) oo cos( ) )

1+et

T'L

dt, qui s’écrit f ZO:O (

) n=1

Méthode 2 : posons Sn(t) = Y fi(t), ce qui précede montre que la suite de fonctions (Sn)n>o converge

simplement sur R% vers f. Les}onctions fn, donc les Sy, par linéarité, et f sont intégrables sur R% . Enfin,

1) = sl =| 5 )] = cos(pleme2| 3 (o] = Leostle T ¢ e o o) < oo
n+1

T4+et S+
pour t > 0 et n € N Ainsi, comme t — e

~t est intégrable sur R%, on conclut avec le théoreme de

+oo +oo
convergence dominée que HT fo Sa(t)dt = fo f(t)dt. Comme, par linéarité de l'intégrale, on a la
n—+oo

e O oo & (=K (k+1) (=) T .
relation fo Sa(t)dt = X:: fo fr(t)dt = Z TF (k1) kX::] e on a bien la convergence de
_1\yn—1 + +oo (_1\yn—1
(Uizn et a nouveau la relation f > COS( zdt = > (Uizn
n>1 1 +n 0 n=1 1 +n

a. Pour x > 0 fixé, la suite (17) est strictement décroissante et tend vers 0. D’apres le CSSA,
V14 kx/k=0

k
, . —1 . . . . .
la série > =07 converge donc ce qui assure l'existence la convergence simple de la série, autrement dit

k>0 \/] +kX

que (fn)nen converge simplement sur |0; +oo] (vers S).

_])k 1 - 1
En notant gy : x — (7, onal|gik . = ——— et la série —_—
Jk m ||9) ||oo,[a,+oo[ m ké:o m
pas espérer une convergence normale. Par contre, on peut majorer le reste par le CSSA : vn > 0, Vx > 1,
+o0o k

(=1) ‘ 1 1
S(x) — fn(x)] = |R = <
569~ ()l = Ral = | 5 ] < o T
assure la convergence uniforme de (fn)nen vers S sur |1; +oo[.

diverge donc on ne peut

donc |[Rn|foo,[a;+oo] < ce qui
1)x

b. Par le théoreme de la double limite (CVU sur |1;+00[), comme toutes les fonctions gn admettent des
+oo

limites en +00 : lim gn(x) =0sin>1et1sin =0, on en déduit que llm S(x)= >, lim gk(x)=1.
X—r+00 k=0 X—+00
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a. S'il existe n € N* tel que x = —n alors fn (x) n’est méme pas défini.

Six<0etx¢(—N, liT fn(x) = 400 par croissances comparées donc Y fn(x) diverge grossierement.
n—-+oo n>1

Six=0,o0naf,(0)= 1 done > fn(x) diverge car c’est la série harmonique (RIEMANN).
n n>l

Six >0, fn(x) = o(e™™) = o(iz) par croissances comparées donc Y, fn(x) converge absolument.
+oo 400 n n>1

On en déduit que le domaine de définition de f est D¢ = R7.

Comme fy, est décroissante, positive et continue sur Ry, il vient [[fn[|oo,rz = fn(0) = 1 donc la série de
n

fonctions ) fn ne converge pas normalement sur R’ (& nouveau la série harmonique est divergente).
n>1

Si a > 0, comme avant, |[fn||s,[aitoo] = fn(a) < e ™

car f, est décroissante et positive sur R*. Comme

la série géométrique . (e~ )™ converge car 0 < e~® < 1, il y a convergence normale de Y f,, sur [a;+o0].
nzl1 n>l

Comme toutes les f,, sont continues sur R? , la fonction f est continue sur R* par un théoreme du cours.
b. Si f coincide avec une fonction polynomiale (disons de degré p — 1) sur un segment, alors il existe un
entier p tel que f(P) = 0 sur ce segment. C’est méme une condition nécessaire et suffisante sur un intervalle
en se servant par récurrence de la propriété : “si f : I — R est dérivable, f = 0 <= f est constante”.

(H1) On a vu en a. la convergence simple de }_ fn sur RY.

n>1
(Hz) Toutes les f,, sont de classe C* sur R’ par opérations et, en écrivant f;, = upvn avec upn : x — e” "~ et
—1)kk!
VX ]r . comme u%k) (x) = (—n)ke ™ et "%k) (x) = % par une récurrence facile, par LEIBNIZ :
n X n X
P —1)kk! P —k
P -k _—nx ( ]) k! —nx ‘p!‘rlp
V(n,p) € N*Z,Vx>0,f(p)x: <>—np e ———— = (—1)Pe )
(n,p) € (N7) n (%) kZ::o K (=) (n+x)k+1 (=1) kZ::O (p—k)!(n—i—x)kH

p!n‘p—ke—nx
(b — Rl + 0

(H3) Soit a > 0, la fonction x r est décroissante sur R, donc la fonction |f$f)\ Vest

aussi en tant que produit de deux fonctions positives décroissantes, ainsi ||f$F)||OO,[a;+OO[ = |f$f’)(a)\. On
P 1Pk ~na .
a donc ||f$f))||oo)[a;+oo[ =e ey Pt o(e™2 ) par croissances comparées donc on a

=0 (P —1)!(n + @)F! 4o
convergence normale de > fgf ) sur [a; +o0[. D’apres un théoreme du cours, f est de classe C*° sur R .

n>1
+oo P 'npik
De plus, Vp > 1, ¥x > 0, fP)(x) = (=1)P 3 e™™ 3" p.' 7 donc £(P)(x) est du signe strict de
n=1 K=o (P —K)!(n +x)
P p'np_
(=1)P car Y, - T > 0 et e”™* > 0 donc ne s’annule pas sur RY.

K=o (P —1)!(n +x)
Conclusion : f ne coincide pas avec un polynome sur un segment de R7.

Posons f, : x — b‘gjﬂaﬂ. Alors fy, est continue sur R et de classe C! sur tout intervalle qui ne contient par

an. Soit x € R fixé, alors b(gina“l = 0(3%) et Y 3% converge donc f est bien définie sur R.
o0

n>0
Soit M > 0 tel que ¥n € N, |an| < M, alors par inégalité triangulaire, on a Vx € [—a;a], |[fn(x)] < MS—J‘_ a
donc convergence normale de > f, sur [—a;a] et, par continuité des f;,, on a la continuité de f sur R.

n>0
Si x est un réel dont la ”distance & (an)nen est strictement positive”, il existe ]a;b[ qui contient x et
aucun des termes de (an)nen, toutes les f, sont C! sur Ja;b[. De plus, |/ (x)| = 3% donc Y f] converge
n>0

normalement, on en déduit par théoréme que f est de classe C' sur ]a; b[ dont notamment au voisinage de x.
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Si x est 'un des termes de (an)nen, notons A = {k € N | ax = x} et soit ]a; b[ un intervalle contenant x.

AlorsVie R, f(1) = 3 fn(0)+ 3 fn(t). Posons g1(t) = 3 fn(t), g1(t) = ( ) in>|tfx| = «ft—x| avec
neA néA neA neA 3

o > 0. Posons g2(t) = > fn(t). Comme la série > in converge, il existe N € N tel que > in < &
neA n¢A n';%/:_] 3 2
Alors posons g3(t) = > fn(t) et ga(t) = > fn(t). Alors f(t) = g1(t) + g3(t) + ga(t). Comme il n’y
ngA ngA
n<N n>N+1

qu’un nombre fini de termes dans g3, la fonction g3 est dérivable au voisinage de x. Posons g5 = g1 + g4.
Comme Dlapplication t [t — x| est T-lipschitzienne, on a ||x +h — an| — [x — an|| < |h| pour tout réel h.

Soit h >0, BSIW —05() _ oy pEhoan ol s,y 1o

h i 3%h 3T
n>N+1 n>N+1
Soit h< 0, BT =050 _ oy 5r pefhoanlZhezanl ooy s o
h’ ngA 3 h— ngA 3 2
n>N+1 n>N+1

Ainsi gs ne peut pas étre dérivable en x, car méme si les dérivées & gauche et & droite de g5 en x existent,

elles ne sont pas égales. Puisque f = g3 + g5 et que g3 est dérivable en x, alors f ne ’est pas.

a. Six=0,0onaVn >2, u,(0)=0donc > un(0) converge.

n>2

—nx)

Six > 0, on a un(x) = o(e car lim In(n) = +oo donc un(x) = o((e7™)™) et, comme la série
o0 o0

n—-+4oo
géométrique > (e7™)™ converge car |e”*| < 1, par comparaison, Y. un(x) converge absolument donc
n=0 n>2
—+oo
converge. On a donc convergence simple de Y. u, sur Ry. On note f = > uy. Pour aller plus loin, si
n>2 n=2
x <0, o0n a BT un (x) = —oo par croissances comparées donc R est bien ’ensemble de définition de f.
n oo

—nx

L_(1 = nx)e avec un(0) = 0 et

In(n)
1

im un(x) = 0. Ainsi, u, est positive et atteint son maximum (méme en valeur absolue) en x, = — et
n

X——+00
— 1 Comme la fonction h : x — 1
enlin(n) x In(x)

[2; +o0o[ et admet comme primitive la fonction x — In(In(x)) qui admet une limite infinie en 400, h n’est pas

b. Soit n > 2, u, est dérivable sur Ry et Vx > 0, ul (x) =

n

il vaut [Jun||oo, kR, = Un(xn) = est continue, décroissante sur

intégrable ce qui prouve, par comparaison série-intégrale, que diverge (les séries de BERTRAND
ns2 M In(n)
sont hors programme) : ainsi Y u, ne converge pas normalement sur R.
n>2
Pour aller plus loin, comme le défaut de convergence normale est au voisinage de 0, si on prend a > 0,

alors des que n > l, on a L < a donc I'étude précédente de la fonction u,, montre que u,, est décroissante
a n

et positive sur [a;+o0o[ donc |[un||oo,[a;+00] = Un(a) et, cette fois-ci, »  un(a) converge ce qui montre la

n>2
convergence normale de > uyn sur [a;+o0].
n=2
S M= % w)= 5 e T oM
c. Soit x >0, n > 2, R (x) = uk(x) = = —==—— car les deux séries convergent
oo K=nt1 e Ik T S In(n+1)
et que Vk = n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi: Rp(x) < X +fjo o xeT (Y AR enog
>n+1, In(k) > In(n . : X)) ——— e =& e
" In(n+1) . 570 In(n+1) 254
et on reconnait une série géométrique de raison e < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs
—(n+1)x —X
dans R :0<R < Xe et ainsi 0 < R < xe car e~ (MHX L emx,
n(x) n) < I+ 1)(1—e %) n(d) < M+ 1)1 —e ) "¢ S €
, xe © x ?(x)
Par conséquent, en posant ¢ : x — — = < ,onaVx >0, 0<Ry(x) < ——=~—. Or ¢ se prolonge
1—e e —1 In(n+1)
par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* ?1 +x + o(x) donc e* — 1 T et liT ©(x) = 0 par croissances
X— 100
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M
In(n+1)
(¢a marche aussi pour x = 0 car R, (0) = 0). Plus précisément, M = 1 car on connait l'inégalité de convexité

comparées. Ainsi, par continuité de @, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) <

Yx > 0, € > 1+ x qui équivaut & e* —1 > x > 0 donc ¢(x) < 1 pour x > 0. Ainsi, R, est bornée et

M . M . ,
— — et lim ————— =0 donc u, converge uniformément sur R .
In(n+1) n—too In(n+1) ngz " & *

Pour aller plus loin, comme toutes les u,, tendent vers 0 en 400 par croissances comparées, en appliquant

||Rn|‘oo,R+ <

—+o00 +oo
le théoreme de la double limite, on a lim f(x) = > ( lim un(x)) = > 0 =0. Pour un équivalent de f
X—>+00 — 9 X—+00 n=2

en +00, on constate que wn41(x) (un(x)) pour tout n > 2 donc on peut conjecturer que f(x) w (x).

= 0
—+oo

+oo +oo
Or Vx > 0, fo) _ tn(2) e~(M=2)x — Sy (x) en posant vy (x) = tn(2) e~(M=2)X_ Or v, est positive
w(x) 1= In(n) n=2 n(n)
et décroissante sur [1;+o0[ (par exemple) donc |[vn||so,[15400] = Vn(1) = Me*(“*Z) = o((e”")™) donc,
L In(n) +00
comme Y (e”!)™ converge, on a convergence normale de > v, sur [1;+oo[. Comme lim vy(x) =1 et
n>2 n>2 X—+00
) . L. o . f(x) e
que Vn > 3, lim vn(x) =0, & nouveau par théoreme de la double limite, lim =14+ > 0=1ce
X—400 X—400 U (x) n=3

xe %X
In(2)

M=

qui prouve que f(x) ol (x) = . De la méme maniere, on montre que f(x) — ug (%) 3 Un (x).

2

K
a. t > 0 pour que In(t) soit défini mais on peut prolonger par continuité avec u,(0) =0sin > 1.

Sit=0out=1,onaVn>1, un(t)=0donc > un(t) converge.
n>l

Sit€]o; 1], un(t) =0 (iz) par croissances comparées donc > un(t) converge absolument (par RIEMANN).
00 n n=1

Sit>1, lim un(t) =+oo donc Y un(t) diverge. On a donc convergence simple de Y u, sur [0;1].
n—+oo n>1 n>1

b. Comme ¢ : t — tIn(t) est bornée sur ]0; 1] car elle est continue sur le segment [0; 1] en se prolongeant par

n—1 n—1
continuité en 0 en posant ¢(0) =0, on a Vt €]0;a], [un(t)| = ! H\(p(t)| = IGI[ES d’ott la majoration
n n

n—1
Un|loo10:a] S % = 0O(a™) qui prouve que uy, converge normalement sur |0; a].
)10;a] H T
i n o0 n>l

n—1

Soit n > 1, d’abord u, est dérivable sur |0; 1] et Vt €]0; 1], u} (t) = tH—(n Int+ 1), de plus u, est négative
n

1 .
et un(0) = un(1) = 0 done ||un||00,]o;1] - Tin (eT) - en]Hn +oo enlll(n) . n%:z nin(n) diverge (par

1
x In(x)

en +oo ou par référence aux séries de BERTRAND qui sont hors programme).

comparaison série/intégrale car une primitive de x — est x — In(In(x)) qui admet une limite infinie

Ainsi ) u, ne converge pas normalement sur ]0; 1].

n>l
: too 1o Mt X t|int]
c. Soitt €]0;1,n > 1, |[Ra(t)| = > |Ju(x)|= > ——— < > ——carVk>=n+1, Hx > Hn
k=mit1 k=nt1 Hk k=ma1 Hnp
. o [int] = . t"Ting .
et car les séries convergent. Ainsi : |Ry(t)] < t* = ——1—- Par conséquent, en posant
Hnp1 St (1= t)Hn4
. t| Int| P(t) o
la fonction ¢ : t — T ona Yt €]0;1], [Rn(t)] < TR Or ¢ se prolonge par continuité en 0 par
- n+1
croissances comparées avec P(0) =0 et en 1 avec P(1) =1 car lin} % = 1. Ainsi, par continuité de ¢ sur
t—1 t—

M
n+1

le segment [0; 1], elle est bornée (par M) sur ]0;1] et on a donc Vt €]0;1], |[Rn(t)] < 0 (¢a marche aussi
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et lim = 0 ce qui nous permet

pour t = 1 car Ry (1) = 0). On en déduit que ||Rn||sc,j051] < TR v

de conclure que . un converge uniformément sur |0; 1].
n>l

Notons f : [a;b] — R la limite uniforme (ou simple) de cette suite de fonctions sur [a;b]. Comme les

fonctions f;; sont continues et que la convergence de cette suite de fonctions est uniforme, on en déduit que

la fonction f est continue sur [a;b]. Elle est donc bornée et atteint ses bornes de sorte qu’on peut poser

Minf = f(x) et Maxf = f(y) avec (x,y) € [a;b]2.

[a;b] [a;b]

Comme chacune des f,, est elle aussi continue sur [a; b] on peut poser 7[\/libn fn = fn(xn) et T[\/lcéx fn = fn(yn).
a; a;

Pour ¢ > 0 fixé, il existe un rang no € N tel que ¥n = no, [|fn — flloc,[a;b] <

o [fn(xn) = f(xn)| < [|fn — flloo,[a;b) < € donc fn(xn) = f(xn) — € > f(x) —e. Mais on a une autre inégalité
[fn(x) = F0)| < [fn = flloo,[asp] < € donc fr(xn) < fr(x) < f(x) +e. Ainsi: f(x) — e < fr(xn) < f(x) + ¢ ce

qui s’écrit aussi ’ Min(fn) — Min(f)‘ ¢ et on en déduit que lim Min(fy) = Min(f).
[a;b] [a;b] n—=+00 [a;b] [a;b]

o [fr(yn) — flyn)| < |[fn — flloc,[a;p] < € donc fr(yn) < f(yn) + ¢ < f(y) + ¢, Mais on a une autre inégalité
[t (y) = F)] < [Ifn = fllos,[ap) < € done fn(yn) = fn(y) = fy) —e. Ainsi: f(y) —e < fnlyn) < fy) +e ce

qui s’écrit aussi ‘ Max(fn) — Max(f)) < e et on en déduit que lim Max(fn) = Max(f).
[a;b] [a;b] —+o0 [asb] [a;b]

a. g:t— t}lgt) est continue sur [1;+o0[ et f(t) o tlz donc les an existent pour tout n > 1.
o0

Comme th est croissante sur Ry et lim th(t) =1, on a
t—+oo

n
n t n n

teo th (n)dt _ th(n) 1 _ [T at

J 7 = San<o= )@

donc an o 1. De plus, le rayon de convergence de Y x™ est égal & 1 (classique) donc celui de la série entiere
oo mn n>1

> anx™ vaut aussi R = 1. Comme th est positive et que la suite d’intervalle ([n;+oo[) > est décroissante
n>1 2z

pour linclusion, (an)n>1 est décroissante et tend vers 0 (reste d’une intégrale convergente). Par le CSSA,

> (=1)"an converge et > an diverge par RIEMANN. Convergence de > anx™ pour x € [—1;1].

E%]Si x € [—1;0] la suite 1(1c21T11\x|“)n>1 est décroissante et tend vers 0 dor??lg1 anx™ converge par le CSSA
n>

et on sait qu’alors Vn > 1, R (x)| = ‘ akxk‘ < |ans1x™ 1 < apyq done [[Rnloo,=1;0) € any1. 1y a

donc convergence uniforme de Y gn Zu?? 1;0] sl gn : x = anx™ et donc continuité de f sur [—1;0] donc

en —1 car les g, sont continuesnsil]r [—1;0].

c. |an — %| < % donc |f(x) + In(1 — x)| < XO:O ! 7th( )x pour x € [0;1] et il y a continuité de

cette derniére somme donc f(x) = In(1—x)+0(1 T)1:d ( )_;:O —1n(1 —x).

En notant fn(x) = e " les fonctions f, sont positives, continues, majorées par f1 sur |1;4o00[ et ¥Vn €
N* fo(x) = = o( ) donc les f,, sont aussi intégrables sur |1;+00[ : (un)n>1 est bien définie, positive.
o \x?

(H1) La suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction nulle car HT xm=0six>1.
n—+oo

(Hz2) Les fy et la fonction nulle sont continues sur ]1; 4+o00].

(H3) ¥n =1, Vx > 1, |fo(x)| = fn(x) < f1(x) et f1 est intégrable sur |1; 4+o0].

D’apres le théoreme de convergence dominée, on a lim u, = 0.
n—+oo

. L, +oo ,—u 1
On pose le changement de variable x = ¢(u) = uﬁ dans l'intégrale u,, = 1 f1 € __umdu car ¢ est une
n u

bijection de classe C', strictement croissante de ]1; +oo[ dans lui-méme.
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| . . s
En posant g, : u+ &—u®, on a g, continue et intégrable sur ]1; +oo],
u

—u
H7) La suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement vers g : u — &— sur ]1; 400/
9 > g 9
u

(Hz2) Les gn et g sont continues sur ]1; +o0].
(H3) Vn =1, Vu > 1, |gn(u)] = gn(u) < e ™ et ur— e ™ est intégrable sur |1; +o00].

+oo ,—u
D’apres le théoreme de convergence dominée, on a hm nu, =1= f] € —du>o.
n—-4oo

. . o 7 7 +w —x . \
Ainsi u, o L et 1a série de terme général u, = f1 e * dx diverge d’apreés RIEMANN.
comn

a. Comme Vn € N,

n
Si R > 0, soit r €]0;R[, la série Y anr™ converge absolument donc a—’;zn = anr“i'(g) pour tout z
n. n. \7r

‘ |an| on a R > R d’apres le cours.

n=0
n
complexe donc, par croissance comparée, lim L(;) =0 donc 4nz" = o(ant™) et la série Y Gnpn
n—+4oo n! nl” +oo n>0 nl
converge. Comme ceci est vrai pour tout complexe z: R = +o0.
—+oo
b. On conjecture que puisque an ~ 1, on a Z a“ X"~ Lx" = eX. On veut montrer que f(x) ~ eX.
+00 nl " 4o Zpn! +00
Soit ¢ > 0 fixé, on choisit ng € N tel que Vn 2 no, Jan —1| < 5 . Ainsi, par convergence absolue de toutes les
. T an — 1 = ‘an ]| | ”
séries : Vx 20, e *f(x) = 1| =[e™™ > 2—x"| < e ™ Z x™ e Z x™. Comme
—y n! n!
n=0 n=ny
nol |an* | : ne! |(1n71| n € x
P:x+— Z x™ est polynomiale, P(x) = o(e*) donc Ixg € Ry, ¥x = xo, », ——~x™ < £eX.
+o0 =0 n! 2
4 = Jan — 1] e X 7 e ¥ 1 _ ee”
Par conséquent : Vx > xo, [e7*f(x) — 1| <ecar 3 =—x"<S Y xS Y ot =
n=ne n! 2 5 ! 2 =Zon! 2

On déduit de tout ceci que Ve >0, Ixo € Ry, ¥x > xp, |e *f(x) — 1] < e. En résumé : f(x) fox ex.
o0
a. D’abord les I, existent bien car la fonction x +— cos™(x) sont continues sur le segment {0; ﬂ Comme

vt € [ } ¥n >0, 0 < cos™ T (t) < cos™(t), par croissance de l'intégrale, on en déduit que 0 < Ii41 < In.
Ainsi la suite (In)n>o0 est décroissante et positive donc elle converge.

Comme les (I, )n >0 sont les intégrales de WALLIS, on sait que cette suite tend vers 0 et on a méme I, ol ﬁ
mais il faudrait tout redémontrer ce qui un peu fastidieux.

11 suffit d’utiliser le théoréme de convergence dominée en posant f, : x — cos™(x).

e La suite (fn)n>0 converge simplement vers la fonction f : [O; %} — R telle que f(x) =0six > 0et f(0) = 1.
e Les fonctions f,, et la fonction f sont continues par morceaux sur {O; 721}

e La fonction constante égale a 1 domine toutes les f,, et est intégrable sur [0; E} car elle y est continue.

z z
On peut donc conclure que lim Ip = lim f cos™(x)dx = foz f(x)dx = 0.

n—-+oo n—-+oo

b. Comme les I,, sont positifs, que (In)n>o est décroissante et tend vers 0, par le CSSA, > (—1)"I

n>0
“+o0 “+o0 % +oo
converge. On aimerait prouver que »_ (=1)"I,, = > f —1)"cos™(x)dx = f ( > (—1)“cos“(x))dx =
. n=0 n=0 0 n=0
fj —dx __ On pose donc fn(x) = (—1)"cos™(x). La série de fonctions Y. fn converge simplement
0 1 + COS(X) n>0
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1
1+ cos(x)

La convergence de cette série n’est pas normale car ||fn|loc = 1 et elle n’est pas non plus uniforme sur }0; %}

vers sur ]0; E} vers S :x — (série géométrique avec |cos(x)| < 1).

oo T —1)“+1 cos™t! (x) cos™! (x) 1
car R = f = —1)kcosk :( donc ||R = lim —% = —.
n(x) k:%:ﬂ k() k:%:—H( )" cos™(x) 1+ cos(x) [Rnlloc = ehor 1 cos(x) 2
n
On utilise donc le théoréme de convergence dominée en posant S, = > fy.
k=0

o La suite de fonctions (Sn)n>o converge simplement vers S sur }0; ﬂ

e Les fonctions S, et la fonction S sont continues par morceaux sur ]O; %}

1T— (=)™ cos™ ! (x)

evne N, e |6 %], st = |

< 2 et x > 2 est intégrable sur ]0; g]

1+ cos(x)
e S 7 7 7 a4
— k = i — k = i = = —_dx =
Par le TCD, kgo( 1)1 ngkago( D¥Ie= tim [ 2 Sn(x)ax fo S(x)dx fo e~

reste a effectuer le changement de variable u = tan (%) = ¢(x) avec @ qui est une bijection de classe C' de

1
[O; E] dans [0; 1] et on obtient : I = f du=1.
2 0

a. Pour n € N, l'application fn : x — x™ }ﬂ est continue sur [0; 1] donc sur [0; a] et fn(x) ~ ]\/E
V1=« 2 —

donc f;, est intégrable sur [0; 1] par RIEMANN. Ainsi uy, et vy, existent pour tout n € N.

x

a n+1
b. x — }ﬂ est croissante sur [0;a], 0 < up < 1 +a fo xhdx = LEa ai] donc liT un = 0 par

- —a l—a n+ n—+oo
encadrement et u, = O(a™) avec |a| < 1 donc Z U, converge par comparaison & une série géométrique.
o0
n=0
1+ 1 = 1
(Hy) > fn converge simplement vers f:x — /% x —— sur [0;a] carsi |z] < T,ona ), z" = .
n>o0 1T—x 1—x n=0 1—2z

(Hz) Les f, et f sont continues par morceaux sur [0; a] et les f,, sont intégrables (on en vient).

(H3) > f |fn| converge car |f,| = f et qu’on vient de voir que Y u, convergeait et u, = f .
n=0 n>0

Par le théoreme d’intégration terme & terme, on a f intégrable sur [0;a] mais on le savait déja car f est
= a o M4 d

continue sur [0; a]. De plus, le TITT nous apprend aussi que $ = > u, = f f(x)dx = f —LX e GX
n=o 0 0 T—x 1—x

1+x.

T—x

qu’on peut calculer en posant x = sin(0) ou en posant u =

c. (H7) La suite de fonctions (fn)n>0 converge simplement vers la fonction nulle sur [0; 1.

(H2) Les fonctions f;, et la fonction nulle sont continues par morceaux sur [0;1].

(H3) V/ne N, Vx € [0;1], [fan(x)] = frn(x) < o(x) =,/ 1 tx et @ est intégrable sur [0; 1] par RIEMANN.

On peut donc conclure par le théoréeme de convergence dominée que lim v, = Um fn = f 0=0.
n—+oo n—+oo

(H1) > fn converge simplement vers f : x — }ﬂ X % sur [0; 1] comme avant.
\V1—x —x

n=0

(Hz2) Les f, et f sont continues par morceaux sur [0; 1] et les f,, sont intégrables.
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Si la série > vy convergeait, on pourrait conclure avec le TITT que la fonction f est intégrable sur [0; 1] ce

n>0
_ V2

qui est faux car f(x) ~ 5. Ainsi: ) vy diverge.
T (1-x)2 n>0

Pour aller un peu plus loin, cherchons des équivalents de u, et vy quand n tend vers +oo !

Xn+1 1T+ x a a Xn+1 1 . .
On effectue une seconde IPP : u, = {7 7} — f X 3 dx. Comme I'application
n+1\1—-xlo Jo n+1" V1 +x(V/1—x)

est encore croissante sur par une étude de fonctions sur [0;a], on a linégalité

fa Xn—i-]dX
0 n-+1 1 n+2 an+]

‘foa o dx‘ < - «__a _ 0( )
(n+1)\/(1—|—x)(1—x)3 \/(1+a)(l—a)3 \/(1—|-a)(l—a)3 Mm+1(n+2) +o \n+1

n+1
et on en conclut que uy ~ & l+a
+oon+1\1—-a

X =

VO +x)0 —x)3

1 1
Méthode par Herr COZAR : En posant, on a vy, = - f 1 +u111 umdu. Or1—uf ~ —1 In(u), donc si
n 1—um +oco Mm
T
u)=,[—ITEF—un, v, = —= et lim u) =g(u) = ——=L=—.
() = [ R I Jo o et lim gn(w) = o) =~

V2 sur ]0; 1[.

(H1) La suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement vers la fonction g : u — ﬁ
—In(u

(H2) Les fonctions gy et g sont continues par morceaux sur |0; 1.

1 . 2
(H3) 14+ um < 2 et par une étude de fonction : Vx €]0;1], In(x) + iz 1 >0 = X 1 ce
P

x T—x = —1In(x)’
1

%
< .
\/nl—un —ln(u)

intégrable sur ]0; 1] car prolongeable par continuité en 0 avec g(0) =0 et g(u) ~ , [—=—.

. 1 RSRT p
qui donne, en posant x = um, I'inégalité Par conséquent : gn(u) < g(u) et g est

+oo /
1 f e dx = V2T oy posant u = e dans

Par le TCD, on a donc vy, =~ f
\/T TV

cette intégrale et en reconnaissant 1 intégrale de GAUSS.

, 0 /2
Autre méthode par sir TEULIE : v,, = — fn/z cos(a)“% sin(o)doe = fo cos™(o)(1 + cos(a))de en
/2
posant x = cos(«). On pose ensuite o« = = —9 on obtient v, = Wy +Wy 42 ot Wy = f sin™(0)de qui est

Iintégrale de WALLIS. Comme on a vu que / < Wi < / , on a aussi

On somme, ce qui nous donne ’équivalent vy, ~ (plus court en effet).
+oo \/ﬁ

Wn+2 /

a. Y un(0) converge pour tout a > 0. Si x # 0, on a un(x) o X+ (signe constant) donc Y un(x)

n>1 con n>l
converge si et seulement si a > 2 d’apres le critére de RIEMANN. Ainsi A =|2;400].

b. Soit a > 2 et b > 0, alors ¥x € [—b;b], Jun(x)| < Ozj—b — = n'}l]' Ainsi [|un]]oo,[—bsp] < ncP—] et
> b —— converge si a > 2 d’aprés RIEMANN. Ainsi, par convergence normale et continuité sur R de toutes
n>1 n

les fonctions uy, la fonction u est continue sur R si a € A.
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2 a 2
c. Vx € R, Vne N* ul (x) = — _2nx _nin ) On trace alors le tableau de variations

n
X2+na (X2+na)2 (XZ +n )2'
1

de u,, pour se rendre compte que |Jun||co,k = un (na/ 2) = Encore une fois d’apres le critere de

a_1-
n2
RIEMANN, > [Jun||so, r converge si et seulement si 4. Ainsi A’ =]4; 4-o00].
n>1
400 Kk 2n K
Soit maintenant a €]0;4], n € N* et x > 0, alors [Rp(x)| = Ra(x) = X o> ¥ X

e K xS K

Mais pour k € [n+1;2n], on a kx = (n+ )x et 0 < k@ +x% < (2n)® +x? < (2n)* + x? de sorte que
%‘ m+1x _ nn+1)x S nZx

k=ndt-1 16n? +x2  1en* +x% 7 1ent +x7

3 upn sur R car Ry (n?) > L donc on ne peut pas avoir lim [|IRn]|oo,® = 0.

a. Six =0, on a f,(0) = 0 pour tout entier n.

Six > 0, par croissance comparée, on a (e *)" =e ™ = o(%) donc
+o0 n

Rn(x) >

. Par conséquent, on n’a pas convergence uniforme de

ET fn(x) = 0.

n o0

Ainsi (fn)n>o0 converge simplement vers la fonction nulle sur Ry.

Comme f, > 0 est dérivable et que f/ (x) = n%e ™(1 — nx), f, atteint son maximum en 1 o elle vaut
n

x—1
[frloo, . = nT. Ainsi (fn)n>1 converge uniformément sur Ry <= nl_i}moo [[fnllos, Ry =0 <= ax < 1.

b. De méme, par définition, ) f, converge normalement sur Ry <= > ||fn|[oc,r, converge <= a <0
n>1 n>1
d’apres le critere de RIEMANN.

c. Pour x =0, on a f,(0) =0 donc > f,(0) converge.
n>l

Si x > 0, par croissance comparée & nouveau, n*e™™* = 0O (iz) donc Y fn(x) converge.
+oo n n>1
=
On en déduit que Y f, converge simplement sur R pour tout a.
n>1

On peut continuer en prenant a > 0 et en affirmant que pour n > 1 onal <adone fn, est décroissante
a n

3

sur [a; +00[ et |[fn]|oo,[as+00] = fn(a) mais on sait d’apres la question c. que ) fn(a) converge donc  f
n>1 n>l
converge normalement sur [a; 400 pour tout «.

Bien stir si « < 0, par convergence normale on a convergence uniforme de cette série sur R .
—X
Mais si o« > 0 et x >0, comme Vn > 1, n* > 1, ona f(x) > > xe ™ = ]xeiix = ¢(x). Or, lim e(x)=1
n=1 — € x—0
donc f ne peut pas tendre vers 0 = f(0) en 0. Par conséquent, f n’est pas continue en 0 ce qui interdit la

convergence uniforme de la série sur R4 car les fonctions f;, sont continues sur R,.

a. Pour « € R, Py : x — M est continue sur R, se prolonge par continuité en 0 avec P «(0) = « (car
e —

e —1 X et sin(ax) St o(x)) et vérifie P« (x) = O(e™™) donc W est intégrable sur RY et I(«x) existe.
e}
Soit f: R x R% — R définie par f(a,x) = 23(7_“’;)
e Vx € R%, la fonction a — f(a,x) est de classe C! sur R.
. of x cos(ox) . o N
e Vo € R, les fonctions x — f(a,x) et x — F-(a,x) = X sont continues et intégrables sur R
X
(prolongement par continuité aa—:;(oc,()) =1).
e Vx € R, ¥x € R, g—;(oc,x) < e"X—l = ¢(x) et @ est intégrable sur R?.
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+o0 x cos(ax)

Ainsi, par théoréme de dérivation sous le signe somme, I est de classe C! sur R et I'(«) = f o F— dx.
X _
sin(ax)  sin(ox) = (n+T1)x . —(n+1)x
b. Pour x > 0, on a — L= X X 7T Z sin(ox)e” . On pose f,, (x) = sin(ax)e
e — (S —0
T sin(ox) 1
pourn > 0etona », fo(x)= <7 Comme [sin(ax)| < ax, on a ¥x € Ry, |fn(x)] < axe” (DX et
n=0 e —
+o0 +oo
fn| < —%— apres calculs donc fn| converge.
Jo Tl < ot e Z o 1] converg
+ 400 . (—(n+1)+ix)x 7+
f oosin(ooc)e_(““)"dx = Im (f e_(““)"““"dx) = Im [e—} = —2% S et
0 0 —(m4+1)+icdo Mm+1)" +«
+oo
les fonctions f, sont continues par morceaux, ainsi que » fy.
n=0
+oo
On conclut en appliquant le TITT et en changeant d’indice que I(x) = > %. Ainsi b = « et a = «?.
n=1n [0 48

On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour o > 0 fixé : @(x) = %. Il est clair que @«
o +x

K+1 k
est décroissante sur Ry : Vk € N*| fk Px(x)dx < px(k) < fk : ©«(x)dx. On somme ces inégalités (tout
+00 +o0 +oo +oo
: x < < [ (lﬂ .
converge) f1 oo(x)dx < I(a) < fo Qn(x)dx <= [Arctan (ocﬂ] < I(a) < | Arctan o Par
T 1 <n i _
consequent Arctan (oc) [(x <3 donc ‘XETOO I(x) 5
a. e Six = 0, pour tout entier n € N, f,(0) =0 donc lim f,(0) =0.
n—-+00

: . jaq 3 Aeg — n o — 17 — i -
e Si x €]0; 1], par croissances comparées, on a (1 —x) +Oco(n(x> car |1 — x| < 1 donc n1—1>T-|T-1c>o fa(x) =0.

Ainsi, la suite (fn)n>1 converge simplement sur [0; 1] vers la fonction nulle.

Puisque f,, est dérivable sur [0;1] par opérations, Vx € [0;1], Vn € N, f (x) = n*(1 —x)""'(1 — (n + 1)x)

par calcul. Ainsi, f;, est croissante sur [0; —]I- J et décroissante sur [L; ] et, comme f,, est positive sur
n n

+1

. _ 1 _ _n% T \" T\ 1
10:1]; anHOO’[O;” 7fn(n—|—]) 7nn+1(17n—|—]) - Comme (1in—|—1> e (nln( 7?—1—1)) et

que 'on a In (1 - L) ~——1 1 , on en déduit la limite lim nln (1 — 17) = —1 donc, par
n

n+1/+40 n+1l400 n’ n—+oo +1

n x—1
continuité de la fonction exp, il vient lim (1 - L) =e¢ ' =1, Par conséquent, [[frlloo,[0:1] o
e

n—+oo n—+1
Il y a convergence uniforme de (fn,)n>1 vers f = 0 sur [0; 1] si et seulement si HT |[frn —0|[s,[0;1] = 0, donc
n—-+0oo

e

il y a convergence uniforme de (fn)n>1 vers la fonction nulle sur [0;1] si et seulement si « < 1.

Pour aller plus loin, comme le “probléme” est au voisinage de 0, si a €]0;1[ et dés que n est assez grand (en
fait des que n+1 > 1: d’apres I’étude précédente), on a |[fn||oo,[a;1] = fn(a) et on sait que nE;Too fn(a) =0
donc (fn)n>o converge uniformément vers la fonction nulle sur [a; 1] indépendamment de la valeur de «.

b. e Si x =0, comme f,,(0) = 0 pour tout entier n € N, >~ f,(0) converge.
n=0
e Six €]0;1], on a f,,(x) =0 (%) & nouveau par croissances comparées. Ainsi, par comparaison aux séries
oo \n

de RIEMANN, > f,(x) converge absolument donc elle converge.
n>0

Ainsi, il y a convergence simple de Y f, sur [0; 1] pour tout réel .
n>1

“+ 00
Posons Rn(x) = Y. fx(x) pour x € [0;1] et n € N.
k=n+1
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ox—1
e Comme ||fn |00 [0;1] = fn(n —]l- ]> ~ I = ch, la série de fonctions > f, converge normalement

+oo € en n>0

donc uniformément sur [0; 1] si et seulement si « < 0 par comparaison aux séries de RIEMANN. Dans ce cas,

comme convergence normale implique convergence uniforme, . f, converge uniformément sur [0;1].
n>0

e Pour « < 0, si on ne s’intéresse qu’a la convergence uniforme, on pouvait aussi majorer R,, sur [0;1] car
+oo
0<Ru(x) S (m+1)* Y x(1—x)¥ car puisque « < 0, on a Vk > n +1, k* < (n+ 1)%. Ainsi, si x €]0;1],
k=n+1
+oo (1 o X)n-H
0K R ()< (n+1)* 3 x(1—x)*=n+1)—"~F—
St 1T—(1—x)
Rn(0) = 0. Ainsi [|Rn]|oc,jo;1] < (n+1)% et lim (n+41)* =0donc ) f, converge uniformément sur [0; 1].
e n—+o0o n>1

=(n+D*1 —x)™" < (n+1)* On a aussi

+oo
e Si x>0, alors Ry(x) = (m+1)* > x(1—x)%car Vk = n+1, k* > (n+ 1) Ainsi, si x €)0;1], on
k=n+1

400 (] _ X)n+1

aRn(x) = (n+1)%* Y x(1—x)*=mn+1)—F"—
k=n+1 - (1 - X)

est bornée, on déduit de cette minoration que [|Rn||oc 051 = (R +1)% = li%1+ Mm+1)*(1 —x)™ et > fy ne

x— n>1

converge pas uniformément sur [0;1] car lim (n+1)*=1sia=0et Um (n+1)* =400 si « > 0.
n—-+oo n—-+oo

=M+ 1)%(1 —x)" et Ry(0) = 0. Méme si R,

On en déduit que la série Y f, converge uniformément sur [0;1] si et seulement si a < 0.

n>1
Pour aller plus loin & nouveau, si a €]0;1[, dés que n +1 > l, on a ||fnlsc,a;1] = fn(a) et on sait que
a
> fn(a) converge donc > f,, converge normalement sur [a;1] indépendamment de la valeur de «.

n=0 n=0
a. Comme Vx € R, Vn € N¥|

_ n
a une série de RIEMANN donc f est définie sur R et elle est paire car toutes les f;, : x — (2# le sont.

(—1)" ‘ 1 » (=)™ .
———| < —5, la série ——— converge absolument par comparaison
xz—l—nz = nz7 n§1 xz—l—nz g P P

x* +n?
b. Comme ||fn||oco, g = |fn(0)] = ﬁ (car |fn| est positive et décroissante sur R, ), comme Y # converge
n>1
d’aprés RIEMANN, la convergence de Y f,, est normale sur R. Toutes les f,, sont continues donc, d’apres
n>1

un théoreme du cours, f est continue sur R.
(H1) On a donc convergence simple de ) f,, sur R.

n>l1
. 1 / —2(—=1)"x
(Hz) Toutes les fonctions f,, sont de classe C' sur R avec ), (x) = ZnE
x“+n
(H3) Qu’en est-il de la convergence uniforme ou normale (sur R ou tout segment de R) de > ] .

n>1

CVNTS Soit a > 0 et x € [—a;a], comme [f/ (x)] = x| < %, la fonction f/, est bornée sur
n

(TLZ + XZ)Z =

[—a;a] et ||, |[oo,—asa) < 2—% donc, par RIEMANN, . fi converge normalement sur [—a;a].
n n>1

2, 2\ 4.2 2_ 2
CVN f(x) = 72(71)“% = 2(71)“&7_“721)3. Ainsi, avec le tableau de variations de

|/, ], on constate que |f},| est maximale en j:% avec ||f1]]oo, R =

f;l(\%)‘ = % Comme

> % converge par RIEMANN, on a convergence normale de Y f/ sur R.

n>1n n>1
CVU Pour x € R, la série Y i (x) est alternée et la suite (|f},(x)|)n>1 est décroissante et tend
n>l1
+oo
vers 0 donc, par le critére spécial des séries alternées, en notant Tn(x) = > fj(x), il vient

k=n+1
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2|x| . 2 2
—————. On sait que 2 4+1) <x* 4+ (n+1)° donc
(X2 + (TL + ])2)2 q ‘X|(T‘L ) X (TI )
x| 1 o | 1 1

< d’ou |, (x)| < <

XX+ m+1)2 T 2n+1) [ ()] 2+ D)+ (n+1)%) T 2(n+1)
1 . .
que ||Tn|loo, B < 1) WS 0. On a bien convergence uniforme de n%:] i sur R.
Quelle que soit la méthode employée, on a donc prouvé par le théoreme de dérivation des séries de fonctions
+00 _9(_1\N

que f est de classe C! sur R et que ¥x € R, f'(x) = M
n=1 (X +n )

c. Toujours par le critere spécial des séries alternées, comme la suite (

vne N [Tl < fa() =

3 ce qui justifie

est décroissante et tend
= 71 .
1+ x?

Par comparaison, puisque f; est continue et intégrable sur R, car f;(x) o Lz, f est intégrable sur R,.
00 X

xz —|—n2)n>1

vers 0, le réel f(x) est du signe du premier terme f1(x) donc f(x) < 0. De plus, on a |[f(x)| < |f1(x)|

+oo (_1\n
Essayons d’appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur Ry a f(x) = ) %
n=1%X n
(H7) On a déja vu la convergence simple de Y f,, vers f sur R.

n>l
(Hz) Les f, sont continues et intégrables sur Ry car |f;,(x)] o iz et f est continue sur R, avec b..
oo X
+o0 +00 +oo
H3) Pour n > 1 f fr(x)]dx = f S = [1— Arctan (1” = . Mais la série 1
() Pourn > 1, [ fialax = [ & = [1 I i

est la série harmonique donc elle diverge d’apres RIEMANN : OUPS !

Méthode 1 : avec le théoreme de convergence dominée appliqué aux sommes partielles de Y fy,.

n>1
(H1) On a convergence simple de > fn vers f sur R avec a..
n>1
(Hz) Les f, sont intégrables sur R, et f est bien continue sur R, avec b..
n _1\k
(H3) Pour n > 1 et x > 0, avec Sp(x) = > (-1 on a vu dans la preuve du critére spécial que

2 2>
k=1 X +k
'on avait S](X) < Sg(X) < - < 52n+1(x) < f(X) < Szn(x) < - < Sa(x) < So(x) = 0. Ainsi,

Sn(x)] < [S1(x)| = [f1(x)] = ] _: > = ¢(x) avec ¢ continue et intégrable sur Ry.
x
Par le théoreme d dominée, [ f(x)a " lim sa(ax = tim [ sa(x). O
ar le théoréme de convergence dominée, fo f(x)dx = fo Jdm n(x)dx = Jm n(x). Or
+ n + n (_1\k
fo > Sn(x) = k§1 (—1)k fo OO deﬁ = k§1 % par linéarité de I'intégrale sur des fonctions intégrables.
+ +oo (_ 1\
Au final, on obtient malgré tout la relation fo = f(x)dx = > (2]#
n=1 n

Méthode 2 : soit a > 0, comme Y f, converge normalement vers f sur le segment [0;a] d’apres b. et
n>1
que toutes les fonctions f,, sont continues, par intégration terme & terme sur un segment par convergence

“+oo
uniforme, on a la relation S f(x)dx = ¢ fr(x)dx. Or . fa(x)dx = (=)™ X e qui donne
0 0 0 0 x> +n?
n=1 X n

foa fa(x)dx = (=)™ [] Arctan (5)] - =" Arctan (%) = gn(a).

n n/lo n
(H1) Pour a > 0, comme (|gn(a)|)n>1 est décroissante et tend vers 0, par le critere spécial des séries
)| = Arctan(a/(n +1)) < P

+oo
alternées, en notant Rn(a) = > gx(a), on a [Rn(a)| < |gn+1(a

k=n-+1 n+1 S 2n+1)
donc Ry est bornée sur Ry et |[Rn|oo,r, < ﬁ donc nETooHRn||OO’R+ = 0 ce qui assure la
convergence uniforme de Y gn sur Ry vers F: a — foa f(x)dx.

n>l
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. . . _(=1)"r
(H2) Pour tout entier n € N*, on a al_l)Tr.oo gn(a) = o

A o a +oo 1 (-1
Par le théoréme de la double limite, on a lim . f(x)dx = fo fx)dx= >, Um gn(a)= > e
n

a—+o0 n=1 a—+oo n=1

On obtient bien sir la méme formule avec les deux méthodes, et on se souvient (c’est classique) que

+oo (_1\n N
21 % = —0(1/2) = — In(2) pour conclure que j;) o f(x)dx = _%(Z).
n=

_ n
Pour x > 0 fixé, la suite ( 1 ) est décroissante et tend vers 0 donc la série alternée (=1) converge
n+x/nz0 nso M+ X
d’apres le critere spécial des séries alternées.

tx—]

De plus, posons gy : t — 1 1

~J
0 t1fx

11 est clair que gx est continue sur ]0;1]. Or gy(t) donc gy est

1 ;x—1

intégrable sur ]0; 1] d’aprés RIEMANN car 1 — x < 1. Par conséquent fo ;‘ T tdt converge.

1 too too
On sait que, pour t €)0;1[, on a s ST (=DM = 30 (=)™ T (série géométrique). Sion

n=0 n=0
pose fn it (—=1)™t**"~1 on a donc convergence simple de la série > f, vers gy sur J0;1].
n>0
. . . e (-n"

Remarque trés importante : comme la série numérique n’est pas absolument convergente, on

n=0
ne peut pas obtenir le lien voulu entre la série et I'intégrale par le théoréme d’intégration terme & terme (qui

donne toujours des séries »_ fI fn absolument convergente car ’ fI fn| < fI [fnl et > fI |fn| converge par
n>0

n=0
hypothése dans ce théoreme).

On va utiliser plutot le théoreme de convergence dominée sur la suite des sommes partielles de cette série de

n
fonctions. Posons done S;, = Y fi de sorte que :
k=0
e La suite (Sn)n>o converge simplement vers gy sur |0; 1.
e Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur ]O; 1 [ Par conséquent, par somme, les fonctions S,, sont

aussi continues par morceaux sur ]0; 1[. De plus, gy est elle aussi continue par morceaux sur |0;1].

n x—1 _ (4 \n+1
oVt €]0;1], ¥n = 0, Sp(t) = > (=)t = e Q ] J£tt) )
=0

(somme des premiers termes d’une

~

suite géométrique) donc |Sy (t)] < 2gx(t) et on a déja vu que gy est intégrable sur |0; 1.

1 1
On peut donc conclure avec le théoréme de convergence dominée que lim f Sa(t)dt = f Um Sp(t)dt
n—+oo JO0 0 n—+oo

1 1 1 n 1 n x+k 71

: — — _1\k x+k—13; k|t
done que lim [ Sn(t)dtffo gy (t)dt. Or fo Sn(t)dtszzo( 1 fo t dt kzzo( 1 [X+k]0 de
k

sorte que fol Sa(t)dt = i (=1)

k=0 Xtk n=o N +x

. e t(1—t
a. Soit, pour n = 1, f, : [0;1] — R défini par f,(t) = #(]_)t)z

Comme les fonctions f, sont continues sur le segment [0; 1], I,, est bien définie pour tout n > 1.

o (1 (=" T g1
. Ainsi, on en déduit comme attendu que = fo T tdt

esit=0o0ut=1,onaf,(t) =0 pour tout entier n > 1. Si t €]0;1[, fn(t) o L_tt) — 0 donc la suite de
o M

fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction nulle f = 0 sur [0;1].
e les fonctions f,, et la fonction f sont continues sur [0;1].

eVn =1, Vte [0:1], 0< fn(t) < % (car V(a,b) € (Ry)?, 1

94 < Hyett =1 est intégrabl 0;1].
T4 o2 2)e 5 est intégra e sur [0;1]

1
Par le théoréeme de convergence dominée, lm I, = f f=0.
n—+oo 0
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b. 777.

a. La fonction f : t — tﬁ] est continue sur R par opérations. De plus, comme e' — 1 r(\;t, on a
et —
1

f(t)?% =2 donc f est intégrable sur ]0;1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Enfin,

f(t ) \/ e—t = O(tlz) par croissances comparées donc f est intégrable sur [1; 400 par comparaison aux
1ntegrales de RIEMANN toujours. Au final, f est intégrable sur R donc I existe.

b. Il faut écrire f sous la forme d’une somme de série de fonctions pour pouvoir intervertir les symboles de série
—+oo
et d’intégrale par un des théoremes a disposition. Pour t > 0, on a f(t) = v/te ' x ] 1= Vtet Y e Pt
—e —
p=0

—+oo
(série géométrique car 0 < e~ ' < 1). Ainsi, Vt € R%, f(t) = > fn(t) (avecn =p +1) ol fn(t) = Ve .
n=1

D’apres ce qu’on vient de faire, ) f,, converge simplement vers f sur R .
n=l1

Les f,, et f sont intégrables sur R% car f,, est continue sur R, et f, (1) +: o(tiz) sin>1.
(o)
2
Par le changement de variable t = ¥~ = ¢(u) (on a bien ¢ de classe C', strictement croissante et bijective de
n
R* dans R*) fﬂof( dt = f 2u?e % du. P intégrati ties facile & justifi
} dans R% ), ona |/ = n\f e u. Par une intégration par parties facile a justifier

+00 + oo +
(le crochet converge) : j;) e du = fo OOu(—Zue_“Z)du = {— ue_uz}o + fo T e qu = ?

+o0 +o0 \f
Ainsi Vn > 1 fn(t)|dt = fn(t)dt = D’ RIEMANN, 1
insi ¥Vn > 1, fo [fn(t)] j;) n(t) nn apres a série né:] n3 —3/7 converge.

On peut donc appliquer le théoreme d’intégration terme a terme, la fonction f est donc intégrable sur R%

o s oo ™ r Jm (3
(on le savait déja) et fo (t)at = 21 nvm fC(*)-

e Six=0,o0naf,(0)=0pour tout n € Ndonc lim f,(0)=0.

n—-+oo

2
eSix€l0;1] et Ime N, - =mn+ % alors sin (l) =1donc fy(x) =xetona Um fu(x)=x.

1
x X n—+oo

2
e Six €]0;1] et Vm € N, 1 ;é m7t+ =, alors 0 < sin (l) < 1 et la suite géométrique (fn(x))nen de raison
x

2
sin (l) € [0; 1] tend donc vers 0 ce qui justifie que lim fn(x) = 0.
X n—-+oo

Z ) = 2 et
2m+ 1) 2m+ 1)
f(x) = 0 sinon. Comme les f,, sont continues sur [0; 1] (par opérations sur |0; 1] et car 1112)1+ fn(x) =0 =1,(0))

X—

Ainsi (fn)n>1 converge simplement vers f : [0;1] — R définie par Vm € N, f(

et que f ne l'est pas, on n’a pas convergence uniforme de (fn)n>1 vers f sur [0;1] par contraposée d'un

théoreme du cours.

a. Soit fn, : [0;1]— R définie par f,(t) = ﬁ

e Comme Vt € [0;1], nliTm t" = 0 donc nEToo H—Lt“ =1, la suite de fonctions (f)n>1 converge simplement

sur [0; 1] vers la fonction constante f = 1.
o les fonctions f, et f sont continues sur [0; 1] et intégrables sur [0; 1] car elles y sont bornées.
eVn =1, Vte[0;1,0 < fn(t) <1 =1(t) et f est intégrable sur [0;1].

1
Par le théoreme de convergence dominée, (un)nen converge et HT Uy = fo f(t)dt = 1.
n——+oo

b. Comme Vn > 1, ¥t € [0;1], 0 < fn(t) < fnp1(t) < 1 car t™F! < t™, la suite (un)n>1 est croissante par
croissance de l'intégrale donc (vn)n>1 est décroissante et positive. De plus, liT vp = 1—1=0 d’apres ce
n——+oo
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qui précede. Le CSSA nous permet alors d’affirmer que la série alternée . (—1)™v, converge.
n=0

1 n
Pourn >1,onav, =1- fo 3 —itt f]o . ]t_‘_i On effectue le changement de variable t = u!'/™ = @(u)

1.1/n
(¢ est bien de classe C', strictement croissante et bijective de ]0; 1] dans ]0;1]) et v, = 1 o u1+7du
n u

1/
On pose alors gn (u) = & " et on applique & nouveau le TCD.

14+u

o la suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement vers g : u — 1 _:_
u

sur ]0; 1[.

e les fonctions gn et g sont continues sur ]0; 1] et intégrables car elles y sont bornées.

eVn > 1, Vu€]0;1[,0 < gn(u) < g(u) et g est intégrable sur ]0;1].

Par le théoréme de convergence dominée, (nv )nen converge et lim nv, = f g(u)du = In(2).
n—+oo 0

- In(2 . N
Ainsi vy ~ n(2) donc > vy diverge d’aprés RIEMANN.
+oo M n>1

n—1 n
a. Sin > 1, gn est dérivable sur [0;1] par théoremes généraux et g, (t) = —(1 - l) et + (1 - l) et

t n—1 t t n—1 t n—1
qu’on factorise en g/, (t) = —(1 - 7) & pour t € [0;1]. Ainsi, comme ‘(1 ) ’ = (1 - 7> <1
n n n
et [t| <1, on a bien la majoration suivante, Vt € [0;1], Vn € N*| |g/,(t)] < e
n
b. Sit €]0;1] et n € N*, par le théoréme des accroissements finis, comme gn est dérivable sur [0; 1], il existe

c €]0;t[ tel que gn(t) =1 = gn(t) — gn(0) = tgl (c). Or |gh(c)| < % ey apres a. donc |gn(t) — 1] <

c. Soit x € [0;1], |Tn(x) — x| = ‘j:gn(t)dtffoxdt‘ :’fo"(gn(t)q)dt‘ < [T lgn(®) ~1far < 1 f tetdt.

Comme Uim f tetdt = 0, on en déduit par encadrement que lim In(x) = x. Ainsi, la suite de
n—+4oco n n—-+4oo

fonctions (In)n>1 converge simplement vers la fonction f : x +— x sur [0;1].

1
d. On reprend la majoration précédente, |In(x) — x| < 1+ fox tetdt < L si1= fo tetdt = [(t — 1)et]) =1
n

n
donc I, — f est bornée sur [0;1] et on a [|In — f|[s0,[0;1] < 1. Comme 1lim 1 =0, on a bien convergence
B n n—+oo N
uniforme de (I )n>1 vers f sur [0;1].
a. e Six=0,¥ne N* f,(0)=0donc ) f,(0) converge.
n>l
® Six #0, fr(x) +~ 2% donc ) fn(x) converge absolument donc converge par comparaison & RIEMANN.
o0 n>1
+oo
Par conséquent, > f, converge simplement vers f = > f, sur R.
n>1 n=1
b. Soit a > 0, alors ¥x € [~a;al, ¥n € N [fn(x)] = -5 < 4 5 < 5945 = 4% donc
5 [ ) }) ) |n( )| x2+n2 = x2+n2 = 02+n2 T‘LZ
[frlloo,[—aza] < % Ainsi ) ||fn]loo,[—a;a] cONVerge par comparaison aux séries de RIEMANN donc )~ fn
n>1 n>1

converge normalement vers f sur [—a; a. Comme toutes les fonctions fy, sont continues sur R, la fonction f

est donc continue sur tout segment [—a;a], et comme ceci est vrai pour tout a > 0, f est continue sur R.

Par contre, ||frn|loo,r = fn(n) = 2 donc > ||fn]leo, diverge et il n'y a pas convergence normale de la
nxl

séries de fonctions Y f,, vers la fonction f sur R. On pouvait trouver naturellement cette valeur n en
n>1

X% 4+ n? — 2x? _ n? —x

(XZ +n2)2 (XZ +n2)

effectuant une étude de fonction. En effet, f,, est dérivable sur R et f, (x) =
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donc, par exemple sur R car f,, est paire, f,, est positive et croissante sur [0;n] et positive et décroissante

sur [n;+oo[. La fonction f,, atteint donc son maximum sur Ry en n.

c. On effectue une comparaison série / intégrale, en définissant la fonction ¢y : Ry — R par la relation

ox(t) = — :—tz pour x > 0 fixé. La fonction @y est continue et décroissante sur Ry, ce qui montre que

K1 k
vk € N*, fk Px(t)dt < ox(k) < fk ' @« (t)dt. On somme ces inégalités pour k € N* (tout converge, série

N

L, +o0 +o00 t 400 t +oo
et intégrale), et f] px(t)dt < f(x) < ﬁ) ox(t)dt — [Arctan (7)}1 f(x) < [Arctan (7)}0 .
x X

Ainsi. T — (l)< < ; _n ; (ﬂ_ (l))ZE.
insi, 5 Arctan <) S f(x) < 5 donc xEToo f(x) 5 par encadrement car xEToo 5 Arctan N 5
Comme Vn > 1, 1111 fn(x) = 0, on n’a pas convergence uniforme de > f,, vers f sur Ry (par exemple)
x— 400 n>1
—+oo

+oo
car sinon, on aurait par théoréme de la double limite lim f(x)= Y Um fo(x)= >, 0=0, NON!
X—>+00 n=1 n—+o n=1

a. e Six<0,o0na 11111 un(x) = 400 donc Y un(x) diverge grossierement.
n——+0oo

n=>0
e Six =0, un(x) =1n(2) donc > un(x) diverge aussi grossierement.
n=0
eSix>0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et > (e ™)™ converge (série géométrique avec 0 < e™™ < 1)
n—-+4oo “+o00 n>0

donc la série Y un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
n>0
Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7.

Soit a > 0, comme u, est décroissante et positive, |[un||oo,[a;+o0] = Un(a) et > un(a) converge d’apres ce
n=0
qui précede. Ainsi, la série > uy, converge normalement sur [a; +00[. Comme toutes les fonctions u,, sont
n=0
continues sur [a; 400}, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; +o0.

a>0

b. On a up(x) = In(2) et ¥n > 1, lim un(x) = 0. Par convergence normale de > u, sur [1;4o0[ et
X——+00 n>0

+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = >, Um un(x) =1n(2).
Xx—+00 —o X—t

c. Les u, sont décroissantes sur R* donc, par convergence simple de ) un, la fonction f est aussi

n>0
décroissante sur R* . Ainsi, 1112)1+ f(x) existe dans Ry par le théoréme de la limite monotone. Supposons
x—
n
que Um f(x) = € € Ry, et soit un entier n € N, posons alors Sp(x) = 3. In(1 + e~*), il vient donc

x—0t k=0
lhg)1+ Sn(x) = (n+1) In(2). Comme toutes les uy sont positives, Vx > 0, f(x) = Sn(x) (I) donc € > (n+1)1n(2)
x—

en passant a la limite dans (I) quand x tend vers 0 (elles existent). Il est impossible que cette inégalité soit

vraie pour tout n € N donc, par 'absurde, on a montré que lim f(x) = +o0.

x—0F
+oo
Comme f = In(2) + u; + >, un et que uy est strictement décroissante, la fonction f est aussi strictement
n=2

+oo
décroissante sur I car Y up est décroissante. D’apres le théoreme de la bijection, puisque f est continue
n=2

sur I, on obtient donc f(I) =] lim f(x); lim f(x)[ = ]In(2);+oo[.
X——+00 x—0+
a. Initialisation : fo est continue sur l'intervalle I. Ainsi, f; étant la primitive sur I de fy qui s’annule en 0

par le théoreme fondamental de I'intégration, f1 est de classe C! sur 1.

Hérédité : soit n € N* tel que f,, est de classe C™ sur I, alors f,, 11 étant la primitive de f,, qui s’annule en
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0, la fonction f4+1 est de classe ct! car f/n_H est de classe C™.

Par principe de récurrence, Vn € N, f, est de classe C™ sur I et Vn € N* f/ (0) = 0. De plus, par
construction, f(n) = f(n Do = i =fo ="

Soit (a,b) € 12 avec a < 0 < b, f est continue sur le segment [a;b] C I donc y est bornée d’aprés le théoreme

des bornes atteintes d’ot1 I'existence de M > 0 tel que : Vx € [a;b], [fo(x)| = [f(x)| < M = |[|f|[00,[a;b]-
Méthode 1 : pour x € [a;b], on a |fj(x ‘f ’ ‘f |dt‘ < ‘fox Mdt‘ = MJx|. De méme,
| rx X _ _ M
[f2(x)| = ‘fo fi (t)dt‘ < ‘fo [ (t)|dt‘ < ‘j;) M|t|dt’ = ‘fo Mtdt‘ =5 (traiter les deux cas x > 0
M| |TL

ou x < 0). Si on suppose, pour un entier n > 1, que Vx € [a;b], [fa(x)] < , alors, comme ci-dessus,
~ I r X X M|t|n nge| - MM
on obtient |fn41(x)| = ‘fo fn(t)dt‘ < ’fo |fn(t)|dt‘ ‘f dt‘ = ‘f t dt‘ TSR Par
principe de récurrence, on a donc Vn € N, Vx € [a;b], |[fn(x)| < M
n!

Méthode 2 : Comme a vu que f,, est de classe C™ sur I, avec la formule de TAYLOR reste intégral, on a

n—1 ¢(k)
W €L fa(x) = 3 n S”X |f — oM )at. Or, Vk € [0sm — 1], £2(0) = fn_ic(0) = 0
k=0 .

X
carn—k >1et £ = f donc fn(x) = ﬁ fo (x — )”_11‘(“)( t)dt ce qui donne aussi la majoration
n_

M|x|™
()] < iy U e — [T e(t |dt‘\ U et a = 2 \f (x—t)"Tat| = T|u| .

n
Quelle que soit la méthode, f,, est bornée sur [a;b] et |[|fnlloo,[aib] < MC' ou ¢ = Max(|al,|b]) < (b — a).
n.

_ n
Comme la série ) M(b —a)®

b—a)

converge (série exponentielle de somme e , on a convergence normale de

+oo
>~ fn sur tout segment de I donc on peut définir g : I — R par g(x) = Y fn(x).
n>0 n—

b. Méthode 1 : (Hy) La série > f,, converge simplement sur I d’aprés a
n>1

(Hz) Toutes les f,, sont de classe C' sur I (au moins) d’apres a..

(H3) > fI, = > fm converge normalement (donc uniformément) sur tout segment de I d’aprés a
n>1 m2=0

Ainsi, la fonction g est de classe C' sur I et Vx € I, ¢'(x) = Z 1. (x) = Z fn(x) = g(x)+fo(x) = g(x)+f(x).

On peut résoudre cette équation différentielle IA € R, Vx € 1, g(x) = e (A—|— f e H(t )dt) par la méthode

de variation de la constante. Or g(0) = 0 car Vn > 1, f,(0) = 0 donc A = 0 et on obtient la relation

x +oo x
Vx €1, g(x) = fo e 'f(t)dt ce qui permet de conclure que Vx € I, > fn(x) = f(x) + fo e tf(t)dt.
n=0

Méthode 2 : soit x € I, on se place sur le segment [0; x| out 'on sait que la série > f, converge normalement
n=0

d’apres a. donc, par intégration terme a terme sur un segment, on obtient f t)dt = Z f fo(t)dt en
notant S(x) = E fn(x). S est continue sur I car toutes les f;, le sont et que Y, fn converge normalement
n=0

X X
sur tout segment de I. Pour tout entier n € N, fo fa(t)dt = fo i (t)dt = [fui1(t)]§ = fng1(x) done

+oo
= fox S(t)dt = > far1(x) = S(x) — f(x) = G'(x) — f(x) par le théoréme fondamental de 'intégration.
n=0
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On résout & nouveau cette équation différentielle sur I et Vx € I, G(x) = e* fox e tf(t)dt car G(0) = 0. On
en déduit comme par la premiere méthode que Vx € I, S(x) = G(x) + f(x) = f(x) + fox et (t)dt.

n
Par exemple, si I = R et f: x — 1, alors on montre par récurrence que ¥n € N, ¥x € R, f(x) = X—| Ainsi,
n!

T'l. X
on obtient une formule classique : ¥x € R, Z = =1+ fo ettt =T+eX[—e S =T1+eX(1—e %) = e,
n=0 n!

2
a. Pour n > 1, la fonction fy : x — LZ(T(IX)) est continue sur }O; %] et on peut la prolonger par continuité
sin“(x

en 0 en posant f, (0) = n? puisque sin(t) N t. Ainsi, f,, devient continue sur le segment [O; %} ce qui prouve
que I, est bien définie pour tout n > 1.

/2 ¢in2 nx 2
b. Pour tout entier n > 1, i = f wd f %du avec le changement de variable
n 0 nsn (X) n- sin ( )

n
x =% = @n(u) (@n de classe C' du segment [0; %n} dans le segment [O; %}) Soit fn : R} — R définie
n
.2 nrm
o osint(w) nm o Iy Y oo
par fn(u) = T2 (T (E) si0<u< 5 et fn(u) = 0 sinon. Alors = fo fn = fo fn
n

.2
(H1) 11111 n?sin? (¥) = u? donc (fn)n>1 converge simplement vers f : R% — R avec f(u) = M
n—-+oo u

N

(Hz) De plus, les fonctions fn sont continues par morceaux sur R et f I'est aussi.

(Hz) Par concavité de la fonction sin sur [O; %} , on a I'inégalité classique Vt € [O; TE[}’ sin(t) > 2t Ainsi,
m

w?sin?(u) s

2
Yn =1, Yu>0, [fa(u)] < ”": =op(u) = 7'[Tf(u) (et ceci méme si u > 7) et la fonction ¢ est
uw

2
intégrable sur R* car prolongeable par continuité en 0 en posant ¢(0) = % et o(u) = 0 (1—2)
oo \u

+ 400 gin?
Oof:f % sin z(u)du

Par convergence dominée, f est intégrable sur R (on le savait) et lim Ln f
n—+oco N 0

u
c. Sin>0etx€ {0; g}, sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = sin?(((n + 1) + 1)x) + sin?((n + 1) — 1)x) qu'on
développe en sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) cos?(x) + 2 cos?((n + 1)x) sin?(x) avec la relation
sin(a £ b) = sin(a)cos(b) £ sin(b) cos(a) puis avec la relation fondamentale cos?(x) = 1 — sin?(x) en
sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) + 2cos?((n + 1)x) sin?(x) — 2sin?((n + 1)x) sin?(x) puis en
?(6) — sin?(e).

=2In41

sin?((n + 2)x) + sin?(nx) = 2sin?((n + 1)x) + 2cos(2(n + 1)x) sin?(x) avec cos(20) = cos

sin(2(n + 1)x) } /2
2n+1 0

d. L’équation caractéristique de cette récurrence linéaire est z2 — 2z + 1= (z—1)? = 0. On sait qu’alors il

existe (A,B) € R? tel que V¥n > 0, I, = An+B. Comme Ip =0et I; = 2 ,on en déduit que Yn > 1, I, = 7,

/2
Ainsi @ Inyp + Iy =2Ih41 +2 fo cos(2(n+ 1)x)dx = 241 + 2{

2
. . /2 . <
On pouvait aussi calculer I, = 4 fo cos?(x)dx = 2 f (14 cos(2x))dx = 7 si on ne pensant pas a intégrer
400 gin?
Ip dans la relation de récurrence. Ainsi, d’aprées la question b. : fo Mdu = 721 On pose a(u) = -1
u u
et b(u) = sin?(u) de sorte que a et b sont de classe C' sur R et que lim a(u)b(u) = lim a(u)b(u) =0
u—0 u—+00

+oo gin2 +00o ¢
(le crochet converge) donc, par intégration par parties, on a f %du = f Mdu =T etle

0 u 0 u 2

+00 gi

changement de variable u = % permet enfin d’avoir I'intégrale de DIRICHLET fo S”}[(t) dt = %
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a. Par construction, puisque g est de classe C' sur [0; 1], f, est de classe C! sur [O; 1 [ et sur } l; 1} . Or f,, est
n n

1 1 1 o .
car lim fn(x) =g(1)en ' =en~'et lim fn(x)=em ' par continuité de 'exponentielle.

1 1
X— 37 X0

continue en 1

De plus, f,, est C! sur [0; 1] par théoréme de prolongement C! car Vx € [O; % [, 2 (x) = (ng’(nx) +g(nx))e*!
donc lim fl(x) =em~' = lim f,(x) donc f;(l) — lim f(x) =em .
x— & x— n x— &

Comme f,(0) =0 et f,(1) =1, on a bien f,, € F.

/ 1/n ! 1/n l x—1
b. Pour n > 1, f/ (x) = fn(x) = ¢~ pour x > - —+ donc I, = L/; [fn(x) — 1 (x)]dx = fo ng’(nx)e* 'dx

1
car g’ est positive sur [0;1]. On effectue le changement de variable u = nx et I,, = fo g'(wen ~Tdu. On

. . u_
pose les fonctions continues hy : u > g’ (u)en ™!

!’

fonction h = & qui est continue sur [0;1]. De plus, ¥n > 1, Vx € [0;1], |hn(u)] < h(u) et h est intégrable
e

. La suite (hn)n>1 converge simplement sur [0;1] vers la

sur [0;1]. Par le théoréme de convergence dominée, on a hm I, = f h = ==
n—+oo

c. Powrn>1, I, —-t=1, - ]g = fo g(w)(en ' —e Ndu. Oren—' —e ! = e_1(e% —1) ~ i pour
€]0;1]. Ce qui nous conduit & poser I, — { = 1 f1 g'(W)(n(em —1))du = 1 f1 tn(u)du en posant
T " ne Jo neJo

tn : 1 ¢ (u)(n(e™ —1)). D’apres ce qui précéde, la suite (tn)n>1 converge simplement vers la fonction
t @ u +— ug’(u) qui est continue sur [0;1]. Les t, sont continues sur [0;1]. Comme on montre par une
étude de fonction que Vt € [0;1], e' —1 < (e — 1)t (convexité de exp), on a em —1 < (e — 1)% donc
0 < tn(u ) < (e — I)ug (u) = @(u) et @ est intégrable sur [0;1]. Par le théoreme de convergence dominée,

lim tn ft—ugu fg du—]—f g—f (1—g)>0car1—g >0, continue et pas

n—-+oo

nulle. Par conséquent : I, — 1.1 (1 - f g(u)d ) Il manquait des questions !
e ne 0

Arctan(n + x)
(n+x)vx

donc fy, est intégrable que [1;4o00[ (d’aprés RIEMANN % > 1). De plus, fo(x)wL et, pour n > 1,

0 Vx
1

donc fn est intégrable sur ]0;1] (d’aprées RIEMANN 7 < 1). Ainsi, la fonction f, est

a. Pour tout entier n € N, la fonction f : x — est continue sur I = R%. Or f,(x) e

_m
0o 2X3/2

Arctan(n)

N~

intégrable sur I et la suite (In)n>o est donc bien définie.
b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :

Hy) Pour x > 0, on a l'inégalité 0 < f donc hm fn(x) = 0 par encadrement. La suite
2 f

(fn)n>o converge donc simplement sur I vers la fonctlon nulle, notée f.

(Hz) Toutes les fonctions f;, et la fonction f sont continues sur I.

(Hz) Puisque Vx > 0, 0 < Arctan(x) < x (par le TAF par exemple ou par une petite étude de fonctions) :
Vx €]0;1], 0 < fn(x) < 1 Mais Arctan(x) < 725 et n4+x > x donc Vx > 1, 0 < fr(x) < o™ \[

Vx
alors ¢
\f

Ainsi, en posant ¢ : RY — R, définie par Vx €]0;1], ¢(x) = I et Wx > 1, o(x) =
est continue par morceaux et intégrable sur R* (comme avant) et Vn € N, Vx >0, 0 < fr(x) < @(x).

7~

“+oo
Ainsi, par le théoreme de convergence dominée : lim I, = f f=0
n—-+4oo 0

c. La relation Vx > 0, Arctan( ) + Arctan(x) = % se montre avec la fonction ¢ : R% — R définie par
X
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P(x) = Arctan (x) +Arctan(x), en constatant que ¥ est dérivable sur R , que ¢’(x) = X21 +—— =0,

ce qui prouve que @ est constante sur Vintervalle R% et vaut ¢(1) =2 Arctan(1) = Z.

+oo oo
st = [ (- Asetan (L)) 8 _ 7 " aveen () R
1SL In fo 2 AT (n+x)vx f n-ﬁ-xxf f i (n+x)v/x

Posons donc v, = fo ﬁ En effectuant le changement de variable x = u? facile & justifier, on
n+ x)v/x
+o0 +oo
_ du  _ { 1 ( x )} _ .z : .
trouve =2 = |—=Arct = = ———. Par croissance de la fonction Arctan, on a
w=2fy e =t (R, =k retan

0< f+oo Arctan( 1 ) dx < Arctan (l>vn. Ainsi, Iy = vy +0o(vyy) donc Iy ~ vy, = =T,
0 n+x/ (n+x)vx n +00 +00 2v/n

.2 2
a. La fonction f : t — M est continue sur ]0;1[. Puisque n(1 — t?) ?ftz, on obtient

t
2 2
f(t) ~ Lﬂ(t) =-2In(t)=o0 1) par croissances comparées donc f est intégrable sur |0: 1| par critere
5 2 o vt p p g 5 b

de RIEMANN. De plus, In(1 — t%) = In(1 — t) + In(1 + t) ~ In(1 —t) car liql In(1 4+ t) = In(2) et, comme
t—1-

liql t? = 1, on sait que In(t?) ~ 2 —1=(t—1)(t+ 1) ~2(t — 1) donc f(t) ~ 2(t — 1)In(1 —t) et, par

t—1- - -

croissances comparées, lim f(t) = 0 car 111% xIn(x) = 0. On peut donc prolonger f par continuité en 1 en
t—1- X—

posant f(1) = 0 ce qui montre que f est intégrable sur B, 1 [ Alinsi, f est intégrable sur ]0; 1] donc I existe.

+oo .2 400 2n—2
b. Ve €]0: 1), (1 — ) = — 5> % done Ve €)0os 1], £(£) = 5 fn(t) en posant £ (t) = — 2 (),
n=1 T n=1 n
(H1) La série > f,, converge simplement vers f sur |0; 1] d’apres ce qui précede.
n>1

(Hz) Les f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] car on peut prolonger f;, en 1 en posant (1) =0 et
en 0 en posant f,(0) =0sin >2et fi1(t) = —21In(t) ﬁo(L). De plus, f est continue sur |0; 1][.

Vi

1 1
(H3) Pourn > 1, fo [fn(t)]dt = - fo 2772 In(t)dt car f, est positive sur ]0; 1[. Posons u(t) = In(t) et
n

2n—1
v(t) =< de sorte que u et v sont C' sur ]0; 1] et que lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0. Par intégration
2n —1 t—0 t—1
1 1
; 2 2n—-2 2 2 -
ar parties, fn(t)|dt = —=—— t dt = —=——. Comme —=—— ~ ——= la série
Pat p fo [fn (0] n(2n—1)f0 n2n —1)° n(2n — 1)% +co 203
1
> fo |fn(t)|dt converge par comparaison eux séries de RIEMANN.
n>1
On conclut avec le théoreme d’intégration terme a terme que [ = f fn = #
e 1 n(2n —1)*
c. On décompose —=2—— =2 4 4 4 en rocedant ar identification par exemple. Ainsi,
P n2n—17% n 2n—1 (2n-1)? P P P P
o 2 ] L
en posant S = ———, Hp = —et Th = —,onaSn =2H, —4
P " 1;::1 k(2k—1)" " kzlk " k§1 K " k21 2k_1 Z (Zk_])
donc S;, = 2H,, — 4(H2n — %) + 4(T2n — %) = 4(Hy, — Han) +4T2n — T, en rajoutant et en enlevant les

2
termes d’indices pairs. Or on sait que H,, = In(n) +vy +o(1) et que Um T, = % donc, en injectant ceci
+oo n—+o0 6

N

2 2
dans la relation précédente, Sy, = 4(ln(n) +vy —n(2n) —v) + 4% - % +o(1 ) = 7[7 41n(2) 4 o(1) donc

. 2 . Tin(1 — t2) In(t?) 2
i n_ ~
nhT Snh = > 41n(2) ce qui montre finalement que f;) 2 dt 5 41n(2) ~ 2,16.
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a. Pour x € R, f(x) = 1 7~ 4 2 donc > fn(x) converge d’aprés RIEMANN (4 > 1). Six =0,

n? +n¥x? com n>1
fn(0) = =5 donc ) fn(0) converge aussi d’apres RIEMANN (2 > 1). Ainsi ) f, converge simplement sur

n>1 n>l
R. Comme les f;,, sont paires et décroissantes sur R, la fonction f est aussi paire et décroissante sur R .

b. Comme ||fn||oo,® = fn(0) = iz et que Y, iz converge, Y, fn converge normalement sur R vers f.
n n>1n n>1

c. Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur R et par convergence normale, la fonction f est continue
sur R. De plus, toutes les f, sont de classe C! sur Ret f/ (x) = ﬁ Ainsi f} (0) =0, m fl.(x)=0

f;(%)‘ = M Ainsi > f}, ne converge pas normalement
n

2.2
ot 1 (x) = X =20 Ainsi || ||oo,r =
8n n>1

(1 +n2x )

1 _ 2
sur R. Par contre, si a > 0, dés que n > ng tel que V3 < a, on a ||} |[oo,[ai+oc] = [T (a)] L s car I

est négative et croissante sur [a; +oo[. Par conséquent Y f, converge normalement sur [a; +oo[ donc f est
n>l

de classe C! sur R (donc sur R* par parité) car elle I'est sur tout segment de R*.

2
Reste la dérivabilité en 0 : intéressons-nous au taux d’accroissement de f au voisinage de 0, comme f(0) = %,
1 vi f(x) —f(0) _ 1 +°°( 1 )
il vient Vx > 0, ——~+———~ = = ——a — —5 | = — . Posons — X alors
’ X xn§1 n? +n*x?  n? nz11+n I 1—|— 2x?

n+1 n
gx est décroissante sur Ry donc Vx > 0, Vn > 1, fn gx(t)dt < gx(n) < fn_1 gx(t)dt. Comme gy est

+o0 +oo
intégrable sur R, en sommant toutes ces inégalités, on obtient : f1 gx(t)dt < f(x) < fo gx(t)dt.

Comme une primitive de gx est t — Arctan(xt), % — Arctan(x) < f(x) < % et on conclut par encadrement

f(x) —£(0) _ £,(0) —

que lim T Par parité de f, on a aussi f,(0) = T donc f n’est pas dérivable en 0.
x—0t X 2 9 2
—+o0
d. Par convergence normale de > fy sur [1;+00[, lim f(x) = Y lim fn(x) = 0 avec le théoréme de
n>1 x——+o00 n— 1x—>+<><>
+oo 2
la double limite. Plus précisément, pour x > 0, x*f(x) = > _’_7 Z gn(x) en posant les fonctions
st 4+ nx
2
gn(x) = —=—2—5—. Comme g, est croissante sur R et tend vers i4 en +00, on a ||gn ||, [0:400[ = %.
n +n X n Y
Comme ) —7 converge, », gn converge normalement sur Ry donc, par le théoréme de la double limite &
n>1 n’ nx1
lim X2 0 Iy By=T g '’
nouveau : lim x“f(x) = im = — = ou f ~ .
im0 = £ timan(e) = 3 = ¢4) = & doin ()

e Les fonctions fn : t — ] —:t" sont continues sur [0;1] et la suite (fn)n>o converge simplement vers la

fonction continue constante égale & 1 car Vt € [0; 1], 1111 (1+t™) = 1. Comme Vn > 0, Vt € [0; 1], |[fn(t)] <1

avec t — 1 continue et intégrable sur [0; 1], le TCD nous dit que lim f fn = f 1=1donc lim un,=1.
n—+oo J O 0 n—+oo

1 1 o
eOnau, —1= 7.[0 1:_(%:“ pour n > 1 et on pose u = t™ <=t = un = @(u) ou ¢ est bijective,
.
strictement croissante et de classe C' de ]0;1[ dans ]0; 1[ pour obtenir un, — 1 = -1 fo %du. Posons
u
1
gn @ U —> % Les fonctions g, sont continues sur ]0; 1], la suite (gn)n>1 converge simplement vers la
u

fonction continue g : u — 3 _|1_

sur ]0; 1[. De plus, on a Vn > 1, Yu €]0; 1], |gn(u)| < g(u) avec g intégrable
u
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. . L ot - In(2)
sur ]0; 1[ donc le TCD permet de conclure que nl_l)TOO fo gn = j;) g =1n(2). Ainsi up —1 ~ ——=,

“+o0o n
1 1
n(2) 1! um 1" du 1 [ 1—um
De pl 1S 1wl g, T du du. O 0;1
e De plus, v = un + - o o1+uu+nfo1+u nfo e r, pour u €]0; 1],
1
1 1 . LN s —umn N
onal—um =1—enmW _Infw) ce qui nous conduit & écrire v, = iz Lun)du et a poser
+o0 n n- Jo 1T+u
1wt
hp tu n(%u) Les fonctions hy, sont continues sur |0; 1] et la suite (hn)n>1 converge simplement vers
u

—In(u)
T+u

de la convexité de la fonction exponentielle. On 'applique en x =

la fonction continue h : u d’apres ce qui précede. On a 'inégalité classique e* > 14x qui provient

1 In(u) pour avoir um >141 In(u) donc
n n

0< hp(w) < %(u) = h(u) avec h qui est intégrable sur ]0; 1] car prolongeable par continuité en 1 et vérifiant
u

1
h(u) = o(L) par croissances comparées. Par le TCD : lim hn = f h = f In(u)du

=1>0.

_1

+oo
Ainsi vy, o iz Mais, en écrivant = Y (=1)*u* pour u €]0; 1] (série géométrique), on obtient la

o mn 1 K=0
relation I = ff1 tn(u)du +2:( Yy in(u) )du. En t fi —1)kTyk
= . posant fi : uw — (=)t uIn(u), les fi
sont continues et intégrables sur ]O, ) Z fi converge simplement vers h sur ]0; 1] et h est continue sur ]0; 1.
k>0
1 1 k+1 1 1k k+1 71
or [ |f|=— kld:f[ 1]+ ud:[u }:1.0r17
fo"" fou n(w)du o LD P e T k+1)Zo " (k+1)2 k§o(k+1)2
& (-n* 72 : .
converge par RIEMANN (2 > 1) donc, par le TITT : I = ) m T (classique en séparant les termes
=0
pairs et impairs et en se ramenant & ¢(2)). Ainsivy, ~ —5 n’ . Aufinal, u, = 1—M+ i —&-o(i).
" foon? T 1202 "o n 12n° n?
2
Soit f: R* — R définie par f(t) = (]lj_t,zz . La fonction f est intégrable sur R” car f est continue sur R?,

que f(t)io(ﬁ> et f(t )

(7> par croissances comparées.

—+o00

+o00 +oo
De plus, on sait que YVt €]—1;1], _: = > (=1)™2" (série géométrique). Ainsi, Vt €]0; 1], f(t) = Z fn(t)
n=0

en posant fy, : t — (—1)™t2™(In(t)

).
2
On éerit I = f(; Md’c—l—f1 (]

n

1+t +1t

+oo (In t)? 0 (—1lnu)? ( du)
dt= [ 2 du

f1 T+t° f] T+ (/) u?

Par construction, . f, converge simplement vers f sur ]0;1[. Les f;, sont continues et intégrables sur ]0; 1]
n>0

ais que faire pour t € [1;4o00[ ? Un changement de Varlable !

) dt et on pose t = — (facile a justifier) dans la seconde intégrale d’out
u

1 2
= fo (111:_ )2 dt. Ainsi I =2 o (111_1:)2 dt (on integre sur ]0; 1]).

car fo(t) ? o (ﬁ) et les f, se prolongent par continuité en 0 en posant f,,(0) = 0 par croissances comparées

pour n > 1. Elles se prolongent toutes par continuité en 1 avec f, (1) = 0. De plus, f est continue sur |0; 1].

Pour n > 0, fo [fa(t)|dt = fo (In(t))?t?™dt = ﬁ

Comme Y ﬁ converge, le théoreme d’intégration terme a terme nous apprend que f est intégrable
n>0 (4N

1 n
sur |0; 1] (on le savait déja) et que fo f= f fn = % donc I =4 Z (2(+)) ~ 3,87.
n n

3 avec deux intégrations par parties (a faire).
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3
11 se trouve que I = T~ mais c’est une autre histoire.

a. Convergence simple : e soit, pour n € N, f;, : R — R définie par f,,(x) = Arctan(n + x) — Arctan(n).

Soit x € R, alors ¥n > Max(1,[—x] +1), n > 1 et n+x > 0 donc f,(x) = Arctan (l) - Arctan( _]'_ )
n n+x

car on sait que Yy > 0, Arctan(y) + Arctan (l> =
Y

n
2
Arctan(u)=u + 0(u3). Or 11— =1 x T I _x4o(L)) =1 % 4+0(L) Ainsi
0 ' n+x no14 = n n n? n n° n’/’
n

e 1 1 1 iq
Ainsi f,,(x) e + O<?) puisque

fn(x)=%+0 (1—3) Donc f,(0) =0six =0 et fn(x) ~ % six # 0. Dans les deux cas, par comparaison,
on n +oon
>~ fn(x) converge par RIEMANN. On a donc la convergence simple de > f,, sur R.
n=0 n=0
. . . + X) —n X
e On pouvait aussi dire, pour 0, que tan(f = (n = ar une formule de
P pour x 7 0, que tan(fn(x)) T+n(n+x) T4+nn+x) P
trigonométrie. Ainsi, comme nl—i;Too fn(x) = % - rzr =0, on a fn(x) s tan(fn(x)) ol ﬁ ce qui va plus vite.
e On pouvait méme, puisque Arctan est de classe C' sur R, avoir I'existence de ¢, € [n;n +x] tel que
fn(x) = (M +x —n)Arctan’(cn) = ] _;‘ 5 par le théoréme des accroissements finis ce qui, comme ¢ ol
ch oo

car cy est entre n + x et n, devient & nouveau fp (x) I X six #0.
oo n

Convergence normale : comme toutes les f,, sont croissantes et valent 0 en 0, la fonction f est aussi croissante

et f(0) = 0 par convergence simple. Comme f,, est croissante sur R, que lim f,(x) = —% — Arctan(n),
X——00
que lim fn(x) = T — Arctan(n) et qu'on a T — Arctan(n) < T + Arctan(n) = | — T — Arctan(n)|, on
x—+4-00 2 2 2 2

peut conclure que |fn| est bornée sur R et admet sa borne supérieure au voisinage de —oo. On a donc la

relation ||fn|lco,g = lim |fn(x)| = %—i—Arctan(n) > % La série ) ||fn||oo, r diverge donc grossierement.
n——oo

n=0
Par conséquent, il n’y a pas convergence normale de >  f, sur R.
n=0
n n
Convergence uniforme : posons Sp = > fi, alors lim Sp(x) = > (— T_ Arctan(n)) <-(m+N1T
=0 X——00 K=o 2 2

Si la fonction f était bornée, comme elle est croissante et strictement négative sur R_, elle admettrait une

limite finie £ < 0 en —oo. Or deés que —(n + 1)% < ¢, il existe xo € R_ tel que ¥x < xg, Sn(x) <  car Sy,

est croissante et lim Sp(x) < —(n+ 1)% < . C’est absurde car alors on aurait ¥x < xo, f(x) < Sn(x) <1
X—>—00

400
car f(x) = Sn(x) + Rn(x) et que Rp(x) = > fr(x) < 0car x < 0 donc Vk = n+ 1, fi(x) < 0. Ainsi
k=n-+1
lim f(x) = —oco. Comme toutes les S;, sont bornées car les f,, le sont, les fonctions R, = f — Sy, ne sont
X—>—00

pas bornées sur R et ne peut donc pas avoir de convergence uniforme de la série Y f, vers f sur R.

n>0
b. (H1) On a déja vu la convergence simple de > f;, sur R vers f.
n>0
(Hz) Toutes les f, sont de classe C' sur Ret Vn € N, ¥x € R, f,(x) = %
T4+ (n+x)

(H3) Soit [a; b] un segment, . Dés quen > |—a]+1,onan+a > 0donc Vx € [a;b], 0 <n+a <n+x <n+b

2 2 1 1 1 Lo
donc (TL +X) 2 (TL + (1) et 0 < fln(X) S m donc Hf{nHoo,[a;b] S m +(:o ? donc la série
> fl converge normalement sur tout segment [a;b] de R par RIEMANN.
n>0

+oo

On en déduit par théoréme que f est de classe C' sur R et que Vx € R, '(x) = > %
n=0 1T+ (TL + X)
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c. Pour x € R, f(x+1) —f(x) = +§O:O (fa(x +1) = fo(x)) = —g):o (Arctan(n + x + 1) — Arctan(n + x))

n=0 n=0
n
donc f(x + 1) — f(x) = 1111 > (Arctan(k 4+ x + 1) — Arctan(k 4 x)). Or, par télescopage, on obtient
n
> (Arctan(k + 1+ x) — Arctan(k + x)) = Arctan(n + 1+ x) — Arctan(x) et _lim Arctan(n +x) = Z.
k=0 n—+oo 2

Ainsi, f(x +1) — f(x) = rzr — Arctan(x) qui devient, si x > 0, f(x + 1) — f(x) = Arctan (l)
X

e On peut en déduire par exemple que, puisque f(0) = 0, on a f(1) = % en prenant x = 0 et , par une
n—1 1
récurrence facile, Vn € N* | f(n) = % + Z Arctan (k) Par une petite étude de fonction, on obtient
3 n—1 1

que Vx € [0;1], x — x? < Arctan(x) < x, d’ou Vn € N* E +Hno1 — > TS < f(n) < %—i—Hn,]
k=1

avec Hn_1 = Z 1 - ln(n— 1)+ v+o0(1) ~ In(n). Comme Z % - ) + O(1), on en déduit par
k + +o0 k=1 foo 3

encadrement que f(n) o In(n). Or, comme f est croissante, pour x > 1, on trouve f(|x]) < f(x) < f(|x] +1),
o0
mais, puisque f(|x]) ~ In(|x]) ~ In(x) et f(|x] +1) ln(LxJ +1) In(x), par encadrement, f(x) ~ In(x).
—+oo +oo —+oo
e Autrement, on pouvait poser, si x > 0, la fonctlon hy 1t — Arctan(t + x) — Arctan(t) de sorte que hy
L . —x(2t + x)
est dérivable sur Ry et que, puisque h(t) = 1 -1 = x(
+ et que, puisque hi(t) T+t+x)? 14+2 I+ @+ +1t%)

k1 k
décroissante. Par comparaison série-intégrale, Vk > 1, fk hy(t)dt < hy(k) = fi(x) < fk : hy(t)dt. On

< 0, hy est

. 7’ . 7 +(>O +O<>
somme ces inégalités (tout converge car hy(t) o t% comme avant) : f1 hy(t)dt < f(x) < fo hy(t)dt.
o0

Or une primitive de hy sur Ry est Hy : t — (t+x) Arctan(t+x)—t Arctan(t) — ; In(1+4 (t+x)? )Jr% In(1+t2).

Par le théoréme d’encadrement, on trouve avec quelques développements limités que f(x) o In(x).
o0

Soit F la primitive de f qui s’annule en 0 : Vx > 0, F(x) = fox f(t)dt.

“+o0
Par hypothese, lim F(x) =1{ = fo f(t)dt. Par IPP, les fonctions t + t et F étant de classe C' sur les
x—

+OCX X X X
segment [0; ], on a fo ti(t)dt = [tF(1)]% — fo F(t)dt = xF(x) — fo F(t)dt = fo (F(x) — F(t))dt.
Méthode 1 : soit ¢ > 0, puisque liT F(x) = ¢, il existe un réel xo € Ry tel que Vx > xo, ¢ — £ < F(x) < L.
X—+00

Ainsi, Vt € [x0;x], 0 < F(x) — F(t) <€ —F(t) < % donc on I’encadrement :

0< fo" t(t)dt = fox(F(x) —F(t))dt = fo""(F(x) “F@)dt+ [ (F(x) — F(t))dt < xol + £(x—xo).

X0

xof+§(x—xo)§£x<:)>x>x1 :%

X N X
—x0- Vx = Max(xo,%1), fo tf(t)dt < ex d’on fo tf(t)dtJr:C>o o(x).

Méthode 2 : on a donc Vx > 0, ifox tf(t)dt = fox Mdt = fol (F(x) — F(xu))du en posant t = ux.
Soit une suite (xn)n>o de réels strictement positifs qui tend vers +oo, alors ;— foxn tf(t)dt = f(j fn(u)du
en posant fn : u— F(xn) — F(xnu). La suite de fonctions (fn)n>o converge si;lplement vers g : [0;1] — R
définie par g(0) = € et g(u) = 0 six €]0;1] car xEToo F(x) = (. Les fn et g sont toutes continues et intégrables
sur [0;1] et Yu € [0;1], |[fn(u)] = frn(u) < F(xn) < € = @(u) et ¢ est intégrable sur [0;1]. Ainsi, par le
théoreme de convergence dominée, lim —- foxn tf(t)dt = fo] g(u)du =0.

n—+400 Xn
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X X
Par caractérisation séquentielle de la limite, on a bien lim 1 fo tf(t)dt = 0 donc fo tf(t)dt = o(x).

X—+00 X +oo

Pour n € N, la fonction fy, : t — cos™(t) est continue sur le segment [O; ﬂ donc uy, existe.
Comme Vt € [O; E}, 0 < cos™ (1) < cos™(t), la suite (|un|)nso est décroissante et elle tend vers 0 car la
suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction f qui est nulle sur ]0; g} et qui vaut 1 en 0. Comme les

fn et f sont continues par morceaux et que ¥Yn € N, |f,,| < 1, le théoréme de convergence dominée montre

/2 /2
que Um |un|= Um fn = f f =0. Par le CSSA, la série > u, converge.
n— o0 0

n—+oo J 0O n>0

Le TITT ne peut pas s’appliquer ici car la série Y (—1)™u, ne converge pas absolument (on connait
n=0

Péquivalent classique des intégrales de WALLIS : |un| ~ 27T
i/ 2n

o /2 /21 (— n+1 /2
Posons 5, = 3 (~1)Fui = [ ( 3 (—eostF)ar = [ IS g g [0 AL o

S S 0 1+ cost 1+ cost’

/2 +oo
a|Sn—I| < fo cos™ 1 tdt = [uny1| — 0donc Y u, = 1. On connait la formule de trigonométrie classique

n=0
1 — tan?(t/2) T2 4t n/2 4 N L% +o0
core = L) o (R (e e (8] 2 1= B
1+ tan”(t/2) fO 1+cost f 2 2/1o nZ::O "
n—1 n
a. Sin > 1, gn est dérivable sur [0;1] par théorémes généraux et g/ (t) = —(1 - l) et + (1 - i) et
n n
t n—1 t t ¢ n—1 ¢ n—1
qu’on factorise en g/, (t) = —<1 — 7) & pour t € [0;1]. Ainsi, comme ‘(l f) ’ = (1 — 7> <1
n n n n
et |t| <1, on a bien la majoration suivante, ¥t € [0;1], Vn € N*, |g} ()] < e—
n

b. Sit €]0;1] et n € N*, par le théoréme des accroissements finis, comme gn est dérivable sur [0;1], il existe

Cc
c €]0; [ tel que gn(t) —1 = gn(t) — gn(0) = tgh(c). Or |gh(c)| < % < e d apres a. donc |gn(t) — 1] <

X X
. . o _ _ . _ 1
c. Soit x € [0;1], [In(x) — x| = U gn(t)at— [ dt‘ - ’ [ (on(t 1)dt‘ < [ lon(v) = 1jat < f tetdt.
Comme Um f tetdt = 0, on en déduit par encadrement que lim I,(x) = x. Ainsi, la suite de
n—+oon n—-+oo
fonctions (In)n>1 converge simplement vers la fonction f : x — x sur [0;1].
1

d. On reprend la majoration précédente, |In(x) — x| < f tetdt < Lsi1= fo tetdt = [(t —1)et]) =1

n
donc I, — f est bornée sur [0;1] et on a ||In — o0, [0;1] < 1 Comme lm 1 = 0, on a bien convergence

Y n n—+oo n

uniforme de (I )n>1 vers f sur [0;1].

a. Soit x € R, la suite (|fr,(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc la série alternée > fn(x) converge

n>0
par le criteére spécial des séries alternées. La série de fonctions Y f, converge donc simplement sur R vers
n>1
+oo +oo
f= > fn qui est paire (car toutes les f;, le sont) et positive sur R (pour x € R, f(x) = > fn(x) est du
n=1 =

signe de son premier terme donc du signe de (—1)? = 1).
+o0 +oo (7] )k+1 XZ
b. Pour x € Ret n € N*, on pose Rp(x) = > fi(x)= > ~—F——

1 . Le méllle CIlte\Ie spéClal nous
k=n-+1 k=n+1 x + <

2
permet de majorer, |Ry(x)| < ﬁ. Or on se rappelle de l'inégalité ab < %(az + b?) pour deux réels
X' +n
2 1

positifs a et b car (a —b)? > 0. Ainsi, [Rn(x)] < % en posant a = v/n+1 et b = x?. On

X +n Z\/n+1
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pouvait bien stir aussi étudier x — —

——2*— en la dérivant pour s’apercevoir qu’elle atteint son maximum
x +n—+1
en xn, = v/n+1. Ainsi ||Rn||co,r <

— 0 donc la série Y f, converge uniformément sur R.

1
2vV/n 4+ 1 n—+oo n>1

_ 4
c. fn est positive, paire, dérivable, tend vers 0 en +oco et i (x) = (—1)"! 2x(n = x)

(X4 + n)Z

Soit I # {0} un intervalle réel, il existe

donc |fn| atteint

1
T2y’

a # 0 dans I. Par 'étude ci-dessus, f,, est bornée sur I car elle I'est sur R et que ||fn||oo,r = # mais
n

1
son maximum en +n# ol elle vaut ||fn||co, g = [fn(¥/n)]

2 2 2
[[frlloo,1 = [fn(a)] = =2 ~ & Comme ) 9 diverge, on obtient par comparaison la divergence de la
a’ +n+oon n>1 N
série Y ||fn||oo,1. Par conséquent, il n’existe aucun intervalle de R sur lequel ) fn converge normalement.
n>1 n>1
Par contre, si I = {0}, comme ¥n > 1, f,(0) =0, on a bien convergence normale de > f, sur L.
n>l
d. Comme toutes les fonctions f, sont continues sur R et que la convergence de > f, est uniforme sur
n>1
R, on a par théoreme la continuité de f sur R. On a méme, puisque toutes les fonctions f,, admettent des

—+o0

limites finies en 400 et par théoreme de la double limite : lim f(x) = ), lim fo(x) =0.
x— 400 n—1 X—+oo

e Soit x = 0, alors f,(0) =0 donc lim f,,(0) = 0.

n—-+oo

eSixe ]0; E}, 0 < cos(x) < 1 done, par croissances comparées, on a Um f,(x) = 0.
2 n—+4oo

Ainsi, la suite de fonctions (fr,)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur {O; ﬂ

Pour n € N, la fonction fy, est dérivable par opérations et f},(x) = n( —nsin?x + cos?x) cos™ ' x donc la
fonction f, est croissante sur {O;Arctan (%) = xn] et décroissante sur [xn; %} done |[fn]lee = fn (xn).
n

Comme nET@o Arctan (ﬁ) = 0, Arctan(x) X et sin(0) N 9, on a 'équivalent sin(xn) fod ﬁ De plus,

pour 0 € [O; I [, cos? 0 = 172 donc cos 6 = 172 car cos est positive sur {0; I [ Ainsi, on
2 14 tan“o 14 tan“o 2

-1/2
obtient cos(xn) = (1 + l) . Classiquement, lim cos™(xn) =e /2 car lim nln (1 + l) = 1. Par
n n—-4oo n—-4oo n
conséquent, ||fn|loc = fn (xn) = [ — +o0donc (fn)n>0 ne converge pas uniformément sur [0; E]
+ e n—+4oo 2

Par contre, si a € }0; %}, si n est assez grand, on a x,, < a donc f,, est positive et décroissante sur {a; %} et

[fnllos,[as/2] = fn(a) — 0 donc la suite (fn)n>0 converge uniformément sur [a; E} pour tout a € ]O; E}.
oL n—+o00 - 2 2

On sait d’apres le cours que les séries de RIEMANN ) ix convergent pour x > 1 (par comparaison série-
n>1n

1

intégrale) donc D, =]1;4+00[. Posons fy : x — = e (M pour n > 1. Les fonctions f,, sont toutes de

n*
classe C* sur |1;4o00[ et ] (x) = —In(n)fn(x) = — m(ll). Soit a > 1, alors par croissance de f/, sur [a; +00],
n

. , L. , , In(n) 1 . . -

et puisque ), est négative, on a [[f} ||, [ai+00] = [fn(a)] = - =ols) s 1 < b < a. Ainsi, la série
n oo \n

, - 1 p 12 n(n)
>~ /. converge normalement sur [a; +0o[. Ainsi ¢ est de classe C' sur |1; +oo[et Vx > 1, T'(x) = — .
n>1 n=1 M

> fn converge simplement vers ¢ — 1 sur [2;+o00[. Les f, sont continues et intégrables sur [2;+oo[ car
n>2
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ix = o( 1 ) par croissances comparées si n > 2. La fonction ¢ — 1 est elle aussi continue sur [2;+o00[. De
n* oo \x?

+ + + (=Inn)xq+
plus,f2 C>o\fn|:f2 Ooixdxzf2 el tnnxgy — {e } = 21 . Comme 21 = o(%),

n —Inn 12 n“lnn n“lnn +oco \n

+oo

la série Y f |fr| converge. Par le TITT, on a donc {—1 intégrable sur [2; +00[ et on a la relation souhaitée :
n>2 2

fﬂo (ﬂ(x)—1)d’€:f+oo 5 () )ax = %ofm ax = 5 —— ~0.605.
2 n=2

2 n=2n-In(n)

Soit, pour n € N*, f, : R, — R définie par f,(x) = e X" . f, est continue sur R et f,(x) = o(iz) par
oo \x

. . s . +o0 n
croissances comparées donc f;, est intégrable sur R, donc sur [o; +00[. Ainsi, pourn > 1, uy = f e * dx
x

. . . . +oo —xn 7. 7
existe. Comme fy, est positive sur Ry, un > 0. Ainsi, Y (=1)" f e~ ™ dx est une série alternée.
n>2 &

(H1) (fn)n>1 converge simplement sur R vers f telle que f(x) = 1six <1, f(1) = e~ ", f(x) = 0six > 1.
(H2) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur R.
(H3) Vn € N*, Vx> 0, [fa(x)] < @(x) avec o telle que o(x) =1six € [0;1] et @(x) =e *six>1. Or ¢
est continue par morceaux et intégrable sur R, (intégrale de référence).

On peut appliquer le théoreme de convergence dominée sur tout intervalle de R,.
e Six <1, nETooun = f:oof(x)dx = fo: ldx = 1 —a > 0 donc ) (—1)“[:00 e X" dx diverge

n=2
grossierement.
+oo
eSia>=1, Wim u, = f f(x)dx = 0. Comme Vx € [o; +00[, Vn € N*| x™ > x™*1 (car x > 1), on
[0 4

n—-+oo

P . _ N +oo n
en déduit que fn11(x) < fn(x) et unt1 < un par croissance de 'intégrale. Ainsi, > (=1)™ f e ™ dx
n>2 &

converge par le critere spécial des séries alternées car (un)n>2 est décroissante et tend vers 0.

Quant a la convergence absolue de cette série, il nous faut étre plus précis sur wy.

. oo e . LY \ . ’ N
eSia<1, > f e ™ dx diverge grossierement d’apres ce qui précede.
n=l1

e Sia=1,onposex=nh(u) =u"/"

avec h de classe C!, bijective et 5trictement croissante de [1; 4+00]

1/n

1 +OC — l/n
dans [1; 400 et on a uy = f du. On pose gn : u+— ety pour tout n > 1.
u u

—u
(Hy) La suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement sur [1; +oo[ vers g : u— &—.
u

(Hz2) Les gn et g sont continues sur [1; 400].
(H3) "/n =1, Yu > 1, |gn(u)] < e ™ et ur— e ™ est intégrable sur [1; 400l

. N P . . +oo Foo .
Ainsi, d’apres le théoreme de convergence dominée, lim , 9= f1 g=1>0. Ainsi, up, ~ 1

n—+oo +oom
done 3 f e *" dx diverge par comparaison & la série harmonique.
n>1
e Sia > 1, commeVt > 1, te~t <1 (faire une étude de fonction), on a ¥n € N*, ¥x € [«; +oc[, e ™" < ]—n
X
+oo
donc un < f dx — 1 Comme — 1 convergecar — 1 = o(i) ar
R e G D P n2>:1 (n—1)a™! & (n—1)a™ " 400 \n? P

+oo
croissances comparees Z f —x" dx converge par comparalson
n>l
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+oo —+o0

Au final, Y (-1)™ f e *"dx converge <= o >1et 3. f e " dx converge <= a > 1.

n>1 x n>1v%

a. Soit V(x,y) € R?. Comme I'amplitude totale de g vaut %, c’est-a-dire Mﬂgx(g) - Mﬂén(g) =1 il est

évident que g(y) — g(x) = —|y — x| dans les cas suivants : g(y) —g(x) = 0ou [y — x| > 1

g(y) < g(x), on peut traiter deux cas (mais a l’oral un dessin suffit) :
o ¢'il existe k € Z tel que (x,y) € [k;k + %]2, on a (faire un graphe) g(y) — g(x) = —|y — x/|.

e soit par exemple (il y a 3 autres cas) x € [k; k+ %} ety € { + =;k+ 1], comme 2x < 2k + 1 par hypothese,

onadwgyukzdw*9@+%)+9@+%)*M@ (y

1.k
2’
1 T o) > oy — x| = —
k— 2>+(k+2 x)/ ly — x| y+x.

Ainsi, on a bien V(x,y) € R?, g(y) — g(x) > —|y — x|

1

b. Comme g est bornée par 2> ona Vx € R, |gn(x)| < donc ||gn|foo,r < Or, comme € > 1, la série

28“ 2(7,“

> ¢™ converge donc la série Y gn converge normalement sur R vers f. Comme toutes les fonctions gn
n=0 n=0

(comme g) sont continues sur R, on en déduit par théoréme la continuité de f sur R.

+oo
c. Avec ces notations, on a f(a + h) — f(a) = > (gn(a +h) — gn(a)). Or pour n > m, on a {"a € Z

n=0
donc gn(a) = 0. De plus, pour n > 2m + 1, {"(a + h) € Z donc gn(a+h) = 0 aussi. Sin € [m;2m],

_ 9(™(a+h) _ g(t"h)
gn(a+h) - 2 gn - f en

= gn(h) car {"a € Z et que g est 1-périodique. Par conséquent,

m—1

fla+h)—f(h) = Z (gn(a+h)—gn(a))+ Z gn(h) ce qui donne, comme {"h € [f% l} donc gn(h) = |h
pour n € [[m; Zm]] et d’apres la question a. f(a +h) —f(a) = —m|h| + (m + 1)|h| = |h|.
d. Par absurde, supposons qu’il existe o < B tels que f soit monotone (par exemple croissante) sur |o; B[. Par

densité dans R des {ZLP ‘ k€ Zetp € N}, on a l’existence d’un entier m € N* tel que o < ‘1_82111% <a<$fh

avec {Ma € Z. Si on veut étre constructif, on prend m € N* tel que p — a > Eim (il en existe car

m J—
lim (™ = 400), puis a = M Alors ™ —1 < |BL™]| < BL™ ce qui donne L™ —1 < al™+1 < L™

m—+00 m
donc a < [5——<[5et [5——<a—|—€1—m:>[5—i<a:>(x+——€2m%<a—€2m¥+]carﬁ>€im+oc.
Si on pose h = _EZm#H comme ci-dessus, on a donc « < a+h < a < B avec f(a +h) — f(a) > |h| > 0 alors

que a +h < a ce qui contredit la croissance de f. Si on suppose f décroissante sur |o; B[, il suffit de prendre

h = +€2m#+1. On vient donc de montrer par I’absurde que f n’est monotone sur aucun intervalle réel.
On pourrait montrer avec un peu plus d’efforts que f est certes continue sur R mais dérivable nulle part :
c’est la fonction de TAKAGI découverte en 1903 et son graphe est aussi appelé courbe du blanc-manger.

Kt 1
e. f est 1-périodique car toutes les fonctions g, le sont (car ¢ € N). Ainsi, fk f(x)dx = fo f(x)dx. Oron a

vu ala question b. que Y gn convergeait normalement vers f sur le segment [0; 1], ce qui donne par théoréme

n=0
1 too a1 1 1 g™ e
_ (i) I _
fo f(x)dx = nZ::O fo gn(x)dx. Orf gn(x)dx = f o dx = 2n fo g(u)du en posant u = {™x. Comme
s . . 1 TS k+1 g
g est 1-périodique, on a f gn(x)dx = = f glu 4;71 D’ou fk f(x)dx 411 Z:: Ln = ﬁ
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a. Sit=1,onaVn>1, un(t)=0donc Y un(1) converge.

n>l

Sit€]0;1], un(t) = o(iz) par croissances comparées donc Y, un(t) converge absolument par RIEMANN.
oo An n>1
Sit>1, Um un(t) =+oodonc > un(t) diverge grossierement. On a donc convergence simple de > un
n—+oo n>1 n>1
sur |0; 1] seulement ce qui fait que le domaine de définition de la fonction S est Ds =]0;1].

b. Comme ¢ : t — tin(t) est bornée sur |0; 1] car continue sur le segment [0; 1] puisqu’on peut la prolonger

tn71|@(t)‘ anq”(PHoo
un(t)| = <
| n( )| ln = Hn

par continuité en 0 en posant @(0) = 0, il vient ¥t €]0;a], Vn > 1

par conséquent |[un||o,jo:a) < = o(a™) car lim H, = +oo (puisqu'on a Hy ~ In(n)) donc

Hn “+oo n—-+oo “+o0
>~ un converge normalement sur ]0; af.
n>l
Meéme si ce n’est pas demandé, voyons si la convergence est normale sur ]0;1]. Soit n > 1, d’abord uy est

n—1
dérivable sur ]0;1] et Vt €]0; 1], u! (t) = tH—(n Int+1), de plus u, est négative et un(0) = un (1) =0 donc
n

-1
[[unlloo,jo;1] = —un (eT) =1 - 1 et > —1 diverge par comparaison série/intégrale car

enH, +ocenln(n) 55 nin(n)
1

une primitive de la fonction x — décroissante sur ]1;4+00[ est x — In(In(x)) qui admet une limite

x In(x)
infinie en +00. Ainsi > u, ne converge pas normalement sur ]0;1].
n>1
—+o00 k 00 k n+1
c. Soit t €]0;1[, n = 0, [Ry ()] = ‘ u(x)| = > tint] < > t]int] _ 77 |Int car ces
k=m+1 k=n+1  Hk kema1 Hupr o (1= t)Hng
séries convergent, que Vk > n+1, Hy > Hp 11 et que les uy sont toutes négatives sur ]0; 1[. Par conséquent,
en posant la fonction ¢ : t — t1‘ lnt\ ,onaVt €)0;1], [Ru(t)] < ]}[])ﬂ Or 1 se prolonge par continuité en
n+1
0 avec P(0) = 0 et en 1 avec P(1) = 1. Ainsi, par continuité de P, elle est bornée (par M) sur le segment
[0;1] et on a donc Vt €]0;1], |Rn(t)] < HL (¢ca marche aussi pour t =1 car R (1) = 0). On en déduit que
n+1
R [ 00,]051] < et lim —M_ —o ; ce qui nous permet de conclure que Y uy converge uniformément
’ Hn1 n—+oo Hp g1 n>1

sur ]0;1]. Comme toutes les fonctions u, sont continues sur ]0; 1], la convergence uniforme de  u, sur
n>1

]0; 1] montre que u est continue sur ]0;1].

" T (nin(t) + 1) '

Soit un segment
Hyn

Toutes les fonctions u, sont de classe C' sur ]0;1] et on a u/ (t) =

pn! (n|n(a)| +1)

[a;b] CJO;1[, alors Vt € [a;b], [uj,(t)] < ”
n

donc la fonction u}, est bornée sur [a;b] et

i oo, fasb] < b (n|]}ln( )+1) =0 (1—2) par croissances comparées donc Y u} converge normalement
n +oo n n>1

sur tout segment de ]0; 1[. On peut conclure par théoréme que S est de classe C' sur ]0;1[.

Meéme si ce n’est pas demandé, voyons si S est dérivable en 1. Le taux d’accroissement correspondant

_ +t© .n to . n
s’écrit S(tJ)[ — ]S(]) = };ﬁ?( > t—) La fonction 0 : t — . Lt— est croissante sur [0;1] donc admet

n=1"n n=1"n
J— n
une limite dans R par le théoréme de la limite monotone. Pour tout entier m, 8(t) > 0,(t) = Z :{—
L 1 "
Or Um 60,(t) = Z ——. Ainsi, par passage & la limite : lim 0(t) > > ——. Or, ceci étant vrai pour
t—1- k=1 H t—1- k=1 Hk
= 1 1
tout entier n > 1 et la série Y, —— divergeant car — = o(—), on a lim 0(t) = +oo donc, comme
n=1 Hn n +oo \Hp t—1-
im n(y) =1,ona lUm S(H) =s) = +oo donc S n’est pas dérivable en 1.
t—1-t—1 t—1- t—1
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a. Pour n € N*, la fonction fy : t — ﬁ est continue sur Ry et f(t) o tZL" donc f,, est intégrable
o0

sur [1;+oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, un existe. De plus, pour n > 1, on effectue

une intégration par parties dans u, en posant u = f et v : t — t, les fonctions u et v sont de classe C !
; oo phee (=m)(ut
sur Ry et lim u(t)v(t) = 0 puisque 2n — 1 > 0 donc, u :[4} — 7dtdonc
+et Lim <><) puisq e el N Ml e
2n—1

) T g om i donne bi
nf ] —|—t +7dt = 2n(un —un41) ce qui donne bien upn 1 = = une

b. Effectuons le changement de variable t = ¢(u) = \% (¢ est bien de classe C', bijective de R, dans R,
n

et strictement croissante), ce qui donne u,, = T f dilizn Posons f : u— #ﬂ La suite
(1+—) (1+—)
n n

2
de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers f : u — e v puisque ﬁ = exp ( —nln (1 + u—))
(1+—) "
n

2
et lim nin (1 + %) = u? par DL. Les fonctions f, et la fonction f sont continues sur R. De plus,
n—-+4oo n

pour u € Ry et n € N* f (u) = ]uz — < 1_’_] > = ¢(u) (binome de NEWTON) avec ¢ qui est
(1+—) "
n

clairement continue et intégrable sur Ry car ¢(u) ~ iz D’apres le théoreme de convergence dominée,

+oo u
+oo +oo
. - ~ X
nl—l)Too o fn(u)du = fo f(u)du = « > 0. Puisque up = \f f (u)du, il vient donc uy folby~
+
On aw = fo > 1 _('i_ttz = [Arctan(t)]§> = % La relation de récurrence un41 = ZHZ'r_L 1, donne la
-3 Mm-3 2m—-5_ 3,1 @2n—-2)! x_ (@Qn)lr  on
lati = == X cee2 o L = = . .
B R m—2" m—4 4 2" T 2022 2wl -

. n . . VAm(2n)2"e?n '
Or on sait que n! ~ +/ 27m(3> . Par produit et rapport d’équivalents, u,, ~
q Too c p pp q n+00 (27_[ )22 nZn Tt +oo zf

“+o00
En comparant les deux équivalents de u,,, on trouve finalement « = j; e X dx =

a. Soit t € R, on peut distinguer trois cas :

e soit t < 1,alors lim t™=0donc lim fn(t)=e".
n—-+oo n—-+oo

e soit t =1, alors lim 1" =1donc lim fn(1) =e/2.
n—-+oo n—-+oo

e soit t > 1, alors lim t" = +oo donc lim fn(t) =0.
n—-+4oo n—-+4oo

Ainsi, la suite (fn)n>o0 converge simplement sur Ry vers f : Ry — R définie par f(t) = e' si t € [0;1],
f(1) = e/2 et f(t) = 0 si t €]1; +o00[. Comme toutes les fonctions f,, sont continues et que f ne l'est pas, la
convergence de cette suite de fonctions ne peut pas étre uniforme par théoreme.

b. Pour n € N, la fonction f;; étant continue sur R, et strictement positive, par le théoreme fondamental

de l'intégration, la fonction ¢, de I’énoncé est la primitive de f,, qui s’annule en 0 donc ¢}, = f, > 0 et

@n est donc strictement croissante. Ainsi, ¢, réalise une bijection entre Ry et [0; 1111 on(x)[. Comme
X—+00
lim f,(t) = 400 par croissances comparées, la fonction f,, n’est intégrable sur Ry et lim @ (x) = 4oo0.
t—+o0 X—++00

Soitn € Net a > 0, comme ¢, est une bijection de R sur Ry et que o € R, il existe un unique antécédent

n ()
noté xn () de o par @q, ce qui s’écrit : Vn € N, Voo > 0, Flxp () > 0, fox ¥ fr(t)dt = @n(xn(a)) = «.
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“+o00 1
Dans les deux prochaines questions, tout repose sur le fait que fo f= fo etdt = [et]g) =e—1.
c. Soit « > e — 1, encore une fois avec un dessin, on conjecture que liT xn(a) = +oo dans ce cas.
n——+oo

Soit B > 1, comme la suite (fn)nen converge simplement vers f sur [0; B], que les f,, et f sont continues

par morceaux sur [0;B], que Vn € N, Vt € [0;B], |[fn(t)] < e' et que t > e' est intégrable sur [0;B], on
. B . _ [k ! _ R

a nETm o fn(t)dt = nE;Too on(B) = j;) f(t)dt = fo f(t)dt = e — 1 (car B > 1) par le théoreme de

convergence dominée. Mais comme o > e — 1, par définition de la limite, Ing € N, Vn > ng, on(B) < o« ce

qui impose, comme ¢y est strictement croissante sur Ry et que @n(xn(x)) = «, que ¥n = ng, xn(x) > B.
On a bien montré que lim xp(a) =400 si x>e—1.

n—+o0o
d. Soit « < e — 1, on conjecture, toujours & ’aide d’un dessin, que liT xn () = In(a + 1), c’est-a-dire

n——+oo

X X

Punique réel tel que fo f(t)dt = fo etdt = e¥ — 1 = a. D’abord, comme Vt € [0;1], on a f,(t) < et
In(a+1) In(oct+1)
donc @n(ln(ax+ 1)) = fo fo(t)dt < fo etdt = o = @n(xn(a)) ce qui conduit & nouveau &
xn(a) = In(ec + 1) par stricte croissance de @rn. Soit ¢ > 0 tel que B = In(x+ 1) + ¢ < 1 (on le peut car
In(ax+1) < Infe —1+1) = In(e) = 1), alors la suite (fy)nen converge simplement vers f sur [0; 8], les
fonctions f, et f sont continues sur [0; 8], Vn € N, Vt € [0; B], [fn(t)| < e' et t — e' est intégrable sur [0; B].
B B
1 = 1 = = )R = B _ — et —

On peut donc conclure que nl—l)Too fo fo(t)dt nl_1>1100 on(B) fo f(t)dt = [e']y =eP =1 =e(a+1)—1
par le théoreme de convergence dominée. Ainsi, comme e®(a + 1) — 1 > «, la limite précédente montre
que Ing € N, Vn > ng, on(B) > o = @n(xn(x)) donc xn () < B par stricte croissance de @. Ainsi,

Ve >0, Inp € N, Vn =2 nop, In(a+1) < xn(a) < In(ec + 1) + ¢. En conclusion, liT xn(x) = In(a+1).
n——+oo

a. eSix<0,ona lim un(x)=+4oo donc Y, un(x) diverge grossierement.

n—-+oo n>0

e Six =0, un(x) =n(2) donc > un(x) diverge aussi grossierement.

n>0
eSix >0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et Y (e *)" converge (série géométrique avec 0 < e ™ < 1)
n—-+oo +oo
n>0
donc la série > un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
n=0

Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7}.

Soit a > 0, comme u,, est décroissante et positive, |[un||oo,[a;+o0] = Un(a) et D> un(a) converge d’apres ce
n=>0
qui précede. Ainsi, la série > uy, converge normalement sur [a; +00[. Comme toutes les fonctions u,, sont
n>0

continues sur [a; 400, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; +o00l.

a>0
b. On a up(x) = In(2) et ¥n > 1, lim un(x) = 0. Par convergence normale de > u, sur [1;4o00[ et
X——+00 n>0
+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = Y. lim un(x) =1In(2).
X—+00 n—0 X—+0oo
c. Les un sont décroissantes sur R* donc, par convergence simple de ) un, la fonction f est aussi
n>0
décroissante sur R . Ainsi, lim f(x) existe dans Ry par le théoreme de la limite monotone. Supposons

x—0t
n

que 11%1+ f(x) = ¢ € Ry, et soit un entier n € N, posons alors Sn(x) = Y. In(1 + e *¥), il vient donc
x— k=0

1i1g)1+ Sn(x) = (n+1) In(2). Comme toutes les uy sont positives, Vx > 0, f(x) = Sn(x) (I)donc € > (n+1)1n(2)

x—
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en passant a la limite dans (I) quand x tend vers 0 (elles existent). Il est impossible que cette inégalité soit

vraie pour tout n € N donc, par 'absurde, on a montré que lim f(x) = +oo.

x—0t
+oo
Comme f = In(2) + w1 + > un et que uy est strictement décroissante, la fonction f est aussi strictement
=2
-&-ooTL
décroissante sur I car Y uy est décroissante. D’apres le théoreme de la bijection, puisque f est continue
n=2
sur I, on obtient donc f(I) =] lim f(x); lim f(x)[ = ]In(2);4+o0[.
Xx—+00 x—0+t

Questions de cours :

+oo
e Les séries géométriques > z™ convergent si et seulement si |z| < 1 et on a alors ) z™ = ] L
n>0 n=0 -z

e Par développements limités, comme lim (=" =0, ilvient u, =1n (H— (_1>n) = ()" S (l)
notoo Vn /4o \/mn 2n n
_1\n
Ainsi, Vn > 2, un = v +wp avec vy = =Dt et wy ~ -1 or >~ vn converge par le critére spécial des
\/;1 +oo  In n>2
séries alternées et Y wy diverge par comparaison a la série harmonique. Ainsi, par somme, Y uy diverge.
n>2 n>2

e Il existe un entier ng € N tel que pour n > ng, la fonction f, — f est bornée. Ensuite, pour n > no,
b b b

f fn(t)dt — f f(t)dt’ < f [fn(t) — f(t)|dt par linéarité de 'intégrale et inégalité de la moyenne. Puis
a a a

b b b b b
U fa(t)at— [ f(t)dt’éf [ = Fllooyfasb] = (0= a)[[fn — flloo,fap) done lim [y (t)at = [ f(t)at

n—+oco Ja a

par encadrement car Um ||fn — f|[oo,[a;p] = O par hypothese.
n—-+oo e

a. Six <1, alors Vn > 2, 1 > 1 . Or Y 1 diverge par comparaison série/intégrale car

n“n(n) = nin(n) ns2 nin(n)
une primitive de x . 1711 o) est x = In(In(x)) qui admet une limite +00 en +o0, donc né:z () diverge
par comparaison. Par contre, si x > 1, m = o(%) donc né:z m converge par comparaison

aux séries de RIEMANN. Ainsi, le domaine de définition de h est Dy, = D =]1; +00].

1

b. Posons, pour tout entier n > 2, la fonction h, : x — . Soit a > 1, comme h,, est décroissante

n*n(n)
sur D, [[hnllss,[ai+00] = hn(a) = — 1 Comme on a vu en a. que > —g——— convergeait, la série
L n“n(n) ns2 nn(n)
de fonctions Y h;, converge normalement sur tout segment de D. Comme les fonctions h, sont toutes

n>2
continues sur D, on en déduit la continuité de h sur D par théoréeme.

c. Comme la convergence de Y hy est uniforme (car normale) sur [2; +00[ et que Vn > 2, liT hn(x) =0,
n>2 xX——4o00

—+oo
on déduit du théoreme de la double limite que XETOO h(x) = n2::20 =0. On a vu en a. que né:z nlr]l o)

1
kn(k)

n
divergeait. Soit A > 0, il existe donc un rang no € N tel que Vn > ng, Y > A + 1. Or la fonction
k=1

= 1
=2 K*In(k)

implique que Sn(x) = Sn(1) =1 > A. Or Vx €]1;1 4+ «f, h(x) = Sn(x) = A. On vient donc de montrer que

Sn i x est continue en 1 donc Jo > 0 tel que Vx €]1;1 + «f, [Sn(x) — Sn(1)] < 1 ce qui

VA >0, Ja > 0, Vx €]1;1 + «f, h(x) = A ce qui se traduit par lim h(x) = +oo.

x—1+

d. On se rend compte que hp11(x) = o(hn(x)) pour tout entier n > 2 ce qui nous conduit & conjecturer

+oo
+o00
que h(x) ol hz(x). Or Vx > 1, }tlz((xx)) =1+1n(2) 23 m Posons gn (x) = m, alors pour
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n > 3, comme g, est décroissante sur [2;+00[, on a ||gn||eo,2:400] = 9n(2) = ﬁJﬁ o(%).
o0

(n/2)*

Comme Z 3 75 converge par RIEMANN, la série }° gn converge normalement (donc uniformément) sur
3n n>3

+oo

[2;4-00] alors que VYn > 3, XETOO gn(x) = 0. Ainsi, XETOO (}:‘Z(E‘X)) - 1) = nZ::S() = 0 par le théoreme de la
double limite. Par conséquent : h(x) ol lelﬂ

xIn(t) + 1

XY T 2 0. Ainsi,
tx-H lnz(t)

Pour x > 1, la fonction hy : t — ﬁ est décroissante sur [2; +oo[ car hl(t) =
n

n+1 1 n
pour n > 3, f hy(t)dt < ————— < f hy(t)dt. On somme pour n > 3 (tout converge) pour
n

nX In(n) n—1
. er
avoir f3 hy(t)dt < h(x) — W

[ hear - f; he()dt + Sy SR < f V3 Sy

< f t)dt donc, on a lencadrement suivant avec CHASLES :

On pose t = e" avec ¢ de classe C', bijective et strictement croissante de [In(2); +oo[ dans [2; +-00] et

-V

(w)
+o0 (1 —x)u +oo e
ona fz f du. On pose a nouveau u = x—l et fz hy(t)dt = f(xq)tn(z) Tdv
x(t)dt

e*\) - 1 l —+o00 e*V . . R .
f(x Nin) " dv+f(x—1)1n(2) vdv—&—f] v dv, les deux termes extrémes
sont bornés et celui du milieu vaut — In((x — 1) In(2)) qui tend vers +o00 en 17 donc h(x) ~ In(x —1).
X—r

+1
a. Pour n € N, on pose P, = “¥x € Ry, 0 < upyp1(x) —un(x) < I AR

En écrivant f

x O-H
Initialisation : uj(x) =1+ fo dt =x+1doncVx € Ry, 0 <uj(x) —up(x) =x < m et Py est vraie.
Hérédité : soit n € N tel que Py, est vraie. Pour tout réel x > 0 on a donc uny2(x) =1+ fo Un41(t/2)dt et

Unp1(x) =1+ fo un (t/2)dt ce qui donne uny2(x) — unt1(x) = fo (un+1(t/2) — un(t/2))dt donc, comme

n+1
Yt € [0;%], t/2 € R4, par hypothese de récurrence, 0 < un41(t/2) —un(t/2) < mo. Par croissance
n !
x n+1 n+2 n+2
de l'intégrale, 0 < — < t dt = X <= car 2"t > 1.
grale, 0 S una() et () € g et = g o < g
n+1
On conclut par principe de récurrence que Yn € N, Vx € Ry, 0 < un41(x) —un(x) < ﬁ
n !
n+1
Soit x € Ry, comme la série > (XTU' converge absolument par le critere de D’ALEMBERT ou car
n>0 n .
XM 1 . . e . N o
=+ =9 (—2) par croissances comparées, la série télescopique a termes positifs > (uny1(x) — un(x))
(m+1)! +o0 \n >0

converge par comparaison. Par dualité suite-série, cela équivaut a la convergence de la suite (un(x))n>o0-

Ainsi, la suite de fonctions (un)nen converge simplement sur R vers une fonction u.
+oo +oo k+1 +oo k+1

b. Pour a >0 et x € [0;a], 0 < u(x) —un(x) = > (urp1(x) —we(x)) < > X—xr P < 4 =Rna.
K=n Sn (kE DTS (k)]
n +oo
Or Ry q est le reste d’ordre n d’une série convergente car % converge et e® Z a—| Ainsi, on a
n>o :
0 < |Ju —un|so,[0;a] € Rn,a @avec lim Ry o = 0 donc, par encadrement, lim [ju — un||oo (0;a] = 0 ce qui
e n—+oo n—-+oo e

se traduit par la convergence uniforme de (un)n>o vers u sur le segment [0; a].
a a a < a
Cun(t/2)at - [ u(t/Z)dt‘ - ‘ [7 (wnlt2) = u2)at] < [ fun(t/2) — u(/2) at par

a a a
inégalité triangulaire, on a ‘fo un (t/2)dt — j;) u(t/l)dt‘ < fo [[un — ullos,[0;a1dt = af[un — ul|o,[0;a) cAT

Comme a > 0,
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0;a/2] C |0; a] donc, par encadrement, il vient lim aun t/2)dt = au t/2)dt
0 0

n—-+oo

a
En passant & la limite (elles existent) quand n tend vers +occ dans la relation upniq(a) =14+ fo un (t/2)dt

on obtient u(a) =1+ f (t/2)dt donc u est solution de (E) car ceci est vrai pour tout a > 0 et aussi pour
a =0 car u(0 ) =1= hT un (0) puisqu’on a facilement Vn € N, uy (0) =1 par récurrence.
n—-+0oo

Soit v une autre fonction continue sur R, qui est solution de (E), alors la fonction f = u — v vérifie

X
Yx = 0, f(x) = fo f (%)dt. On en déduit en dérivant par le théoreme fondamental de 'intégration que

1

Vx =0, f'(x) = f(l) Par récurrence, f est C sur R et Vk € N*, Vx € R, £ (x) = 2k7_1f<2ik> (1).

2
Soit a > 0, la fonction f est continue sur le segment [0; a] donc elle y est bornée, on peut donc définir le réel
M = [[f||o0,[0;a]- Comme u(0) = v(0) =1, on a f(0) = 0 donc Vk € N, f(k)( 0) = 0 d’apres la relation (I)
n f(k

précédente. Par TAYLOR reste intégral, Vx € [0;a], Vn € N, f(x) = >, —— o f — )" D () dt.
k=0

Or d’apres (1), |[f™ D 10,q) 27“ car si x € [0;qa], 2“% € [0; a]. Ainsl7 par I'inégalité de la moyenne et

M _ M .

ST (x —Htdt = CEmT 11 suffit de

faire tendre n vers +oo et Vx € [0;a], f(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout réel a > 0, f est nulle sur R donc

puisque (x —t)™ > 0 dans l'intégrale précédente, on a |[f(x)| <

v =u. Il y a donc une unique solution de I’équation (E) et c’est la fonction u = liT un de la question a..
n——+oo

m Pour tout 'exercice, on pose f,(x) = % L’ensemble de définition sur R de f est R\ { - l}.
n n

&)
a. e Six =0, lasérie > fn(x) diverge grossierement car Vn € N, |[f(x)] = 1.
n=0
-1 fp(x) n’est pas défini donc ) fn(x) non plus.
P n>0

e S’il existe un entier p > 1 tel que x =

+oo
e Six e R*\ { ~1 ’ pE N*}, la série > f,,(x) est alternée si x > 0 et elle 'est & partir d’un certain rang
P n=0

n
ng = —11 41 six <0. La suite (’LD étant décroissante et tendant vers 0, la série Z (=1)
X T+nx"/nzn, n=o 1 +nx

converge par le critere spécial des séries alternées.

Le domaine de définition de f est D = R* \ { - :; ’ peE N*}.

: i (=n" _ =) 1 _ (—1)“( (1)) _ =" ( )
On pouvait aussi dire que T X 151/ () s nx 1+0 o e +0 pour

_ n
x € D. Or > (=1) converge par le critere spécial des séries alternées car (i) : est décroissante et
n>

n>1 nx nx

tend vers 0 et 21 # converge absolument par RIEMANN. Ainsi 21 fn(x) converge par somme.
nz nz

On vient de voir que ) fn converge simplement vers f sur D. Il est clair que ||fn||oo, Ry = 1 et, si a > 0, que
n

n>0
1

1+ na

il n’y a pas convergence normale de ) fy, vers f ni sur R*, ni sur [a;+oo[, ni sur [a;b].
n=>0

Intéressons-nous donc a la convergence uniforme, et tout d’abord sur R*. Soit a > 0, n € N, x € [a; 400[

frlloo.Ta:tool = ||fnlloo.[a:b] = sib > a car |f,,| est décroissante et positive sur R . Par comparaison,
slas+oo] slasb] +

+o0o
et Ry(x) = . %1 % Alors |Rn | T (n1 T < T (n1—|— a toujours par le critére spécial. On a

donc HRn”oo,[a;-i-oo[ X

————— —— 0. Ainsi, la série f converge uniformément vers f sur [a; +ool.
T+ (n+ 1)anste ’ 2 8 la; +oof

Comme chaque f,, est continue sur D, on en déduit d’apres le cours que f est continue sur RY.
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n—1 400
Soit n > 1 et a < —1, posons gn = f — S fk = Y fk. Soit x €] — ooja, Y. fi(x) est alternée et
n

k=0 k=n k>n
1 = =

(’ |) décroit et tend vers 0 d’on, en posant Ry, (x) = >, fx(x), on a la majoration, pour

14+ kx'"/kz>n k=m+1

—+o0
tout entier m > R = ‘ f ‘ ‘ ‘ dont on déduit la nouvelle
s R (6)] kz%:ﬂ“ 1+m+1 1-|—m-|—1)
R ‘ done f A

majoration ||R —ooia] < ‘7‘ — 0 donc fx converge uniformément sur | —oo; a]. Ainsi,

J ion || m||oo,] coja] S T (mt Dalnoime n kgn K converge uni nt sur | —oo; a]. Ainsi

n—1

gn est continue sur | — oo; a] car les fy) sont toutes continues si k > n. Par somme, f = > fx + gn est

k=0
continue sur D ﬂ} — 00; 1 [ Comme ceci est vrai pour tout entier n > 1, la fonction f est continue sur D.
n

_1\yn—1
b. Pour n > 0, f, est de classe C' sur RY et f/ (x) = (])72 Soit x > 0 et gy : t = ——t—— alors gy
(1 4+ nx) (14 tx)
(]14_7) donc gy est décroissante sur [%, +o0 [ Ainsi, la suite (|}, (x))n>n,

est décroissante et tend vers 0 si on pose ng = |1/x] + 1. Par le critére spécial des séries alternées, la série

est dérivable sur Ry et g/ (t) =

—+oo
> f1.(x) converge. Posons rn(x) = > fi(x). Soit a >0 et x € [a;400[, si ng > 1 alors np > 1 donc,
n>0 k=n-+1 a X
comme gy est décroissante sur [ng; 400, la suite (|f},(x)[)n>n, est décroissante et tend vers 0 donc, par le

critere spécial, [rn (x)| < [fr, 4 (x)| = q +Tlnx)2 < i +nna)z. Ainsi, [[rn|oo,[aitoo] < mnjooo donc

+oo (_1\yn—1
> 1, converge uniformément sur tout segment de R* : fest C' sur R* et Vx>0, f'(x) = 3. (1)7?
n>0 n=0 (] + TLX)

c. On a convergence uniforme de > f,, vers f sur [1;+o00o[ (par exemple), lim fn(x) =0, =0sin>1et
n=0 x——+00
. . . . +m
XETOC fo(x) = £p = 1. Ainsi, par théoréme de la double limite, on a xBToo f(x) = nzzjo xEToo fa(x) = 1. Pour
e (-n" : - P, n(2)
x> 0,onaf(x)—1= > —2— et on conjecture (en négligeant les 1 du dénominateur) que f(x)—1 ~ ——=
=y 1T +nx +00 X
400 (71)7171 +oo (7])nx
car il est classique que In(2) = Y ~———. On écrit donc, pour x > 0, x(f(x) —1) = >, ~~—~-— et on
n=1 n n=1 T+ nx
n

pose, pour n > 1, hy @ x — % La suite (Jhn(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc, par le critere
nx

— +oo —
scial, [R — h <|h — x < —1 . Ainsi, ||R <
spécial, [Rp (x)| k:;ﬂ k(X)| < [hng1(x)| T S g Ansh [ R loo, [154-00] < e

_1\n
donc on a convergence uniforme de Y hy sur [1;+o00[. Pour n > 1, lim hy(x) = & Par double
n>1 X—+00 n

+oo (_1\N
limite toujours, lim x(f(x)—1)= > ( 711) = —1n(2) donc f(x) =1 ~ _1“(2).
n=1

X—+00 +oo X
Si on veut un équivalent de f(x) quand x — 0T, on peut regrouper les termes deux par deux. Ainsi, on
+oo +oo
af(x) = Y (fan(x) + fant1(x)) = nZ::O <2nx]+ g ]1)x 7 ) Pour x > 0, en définissant la fonction
X _ 1 . 1
2ux + 1) ((Qu+Dx+1)  2ux+1  (Qu+1)x+1
n+1 ] 1 n . ,
pour n > 1, fn gx(u)du < pvos Sl ;e e = gx(n) < fnq gx(u)du. Comme gy est intégrable

sur Ry et que la série > gx(n) converge, on somme ces inégalités pour n € N* & droite et pour n € N &
n=0

oo oo oo 1 2ux + 1 )} e
: < < —
gauche : fo gx(u)du < f(x) < gx(0) + fo gx(u)du. Or j;) gx(u)du [Zx n <2u e 1))o donc

gx I U , gx est continue et décroissante sur Ry, d’ot,
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+

+o0 In(14x) . 1 (0 +x) x In(1+x)
fo gx(u)du = — Par encadrement, Xl_l)r&_ f(x) = 7= ,}32)1 - Xllféh 1 Ix

a. La fonction f : t — ln(t)z est continue sur R*. De plus, comme In(t) io(i) et f(t) Fln(t), on a

1+t Vit
_ (1 o ) N In(t) ( 1 )
f(t) EO(\/{> donc f est intégrable sur ]0;1] par RIEMANN. De plus, f(t) e sl .7 donc f est
L . _ N oo In(t .
aussi intégrable sur [1; 4-00[ par RIEMANN. Ainsi, f est intégrable sur R* et I = fo Y. dt existe.
—+o0
b. On sait d’apres les séries géométriques que Vt €]0; 1], ﬁ = Y (=1)™2™. Alors, il vient (c’est méme
n=0
+00
vrai sit = 1: 0 = 0) la relation Vt €]0;1], f(t) = > (=1)™t?™In(t) . On pose fy : t = (=1)"t?™In(t)
n=0
pour n € N. D’aprés ce qui précede, > f, converge simplement vers f sur |0;1]. De plus, les fonctions
n=0

fn sont continues et intégrables sur |0; 1] car fo(t) =0 (ﬁ) et f,, se prolonge par continuité en 0 en posant

fn(0) = 0 par croissances comparées. La fonction f est continue sur ]0;1]. Enfin, pour n € N et t €]0;1], on
1 g2t In(t) 1 1 1 2n+1 1 1
a [fn(t)] = =t n(t). Or [ |If tdtz[— } tZ“dt:{ L } =
[ (t)] n(t) fo'“( ) 2n+1 o+2n+1f0 (n+1)%lo (2n+1)?

par une intégration par parties facile & justifier. Comme la série > m converge par RIEMANN, on
n>0 (4N

1 +oo o1
déduit du TITT que f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) et que fo flt)ydt= > j;) fn (t)dt de sorte
n=0

! & () & )

que f f(t)dt= >, ~—~—5 =—-CouC= )., -———— est la constante de CATALAN valant C ~ 0,91.
0 n:0(2n<+]) n:O(zn'+])

En effectuant le changement de variable t = @(u) = 1 @ étant une bijection C! strictement décroissante de

)
u

0 +
R% dans R7, onaI:f+w%(— Jj)du: —I doncI:f0 = ]hjr(t&dt:().

n
a. Posons, pour n € N, uy, : x — X" Comme > Cn converge, on a lim Cy = 0. Ainsi, pour x € R,
n! >0 n—s-4o00
n
un(x) = o(x—> =o0 (1—2> par croissances comparées ce qui démontre que Y u,(x) converge absolument.
+o0 nl/ +oo n n>

On vient de prouver que » uy converge simplement (vers f par définition) sur R.

n=0
. [Cnla™ a™ 1 . . o -
Soit a > 0, alors [[unl|s,[—a;a) = —5r— = o =) = o =3 ) pour les mémes raisons. Ainsi, la série
5 ) | |
ni “+o0 n: —+o00 n
>~ un converge normalement sur tout segment de R. Comme toutes les fonctions u, sont continues (car

n=0
polynomiales), la fonction f est continue sur R (car sur tout segment de R).

On aurait bien str pu parler de séries entieres de de rayon de convergence pour les mémes conclusions.

s X cpxe ™ Cnxte ™ .
b. Par définition, on a Vx > 0, f(x)e™™ = 3  =22-=—. On note donc vn : x = =2"=—==— pour traduire
n=0 n
ceci en Y. v converge simplement sur Ry vers la fonction g : x — f(x)e ™.

n=0
Pour tout entier n, vy, est continue et intégrable sur R car, par croissances comparées, v, (x) = o(e™*/2).

|Cn|
n!

+oo

+ +
La fonction g est continue sur Ry. Enfin, fo > vn| = fo T xteXdx = @F(n + 1) = |Cp| pour
n!

+
ne N(arI'n+1) = (n+1-1)! =nl) et on vérifie bien que > fo ~ [vn| converge puisque Y. Cn
n>0 n>0
converge absolument par hypothese. On conclut avec le TITT que g est intégrable sur R et que 'on a la
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+ too ot o
relation fo oof(x)e_"dx = > fo Oovn = Y Cn (méme calcul).
n=0 n=0

2 2
a. La fonction f : t — M est continue sur ]0;1[. Puisque In(1 — t?) ?—tz, on obtient

t
2742
f(t) ~ —tin(t) _ —21n(t)=o0 1) par croissances comparées donc f est intégrable sur |0; 1| par critere
0 2 0\t 2

de RIEMANN. De plus, In(1 —t?) = In(1 — t) + In(1 + t) ~ In(1 —t) car liql In(1+1t) = In(2) et, comme
t—=1-

lim t* = 1, on sait que ln(tz)]@t2 —1=0t—-1)t+ 1) NZ(tf 1) donc f(t)1rv72(tf 1)In(1 — t) et, par

t—1-

croissances comparées, lim f(t) = 0 car lin}) xIn(x) = 0. On peut donc prolonger f par continuité en 1 en
t—1- xX—

posant f(1) = 0 ce qui montre que f est intégrable sur B, 1 [ Ainsi, f est intégrable sur |0; 1] donc I existe.

+o0 ,2n +oo 2n-2
b V€01 n(1 — ) = = 55 L done Ve €]0:1] () = 5 fa(t) en posant fu(t) = —Ztnim(t).

(Hy) La série > fn converge snnplement vers f sur ]0; 1] d’apres ce qui précede.
n=l1

(Hz) Les f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] car on peut prolonger f;, en 1 en posant (1) =0 et

en 0 en posant f,(0) =0sin >2et f1(t) = —21In(t) ?O(L)' De plus, f est continue sur ]0;1].

Vit
1 2 ('on2 "
(H3) Pourn > 1, fo [fa(t)|dt = —%= fo t™ < In(t)dt car f,, est positive sur |0; 1[. Posons u(t) = In(t) et
n
v(t) =

1 1
; — 2 n-24; 2 2 o =
par parties, fo [fn(t)|dt = YR J; t dt = N =1 Comme nan 1) 1% 2n3 la série

2n-1
t : de sorte que u et v sont C' sur ]0; 1] et que lin}) u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0. Par intégration
t— —

2n —

1
> fo |fn(t)|dt converge par comparaison eux séries de RIEMANN.
n>l

On conclut avec le théoreme d’intégration terme a terme que [ = f fn = %
n=1 Tl n

_ 1)
Z 2 2 4 4 P
c. On décompose ——5—— = = — + en rocedant ar identification par exemple. Ainsi
PO n 12 n -1 (m_1)2 P P P P ’

mn

2 =] L 1
en posant S, = ) yHao= > et Th = D onaS, =2H —4§ +4 §
P e Y T ) L T A v R o " " —12k—1 (Zk— 1)?

donc S;, = 2H,, — 4(H2n — HT) + 4(T2n — TT) = 4(Hyn — Han) + 4T2n — Tpy en rajoutant et en enlevant les

2
termes d’indices pairs. Or on sait que H, = In(n) +v +o(1) et que lim T, = & donc, en injectant ceci
too n—4oco 6

2
dans la relation précédente, S, = 4(In(n)+v —In(2n) —vy) + an® _ +0o(1) = = —41n(2) + o(1) donc
+oo 6 6 +oo 2

2 1 _ 2 2
im S, = “7 —41n(2) ce qui montre finalement que j;) Mdt =T —41n(2) ~2,16.

n—-+oo t

a. Soit, pour n € N*, f, : R, — R définie par f(x) = e *". f,, est continue sur R, et fy,(x) = o(iz)
o0

par croissances comparées donc f,, est intégrable sur Ry et v, existe. i
b. La suite (fn)n>1 converge simplement sur R vers la fonction f telle que f(x) = 1six < 1, f(1) = e~ " et
f(x) =0 six > 1. Les f, et f sont continues par morceaux sur Ry et Vn € N*| Vx > 0, |fn(x)| < @(x) avec
@ telle que p(x) =1six € [0;1], o(x) = e ™. Or @ est continue et intégrable sur Ry, on peut appliquer le
théoréme de convergence dominée sur Ry et il vient lim v, = f:oo f(x)dx = fo] dx = 1.

n—+oo

1/n

c. Pour n € N*, on pose x = h(u) = u!/™ avec h de classe C', bijective et strictement croissante de ]0; +-o0]
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. B (R (e S _l(l) e S EE R
dans]O,—l—oo[etonavn—nfo un e du—nfn.Deplus,F(1)—fo e tdt = [—e Yy =1

doncvn € N*, up, =vy — 1= lF(l) —T(1).
n \n

d. Par une intégration par parties facile a justifier, on a comme dans le cours que Vx > 0, I'(x + 1) = xI'(x).
/
Ainsi, u, = F(l + l) — I'(1) done, puisqu’on a supposé que I(1) # 0, cela donne u, o m Ainsi,

n oo M
> u, diverge par comparaison & la série harmonique.
n>1

_1\yn—1
a. Six <0, la suite (LX) o he tend pas vers 0 donc les deux séries . LX et > % diver-
n /nz

n>1 n n>l n

gent grossierement. Si x > 0, comme la suite (%) est décroissante et tend vers 0, la série alternée
n n>

gl

X
n>1 n

converge par le CSSA. Toujours si x > 0, la fonction hy : t — tl" étant positive, décroissante

et continue, la convergence de la série LX équivaut a lintégrabilité de la fonction hy sur [1;4o0[ par

n>l n
le théoreme de comparaison série/intégrale. Or une primitive de hy est Hy : t — In(t) si x =1, et

17X_1 Ainsi, Hy admet une limite finie en 400 si et seulement si x > 1 donc > —5 converge
(1—x)t ns1 Y

si et seulement si x > 1. Ainsi, les domaines de définition cherchés sont D¢ =]1; 400 et Dy =|0; +00].

Hy :t+—

Posons fn : x — —= et gn = (=)™ ', de sorte que Y f, converge simplement vers f sur ]1;4o0[ et
n

X
n>1
> gn converge simplement vers g sur R*. Soit a > 1, comme f, est décroissante et positive sur |1;4-o00],
n>l

on a |[fnloo,[as4oc] = fn(a) = # Comme Y ia converge, la série Y f converge normalement sur tout

n>l n n>l
segment de ]1; +oo[. Comme toutes les f, sont continues sur |1; +o0[, la fonction f est aussi par théoreme.

+oo
Soit a > 0 et x € [a;+00[, si on pose Rp(x) = > gk(x), alors |Rn(x)| < |gnt1(a)| par le CSSA donc Ry,
k=n+1

% — 0. On en déduit que >  gn converge uniformément
(n+1) n>1
vers g sur tout segment de R’} donc, comme toutes les gn sont continues sur R, la fonction g l'est aussi.

est bornée sur [a; +00[ et |[Rn|[oo,[a;o00] <

n 1 n (_1)k71 2n (_])kfl
b. Soit x > 1 et Sp(x) = Y. —% et Tn(x) = >, ~——5—. Alors, Ton(x) = >, ~——%— qu’on sépare en
k=T k k=1 Kk k=1 K
(x) = z z 5 +z + 3 Lo 5 L en utilisant
Ton(x) = — = — — —— en utili
" ) (2K)% ) (Zk —1)* =1 (2 ) (Zk =D& (@) & (2
les termes pairs et impairs. Ainsi, Ton(x) = _2%‘5“( x) + Szn( ). On fait tendre n vers +o0o et on a bien
. _ _ _ 91—x _ . _ A .
nl—l>Too Ton(x) = g(x) = (1 -2 )f(x) nl—l>Too San(x) 2 nl—l>Too Sn(x).

c. On a vu la convergence normale de > f,, vers f sur [2;+oo[ (par exemple). Or, pour n > 1, la fonction

n>1
fn admet une limite finie en +0o et lim f(x) =0=1{, sin>2et lim fi(x) =1 =1¢;. Par théoréme de
x——+00 x——+00

la double limite : HT f(x) = Z {n = 1. D’aprés le relation de la question b. car lim (1 —2'"%) =1 ou
X—>+00

n—1 X——+00

par convergence uniforme de > gn vers g sur [2;4o00[, on a aussi lim g(x) = 1.
n>1 xX—+00
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a. Pourn>1,fy :x+— % est continue sur Ry car f l'est et Vx > 0, |fn(x)| < L”fcz = gn(x).
n-x x
Comme g, est continue sur R et que gn(x) = O(%) donc gn, est intégrable sur Ry et f;; a fortiori
o0 nx

par comparaison donc I,, existe. La suite (In,)n>1 est bien définie.

b. Soit n > 1, on effectue le changement de variable x = @(u) = % avec @ qui est bien de classe C', bijective,
n

oo nf(u/n) du _ f+°° f(u/n) du.

strictement croissante de Ry dans R, pour avoir I, = f T
u

N
‘;(i/ le). La suite de fonctions (hn)n>o0 converge simplement vers h : u — ]:(_70)2
u u

par continuité de la fonction f en 0. Les fonctions h, et la fonction h sont continues sur R, car f lest.

]Hiikooz = @(u) et @ est bien continue et intégrable sur Ry par
u
1

RIEMANN car ¢(u) = O(—z) Par le théoreme de convergence dominée, on a donc la limite attendue :
oo

c. On pose hy 1 u +—

Pour n € N* et u € Ry, on a |[hy(u)] <

im [ ha(Wdu = lim In = f " hwdu = f(0)[Arctan(u)]{™ = ”fz(o).

n—+oo JO n—+oo 0

n 2"-1
a. Posons, pour n € N, f;, : x — 2]17?
X

e Comme fg : x 17, fo n’est pas définie en —1, f non plus. Par contre, toutes les f,, sont définies sur

1+x
R pour n >1car Vx € R, T4+x?" > 1> 0. Le domaine de définition de f est donc inclus dans R\ {—1}.

anzn -1

ZnXZ“ —1 . "
>+ diverge grossi¢rement.
X

n
e Pour |x| > 1, fn(x) ol Lo 27 donc nEToo fn(x) = 400 et ngo 1
n 2m"-1
eSix=1fy(x)=2"""et liT_E. frn(x) = 400 donc ) 27‘7? diverge grossierement & nouveau.
x

n——+o0o n>0

2 1

e Six €|l —11 fu(x) ~ 2T =0 L) par croissances comparées car lim n?x™~! = 0 si Ix| <1
MY 1o \2%) P P n— 400 -
ZnX2"71

- .o . . . . n_ . .
donc, comme lim 2™ = +o0, par composition de limites, on a lim 4™x? ~! = 0. Ainsi, ) 5

n—+oo n—+oo n>o0 1+x
converge absolument par comparaison a la série géométrique de raison % qui converge d’apres le cours.

En conclusion, le domaine de définition de f est D¢ =] — 1;1].

b. Soit x €] — 1;1]. Effectuons une récurrence sur N.

0 1
Initialisation : ¥x €] — 1;1], (A+x2)=T+xet [TO+x2)=0+x)1+x%) =1+x+x> +x3.
=0 =0
" N 2"‘*‘—1TL
Hérédité : soit N > 1tel que [[ (1+x*")= > x¥ (c’est donc vrai aux rangs N =0 et N = 1). Alors
n=0 k=0
N1 N N N 2N+ Nt 2N+ 2N+ Nt
O+ =0+ =2 &) x0+") = (0 x)+ (0 £ «2""") donc, en
n=0 n=0 k=0 k=0 k=0
N+1 2N+ g QNFT N+ g 2N+2_g
posant j = k+ 2N+ dans la seconde somme, [[ (14+x?") = ( > xk) —|—( > x]) = Y Xk
n=0 k=0 K=2N+1 k=0
N " 2N+ g N1
Par principe de récurrence, ¥x €]—1;1, YN € N, [[ (1+x*") = Y. xF= 1_]7‘7 (formule classique).
n=0 k=0 -Xx
N

c. Pourx €] —1;1[,ona lim [[ (1+x*")= —1_car tim %27 =0. Par continuité de In, tout étant
N—+o0 1 -p 1T—x N—+o00

strictement positif, lim > n(1+x%?") = —n(1 —x), donc ¥x €] — 1;1[, > (1 +x*") = —1n(1 —x).
—+oon—o n=0

Posons donc vy (x) = n(14+x2") pour n € Net x €] —1;1]
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(H1) On vient de voir que Y vy converge simplement vers S : x — —In(1 —x) sur | — 1;1].

n>0
(H2) Toutes les fonctions v,, sont de classe C' sur ] —1;1[.
n 2"-1
(H3) Vn € N, Vx €] — 1;1], v (x) = 214_7 = fn(x). Soit a €]0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors
x

Vi) < 2Ma?" T car 14+ x2" > 1 done ||V ||oo,—asa] < 2™a? 7T et on a vu & la question a.

n . . . .
que Y 2™a?" ! convergeait. Ainsi, Y v/ converge normalement (v} est continue sur le segment

n>0 n>0
[—a; a] donc elle y est bornée par le théoréme des bornes atteintes) sur tout segment de | — 1;1].
+oo
Par théoreme, la fonction h: x = > v (x) = — In(1 — x) est de classe C! sur | — 1; 1] (ce qu’on savait déja)
n=0

+oo +00
et Vx €] = 1;1], M'(x) = > vi(x) = > fu(x) = f(x).
n=0
On en déduit que ¥x €] — 1;1], £(x) = (—n(1 —x)) = —1— = 5~ 2%
x €] —1;1], f(x) = (—In(1 —x)) = = =t
q ; T—x =, T+ x2
5.100) a. Par imparité de sin, il suffit de montrer que ¥x > 0, |sin(x)| < x. On étudie les deux fonctions

x — x + sin(x) et x = x — sin(x) qui s’annulent en 0 et ont des dérivées 1+ cos et 1 — cos positive donc ces

deux fonctions sont positives sur R ce qui revient bien & I'inégalité classique : ¥x € R, |sin(x)| < |x|.

sin(x) —sin(0) _ sin(x)

Plus simplement, si x # 0, donc, par 1’égalité des accroissements finis, comme sin

x—0
est de classe C' sur R, il existe ¢ € ]6,Vx[ tel que sin() _ sin’(c) = cos(c) et on a bien sin(x)
x x
b. Pour n > 1, f, : RY — R définie par f,(t) = % est continue sur R?, se prolonge par continuité
en 0 en posant f,(0) = 1 car sin(u) T et vérifie f,, (t ) = O( ) donc fy, est intégrable sur Ry : I, existe.
n

c. (Hy) La suite (fn)n>1 converge simplement sur R* vers la fonction nulle f = 0.

(H2) Les fn et f sont continues sur RY. (H3) Vn > 1, Vt > 0, |[fr(t)| < @(t) = 1—&17’3 car, d’apres a.,
t 1 < s % . 1
fa(t)] < < . De plus, ¢ est intégrable sur R* car elle est continue sur R, et @(t) ~ —.
(0] < 'y < T Dephus, @ est intég : cet(t) ~ b
7’ \ . 7 +Oo
Par le théoreme de convergence dominée, lim I, = f f=0
n—-+oo 0
+oo
Plus simplement, avec I'inégalité de la moyenne, |I| < fo |s(m t/n dt < f dt = ZL et on
n

conclut & nouveau lim [, =0 par encadrement.
n—-+4oo

. +oo . +oo .
d. On écrit nl,, = fo t(]jil—itz) sin (i)dt = fo gn €n posant gn :t+—> t(]iitz) sin (i)

1 —— sur R} car lim m
14+t notoo  (t/n)

(Hz) Les fonctions gn et g sont continues sur R%. (Hz) Vn € N* Vt >0, |gn(t)| < g(t) = o(t).

(H1) La suite (gn)n>1 converge simplement vers g : t — =1.

. 7 . +OO . .
Par convergence dominée, Jlim nln = fo g(t)dt = [Arctan(t)|7™ = g Ainsi, In ol ﬁ

5.101 | La fonction f : t — t\ﬁ] est continue sur R* par opérations. De plus, comme e' — 1fvt7 on a
et —
f(t)?i\[ = L/ donc f est intégrable sur ]0;1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Enfin,

f(t ) \/ e_t = O(t1 ) par croissances comparées donc f est intégrable sur [1; 400 par comparaison aux

1ntegrales de RIEMANN toujours. Au final, f est intégrable sur R donc I existe.
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Il faut écrire f sous la forme d’une somme de série de fonctions pour pouvoir intervertir les symboles de série

—+oo
£ = Vet Y e Pt

p=0

et d’intégrale par un des théorémes & disposition. Pour t > 0, on a f(t) = v/te ™t x 1

+oo
(série géométrique car 0 < e~ ' < 1). Ainsi, Vt € R%, f(t) = > fn(t) (avecn =p +1) ol fn(t) = Ve .
=

D’apres ce qu’on vient de faire, ) f, converge simplement vers f sur R* .
nxl

Les f,, et f sont intégrables sur R% car f,, est continue sur R, et f, (1) +: o(%) sin>1.
oo

2
Par le changement de variable t = ¥~ = ¢(u) (on a bien ¢ de classe C', strictement croissante et bijective de
n
X " Foo o too 5 2 . . . e
R* dans R% ), on a fo fn(t)dt = o fo 2ufe™ ™ du. Par une intégration par parties facile a justifier

+oo .2 +oo .2 _2]° +oo 2 N
. 2 —u _ _ u — | — u u —
(le crochet converge) : fo 2ufe ™ du = fo u(—2ue " )du [ ue }o + fo e " du 5

. +00 +o0 N 1
A Vn>1, fn(t)|dt = fn(t)dt = D’ RIEMANN, 1 —— .
insi ¥n fo [fn(t)] fo n(t) I apres a série nz;] —3/7 converge

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, la fonction f est donc intégrable sur R*

(on le savait déja) et f;oo f(t)d %o Z\Cf \[ ( )

‘130_'5_7({2. La fonction f est continue sur R*, elle est prolongeable par
e
1

continuité en 0 avec f(0) = 2 et on a f(t) = 0 (e’t> donc f est intégrable sur Ry car t — et lest.
oo

5.102] Soit f: R} — R définie par f(t) =

+oo
Sit>0,0< e <1 donc l—liet = e_t]_:? = e 'Y (=1)™(e "™ (série géométrique) ce qui
+oo
donne f(t) = . (=1)"cos(t)e” ™Dt Posons f,(t) = (=1)"cos(t)e” ™tV pour n € N, alors il vient
n=0
+o0 +o0 . ( 1)ne(ifnf1)t oo ()M (n41)
a0 = e [ (et n ) < e [ )
fo n(t) ¢ fo (=1)"e ¢ i—n—1 0 1+ (n+1)%

_ n
Comme la série Y (=1)"(n + 12) ne converge pas absolument, on ne peut pas utiliser le TITT.

nso 1+ (Mm+1)

, no(—1) Tk +o0 cos(t) +o0 cos(t)

Méth 1: = ( — _
éthode posons S, = Y fo . £dt — Sp fo T +dt Z f
donc par linéarité de l'intégrale, inégalité de la moyenne et majoration du CSSA, on a la majoration :

= T
+ + +oo +
‘f o cos( dtf 5. | < fo oo | cos(t)|’ ) > 1(7])kefkt dt < fo 00 e~ (+Dtgy — TIL-H — 0. Ainsi, la suite
=n-+

, alors

+o0 cos(t)

n—1
numérique (Sn)n>o0 converge vers fo ot 1)
e

n

o +°°cos() =W
dt t
, qui s’écri fo " n; o

n

Méthode 2 : posons Sn(t) = Y, fi(t), ce qui précéde montre que la suite de fonctions (Sn)n>o0 converge
k=0

simplement sur R*} vers f. Les fonctions f,,, donc les S, par linéarité, et f sont intégrables sur R* . Enfin,

oo +00 —(n+2) -2t
10 = sn(0] = | £ (o] = eos(tle 2| 5 (—emtyy| = Leosltle T ¢ ce Mgy < o
k=n+1

T4+et S+
est intégrable sur R’ , on conclut avec le théoreme de

pour t > 0 et n € N Ainsi, comme t — et

+oo +oo
convergence dominée que HT o Sn(t)dt = fo f(t)dt. Comme, par linéarité de 'intégrale, on a la
n—+oo

400 n 400 n (_1\k n+1 /_1\k—1
relation fo Sa(t)dt = kgo fo fr(t)dt = > % = k2::1 (1]—?—7k2k’ on a bien la convergence de

k=0
_1\yn—1 + +oo (_1\yn—1
(])72“ et a nouveau la relation f > cos(tz dt= > (=1) Zn
n>1 14+n 0 1+e n=1 1+n



5.103| a. Posons f,(x) = ﬁ pour n > 1. Pour x = 0, f,(0) = 0 donc > fn(0) converge. Si x # 0,
x“+n

n>l
on a fn(x) o =% donc Y fn(x) converge absolument d’aprés RIEMANN. Par conséquent, le domaine de
comn n>1
définition de f est Dy = R et la série de fonctions Y f, converge simplement vers f sur R. De plus, comme
n>l
toutes les fonctions f,, sont impaires, on en déduit que f est aussi impaire.
b. Soit a > 0, alors Vx € [—a;a], |fn(x)| < 73— donc |[fnloc,—a;a] < ~5- Comme 7 1 converge par
0“+n o n n>1 M
RIEMANN, > f, converge normalement vers f sur [—a;a]. Comme toutes les fonctions f,, sont continues
n>l
sur R, la fonction f est donc continue sur R.

c. Par contre, ||fn|lco,® = fn(n) = i donc 3" ||fnlleo,r diverge par comparaison & la série harmonique

n>l
et il n’y a pas converge normale de . f, sur R. Bien siir, une étude de fonction faisait le travail, en effet
n>1
/ n? —x? . . .
fi.(x) = iy donc fy, atteint son maximum en valeur absolue en £n d’olt ||fn||co,k = fn(n).
x“+n
d. On effectue une comparaison série/intégrale, en posant, pour x > 0 fixé, la fonction ¢y : t = — itz' Ox
X

Kt K
est continue et décroissante sur Ry donc Vk € N*| fk ox(t)dt < ox(k) < f @ (t)dt. On somme ces

k—1
+ + +oo +o00
incgalités : [ ox(t)at < 100 < [ gelt)at = [Arctan ()] 7 < 1) < [Aretan (L)] 7 (tout
X X 0

converge). Ainsi, on a T — Arctan 1) < f(x) < T donc lim f(x) = T par encadrement.
2 X 2 x—>+00 2

Comme lim f,(x) = 0 pour tout entier n, si on avait convergence uniforme de Y. f,, sur R, d’apres le
X—>+00 n=l
+oo

+oo
théoréme de la double limite, on aurait 1111 f(x)= > ( lim fo(x))= >, 0=0. Comme lim f(x)=
x—+00 n=1

n—1 X——+00 X——+00 ’

NIR

on n’a pas convergence uniforme de Y f, vers f sur R (ni sur tout intervalle de la forme [a; +00[).
n>1

In(t) In(1 —t) . —tin(t) .
5.104|a. f:t+— —*——— est continue s 0;1] et f(t)~ —=—~* = —/tIn(t) donc 1 f(t) = 0 pa
N ntimne sur J0:1[ et £(1) ¢ =2 = —VAln(t) done lim 1(1) = 0 par

croissances comparées et on peut prolonger f par continuité en 0 si f(0) = 0. De plus, f(t) 1Ni(t —1)In(1 —1)
et, avec les mémes arguments, on prolonge f par continuité en 1 en posant f(1) = 0.

Ainsi, f est continue sur le segment [0;1] donc I existe.

X n T t" 72 In(t)
b. Vt €]0;1], In(1 —t) = — > = donc VYt €]0;1[, f(t) = > fn(t) en posant fy(t) = ————=.
n=1 T n=I1 n
La série . f, converge simplement vers f sur ]0;1[ d’aprés ce qui précede. Les f, sont continues et
n>1
intégrables sur ]0; 1] car on peut prolonger f, en 1 en posant f;, (1) = 0 et en 0 en posant f,, (0) = 0. La fonction
1 1 1
f est continue sur |0;1[. Pour n > 1, fo [fn(t)]dt = -1 fo t"7 2 In(t)dt car f,, est positive sur |0;1[ ; on
n
27
pose u(t) = In(t) et v(t) = de sorte que uw et v sont C! sur J0; 1] et que lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0.
2n+1 t—0 t—1
On obtient donc par intégration par parties f1 [fn(t)|dt = 2 f1 tnf%dt =—% __ Onconclut
o™ n(2n+1) Jo n(2n +1)%

+oo 1 +oo 4
avec le TITT que I = > fo fn= >
n=1

— n_n:1 n(Zn—l—])Z.
, 4 4 8 8 , . . . ..
c. On décompose ————— = = — — en procédant par identification par exemple. Ainsi
PO n 12 n e+t (nt1)2 P P P P ’
en posant S,, = ———, Hy = —et T, = —,onaS, =4H,; —8 —8 —_—
P " kzzjl k(2k+1)27 0" kz::l koo kz::1 K’ " " kz::1 2k +1 kz::1 (2k+1)?
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donc S, = 4Hn—8(H2n—% H—Z 1+ 1 ) -8 <T2n+1 —%‘—1) en rajoutant et en enlevant les termes d’indices
n
pairs. Or on sait que H, = In(n)4+vy+o(1) et que lim T, =2 donc lim S, =16—81n(2) —n? ~ 0,58.
+oo n—4oo n—4oo

5.105| a. Pour n € N, la fonction f,, : x — % est bien définie et continue sur R,. fy est la fonction
e*ch (nx
sh (t)

nulle donc Iy existe et Ip = 0. Pour n € N*, comme lim th(t) = lim
t— 400 t—+oo ch (t)

x — e~ * est intégrable sur R donc f,, est intégrable sur R par comparaison d’ou l'existence de ;.

=1, 0n a fy(x) s e ™ et
oo

b. Pour n € N et x > 0, la croissance de th montre que th (nx) < th((n 4+ 1)x) donc fn(x) < fny1(x). On

integre cette inégalité sur Ry pour avoir I, < Ih47. Ainsi, la suite (I )nen est croissante. Comme, pour
+oo

tout entier n, on a Vx > 0, th(nx) < 1 = th(nx)e ™ < e7%, il vient I;, < fo e Xdx = [—e_"]g'oo =1.

Ainsi, la suite (In)nen est croissante et majorée par 1 donc elle converge vers un réel € < 1

e (fn)nen converge simplement vers la fonction f : x — e™* sur Ry car tEToo th(t) =1.

e Les fonctions f,, et la fonction f sont continues sur R .

eVne N, Vx 20, [fa(x)] = fn(x) < e ™ = @(x) et ¢ est intégrable sur Ry.

+oo
On peut conclure par le théoréme de convergence dominée que lim I, = f f(x)dx = [—e X|§>® =1=1.
n——+oo 0
c. Comme £ = lim I,,ona lim u, =0. La suite (un)nen est négative et croissante d’apres b., donc
n—-+oo n—-+oo
> (=1)™uy, converge d’apres le critére spécial des séries alternées.
n=0
sh (y) —ch(y) 2e2Y . +o0 _ +oo o= (2n+1)x
th -1 = = — d’ =I,-1= th —1 Xdx = =2 ——d
(y) ch (y) T ez doliun =1In fo (th (nx)—1)e™*dx fo e 0
On effectue le changement de variable x = ¢(u) = ﬁ, ¢ étant bien de classe C', strictement croissante
n
.. . . +oo eiu eiu
et bijective de R4 dans R, pour avoir u, = T f ———5pdu. Posons hy 1 u = ———5 ¢
1+ eZn+l 1+ eZntl
e U
e La suite (hn)n>0 converge simplement sur Ry vers h:u — 1—#7“
e
e Les fonctions hy et la fonction h sont continues sur R .
eVn >0, Vu>0, [hn(u)] < o(u) =e ™ et ¢ est intégrable sur R,.
JUR . . +oo +oo _ +o00
Par le théoreme de convergence dominée, lim f hp(u)du = f h(u)du = [—In(1+e )] = In(2).
n—+oo J 0 0

.. In(2 - . . N - .
Ainsi, u,, o _In@@) et la série Y un diverge par comparaison & la série harmonique.
e’} n
n>0

5.106 |a. Comme up(x) = x > 0, la relation de récurrence de I’énoncé permet de montrer par une récurrence simple
que la suite (un(x))nen est bien définie, strictement positive et strictement croissante. D’aprés le théoréme

de la limite monotone, elle tend vers un réel { > 0 ou vers +oo. Si on avait lim un(x) = € > 0, en passant
n—

a la limite dans un41(x) = un(x) +

on aurait ¢ = €+ < ce qui est absurde donc lim un(x) = +oo.
un(x) n-4o0

1

un (x)

converge d’apres le critere spécial des séries alternées. Par

b. Pour tout réel x > 0, la suite (|fn(x))nen = (

question précédente donc la série Y (=D"
n>0 un(x)
conséquent, go fn converge simplement sur R .
n/

) est décroissante et tend vers 0 d’apres la
neN
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c. La fonction up est continue et strictement positive sur R* donc, puisque u; = uo + —, la fonction u,
LL0

I’est aussi et on montre par une récurrence facile que Vn > 1, u,, est continue et strictement positive sur

“+ o0
R* . Posons, pour n € N, le reste R, = ) fi d’ordre n. D’apres le critere spécial des séries alternées,
k=n+1
, _ 1
pour tout réel x > 0, on a |Ry (x)| < [fnt1(x)] = .
Un+1(x)
3
La fonction ug : x — x + 1 est dérivable sur R% et uj(x) =x — iz - = 1 done uj est décroissante sur
X X X

10; 1] et croissante sur [1;+00] ; elle est donc minimale en 1 ot elle vaut uq (1) = 2. Son graphe est celui d’une
hyperbole dont les asymptotes sont les droites d’équations x = 0 et y = x.
Soit n > 1 tel que Vx > 0, un(x) > 1, un dérivable sur R, u,, décroissante sur ]0; 1] et croissante sur [1; 4-00].
Alors, un41 = un + —— est dérivable par opérations sur R, Vx > 0, un41(x) > un(x) > 1 donc un4q(x) > 1,
n
2

uizl(X) _ (unld) = Duy (%)

wn (%) wn (%)

Par hypothese de récurrence, ul, (x) < 0 si x €]0;1] et u},(x) > 0 si x > 1 donc un 11 est décroissante sur ]0; 1]

est du signe de u/, (x) car uZ (x)—1 > 0 et uZ(x) > 0.

et Vx >0, ul q(x) = up(x)—

et croissante sur [1;4o00[. Par principe de récurrence, on a bien établi que Vn > 1, ¥x > 0, un(x) > 1, upn
dérivable sur R , u, décroissante sur ]0;1] et croissante sur [1; 400].

Ceci montre en particulier que, pour tout entier n > 1, u, admet son minimum sur R% en 1.

Ainsi, Vn > 0, Vx > 0, 1 < —L et on peut donc majorer Vx > 0, [Rn(x)] < —1 R, est
Un41(x) un(1) un1(1)
donc bornée sur R} et [[Rnllocr; < —1__ Mais on sait depuis a. que lim un (1) = 400 donc, par
un (1) n—+oo
encadrement, llm |[Rn[|sors =0 et on a prouvé la convergence uniforme de > fn vers f sur RY.
n>0

Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur R* , on conclut par le théoreme de continuité des séries

de fonctions que f est bien continue sur R7 .
)n71

1)1 -
5.107 ) a. Si x < 0, la suite (%) , oe tend pas vers 0 donc la série ) (]7,(
n n> n

n>l

diverge grossierement.

X
n>1 n

converge par le critere spécial des séries alternées. Ainsi, le domaine de définition de 6 est R7.

_1\yn—1
Par contre, si x > 0, la suite (%) : est positive, décroissante et tend vers 0 donc la série > =0
n n>

_1\yn—1
b. Pour n > 1, posons fy : x + % Toutes les f,, sont de classe C! sur R7 et > fn converge
n n>l
In(n)

X

simplement vers 6 sur R d’apres la question précédente. De plus, Vn € N*, Vx >0, f (x) = (=1)" -

Soit a > 0 et x € [a;+o00], alors [|f],|[oc,[a;4oc] = m( ) et > ln(a) ne converge pas si a < 1 donc on va
n>1

passer par la convergence uniforme. Comme la série Z 1. (x) est alternée, on s’intéresse a la décroissance de
n>1

Elle est dérivable

la suite (|}, (x)|)n>1, au moins & partir d’un certain rang. Posons la fonction gy : t +— n t( )

sur R et g (t) = ]_tz:%(t) Ainsi, gy est décroissante sur [e'/*; +o0[, donc notamment sur [e!/%; +o0[

car + > 1. Par conséquent, des que n > e!/9, gx(n) = [fL(x)| = [f 1 (x)] = gx(n + 1) donc la suite
a” x

(IR s le1/at1] est décroissante et tend vers 0 par croissances comparées. Par le critere spécial des séries

alternées, la série > f] (x) converge et on peut donc définir la fonction reste d’ordre n, Ry : x — > . (x).
n>1 k=n+1
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; . - . _In(n+1) _ In(n41) . .

Pour n > e'/@, le critere spécial montre aussi que |Rp(x)| < [f,;(x)| = CERIE < e Ainsi, la
. . In(n+1) . In(n+1)
fonct R t b ; t R . < ——F. 1 —— =0
onction Ry est bornée sur [a;+o0o[ et on a [|Rn||oo,[as+o0] e 1)e Comme LHm m+1)° par
croissances comparées toujours, la série Y i, converge uniformément sur [a; +oo[, donc sur tout segment
n>l
de R’ . Par le théoreme ad-hoc, 0 est de classe C! sur R%.
. n 1 n (_])k 1
c. Pour x > 1, posons les deux sommes partielles S, = Z X et S = > T Pour n € N*|
k=1 k=1

Zn( ])kl

onaSh = Y

2n n
o Z 1—X —2x Y (21W (séparer termes d’indices pairs et impairs). Ainsi,
k=1 k=1

Shn = San — 2,(17_15“' En faisant tendre n vers +oo dans cette relation, on obtient 8(x) = (1 —2'7%)¢(x) car

lim S5, =0(x) et nl_l}g}@ Sh = nETm Son = C(x) (suite extraite).

n—+oo
d. Pour x = 1, §I, = kf% % = ki1(—1)k_1 f1tk_1dt = J: (Tlli;(—l)jﬂ)dt par linéarité de
= = =
I'intégrale. Comme ?_i;(_t)j = %, on a |S!, — 0 T+ t‘ ‘ f ] T; ‘ < fol thdt = n]ﬁ
car YVt € [0;1], 11? < 1. Par encadrement, on a lim sl o=0(1) = f; ]j:tt [In(1 +1)]) = n(2) car
LHm %_'_] =0.0r1—2""%=1—¢(l=)n@2) T] —(1=0—=x)In(2) + o(1 _X))T(] —x) In(2) donc, par
0(x) n@2)

continuité de 0 en 1, ¢(x) = et on a ((x)~

127 (0—0m2) 1-x 11 —x
f. Pour x > 1, la fonction gy : t — l = e xInt

= est continue, intégrable sur [1; +o00[ par critére de RIEMANN

k+1 +oo
et décroissante. Ainsi : Vk > 1, fk gx(t)dt < ki" ce qui donne f1 gx < ((x) en sommant pour k € N*

+oo
puisque la série et l'intégrale convergent. De méme, Yk > 2 X < f t)dt donc ¢(x) < 1+ f

+oo “+o00 ] . . ‘I . . , N
Or f gx = { } = . Ainsi, —— < ¢(x) <1+ ce qui garantit par le théoreme des
1 1T—x11 x—1 x —1 x—1

gendarmes que, & nouveau, ((x) Yo

5.108 | a. Soit I un intervalle, un entier n € N et une fonction f : I — K de classe C™*', alors pour tous réels a

~ (- o)) 1
et bdans I, on a f(b) = > f f — )"+ (t) (formule de TAYLOR reste intégral).
k=0
n
b. Soit n € Net x € [0;1], Sn,0(x) = > (E)Xkﬂ —x)"F = (x+1—x)™ = 1 d’apres le binéme de NEWTON.
k=0

() K n—k A" n—k AW n—k s

De plus, Sn 1(x) = > x(1T=x)"" (k—mx) = > k x (1 —x) —nx Y, x (1 —x) apres
’ = \k =0 \k k=0 \k

) . n n—
développement donc, comme on connait la formule k k) = n(k :
—1

k—1

), on obtient apres factorisation la

relation Sy 1(x) = nx Z (

c. Pour x € [0;1], d’apres la question b. B, (f)(x) —f(x) = > <n>f(n>xk(l —X)" TR -1 (x) — 9f’(x) donc
n

)xk] (1- x)nﬁ]ﬁ(kq) —nx(x+1T—x)"=nx(x+1-— x)nf1 —nx = 0.

k=0 \k/ \k
B (F)(x) — f(x) = éo (E)f(l)xk(l —x)nfk—éo (L‘>xk(1 )R (x) —k:o <E>xk(1 —x)nfk(z ) ()
qu’on regroupe en Bn (f)(x) — f(x) = kzz:() (T]z)xk(] —x)"k [f(%) — f(x) — (E - x)f’(x)}. Par inégalité
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triangulaire, on a donc |By (f)(x) —

L0

on

) (1—x)"~ k‘ (E)_f() <f—x) ()‘ Or d’apres

(k) — () - (% )f/( ) = ka/n (E - t)f“(t)dt.

Comme f” est continue donc bornée sur le segment [0;1] par hypothése puisque f est de classe C? sur

la question a. avecn =1, a = x et b =

:\w’“
. g}M:

[0;1], il existe une constante M telle que Vx € [0;1], |[f”(t)] < M. Ainsi, par inégalité de la moyenne,

’Bn(f)(x) — f(x)’ < i (E)xkﬂ —x)“_kM‘ ka/n ‘% - ’ = MkZZ:O (:)xkO —x)“_k<E —x)z. Or,on a

k=0 n

kzi:O (n)xku —X)n*k(h _X>2 _ %Sn,z(x) = @ donce |Bn( x) —f(x )| % comme attendu.

d. Gréce a la majoration de la question précédente, comme Vx € [0;1], 0 < x(1 —x) < 1 (en fait on a méme

Max x(1—x) = 1

Max, X(1=x) = )

Ainsi, liT [[Br(f) = fl[oo,[0;1] = O ce qui montre la convergence uniforme de (B (f))nen vers f sur [0;1].
n——+oo ’

x
5.109|a. Pourn>1,a, =1ln (%) =aln ( ) +1n (u“H ) donc, avec 'hypothese de 1’énoncé,
Un

nouy

an = &+ O(iz) +1n (1 — &4 O(iz)) =& _ & O(%) O( ) et, par comparaison aux séries
o©on n n n +oo n

,onavn € N, By (f)(x)—f(x)| < M donc B, (f) —f est bornée et ||By (f) —f||o,j0;1] < =
n

+ +oon n
de RIEMANN, la série > an converge. Par dualité suite-série, la suite (bn)n>1 converge ce qui donne
n>1
Pexistence d’'un réel k tel que liT In(n*uy,) = k. Par continuité de l'exponentielle, on en déduit que
n—-+oo

lim n®u, = A =e* > 0 donc que u, ~ -

n—+oo +oomn
. . 1— (1=~ .
b. Soit x €] — 1;0], la fonction gy : t — — est continue sur |0;1].

e Comme x < 0, lim (1 —t)* = 400 donc gy(t) ~ % et, comme —x < 1, gy est intégrable sur
t—1- t—1- (1 —t)

B; 1 { par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

xt + o(t)

e On sait que (1 —1t)* ?1 —xt+o(t) donc gx(t) = "

=x + 0(1) donc gx se prolonge par continuité en
0 en posant gx(0) = x; Ainsi, gy est intégrable sur }0; H

Ainsi, gy est intégrable sur ]0; 1] (méme [0;1]) donc f est bien définie sur | — 1;0].
too -1 (x —

b. Pour t € [0;1], on a (1 —t)* = ZX(X 1) (|X n+1)

n=0 n.

ZO:O( )n+1X(X*])"'(X*n+1)tn

n!

(—t)™ d’apres le cours sur les séries entiéres

donc gy (t) = pour t €]0; 1], ce qui se simplifie en (relation vraie pour

1
t

—_

n=

£= 0 car gu(0) = x) gu(t) = 5 (e XD bem b )
n=1 n.

Posons donc, pour tout entier n > 1, la fonction uy : t ~ (—1)™*! x(e—1)- EX —nt ])t“_].
nl

o La série ), u, converge simplement vers gy sur [0; 1] (on vient de le voir).
n>1

e Les fonctions un, et gx sont continues sur [0; 1], un est intégrable car polynomiale sur le segment [0; 1].
e Posons I, = f(; lun| = ()0 =x)--(n=1=x) [ﬂ]l _ ()0 =x) (=1 —x)

n! nlo n.n!

Ina1 . ()0 =—x)--(n—=T—x)(n—xnn!  nn-—x) _ x 1\ 2 .
calaulant 3 — e T )~ i~ (= 2)x (14 3) e qui

donne, par développements limités, I‘;'H =1-xt2,0 (%) On en déduit d’apres la question précédente
n n

n

. Utilisons a. en
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donc, par RIEMANN toujours > I, converge car x +2 > 1.
n>l

Par le théoréeme d’intégration terme & terme, on 'intégrabilité de g« (on le savait déjéx) et surtout la relation

Jo o= [0 = & i font DS

t = n.n!

qu'’il existe A > 0 tel que I, fodtn X+2

5.110 ) a. Soit I un intervalle et (fn)nen € F(I, K) une suite de fonctions. On suppose que :

(H1) la suite (fn)nen converge simplement sur I vers f,
(Hz) les fonctions f,, et la fonction f sont continues par morceaux sur I,

(H3) Jdo : T — RT continue par morceaux et intégrable sur I telle que Vn € N, [f| < o
Alors :

( 1) Les fonctions f,, et la fonction f sont intégrables sur I.

2 hmffn—ff

b. f 1 x = nsin(x™) est continue sur Ry. Posons u : x + 1 —cos(x™) de sorte que u/(x) = nx™~!

sin(x™) et

Vix n]_1 avec v/(x) = — It ;] , alors les fonctions u et v sont de classe C! sur R et lim u(x)v(x) =0
X X——+00
1>0etcos b £l 0 T isque 1 v2
car n —1 > 0 et cos bornée, e Jm, u(x)v(x) = 0 car u(x)v(x) Y 3T = 5 puisque 1 - cos(v) X

—+o0
L’existence de I, c’est-a-dire la convergence de L/; u (x)v(x)dx, équivaut donc par intégration par parties

o0 o) _ _ n _ _ n
a celle de f0+ u(x)v'(x)dx, donc a celle de fo+ (n=1)( = cos(x")) dx. Or gn 1 x — (n—1)(1 — cos(x7))

X x"

n
est continue sur R avec gn (x) ?;(nf 1) X? donc on peut prolonger g, par continuité en 0 en posant g (0) =0

et gn(x) = O( ) donc gy, est intégrable sur R’ par RIEMANN car n > 2. Par conséquent, le réel I, existe

+ + - — "
pour n > 2 et on a méme la relation I, =n fo ~ sin(x™)dx = fo -1 - cos(x")) dx.
X

c. Dans la derniére intégrale, on pose x = u!'/™ = @(u) avec @ qui est une bijection strictement croissante de

+ —

classe C! de R* dans R et, par changement de variable, on a I,, = f OO(n—l)M (lu(]/“)_1)du
0 u n

) 1 —cos(u)

Sion pose an @ u = (n—1
u

(lu(vn)*]), alors la suite (an)n>2 converge simplement vers la
n

1 — cos(u)

fonction a : u = —————* qui est continue sur R}. Comme n—1
u

n

<1etqueu1/“<1siu<1et

u <Vusiu > on aVvn > u > an(W)] = an(u) < o) avec o(u) = ——2— si u €]0;
U< siu 1 ona i 2 2, Vs 0, Jan(W)] = anfu) < eu) avee ou) = 150 gy elo;1)
u

1— . . . " .
et o(u) = :70\/%() siu > 1. La fonction ¢ est continue sur R? | ulln& o(u) = % et o(u ) O( 3/2)

. 7 7 . . 7 +m +m
donc ¢ est intégrable sur R* . Par théoréme de convergence dominée, lim f an(u)du = f a(u)du.
n—+ 0 0
+oo 1 —
Ainsi, Um I, = f ~ %du On pose g(u) =1 —cos(u) et h(u) = -1 g et h sont de classe C!
n—+oo 0 U_ u

sur R%, Um g(u)h(u) = 0 car g(u)h(u) ~—% et lim g(u)h(u) = 0. Ainsi, par intégration par parties,
u—0+ o 2 u—+oco

tool—cos(u), _ pteosin(u) ,  x o . _m
fo —z du = fo . du = 5 (intégrale de DIRICHLET). Au final, nEToo I, = X

5.111) a. Soit une suite de fonctions (fn)nen définie sur un intervalle 1 et & valeurs dans C.

On dit que ) fn converge normalement sur I si les f, sont bornées sur I et si Y ||fn||oc,1 converge.
n>0 n=>0
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On dit que Y f, converge uniformément sur I si elle y converge simplement et si, en posant Ry : I = K
n=>0

+oo
définie par Rpn(x) = > fk(x), les Ry, sont bornées & partir d’un certain rang et si lim ||Rn||oo,1 = 0.
k=n+1 n—-+oo
D’apres le cours, la convergence normale de Y f, sur I implique sa convergence uniforme.
n>0
b. Toutes les fonctions u, sont bien définies et continues sur | — 1;+o00[ car ¥x > —1, Vn € N*, 1+ X > 0.
n
Pour x > —1,onaun(x) = *+0 (iz) -X =0 (1—2) donc la série Y un(x) converge absolument. Ainsi,
+oomn n n +oo n n>1
> un converge simplement (vers S) sur | — 1; 400/
nxl
Soit [a;b] C] — 1; +00], comme est dérivable sur ] — 1; +o0[ et que u’ = 1____x
[a36] ] — 15 +oo n =t et aque wp(x) = e =1 =
la fonction uy, est croissante sur | — 1;0] et décroissante sur R;. Ainsi, comme u,(0) = 0, la fonction u,

est négative et on a |[un|[oo,[a;p] = Max(Jun(a)l], [un(b)]) < |un(a)| + [un(b)|. Ainsi, comme ) |[un(a)| et
> Jun(b)| convergent d’apres ce qui précede, on en déduit par comparaison que > Hun”oozilla] converge
gir]lc que la série de fonctions Y upn converge normalement (donc uniformémerrllf)1 sur tout segment de
] — 1;400[. On peut conclure d’z:p?és le cours que S est bien continue sur | — 1; 4-o00].

. Les foncti t de classe C! —1; Px)= 1 X [ séri
c. Les fonctions u,, sont de classe sur | “+oo[ avec u! (x) i x n Ry a série nz;] Un
x| Max(al,b)

nn+x) = nn+a)

converge simplement vers S sur | —1; +o00[. De plus, pour [a;b] C]—1;+0o0], |ul, (x)| =

Max(|al,b) ( 1 > . .
/ . < ) — —_ ! .
done [[uf, [[oo,[a;b] < n(n + o) +OOO 2 donc la série ngl Wi lloo,[a;p] converge par comparaison aux
séries de RIEMANN et la série > ) converge normalement sur tout segment de | — 1;4o00[. Ainsi, par
n>l
IS 1
théoreme, la fonction $ est de classe C! sur | — 1; +oo[ avec Vx > —1, §'(x) = > (7 - —).
n—1 \n+x n
= 1
Ainsi, S est dérivable en T et ona S’'(1) = 3 (7 - 7) = —1 (série télescopique).
n=rwsn+1  n

5.112 | a. Comme (an)nen est positive et décroissante, elle converge vers un réel ¢ > 0. Distinguons deux cas :
e Six =1, alors ¥n > 0, un(0) =0 donc (un(0))nen converge vers 0.
e Six € [0;1], la suite géométrique (x™)n>o tend vers 0 donc la suite (un(x))n>o0 tend encore vers 0.

Ainsi, la suite (un)n>o0 converge simplement vers la fonction nulle sur [0;1].

b. La fonction vy, : x = x™(1 —x) est dérivable sur [0; 1] et v/ (x) = nx™ 1 (1 —x) —x™ = x"" 1 (n — (n + 1)x).

n
Ainsi, v, est maximale en x, = nj_] et, comme vy, est positive, |[vn||oo,[0;1] = Vn(xn) = e +n1)n+1.
—n -n
Par COl'lséquerlt7 ||un||oo [0]] = ain(] -+ l) . Comme (] + l) = exp ( —nln (1 + l) , on a
s [Vs n+] n n n

—n
lim (1 + l) =e ! donc ||vn]|oo (051] ™~ 9n - Ainsi, par comparaison de série & termes positifs, > un
n—+oo n 7 4o ne n=0

converge normalement sur [0; 1] si et seulement si 3 92 converge.

n>1 n
c. (=) Supposons que »_ up converge uniformément sur [0;1]. Pour n € N* et x € [0;1], on peut
n>0
400 2n 2n 1 n
minorer Ry (x) = > apx®(1 —x) = 3 apxk(1 —x) > (1 —=x)azn > x* = (1 — x)agnx™H -2~
k=nt1 K=nt1 K=nt1 T—x

car (an)n>o0 est positive et décroissante donc Rp(x) > aznx™ (1 —x™) (méme si x = 1). Par exemple,
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n+1 n
0 < a2n<1 - l) (1 - (1 — l) ) < Rn(l - l) < ||Rnl|so,[0;1] donc, par encadrement, on obtient
n n n

1\ 1\" 1\ \" ! !
lim a2n<1——) (1—(1——)):0. Or um(——) (1—(——))=e—(1—e—)7éo
n—-+oo n n n—-+oo n n
comme avant donc lim ajn = 0. Comme la suite (an)n>o0 converge vers {, on a £ =0 donc lim a, =0.
n—4oo n—+o00

(<=) Supposons que 1111 an = 0. Soit n € N et x € [0;1], alors on peut majorer (vrai méme si x = 1)
n—+oo

+oo too
0<R(x) = > ax*(1=%x) <ang1 > ¥ =x%) = ans1x™ < angr - Ainsi, |[Rnloo,j01] < @ni1
k=n+1 k=n+1
donc, par encadrement, Um [|Rn|oo,0:1] = 0 ce qui montre que ) u, converge uniformément sur [0; 1].
n—-+oo e n>0

Par double implication, Y uy, converge uniformément sur [0;1] si et seulement si lim an =0.
n>0 n—-+4oo

d. eSix€|—1;1[,on a 11111 x™ =0 et, comme (an)nen est bornée (elle tend vers ), la suite (un(x))n>o0
n—-+0o0

tend vers 0. Par contre, la suite (un(—1))n>0 = (2(—=1)"an)n>0 ne converge que si lim a, = 0. Par

1
n—+o0o
conséquent, la suite (un)n>o converge simplement sur [—1;1] si et seulement si la suite (an)n>o tend vers 0

et elle tend dans ce cas vers la fonction nulle sur [—1;1].

e Supposons dans la suite que la condition HT an = 0 est réalisée. Comme |un| : x — an(—x)™"(1 —x)
n—+oo

TlT‘l.

W an puisque

LH_H <1 <2, [Junlloo,=151] = [un]loo,=1;0) = 2an. Ainsi, )  u, converge normalement sur [—1;1] si
(Tl-|- 1) n>0

et seulement si > an converge.
n>1

e (=) Supposons que Y u, converge uniformément sur [—1;1], d’ott aussi sur [0;1] donc lim a, =0.
n=0 n—+4oo

est décroissante sur [—1;0], on a |[un||s,[—1;0) = [un(=1)| = 2a d’olt, comme 2a, >

(<) Si Um an =0, on a déja vu que ¥x € [0;1], |[Rn(x)] < ant1. De plus, si x € [—1;0], comme la

n—-+oo

suite (an|x[™(1—x)) est décroissante et tend vers 0, on déduit du critere spécial des séries alternées que

n=0

Rn(¥)| < anp1x|™1(1 — x) < any1. Par conséquent, Vx € [~1;1], |Rn(x)| < any1 donc Ry, est bornée

sur [=1;1] et on a [[Rn|[oo,[—1;1] < ang1 donc  lm  [[Rn|s,[—1;1] = O par encadrement. La série ) un
’ ’ n—+oo e n>0
converge donc uniformément sur [—1;1].

Par double implication, >  u, converge uniformément sur [—1;1] si et seulement si liT an = 0.
n——+oo

n>o0
a. Pour tout entier n > 2, définissons u, : R — R par un(x) = %.
eSix=0,0onaVn>2 u,(0)=0donc z>:z un (0) converge.
nz
e Six >0, onaun(x) = o(e™™*) car nl_i)moo In(n) = oo donc un (x) = o((e™)™) et, comme la série

> (e7*)™ converge car |[e | < 1, par comparaison, » . un(x) converge absolument donc converge.
n=0 n>2
e Six <0, UWm un(x)=—oo par croissances comparées donc > un(x) diverge grossierement.
n—+oo
n>2

Ainsi, le domaine de définition de f vaut D = R,.

b. (H;) D’apres a., on a convergence simple de gz Up sur RY.
nz

_ —nx

(H2) Toutes les uy, sont de classe C! sur R* et Vx > 0, ul,(x) = %

n(n
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(14+nb)e ™

(H3) Soit [a;b] C R, alors il vient ¥x € [a;b], Vn > 2, |u] (x)| < donc u!, est bornée sur [a; b]

In(n)
1+nble " (1+nb)e ™ _ 1 . .
et |ju’ B < (7 Comme ~——— = o(ne "%) = o(—) ar croissances comparées
H n”oo,[a,b] ln(n) lTL(Tl) Too ( )+oo TLZ 1% P )
la série ;2 u;, converge normalement sur tout segment [a;b] de R* par comparaison.
nz
- P 1 * / (1 =nx)e™
Ainsi, par théoreme, f est de classe C' sur R* et Vx >0, f'(x) = > ~——F——
n=2 1“'(“)
. , . . f(x) —f(0) X gnx
c. Soit x > 0, le taux d’accroissement de f au voisinage de 0 vaut T(x) = —+———= = donc,
x n=2 ln(n)
oy P sz P eikx
comme on somme des termes positifs, on a l'inégalité T(x) > > ) =Sp(x)  (I). Comme toutes les
k=2 '
—nx
gn X > f o) sont décroissantes sur Ry, T est elle aussi décroissante sur R*} donc admet une limite finie
n(n

ou 400 en 07 par le théoréme de la limite monotone.

Supposons que lthr T(x) =€ € R, en passant & la limite quand x tend vers 07 dans les inégalités (Ip,), on
x—

P
t Vp =2, 0> lim Sy(x) = 1 E.). Or la séri 1 g is l:(1)
rouve Vp > 2, { > JAm, p(x) kX::Z ) (Ep). Or la série kZ;:z ) iverge puisque .- = o e

et que > % diverge. On obtient donc une contradiction en faisant tendre p vers +oo dans I'inégalité (Ep).

k>2
Ainsi, par raisonnement par ’absurde, on obtient lim ) = £(0)

n " = 400 ce qui prouve que f n’est pas
X—

dérivable en 0 ; le graphe de f admet une tangente verticale en 0.

d. s M= 5 w3 e B e g
. Soitx >0, n =2, Ry(x) = w(x) = = —~5—— car les deux séries convergent
- " k=n-+1 k=n+1 Ink h k=n+1 ln(n+ ])
et que Vk = n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi: Ry(x) < X +fjo IS CHULUL S OSER
>n+1, In(k) > In(n . : x) < —F—— e =X e
" n(n+1) S n(n+1) 1 S5
et on reconnait une série géométrique de raison e < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs
—(n+1)x —X
dans R :0<R < X€ et ainsi 0 < R < xe car e~ (X L emx,
n(x) NS TR e n(d) < M+ 1)1 —e ) ¢ S €
—X
Par conséquent, en posant @ : x — —X€ =—%* _onaVx>0 0<R <&.Or se prolonge
nséquent, en posant ¢ : x e o7 na vx ) n(x)\ln(n—F]) ¢ se prolong
par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* §1 +x + o(x) donc e* — 1 X et liT ©(x) = 0 par croissances
X—+00
comparées. Ainsi, par continuité de ¢, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) < ﬁ
n(n

(¢a marche aussi pour x = 0 car R, (0) = 0). Plus précisément, M = 1 car on connait 'inégalité de convexité
Vx > 0, e > 1+ x qui équivaut & e —1 > x > 0 donc @(x) < 1 pour x > 0. Ainsi, R, est bornée et

[[Rnlfoo, By < — Moty M = 0 donc Y upn converge uniformément sur R;. Comme

'L _
In(n+1) UL In(n+1) n>2
toutes les un, sont continues sur Ry, f est continue sur Ry.

Pour un équivalent de f en +00, on constate que un41(x) = o(un(x)) pour n > 2. On peut conjecturer que
o0

+oo +oo
f(x) ~ uz(x). Or ¥x > 0, 1) _ > Me*(“’z)X = Y vn(x) en posant vy (x) = Me’(“*z)". Or

+o0 wx) 12 Inn) n=2 n(n)
vn est positive et décroissante sur [1;4+o00[ donc |[vn|[oo,[1;400[ = Vn(1) = Me—("—z) = o((e”")™) donc,
b In(n) +00
comme Y (e”")™ converge, on a convergence normale de Y. vy, sur [1;4oc[. Comme liT va(x) =1 et
X—r+00

n>2 n>2
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“+o0o
que Yn >3, lim vn(x) =0, & nouveau par théoréme de la double limite, lim ) T+ > 0=1ce
X—400 X—400 U2 (x) n=3

Xefzx

qui prouve que f(x) ol (x) = n(2)

. Par conséquent f(x) = o(e™™) donc f est intégrable sur R,.
o]

5.114 ) a. e Si x = 0, pour tout entier n € N, f,,(0) =0 donc lim f,(0) =0.

n—-+oo
. . . 4 ) — 1 — i =
e Si x €]0;1], par croissances comparées, on a (1 —x) +mo(na> car |1 —x| < 1 donc nng fn(x) = 0.
Ainsi, la suite (fn)n>1 converge simplement sur [0; 1] vers la fonction nulle.
Puisque fy, est dérivable sur [0;1] par opérations, Vx € [0;1], ¥n € N, £/ (x) = n*(1 —x)"""(1 — (n + 1)x)

par calcul. Ainsi, f,, est croissante sur [O; ﬁ} et décroissante sur [ﬁ, 1] et, comme f,, est positive sur
n n

1 ncx 1 n 1 n 1
0 11, 1If : —f(n+>—n (‘—n ). c (—7“) = (1(—i))t
[ ] H Tl||oo,[0,1] n 1 1 1 omme 1 exp(nin 1 (§

que l'on a ln (1 — L) ~ o1 —l, on en déduit la limite lim nlin (1 - ]7) = —1 donc, par
n+1/+40 n+1+c0 n n—4o0 n+1
n oa—1
continuité de la fonction exp, il vient lim (l - L) =e " =1 Par conséquent, [frlloo,051] ~
n—+00 n+1 e Wt e

Il y a convergence uniforme de (fn)n>1 vers f = 0 sur [0; 1] si et seulement si nEToo |[fr. = O[|oo,[0;1] = 0, donc
il y a convergence uniforme de (fn)n>1 vers la fonction nulle sur [0;1] si et seulement si « < 1.

Pour aller plus loin, comme le “probléme” est au voisinage de 0, si a €]0;1[ et dés que n est assez grand (en
fait des que n+1 > 1: d’apres I’étude précédente), on a |[fn|oo,[a;1] = fn(a) et on sait que nEToo fn(a) =0
donc (fn)n>o converge uniformément vers la fonction nulle sur [a; 1] indépendamment de la valeur de «.

b. e Si x =0, comme f,,(0) = 0 pour tout entier n € N, > ,,(0) converge.
n=0

e Six €]0;1],onaf,(x) = o (%) & nouveau par croissances comparées. Ainsi, par comparaison aux séries

oo \n
de RIEMANN, )" f,(x) converge absolument donc elle converge.
n>0
Ainsi, il y a convergence simple de > f,, sur [0;1] pour tout réel «.
n>l

400
Posons Rn(x) = Y. fx(x) pour x € [0;1] et n € N.
k=n+1
1 ) n*! 1 la séri .
~ = , la série de fonctions f,, converge normalement
n+1/ 4 e en'! ¢ né:o " 8

o Comme ||fu]luc, o) =

donc uniformément sur [0;1] si et seulement si « < 0 par comparaison aux séries de RIEMANN. Dans ce cas,

comme convergence normale implique convergence uniforme, > f, converge uniformément sur [0;1].
n=0

e Pour o < 0, si on ne s’intéresse qu’a la convergence uniforme, on pouvait aussi majorer Ry, sur [0;1] car

+oo
0<Ru(x) < (m+1)* Y x(1—x)¥ car puisque « < 0, on a Vk > n + 1, k* < (n+ 1)%. Ainsi, si x €]0;1],
k=n+1
toe ) (1= 0t 1 -
OSRu()<(n+1)* 3 x(1—-x)°=n+ ])“Xﬁ =n+1)*1 —x)""" < (n+1)% On a aussi
k=n-+1 — =X
Rn(0) = 0. Ainsi [|Rn|oc,jo;1] < (n+1)% et lim (n41)* =0donc ) f, converge uniformément sur [0; 1].
’ n—+oo n>1
+o00
e Sia>0, alors Rn(x) = (n+1)* > x(1—x)%car Vk > n+1, k* > (n+1)% Ainsi, si x €]0;1], on
k=n+1
+oo (] 7X)n+1
aRn(x) = (n+1)* Y x(1—x)*=n+ 1)“x] =) = (n+1)%(1 —x)™ et Ry(0) = 0. Méme si Ry,
k=n+1 - -X
est bornée, on déduit de cette minoration que [|Rn||oc 051 = (R +1)* = li1g)1+ Mm+1)*(1 —x)" et > f, ne
x—

n>1
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converge pas uniformément sur [0;1] car lim (n+1)*=1sia=0et lim (n+1)*=+oo0 si a > 0.
n—-+oo n—-+00

On en déduit que la série > fy converge uniformément sur [0; 1] si et seulement si « < 0.

nxl
Pour aller plus loin & nouveau, si a €]0;1[, dés que n +1 > l, on a ||fnlss,a;1] = fn(a) et on sait que
a
>~ fn(a) converge donc > f, converge normalement sur [a;1] indépendamment de la valeur de «.
n=0 n=0
n
5.115| a. Pour n € N, posons fn : x # Les fonctions f, sont continues sur le segment [0;1] donc
X+ x
I'intégrale I,, est bien définie.
Méthode 1 : pour x € [0;1], lim fo(x) = 0et lUm fo(1) = 1 Ainsi, la suite de fonctions (fn)n>o0
n—+o0 n—+00 3 z

converge simplement vers la fonction f : [0;1] — R définie par f(x) = 0six € [0;1[ et f(1) = ]§ De plus, f est

continue par morceaux sur [0;1]. Enfin, ¥n € N, Vx € [0;1], [fn(x)| = fn(x) <1 = @(x) et ¢ est continue et
intégrable sur [0;1].

1
Par le théoreme de convergence dominée, on en déduit que liT I, = fo f(x)dx = 0.
n——+oo

Méthode 2 : plus simplement, on peut utiliser I’encadrement ¥n € N, Vx € [0;1], 0 < fn(x) < x™ qu'on

1
integre en 0 < I, < fo x"dx = Jr 7 et conclure a nouveau hT I, = 0 par le théoreme des gendarmes.
n n—+oo

b. Méthode 1 : un grand classique dans ce type d’exercice, pour n € N* le changement de variable

x = u/™ = P(u ) ott P est de classe C', strictement croissante et bijective de ]0;1] dans ]0;1] permet

1 ul/m . W/
d’avoir 1,, = — o Wdu. Pour n € N*, posons gn : u 1 +u]/n

sont continues sur ]0;1] et Yu €]0;1], 1111 gn(u) = % donc (gn)n>1 converge simplement vers la fonction
n—+oo

continue g : u — % sur ]0;1]. Comme ¥Yn > 1, Yu €]0;1], |gn(uw)] = gn(u) < 1 = ¢(u) avec ¢ toujours

2 Les fonctions gn

1 1
continue et intégrable sur ]0; 1], par convergence dominée, lim f gn = f g= 1 Ainsi, I, ~ 1.
n—+oo JO 0 3 +o00 3n

n+1 X"
1+x+x 1+x+x

Ainsi, sin > 2, on a Iy + Int1 + Int2 < 3l < Inoo + In 1 + . Or, par linéarité de l'intégrale,

Méthode 2 : comme Vn € N, ¥x € [0;1], 0 < 7, on obtient en intégrant 0 < Inq1 < In.

1T _n n+1 n+2
— X +x + x — ngy — 1

In + Ing1 + Insz fo S f dx = 1. Par

) 1 1 1
conséquent, on a ——— < [, < ———— ce qui justifie plus simplement que I, ~ —

n+1
Méthode 3 : Dans I, on pose u : x — X et v:x m— % qui sont de classe C! sur [0;1] et,
n+1 T4+x+x
. . o n+1 (14 2x)x™ !
ar intégration par parties, il vient I,, = X } dx. Or, on a

P s pat b T )+ x D) n+1f 1—|—X—|—x)2 ’

14 2x)x “‘H Vo . ]
\f 1+x+x) <3fo X dx_ﬁdonCI“Jroom—'—O( )Ceqmprouvequelnﬁ;og_

5.116 ) a. On peut poser les deux fonctions a : t + In(1 +t) —tet b : t = n(1 +1t) —t + 2t> qui sont

dérivables sur {— 1. l}. Comme d'(t) = 1 _1=__1 g est croissante sur [— 1. 0} et décroissante
2°2 1+t 1+t 2
sur {O; %] donc atteint son maximum en 0 ou elle est nulle. Ainsi, a est négative sur [ — % H Comme

1 1

t(]37+tt)7 a nouveau, b est décroissante sur [— E;O] et décroissante sur [O; ﬂ

V() = 1 144t =
t) =31+
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1.1
22

—

donc atteint son minimum en 0 ou elle est nulle. Ainsi, b est positive sur } Par conséquent, on a

Yt € [— %; H, t —2t2 < In(1 +t) < t donc, moins précisément : Vt € [— %; H, |1n(1 +1) —t‘ < 212
t
0 it i écrire la f le de TAYLOR reste inté IVtG[ll],ll t)=t— [ +t=Y g
n pouvait aussi écrire la formule de reste intégra 23 n(l+1) fo (0 +u)? u
donc|ln(1—|—t)—t|<4‘ft(t—u)du‘:2tz Cal"; <4siue [ l,l}-
0 (1+u)? 2’2

3

) . —1)™x —1)™x —1)"x 1
b. Pour x € R fixé, comme nBToo ﬁ =0, un(x) =1In (1 + n((l _gxz)) _ )XZ) + O(F> en
n

effectuant le développement limité In(1 + X)§X + O(x?). Ainsi, en notant vn(x) = un(x) —

on a vn(x) = O(iz) donc Y vn(x) converge absolument. Par le critére spécial des séries alternées,
R n n>1
(=1)™x 1 . - -
——~—— converge car | — est décroissante et tend vers 0. Ainsi, par somme, la série > un(x)
n21nU-+x ) n/nx>1 n>1

converge. Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R.

—+oo
c. Soit x € Retn >0, posons Rp(x) = > ux(x) (reste d’ordre n qui existe car la série converge).
k=n+1
Comme [x | <! (car (1 —|x|)? = 0), on a ‘&‘ < -1 <1 done, d’apres la question a., on majore
1+x 2 n(1+ xz) 2n 2 ’ ’
—1)™x 2 1 o (—1)* N
n (l + (=)™ ) ( <2——%* - < —. En notant Sp(x) = ——— >~ le critere
‘ n(1+x%) n(1+x7)1 = "nf(14x%)* T 2n? n(x) et k(1 4+ x%)
spécial montre aussi que |Sn(x)| < X 5~ < 1 Posons T (x) = —iozo (uk(x) - L)ké),
(n+1)(1—|—x) 2(1’1“!‘]) k=n-+1 k(]+X)
+o0 (—1)kx +o00 1
par inégalité triangulaire, on a [To(x)| < > |uk(x) — 72‘ < Y. —5 = An. Par conséquent,
K=nt1 k(T+x7) 17 S 2k
comme Ry (x) = Sn(x) + Tn(x), on a |[Rn(x)] < |Sn(x)| + [Tn(x)| < (7"‘1) + Ay. Comme ceci ne dépend pas
de x, Rn est bornée sur R et ||Rn||oo,r < 2(n]7+1) + An et nl—i)Too (m + An) = 0 (reste d’une série
convergente d’aprés RIEMANN). Il y a bien convergence uniforme de > up sur R.
n>1
5.117] a. Soit x € [0;1], distinguons deux cas :
e six =0, alors Vn € N, f,(0) =0 donc lim fn(0)=0.
n—-+00
3 . : nx _ : — (42 —x
e si x €]0; 1], comme nEToo o T 1, on a nEToofn(X) =(x"+a)e .

(fn)nen converge simplement sur [0;1] vers : [0;1] — R telle que f(0) = 0 et ¥x €]0;1], f(x) = (x*> + a)e™ .
b. e Si a # 0, la fonction f n’est pas continue en 0 car 1i1g)1+ f(x) = a # f(0) donc, comme toutes les fonctions
x—

fn sont continues sur [0;1], on n’a pas convergence uniforme de (fy)nen vers f sur [0;1].

2 —x 2
: — . _ _ X € < X — . 4o
eSia=0 Vxe[0;1], Vn € N, |fn(x) — f(x)] Tl S mer gn(x). Or gn est dérivable sur
[0;1] et ¥x € [0;1], gl (x) = % > 0. Ainsi, gn est croissante sur [0;1] donc maximale sur [0;1] en
nx
1 £ Joos 1 .
1 )= —— 0 déduit vx € [0;1], |f —f < —— d fn—festb t
avec gn(1) —— n en déduit que Vx € [0;1], |[fn(x) — f(x)| < m7 done fn est bornée e
[[fr = flloo,[051] < ﬁ Comme 1111 ﬁ =0, il y a convergence uniforme de (fn)nen vers f sur [0;1].
n—+ocon
2 —
c. On majore, Vx € [R;1], Vn € N, [fn(x) — f(x)| = X-£ e o« 1 pa conséquent, f,, — f est

nx+1 nx+1  nR+1

=0, n en déduit que (fn)nen converge

l_ Comme lim 1
nR +1 n—+oo nR + 1

bornée sur [R;1] et [|fn — f[|oo,[r;1] <
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uniformément vers f sur [R;1] si 0 < R < 1.

5.118) a. La fonction f : t — tLt] est continue sur R* par opérations. De plus, comme e® — 1mth, on
et —
a f(t) N = ﬁ donc f est intégrable sur ]0;1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Enfin,

-

f(t) ol Viet = o(t]—z) par croissances comparées donc f est intégrable sur [1; 400 par comparaison aux

intégrales de RIEMANN toujours. Au final, f est intégrable sur R donc I existe.

b. Il faut écrire f sous la forme d’une somme de série de fonctions pour pouvoir intervertir les symboles de série

et d’intégrale par un des théoremes a disposition. Pour t > 0, on a f(t) = v/te ™' x 1_]? =/te t +200 e Pt
+o0 re

(série géométrique car 0 < e~ ' < 1). Ainsi, Vt € R%, f(t) = > fn(t) (avec n =p +1) ol fn(t) = v/te ™t

e D’apres ce qu’on vient de faire, ) f, converge simplement vers f sur R .
n>1

e Les f, et f sont continues sur R et f,, est intégrable sur R car f, se prolonge en 0 en posant f;,(0) =0
et que fn(t) = = o(t] ) pour n > 1.

2
e Par le changement de variable t = ¥~ = ¢(u) (on a bien ¢ de classe C', strictement croissante et bijective de
n
R* dans R T a@dt = —— [ 202w qu. Par une intégrati ties facile & justifi
% dans R% ), on a o n(t)dt = e u‘e u. Par une intégration par parties facile & justifier

+oo > +o00 2 5,1+ +o00 2 f
. 2,—u _ —u _ —u —u — T
(le crochet converge) : fo 2ue™™ du = fo u(—2ue ™ )du = { ue }0 + j; e " du= 5

. +o0 +o0 VLS 1
Ainsi Vn > 1 fn(t)|dt = fn(t)dt = D’ RIEMANN, 1 —=75 .
insi ¥n > 1, fo [fn(t)] fo n(t) v apres a série né:] —3/7 converge

On peut donc appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, la fonction f est donc intégrable sur R*

(on le savait déja) et f f(t)dt = —g Z\ff \[ 0(3/2).

5.119) a. Pour n > 0, comme Vx > 0, 0 < In(1 4+ x) < x, par croissance de l'intégrale, on en déduit I'inégalité

n 1! 1 .
In f thdt = [m} = ——t donc, par encadrement, l_L)TOO Ihn=0=01L
b. On considere I'intégrale I, sur ]0; 1] et on effectue, pour n > 1, le changement de variable t = u!/™ = ¢(u)

avec @ qui est une bijection strictement croissante et de classe C' (c’est pour ¢a qu’on a enlevé 0 de I'intervalle)

1 1/n
de ]0;1] dans ]0;1]. Ainsi, I, = fo n(1 —l—u)lu(]/“)_]du =1 f u " n(l +u) du
n n

u/™in(1 + u)

u

Soit, pour n > 1, la fonction fy, :]0;1] — R définie par f(u) =

e Comme UT u!/™ =1 pour tout réel u €]0;1], la suite de fonctions (f)n>1 converge simplement
n—+oo

sur ]0; 1] vers f :]0; 1] — R telle que f(u) = M

u

e Toutes les fonctions f,, et la fonction f est continue sur |0;1].
eVn > 1, Vuelo;1], u/™ < 1donc 0 < fr(u) < f(u) et f est intégrable sur ]0; 1] car f se prolonge par

continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1

1
On peut conclure avec le théoreme de convergence dominée que lim o fn = fo f, c’est-a-dire que
n—+oo

1 1
im nl, = f f. Par définition, et comme f f > 0 car f est continue, positive et non nulle sur |0; 1], on
n—+o0o 0 0
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en déduit que I, ~ —

1 f1 In(1+u) du

+oomn JO u
1
c. On considere cette fois 'intégrale I = fo Mdu sur [0;1] avec f(0) = 1. On sait d’apres le cours
u
n 400 (_1yn—1. n—1 400 (__1\P,,P
que Yu € [0;1], In(1 +u) = Z L donc f(u) = > N W > (Glbiatis (ceci est aussi

n=1 n=1 n p=0 p+ 1
valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer
terme a terme par le théoréeme du cours puisqu’on n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert
(—=1)PuP
p+1

la convergence normale sur un intervalle borné. Il ne reste que le théoreme d’intégration terme a terme.

de convergence. Posons vy, : u ; alors [[vp[|oo,j0:17 = ﬁ donc on ne peut pas non plus utiliser
P

e La série ) v, converge simplement vers f sur [0; 1] (on en vient).
p=0

e Les fonctions v, sont continues et intégrables sur [0; 1] et f est continue sur [0;1].

. f] [vp (u)]d [ uPt! }1 1 et la série de RIEMANN ) 1 converge
vy (u)|du = = — verge.
o 7 (p+1Ho (p+1)? p>o( +1 )2
Ainsi, f est intégrable sur [0;1] (on le savait déja) et I = f f(u)du = Z f (;):. Posons,
(p +1)
n , n (7])k+1 Al , 2n ( ])k+1 n71 n
et S7, . ors S = en séparant
E K2 kz::1 K n Z:: kZ::0 (Zk— 1)? z:: (2K)° P
=% S oly-23 s
indices pairs et impairs. Ensuite, S} = + = Son — =2. Or on sait que
n (2k —1)° 12 ) = (26)° o2
2 2
. o . _ . . _ . . — — _ 9
nl—l)Too Sh = HETOO Son = ¢ Ce qui prouve que nl—l>Too Shn ]2. Ainsi, I = hToo sS4 17 et, d’apres la
2
question précédente, on a donc I, ~ Z—.
+oo 12n

5.120] a. e Six =0, on a fn(x) = 0 pour tout n € N donc la suite (fr,(x))n>0 converge vers 0.
e Six#0, nEToo \/n|x| = 400 done, par composition de limites, liT fa(x) = 0.

n——+oo

La suite (fn(x))n>o0 tend toujours vers 0 donc (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur R.
b. e Pour n =0, on a fo(x) = x donc la fonction fo n’est pas bornée sur R.

e Pour n € N*, f, est impaire, nulle en 0 et positive sur Ry et négative sur R—, dérivable sur R} avec

—vn
Vx >0, fr(x) = e V™ + x( - Z\i})e*”‘X = %(2 — y/nx) donc f, atteint son maximum sur Ry en
X
_ 4 _ _ 4e”? : g : _ _ 4e”?
Xn = < et Max fn(x) = fa(xn) = . Par imparité de la fonction fn, Max |fn(x)| = ||fn]|co,r =
n xERy n xeR

Ainsi, 1111 [[frn — 0]|oo,® = 0 donc la suite (frn)nso converge uniformément vers la fonction nulle sur R.
n——+oo

c. ¢ Six =0, comme Vn € N, f(x) =0, la série ), f(0) converge.
n=0

e Si x # 0, par croissances comparées, lim nZe V™l = 0 donc f,(x) = o(%) et > fn(x) converge
n—+oo Foo n>0
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.
+o0o
Le domaine de définition D de Y f, vaut D = R et on a convergence absolue de > f,,(x) pour tout réel x.
n=0 n>0

4e~?
n

d. On a vu en question que Vn > 1, ||fn|lco,r = ne converge pas

n>l

normalement sur R car la série harmonique diverge, et encore moins Y f, car fo n’est pas bornée sur R.
n>0
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e. Soit a > 0, d’apres 'étude de f,, faite en b., des que 4 < a et toujours par imparité de f, on a
n

[[fnlloo,1. = fn(a). Or on sait que ) fn(a) converge d’apres c.. Ainsi, ). fn converge normalement sur
n>1 nz>1

I, a fortiori uniformément. Si on rajoute fo qui n’est pas bornée sur I, on n’a plus convergence normale de

>~ fn sur I, ; par contre on conserve la convergence uniforme de > f,, sur I, car ceci concerne les restes.

n>0 n>0

5.121) a. e Six €]0;1[ et n > 2, liT x™In(n) = 01 par croissances comparées donc, comme In(x) < 0, on
n——+oo
obtient lim un(x) = —oo et la série > un(x) diverge grossierement.
n—-+oo n>2
e Six=1,un(1) =0donc > un(1) converge.
n>2
e Six>1,un(x) = o(x™™) donc Y un(x) converge absolument par comparaison aux séries géométriques.
o0 n>2

+oo
Ainsi, 'ensemble de définition D de Y upn vaut D = [1;+o0].

n=2
1T —nlin(x)
X n(n)
sur [0;e'/™] et décroissante sur [e'/™; +oo[ ce qui montre que |u, = u, est maximale en e'/™ et on a

—1___ Comme la fonction x —» —
enln(n) x In(x)

primitives x — In(In(x)) admet une limite infinie en +oo, la série de BERTRAND
2 M In(n)

b. Pour n > 2, u, est positive et dérivable sur [1;+o0[ et ul (x) = donc u,, est croissante

[[unlloo,p = Un(e!/m) = est décroissante sur D et qu'une de ses

diverge par

comparaison série-intégrale. Ainsi, > u, ne converge pas normalement sur D.

n>2
. e e In(x) .
c. Soit x €]l;400[ et n > 1, alors 0 < Rp(x) = > uk(x) = Y, ———~— et, pour tout entier
K=nt1 k=41 X In(k+1)
. l = l /)"
k =2 n, In(k+1) > In(n+1) donc on peut majorer 0 < Ry (x) < #(:)1) k:Zn:H(]/X)k - Xn£X1) % lTE(T/lx_)F 0
Or o< (1/x)™ < 1 et, comme Vx > 1, In(x) <x—1,0ona0< ln(x]) < 1. Par conséquent, comme Ry, (1) = 0,
x—
onaVx €D, ¥n =1, 0 < Rn(x) < m

1

In(n+1)

converge uniformément sur D donc, comme toutes les u, sont continues sur D, S est continue sur D.

d. On déduit de c. que ||Rnlloo,p < donc UT [|IRnlloo,p = O par encadrement et » up
n——+oo

n>2

e. Pour x > 1, d’apres la question précédente, 0 < S(x) = Ry(x) < inix]) X &/(Z)) +:ooo(x3]/2) et S est

continue sur D. Ainsi, la fonction S est intégrable sur D par comparaison a une intégrale de RIEMANN.

5.122]a. Soit x € R, pour que S(x) existe, on doit au moins avoir ¥n € N, n+x # 0, c’est-a-dire x ¢ (— N). Soit

n
dong, pour n € N, f, : R\ (= N) — R définie par f(x) = C:_ . Traitons alors quatre cas :
n+x

e Si|a| < 1, alors fn(x) = o(|a|™) et la série géométrique >, a™ converge car |a| < 1 donc Y fn(x)
+oo n=0 n=0
converge absolument donc converge par comparaison aux séries géométriques.

e Si |a| > 1, par croissances comparées, liT [fa(x)| = +o0 donc Y f,,(x) diverge grossierement.
n——+oo

n>0
e Sia=1,alors f(x) ~ 1> 0 donc > fn(x) diverge par comparaison a la série harmonique.
+oon n>0
i " 1 (=" 1 1 1) Aine
Sta= 1, ators ) = 010 o1 1 y0(1) A
eSia alors f, (x) - T /n) 4% n + z)car o (/) o + o insi

_ n _ n
> =" converge par le critére spécial des séries alternées et > (fn(x) — &) converge par
n>1 n n>1 n
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comparaison aux séries de RIEMANN. Ainsi, par somme, Y. f,(x) converge (mais pas absolument).
n=>0

Le domaine de définition de S vaut donc Ds =0 si |[a] >1Toua=1,Ds= R\ (=N)silaj<1oua=-1.

b. Tout d’abord, les fonctions f;, sont toutes continues sur R7 .

n
Méthode 1 : soit 0 < a < B, alors pour n € N et x € [«; B], comme |fn]|: x — |:|_ est décroissante sur R,
n+x
on a [fn(x)| < [fn(x)| donc f, est bornée sur [o; B] et |[fn|oo,[o;p] = |fn(oc)|+: o(|a]™). Comme Y |a|™
R n>=0
converge, la série ) f, converge normalement vers S sur tout segment de R* . On sait d’apres le cours que
n=0

ceci implique la continuité de S sur R .

Méthode 2 : fo n’est pas bornée sur R* . Par contre, pour n > 1, comme [f,| est décroissante sur R, on

n
a [[fnlloo,rx = Um [fn(x)| = la® _ o(|a]™). Comme la série géométrique > |a|™ converge car |a| < 1
+ x—0+ n +oo n>l
+oo
par hypothese, la série ) f,, converge normalement sur R* donc T : x — ) fn(x) est continue sur R’
n>l n=1

d’apres le cours. Comme S = T + fo et que fp est continue sur R’ , par somme, S est continue sur RY .

S +1) = +1) = a™t a? ff le ch d’ind
c. Soit x > 0, a S(x = afp(x = = en effectuant le changement d’indice
( ) Zo n( ) Zo 1 pZ] P+ g

p=mn+1. Ainsi, aS(x+ 1) = S(x) — fo(x) = S(x) — %

d. ¥x >0, S(x) = 1 +aS(x+1) or S est continue en 1 d’apres b. donc lim S(x+1) = S(1) donc S est bornée
X

x—0+

au voisinage de 1 et on en déduit que S(x) = 14 o(1) = 1i, (l) ce qui montre bien que S(x) o 1
X 0o X

oo X +oo X

e. Méthode 1 : la borne p n’est pas intervenue dans les calculs de la question b. donc |[fn||oo, [a; 400 = [frn ()]

& nouveau et on a convergence normale de Y. f, sur [o;+0o[. Comme ¥n € N, lim f,(x) = 0, par
n>0 X—+00
+oo

théoreéme de la double limite, on en déduit que XETOO S(x) = HZ::O XETOO fa(x) = 0.

Méthode 2 : Comme ) f, converge normalement sur R’ d’apres b. et que Vn > 1, HT fn(x) =, =0,
n>1 x——+o00

+oo
par double limite, lim T(x) = > &, =0. Comme lim fo(x) =0, par somme lim S(x) =040 =0.
X—+00 n—1 X—400

X——+00
an . . / . . gt an 1
Comme f(x) ~ &=, si on admet pouvoir sommer les équivalents, on aurait f(x) ~ » & = ———.
+o00 X o0 Ty x (1T —a)x
+oo n n
Pour le montrer rigoureusement, on écrit x S(x) = ngo gn(x) avec gn(x) = nai—i—xx =a" - %, la fonction
n
lgn| : x = |a|™ — nfa| est positive et croissante sur Ry avec lim |gn(x)| = |a|™ donc ||gn]|co, r* = |a|™.
X x—+00 Pt
Ainsi, comme ) |a|™ converge, > gn converge normalement sur R’ donc, par le théoreme de la double
n=0 n=0
= 1 1
limite, on obtient XETQQXS(X) = nZ::o a = T Par conséquent, S(x) fod 0= an
A £ s 1 +oo n n 1 +o00
Pour étre plus précis, pour x > 0, |S(x) — m’ = ‘nZ::O (nai—i—x — ‘17)’ car ——— = nZ::o a™ donc, par
inégalité triangulaire, on a ’S(x) -1 = ’ %o ﬁ‘ < %O na]” _ A en posant A = +ZOO nla|™.
’ (] - (l)X n=0 X(“’ + X) h n=0 XZ XZ n=0

Ainsi, S(x) = 140 (iz) ce qui est plus précis que ce qu’on a obtenu avant.
oo X X
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n—1 n
5.123]a. Sin > 1, gn est dérivable sur [0; 1] par théorémes généraux et g}, (t) = 7(1 - 1) et + (1 - l) et
n n

n-1_ t n—1
qu’on factorise en g7, (t) = —(1 - l) e pour t € [0;1]. Ainsi, comme ‘(1 i) ’ (1 - l) <1
n n n n

et [t| <1, on a bien la majoration suivante, Vt € [0;1], Vn € N*| |g/,(t)] < e
n
b. Sit €]0;1] et n € N*, par le théoréme des accroissements finis, comme gn est dérivable sur [0; 1], il existe

c €]0; t] tel que gn(t) —1 = gn(t) — gn(0) = tgi(c). Or |g\ (c)] < % < d apres a. donc |gn(t) — 1] <

c. Soit x € [0;1], |In( —x|_‘f gnlt dt—fxdt‘:’fx(gn(t)—wdt‘gfo lgn (1) — 1]dt < 1f teldt.

Comme lim f tetdt = 0, on en déduit par encadrement que lim In(x) = x. Ainsi, la suite de
n—+oon n—+oo
fonctions (In)n>1 converge simplement vers la fonction f : x — x sur [0;1].
X 1
d. On reprend la majoration précédente, |In(x) — x| < + fo tetdt < Lsi1= fo tetdt = [(t —1)et]) =1
n n
donc I, — f est bornée sur [0;1] et on a ||In — f|[oo,[0;1] < 1 Comme lm 1 = 0, on a bien convergence
T n n—+oo n

uniforme de (In)n>1 vers f sur [0;1].
5.124] a. Pour n € N* soit f, : R — R définie par fn(x) = Arctairzl(nx). Alors [fn(x)] < Ziz donc, par
n n
comparaison et critere de RIEMANN, la série > fn(x) converge pour tout réel x. Ainsi, Y f, converge

n>l1 n>1
simplement sur R : f est définie sur R.

b. La majoration de la question précédente montre aussi que fr, est bornée sur R avec ||fn||oo,r < ZLZ (on
n

a méme égalité car cette valeur majorante est la limite de f,, en +00). Ainsi, Y f, converge normalement

n>l1
sur R et les fonctions f,, admettent des limites en +oo. Par le théoreme de la double limite, on en déduit
+oo +0o0o
Um f(x) = l'f:Lf f est toutes les foncti
que lim (x) n§1 (X—P—?oo n(x)) nz::1 T2 2) = ]2 Comme f est impaire car toutes les fonctions
3
fn le sont lim f(x) = -2,
n le sont, ona lim (x) 3
c. o On vient de voir que Y f,, converge simplement sur R* (et méme sur R).

n>l

e Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C! sur R avec f/, (x) = 1

n(1 +n’x?)’
e Soit a > 0, posons Jq :] —00;—a] U [a;+0o0[, on a la majoration Vx € Jq, Vn > 1, |f, (x)| < fi,(a) donc
[ lloo,je = fn(a) ~ 3 2 donc, par comparaison, Y. f/ converge normalement sur J,.

+oo n>1

“+o00
Par théoréme de dérivation des séries de fonctions, f est C! sur R* et Vx # 0, f'(x) = >_ ﬁ
n=17n n

d. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction gy : t — m est
x

+1
continue et décroissante sur R donc, pour n > 2, on a fn gx(t)dt < gx(n) = 1, (x) < fn , gx(t)dt
n n—
On somme pour n allant de 1 a p pour l'inégalité de gauche et pour n allant de 2 & p pour celle de
+1 P
droite et on obtient par CHASLES Lp gx(t)dt < Z fr(x) < f1(x) + f]p gx(t)dt. Or, pour y > 1, on
Y _ yLL) _{ | 2]_1 2y _ 1 (Lﬁﬁ)
a f1 gy (t)dt = f1 (t T () = Jm(1+20)| = T +x?) — T 2
donc lim fy gx(t)dt = 1 In(1 + x?) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oo dans
y—+oodJ1 2

I’encadrement ci-dessus, on parvient a + In(1 +x?) —n(x) < f(x) < ] _: > + %ln(l +x2) — In(x). Par
x

N
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encadrement, on en déduit Iéquivalent f'(x) ~ —1n(x) donc lim f'(x) = +oco. Le graphe de f admet
x—0+ x—0+

donc en 0T une tangente verticale et f n’est pas dérivable en 0.

5.125] a. Soit x € R, distinguons deux cas :

e Six =0, alors un (x) = 0 pour tout n > 1 donc Y un(0) converge et S(0) = 0.
n>1

e Six#0, In(1+n%x?) =1n (nzxz( 2] 2)) =2In(n) +2n(jx|) +In (1 + %) o 21n(n). De
X n-x [e'e]

méme, In(1+n) ~ In(n) donc un(x) ~ % d’oti la convergence de . un(x) par RIEMANN.
+oo +oomn n>1

Le domaine de definition de S est donc égal & D = R.

b. Toutes les fonctions u,, sont continues sur R et, si a > 0 et n > 1, comme u,, est paire, positive, croissante

sur Ry, Vx € [—a;a], |[un(x)] < un(a) d’olt [[un||oo,[~a;a] = un(a) et on sait que > un(a) converge d’apres
n>1
a. donc > converge normalement sur tout segment de R. Ainsi, par théoreme, S est continue sur R.
nxl

c. Porn>1etxe R, v (x) = 2x Par exemple, on a u’n(%) = #

(1 +n%%) In(1 +n)’ 14+mn)

donc [[uf[|oc,r = u’n(l> ~ 1 et on sait (série de BERTRAND par comparaison série-intégrale) que

+oo nln(n)

1 diverge. Ainsi, on n’a pas convergence normale de > u/ sur R. Comme le probléme est ap-

ns2 nin(n) n>1
tad ) A 1
paremment au voisinage de 0, on n’aura méme pas convergence normale de Y u/ sur tout segment (surtout
n>l
ceux qui contiennent 0). On va donc étudier la convergence uniforme de . u), sur R.
n=1

Zx
(1+t ) n(l+1t)

fx(t)dt. Pour des entiersn > 1 et p > n+1, on somme toutes ces inégalités

Pour x € R fixé, la fonction fy est continue et décroissante sur Ry donc, pour

, k
>1,0nau(x) = fu(k) < [

k—1
P P
pour k € [n+1;p] et on obtient 0 < Z uk < f t)dt = f fx(t)dt par CHASLES. Comme
k= k=1 Y RT n
+
f > fx (t)dt converge car fy(t (iz) uj (x) aussi car uj (x) = o (1—2), en faisant tendre p vers
n k>n+1 too Ak
+OO “+o00
_ 2 xdt _ 2 —+o00
+o00, 0 < R = — = Arctan(xt
w09 = B W) < [T nwa < s [l - SRl eanl;
Par conséquent, comme 0 < Rp(x) < ﬁ(ﬂ _ Arctan(nx)) < ﬁ, Rn est bornée sur R .
Comme R,, est impaire car toutes les u} le sont, Ry est bornée sur R et ||Rn||oo,r < ﬁ Comme
n n

lim —-"—— =0, on a bien la convergence uniforme de > u/ sur R.
n—+oo In(14+mn) w1

d. Comme toutes les u, sont de classe C' sur R et qu'on a convergence uniforme de Y u/ sur R, on
n>l

conclut par un théoreme du cours que S est de classe C' sur R.

5.126 | a. La suite (un)nen est bien définie et elle est positive car fn : x — x™ sin(nx) est continue et positive sur

n+1

le segment [0;1]. Par intégration par parties (simple a justifier), il vient u, = cos(mx)dx

s
n+41

d l’inégalité de 1 : < gy =— T ( la séri
onc, par I'inégalité de la moyenne : |u,| < - L/;) X X CERICES) onc la série nz>:0 U, converge

absolument par RIEMANN et le théoreme de comparaison car + o O( 12)
( )( ) +oo n +oo n

1
Bien siir, la majoration |u,| < fo x"dx = —]l- 7 ne suffit pas pour conclure.
n
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1 e e py sin(7mx) .
b. Comme Vx € [0; 1], = > xMona Y falx)= Y x"sin(nx) = . 1l vient :
T—x 70 n=0 n=0 T—x
(Hy) La série de fonctions »_ f, converge simplement vers f : x sin(my) sur [0;1].

n=0
(Hz) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur [0; 1] (méme sur [0;1]) et f est continue sur [0;1].

(H3) > f fn converge d’apres ce qui précede (question a.).
n=>0

Par le théoreme d’intégration terme a terme, la fonction f est intégrable sur [0; 1] (ce qu’on pouvait voir en
sin(m(1 —x))
X

] ce qui montre que f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = ) et

écrivant f(x) =

1 1 s +oo
il vient fo f(x)dx = j;) ST‘E )dx = Z up = Z f x" sin(mx)dx. Or, par le changement de variable
x=1-—1 = @(u) (cela revient & poser u = 7'((1 —x)) avec ¢ bijection de classe C' strictement décroissante de
s
. . Tsin(nx) .. 7™ sin(u) . = rmsin(w)
10; ] dans [0;1], on trouve j;) . dx = fo . du. Par conséquent, nZ::O Up = j; - du ~ 1,85.

5.127 | a. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) Soit x > 0, alors un (x ) = O( ) donc > un(x) converge absolument par comparaison aux séries
n=0
de RIEMANN. Ainsi, la série de fonctions Y uy, converge simplement vers S sur 1.
n=0

] ~ apres simplification.

(n+x)

(H3) Ainsi, u/, est décroissante et positive, donc bornée sur I pour n > 1 car 1112)1 ul (x) = ]—2 et on a
n

(H2) Toutes les fonctions u, sont de classe C! sur I et u/ (x) =

Vx>0, 0 < uh(x) < iz de sorte que [|[ul||oo,1 = iz = Um uj (x) donc ) [|ul||o,1 converge et
n n x—0+ n>1

- p
la série > u}, converge normalement sur I.

n>1
+o00
Par le fameux théoréme, S—up = > un est de classe C' sur I donc S Vest aussi par somme car ugp est Clsurl
=1
/ R LS , 1 x—1 1

De plus, Vx > 0, S'(x) = uy(x)+ —_— = ———— car uy(x) = —5 puisque ug(x) = =— =1—+

p (x) o(x) HZZ:] (n+x)2 nZ::o(TH-X)Z o(x) sz q (x) X X
On pouvait utiliser le théoreme sur tout segment de I car si [a;b] C I,onaaVn € N, [[u}|[oc,[a0] = (_:7)2

n+a

et > ———— converge donc ). uj converge normalement sur tout segment de I. On a alors directement

n=0 ( ) n>0

+oo +oo 1
la conclusion que $ est de classe C! sur I et que Vx>0, S'(x) = Y. v, (x) = Y, ——.
n= n=0 (TL + X)
+x—(n+1) x — 1 -
b. Pour x € I, 1 __ 1 _= = = un(x). Ainsi, pour p € N* et n € N,
n+1 n+x (n—|—1)(n+x) m+1)(n+x) n(x) pourp
n n 1 1 n+p 1
ona > uk(p) = > ( ) Z > par télescopage ou changement d’indice dans les
k=0 k=0 \k+1 k+P =11 j=na2]

deux sommes. Ainsi, en faisant tendre n vers 400, on obtient S(p) = > .

c. Par comparaison série-intégrale, on montre trés classiquement que S(p) ~ In(p). Or on a vu en a. que
+oo

S est croissante donc, si p < x < p + 1 (ce qui caractérise p = [x]), alors S(p) < S(x) < S(p +1). Comme

S(p) 2, In(p) et S(p+1) r tn(p+1) = n(p) + In (1 n l) - tn(p), par encadrement, S(x) ~ Wn(p). Or,
oo o0 p o o0

par croissance de In, In(p) < In(x) < In(p +1) ~ In(p) donc In(x) ~ In(p). Ainsi, S(x) ~ In(x).
—+o0 —+oo —+o0
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n—-+oo n—-+oo n

5.128 | a. Les fonctions f,, sont définies sur R. Pour x € R, on a lim fu(x) = lim  /x?+ 1= VX2 = x| =

g(x). Ainsi, la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction g : x — |x| sur R.

1 1
(‘/x2+——\/ﬁ)( /x2+7+\/x7)
n n
b. Pour n € N*, on a Vx € R, |[fa(x) — g(x)| = xz—l—%—\/;:

1
x2 + — 4+ Vx?
n

donc [fn(x) — g(x)| = % x—1 <

] N
x2 4+ — + Vx2
\/ n

paire f, —g en la dérivant sur R et, comme (f, —g)'(x) =

(maximal en x = 0). On pouvait aussi étudier la fonction

-

X
1
XZ + —
V n
positive sur R% et continue en 0 donc maximale en 0. Ou alors, va+b < \/E—i—\/‘t; <= a+b < a+b+2vab
est vrai pour tous réels positifs a et b d’ot fn(x) —g(x) = , [x2 + L+ — VA2 < VX2 4+ [L —vx2=-L . Pa
n

n

—1 < 0 donc f,, — g est décroissante et

=

conséquent, la fonction f;, — g est bornée pour tout n € N* et on a ||fn, — g||oo,r = fn(0) — g(0) = I donc

liT [[frn — glloo,r = 0. La suite (fn)nen- converge uniformément vers g sur R.
—+00

c. Les fonctions f,, sont de classe C> par opérations car Vx € R, x? + TS o0et g n’est pas dérivable en 0.
n

On ne peut donc pas se passer de la converge uniforme de la suite (f},)n>1 dans le théoreme de dérivabilité

des suites de fonctions qui suppose seulement la convergence simple de la suite (fr)n>1 sur L.

5.129|a. e Six < 0,0n a liT un(x) = 400 donc > un(x) diverge grossierement.
n—+oo

n>0
eSix=0,vne€ N, uy(x) =1n(2) donc > un(x) diverge aussi grossieérement.
n>0

eSix>0, lim e ™ =0doncun(x) ~ e ™ et > e ™ converge (série géométrique, 0 < e * < 1).
n—-4oo “+o0 n>0

Ainsi le domaine de définition de f vaut I = R7.

b. Soit a > 0, comme u, est décroissante et positive, |[un|[oo,[a;+00[ = Un(a) et D un(a) converge d’apres

n>0
ce qui précede. Ainsi, la série > u, converge normalement sur [a;+o0o[. Comme toutes les fonctions u,
n=0
sont continues sur [a; +o0[, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; +o0].
a>0

Les uy, sont décroissantes donc, par convergence simple, f est décroissante. Comme uo(x) = In(2) et

—+oo
ui(x) = In(1 4+ e7*), la fonction up + uy est strictement décroissante sur R%. Comme avant, Zz Un
n=

“+o0 +oo
est décroissante. Ainsi, si 0 < x <y, on a (uo +u1)(x) > (wo +wi)(y) et > un(x) = > un(y). En
n=2

=2

“+ o0 “+o0 "

sommant, on obtient donc (ug + u1)(x) + >, un(x) = f(x) > f(y) = (wo +u1)(y) + > un(y) donc f est
=2 =2

n oo mn

strictement décroissante sur R* . Ou alors, avec 0 < x <y, on a f(x) — f(y) = > (un(x) —un(y)) et tous
n=1

les un (x) — un (y) sont strictement positifs donc, par somme, f(x) — f(y) > 0.

c. Comme f est décroissante et minorée par 0, f admet une limite finie en +o0o0 par le théoreme de la limite

monotone. up(x) = In(2) et ¥n > 1, 11141_1 un(x) = 0. Par convergence normale de Y uy sur [1;400[ et
X—+00

n=0
+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = > Um un(x) =1n(2).
X—+00 n=0 X+
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d. Comme f est décroissante et positive, 1112)1+ f(x) existe dans R, par théoréme de la limite monotone. Pour
X—
x >0, on pose gy : t — In(1+e ) d’olt un(x) = gx(n). Comme gy est continue, décroissante et intégrable
n+1
sur Ry car gx(t) e e” '™, on obtient Vn € N, gx(n+1) = uny1(x) < f gx(t)dt < gx(n) = un(x).
[ee) n

En sommant I'inégalité de gauche pour n € N et en rajoutant up(x) = In(2) (tout converge), on obtient

par CHASLES f(x) < In(2) + f In(1 + e~ **)dt. En sommant I'inégalité de droite pour n € N, on arrive
o0 +oo
: 3 —tx . fhal —tx < —tx
directement afo In(1+e )dt < f(x). Ainsi, fo In(14+e ™)dt < f(x) —|—f n(1+e )at.
400 (_]>n+1e—nxt —nxt
Or,comme 0 <e ™ <1sit>0,onaln(l+e ™) => 2 = Commeles t — (—1)"*1€——
=1 n n
i L, +oo e—nxt " 1 1
sont continues et intégrables sur R, que f dt = —— et que ). —— converge par RIEMANN, on
0 n n-x n>1Nn°x
PR s . R Foo oo (-t 2
conclut par le théoreme d’intégration terme a terme que fo In(l+e ™Mdt= Y ~—5— = ]2 d’apres
n=1 n-x X

2
I’énoncé. Ainsi, ’encadrement précédent montre que f(x )?; 9% donc hTS+ f(x) = +o0.
x—

Si on ne connait pas le développement en série entiére de In(1+w), on peut faire d’abord une intégration par

—+o0o —+o0 —tx
parties pour avoir (facilement) f . In(1+e ™)dt = f . ﬁfg}f puis le changement de variable u = tx
e

: : Y —t 1T 1T uwe "du
(facile aussi) pour avoir f o In(T4+e ™)dt = = fo Ty v et ensuite utiliser les séries géométriques pour
X
1 +oo 1 400 to0
écrire, comme ———— = > (=1)"e ™" siu >0, f n(l1+e ™)dt= - f ST (=) ue” (MHDU gy et
T+e n=0 x 0 n=0
refaire une intégration terme & terme avec les fonctions hy, : u + (—1)"ue™ ("*D% qui sont bien continues
—u
sur RY, telles que ) hy, converge simplement vers S : u 1ue —¢ sur R% qui est continue sur R% et qui
n=>0
. +oo +oo
vérifie enfin la convergence de f |[hn| car f |hn| = —5 par une intégration par parties des plus
n>0 0 0 Tl
+o0 (_1 )n-H 2 +oo 1 2
zézées. On peut aussi montrer 1'égalité admise >, ~—5— = = en se souvenant de >, — = - et en
n=1 n 12 n=1m 6
2n (_1)k+1
séparant les termes d’indices pairs et impairs dans la somme partielle T (classique).
k=1

_ n
5.130]a. Six=0,onaVn € N* u,(0) = =" donc > un(0) converge par le critére spécial des séries alternées
n

n>1

l A 1 1 — —nx\ _— —xX\n) _— (17)
car (Tl)n>1 est décroissante et tend vers 0. Si x > 0, on a un(x) +Ooo(e )+Doo((e ) )+Ooo 5

par croissances comparées donc la série > un(x) converge absolument par le critére de RIEMANN car
n>l

2 > 1 ou par comparaison aux séries géométriques. Pour étre complet, on peut constater que si x < 0,

on a 1111 [un(x)| = 400 par croissances comparées ce qui prouve que le domaine de définition de S est
n——+oo

effectivement R. Au final, >  uy, converge simplement sur Ry.
n-1

b. Pour x > 0, la suite (Jun(x)|)nen+ est décroissante, positive et tend vers 0 donc, d’apres le critére spécial
+oo
des séries alternées, en posant les restes R (x) = > uk(x), on a |Rn(x)] < [unt1(x)] < ﬁ donc R, est
k=n+1 n

. La convergence de > un est donc uniforme sur Ry. Comme toutes
1 n>l
les u,, sont continues, on en déduit d’apres le cours que S est continue sur R .

bornée sur Ry et [|Rn|foo,m, < n—li—

c. (H1) On a vu la convergence simple de ) uy sur R’ en question a..
n>l
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(H2) Toutes les uy, sont de classe C! sur R* et, pour n > 1 et x > 0, on a w, (x) = (—=1)"He mx

(H3) Soit a > 0 et n > 1, [Jul|[oc,[aioc] = [un(a)] = e ™ et > e ™ converge (série géométrique avec
nxl
0 < e ® < 1) donc on a convergence normale de la série de fonctions > u!, sur [a; +oo[ sachant que toutes
n>l
les uy, sont de classe C! et qu'on a convergence simple (méme uniforme et méme normale) de la série > u,
n>1
sur [a; +oo[. Par un théoréme du cours, S est de classe C' sur [a; +oo[ pour tout a > 0.
+oo
Par un théoréme du cours, S est de classe C' sur R% et Vx >0, §'(x) = > (—1)™F e ™x,
n=1
e —x ! . .
d. Pour x > 0, S'(x) = e * Y (—e )P = 1—7—7_" = (= +e). Comme R est un intervalle, il
p=0 €

existe donc une constante k € R telle que Vx > 0, S(x) =k —In(1 +e~%).

(H1) D’apres la question b., on a convergence uniforme de . un sur Ry.
n>l

(Hz) Pour tout n € N*, lim un(x) =0 = ¢,.

X—+00

400
Par théoreme de la double limite, lim S(x) = > ¢, =0. Comme Um —In(1+e*) =0, on en déduit
X—400 n=1 X—+00

que k = 0 donc que ¥x > 0, S(x) = —In(1 +e7%).
On pouvait constater, ce qui rend ces derniéres questions inutiles, que si x > 0, on a —e™* €] — 1; 1] donc,

comme on reconnait le développement en série entiere de x — In(1 + x) qui est de rayon de convergence 1,
+o0 (_1 )n—H (e—X)n
on a directement In(1 +e )= > ~—~———

n=1

- = —S(x).

e. Comme S est continue en 0 d’apreés b., on a $(0) = lim S(x) = lim (—In(1+e %)) = —In(2).

x—0+ x—0+
5.131| a. Avec la condition de I’énoncé, Vn € N, Vx € I, ‘(p(z%)‘ < % et la série géométrique > %
n>0

converge car 0 < — < 1 donc, par comparaison, Y @<L) converge absolument donc converge. Ainsi, en

1
2 S A2
—+oo —+oo
posant uy : x — (p(z%) pour n € N, on peut définir la fonction S : x — Zo (p(z%) = Zo un (x) sur I car
n= n=

on vient de voir la convergence simple de Y u, sur L

n>0
Avec la méme majoration que précédemment, comme |x| < a pour x € I, on a |[un||so,[—a;a) < ;—ﬂ et la série
> £ converge comme avant donc, par comparaison, > [|un||oo,[—a;a] COnverge donc > un converge
n>o 2 n>0 n>0

normalement sur I. Or les u,, sont continues sur I par hypothese donc, d’apres le cours, S est continue sur I.

+oo
b. D’apres I'hypothese, comme 0 € I, on a |9(0)] < ¢|0] = 0 donc ¢(0) = 0. Ainsi, $(0) = > ¢(0) =0. De
=0
+oo +oo "
plus, d’aprés a., S est continue sur I. Enfin, pour x € I, S(x) — S(l) = > (p(%) - o) nx+]> =o(x)
2 n=0 2 n=0 2

apres simplification. Par conséquent, S est solution de (P).

c. Méthode 1 : soit f une fonction vérifiant (P) et x € I, Vk € N, Zlk € I donc f(zlk) — f(zk’ﬁﬂ ) = (p(l)
n
En sommant pour k € [0;n], on obtient, aprés télescopage, f(x) — f(zn%) = > (p(%) (R). Comme f
k=0

est continue en 0, on a lim (%) = f(0) = 0 donc, en passant a la limite dans (R), on a finalement
ns4oo \2Mt
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+oo
f(x) = Zo ® (2%) = S(x) ce qui assure I'unicité d’une solution de (P).

n=
Méthode 2 : soit Sy et S deux solutions de (P). Posons d = S1 —S2, alors d est continue sur I par opérations,
d(0) = $1(0) — S2(0) = 0 et Vx € I, d(x) — d(%) —S1(x) — S (g) —S2(x) + Sz(%) — o(x) — @(x) = 0. Soit
x € I, en itérant la relation d(x) = d(%), on montre par une récurrence simple que Vn € N, d(x) = d(2n>

Comme d est continue en 0, en passant & la limite dans cette relation, on a donc d(x) = d(0) = 0. Ainsi,
S1 =S, et on a encore établi 'unicité d’une solution de (P).
d. Comme S est solution de (P) avec la question b. et que deux solutions de (P) sont égales d’apres la
question c., on en déduit que S est la seule solution de (P).

e. Supposons ¢ de classe C! sur I. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

e D’aprés a., Y, un converge simplement (méme normalement) sur I.
n>0
e Toutes les un, sont de classe C' sur I car ¢ lest.
ePourn e Netx €I, up(x) = Zingo’(zln) or ¢ est continue sur le segment I donc elle y est
bornée et on peut définir M = ||¢’||s,1. On a donc Vx € I, |[ul (x)] < 2“ donc 1/, est bornée sur I,
[[wi]]oo,1 < Mn et la série géométrique Mn converge donc Y u, converge normalement sur I.
> 2 n>0 2 n>0
+oo
Si on suppose ¢ de classe C! sur I, alors S = > un est aussi de classe C Tsur L.
n=0

2
5.132)a. On a f,(0) = 0 pour tout entier n € N. Pour x € R%, on a fn(x) ~ 2= =x et, pour x € R*%, on a

+oo MX

3
fn(x) ~ 2% =x donc la suite (fn)nen converge simplement vers la fonction f : x — x sur R.

+oo nx
2 2_
Six>0,o0nagn(x)="fa(x)—f(x)= ]Tnx —x=1 1 i(:vj— ) _ ] I)‘:IX par contre, si x < 0, il vient
(x) = fa(x) — f(x) = S e —x(1 ) | Une petite étude de la fonction
In " 14+ nx? 14 nx? 14 nx? P In

montre que g, est négative, décroissante sur R et admet pour limite ~Len +00. De méme, g, est positive
n

sur R_, elle est croissante sur} —00; —L} et décroissante sur [— L; O}. De plus, g (— L) =1
v v ) S na©
déduit de tous ces renseignements que grn, est bornée sur R et ||gn||co,® = ||fn — f]|oo,k = Max (f 7)

Ainsi, Yn 2 4, ||fn — flloo,r = —1_ donc lim [|fn — f]loo,® = O ce qui montre la convergence uniforme de
’ 2y/n n—-+o0 ’

la suite de fonctions (fr,)n>o sur R vers la fonction f.
fn(X) - fn(O) _ nx

b. Par opérations, la fonction f,, est dérivable sur R*. Si x > 0, — Oet,six <0,

x—0 1+ nx xoot
_ 2
() = f(0) _ _nx > — 0 donc fy, est dérivable en 0 avec f, (0) = 0. Ainsi, f, est dérivable sur R.
x—0 1+ nx" x—0-
, nx(2 + nx) y nx?(3 + nx?) .
On calcule, pour x > 0, fi,(x) = ————5* et, si x < 0, fj,(x) = ————5+. Comme avant, la suite de
(1 +nx)? (14 nx7)

fonctions (f},)n>o converge simplement sur R vers g : R — R telle que g(0) =0 et g(x) = 1 sinon.

c. Les expressions de f} (x) de a question précédente montrent que lin(l) il (x) =0 = f,(0) donc f,, est de
X—

classe C' sur R car elle I’est par opérations sur R*. Comme toutes les f/, sont continues sur R, si on avait

7



convergence uniforme de (f) )n>o sur R (ou sur [—1;1]), on aurait continuité de sa limite, donc continuité
de g. NON ! Par l’absurde, (f,)n>0 ne converge uniformément ni sur R, ni sur [—1;1].

5.133|a. Six €]0;1][, lim x™In(n) =0T par croissances comparées donc, comme In(x) <0, Um un(x) = —oc0
n—-+oo n—-+o0

et la série > un(x) diverge grossierement. Si x =1, il vient un (1) = 0 donc > un (1) converge. Si x > 1,

n>2 n>2
Un (x) = o(x ™) donc Y un(x) converge par comparaison aux séries géométriques.
0 n>2
+oo
Ainsi, Uensemble de définition D de > u, vaut D = [1;+00].
n=2
. - p 1—nln(x) .
b. Pour n > 2, u, est positive et dérivable sur [1;4o0[ et ul (x) = T () donc un est maximale en
x n(n
e!/™ et on a [|unlleo,p = un(e!/™) = — 1 Comme la fonction x — —— est décroissante sur D et
’ enln(n) x In(x)

qu’une de ses primitives x — In(ln(x)) admet une limite infinie en 400, la série de BERTRAND ) 1
ns2 nin(n)

diverge par comparaison série-intégrale. Ainsi, Y u, ne converge pas normalement sur D.
n>2

Si a > 1, il existe ng > 2 tel que Vn > ng, e'/™ < a d’oll, avec ce qui précede, [[unlloo,[aitoo] = un(a). Or

> un(a) converge donc > u, converge normalement sur tout intervalle [a; +o0o[ inclus dans ]1; +o0].

n>ng n>2
. T Ry In(x) .
c. Soit x €]l;+o0[ et n > 1, alors 0 < Rp(x) = > uk(x) = —————— et, pour tout entier
K=nt1 kmng1 X In(k+1)
: l = L 1/x)"
k=>n, In(k+1) < In(n+1) donc on peut majorer 0 < Ry (x) < #(:)1) k:zn;r](ux)k - XTLEX]) lT5(1/17?r o

In(x)

Or 0 < (1/x)™ < 1 et, comme Vx > 1, In(x) < x— 1 par concavité de In, on a 0 < : < 1. Par conséquent,

1
In(n+1)

d. On en déduit que Ry est bornée sur D et que ||Rnlloo,p < — 1 et lim [|IRnlloo,0 = 0, la série
’ Inn+1)  no+too ’

comme Ry (1) =0,onaVx €D, Vn > 1, 0 < Ry(x) <

> uyn converge donc uniformément sur D et, comme les u,, sont continues sur D, S est continue sur D.
n>2

e. Pour x > 1, d’apres la question précédente, 0 < S(x) = Ri(x) < tn(x) X (1/%) = O(ln(zx)> donc
x —1 In(2) +oo X

S(x) = o(%). Ainsi, la fonction S qui est continue sur [1;400[ est intégrable sur D par comparaison a
oo \x
une intégrale de RIEMANN.

5.134 ] a. Soit la fonction h :] — 0o; 1[— R définie par h(u) = —u — In(1 — u). h est dérivable sur | — oco; 1] et on

calcule h/(u) = —1 —|—% = % donc h est croissante sur R_ et croissante sur [0; 1], elle est donc minimale
—u —u

en 0 ol h(0) = 0. Par conséquent, h est positive sur | — 0o; 1] et on a bien Yu €] — o0; 1], In(1 —u) < —u.

2\
b. Pour n € N*, soit f,, : R; — R définie par fn(x) = (1 —X—> six € [0;y/n] et fn(x) =0six > /n. fn est
n

. ﬁ XZ n . . +00
continue sur le segment [0;y/n] donc I, = fo (1 — ;) dx existe et, par construction, I, = f

, M (x)dx.

2\ "N
e Soit x € RY, desquen > x%, onafy(x) = (177‘—)

2
exp (n In (17"—)) donc lim fn(x) =e %
n n

n—-4oo

2 2

car In <1 — X—) ~ =X De plus, Vn € N*, £,(0) = 1 = ¢~ °". Ainsi, la suite (fn)n>1 converge
mn/+oo M

simplement sur R, vers la fonction f : x — e ",

e Les fonctions f;, sont continues et intégrables sur R, et la fonction f est continue sur R,.

78



2
eVn =1, Vx = 0, [fa(x)] = 0si x* > net |[fo(x)| = fn(x) = exp (nln <1 — X—)) <e ™ =f(x)
n

2
d’apres a. car —*— €] —oo; 1] et f est continue sur R, et f(x) = o(e™™) donc f est intégrable sur R.
n o]

7 N ez . +oo . v +OO —X
Par théoreme de convergence dominée, lim fn= Um (l — —) dx = f = f dx.
n—+4oo JO n—+oo JO

c. Pour n € N* dans lintégrale I,,, on pose le changement de variable x = y/ncos(t) = o(t) et ¢

est une bijection de classe C' strictement décroissante de [0; %} dans [0;4/n]. Ainsi, d’aprés le cours, on

al, = f:/2(1 — cos?(t))™(—y/msin(t)) ff sin?™ (¢ )dt ~ “2m ) 2n+1 \/> d’apres
= dx

I’équivalent admis. Ainsi, lim [, = v/ et, par unicité de la limite, fo

n—-+oo 2
2n+1 2 1 2n+1 2 1
5.135 ) a. Par le bindme de NEWTON, P,, = > ( n];i— >izn+1ka > ( n;— >(1)2“+‘ka et les termes
k=0 k=0
en X¥ s’éliminent dans les deux sommes quand 2n + 1 — k est pair, donc quand k est impair. Par contre, les

termes s’ajoutent quand k est pair. On pose donc le changement d’indice k = 2p avec p € [[0;n] pour avoir

no(2 nor2 1
P =2 Z ( n + >12n+12pX2p —2i Z < n+ )(1)an2p _ ZlQn(Xz)

p=0 Z’p p=0 Zp
.\ 2n+1
D’abord, i n’est pas racine de P, car P, (i) = (21)?™*!. Pourz € C\{i}, ona Py (z) = 0 <= (Z—'i'l> =
z—1
et le cours sur les racines (2n + 1)-iémes de l'unité nous donne, comme zti # 1 = €% équivalence
z—1
It 2ik PrEd)
. . ikt : n+
(Z—J”) e ke [1;2n], EEE — e I0T e ke [1;2n], 2 = UL H D) cotan( krt )
z—1 z—1 eI il _ 1 2n+1

Comme cotan est injective sur ]0; 7|, les racines de Py sont les 2n réels cotan (2 ki : ) avec k € [1;2n] et
n

2n
puisque le coefficient dominant de P, vaut 2i(2n+1), on a Py, = 2i(2n+1) [] (X—cotan (ki)) Comme

on dispose de P (X) = 2iQn(X?), les réels cotan? (aniit— 1) = cotanz(W) avec k € [[1;n] sont
des racines de Qn qui est de degré n donc ces n réels sont exactement les n racines de Q. Puisque le
n
coefficient dominant de Qy, vaut (2n 4+ 1), on a donc Q, = 2n+1) [] (X — cotan ? (%))
k=1 n
n
b. D’apres la question précédente, Ty, = ﬁ est la somme des racines de Q. Par définition
k=1 tan
n+1 2 1 n+1 .
de Qn,on a Qn = " xm— (" * x4 Z Hn-p " XP, donc la somme des racines de
2n 2n —2 P=0 2p
n+1
Qn vaut, d’apres le cours, T, = -2/ _ _ Gnt1)( )(2n—1)7n(2n—1)7_l_
n 3 p y In — n+ 1 - 2n+1 - (2T‘L—|—) = 3 = In.
2n 1

c. Comme les fonctions sin et tan sont positives sur }0;%[7 I'inégalité de 1’énoncé est équivalence a

I’encadrement Vx € }0; % [, sin(x) < x < tan(x) ce qui est évident par deux petites études de fonctions

ou par le théoréme des accroissements finis appliqué & sin et tan entre 0 et x car sin’ < 1 et tan’ > 1. Par

x) — tan(0) 1

exemple, Vx € ]O; % [, Jc €]0;x], tan( i 5 =tan/(c) = sl > 1 donc tan(x) > x.
- cos“(c
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d. Pour n > 1, remplacons x par k¢ }O; % [ (pour k € [[1;n]) dans 'inégalité précédente et sommons,

2n+1
n n 2 n
ce qui donne T, = = < > (2n2—|—21) < Y (1 + L o ) = n + T,. En posant
k=1 tan? ) k=1 K K=1 tan? (
2n+1 ) 2n+1
n —
la somme partielle S, = > iz, on a n2n—1) < (Zn—;]) Sh < n+ n(2n —1) = n(n+1) ce qui
k=1 k 3 T 3 3
2 2 2 2 5
revient 3 71(2T171)7; < S, < M Comme Um M — lim M =T par
32n+1) 32n+1) no+too 3(2n+1) no+too 3(2n+1) 6
+o0 2
encadrement, on a ]— = lim S,="7".
ne 111 n—+o00 6

1
e. Soit n € N, g : x = In(1 +x™) est continue sur le segment [0;1] donc I, = fo In(1 4 x™)dx existe.

f. On considére l'intégrale I, sur ]0;1] et on pose x = t"/™ = ¢, (t) pour n € N*. Comme ¢, est une
bijection strictement croissante de classe C' de ]0;1] dans J0;1], I, = f In(1 +t) ( t(/m)-= )dt donc

In(1+t)t"/™

1 1/n
nl, = f mdt. Soit fy :]0;1] — R définie par f,(t) =
0 t t
In(1+41t)
t

(H1) La suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f: t — sur ]0; 1].

(Hz) Les fonctions f,, et la fonction f sont continues sur ]0; 1].

1/n
H3) Vn € N* Vit €]0;1], |fn(t)| = tn(1 + )t < tn(1+t) = ¢(t) car 0 < t'/™ < 1 et la fonction ¢
t t

est continue et intégrable sur ]0; 1] car elle se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = 1.

Lo o : 1 ! Co ot im(1+t)

Par le théoréme de convergence dominée, nEToo fo fn(t)dt = j; f(t)dt. Ainsi, ng]lloo nl, = fo fdt.
oo (_q\n+1;n 4+oo (_q\yn+1,n—1

g. Pour t €)0;1[, on a In(1 +1t) = > (Gl D i donc f(t) = n(+1) _ > (1)7‘5 Pour tout
n=1 n t n=1 n

(_] )n+1 t
entier n € N*, définissons la fonction u, :]0; 1[— R par un (t) = ~———
n
(H1) la série Y uyn converge simplement vers f sur ]0; 1] (on en vient).

n>1

(H2) les fonctions uy sont continues et intégrables (car polynomiales) sur ]0; 1][.

(H3) la fonction f est continue sur |0; 1].

H N* ! _ 1 ! n—1 _ 1 t 1 Aps 1 R

(Hg) pour n € N*, fo lun| = o fo thTldt = ~7 et la série > —5 converge (RIEMANN).

)
)
)
)

n>1n
1 +oo 1 +oo (_])n+1
Par le théoreme d’intégration terme & terme, fo f(t)dt = Z f un (t)dt = At =S.
n=1 n

P n (_])k+1 Al 2n (_])k+1 2n 1 n 1 d S

osons T, = —— ors Ton = —— — onc Ton = Syn — =2 ce qui,

n k§1 k, 2n = k;] kZ kgl k2 kz::1 (Zk)z 2n 2n 2 q
2 2 2
en passant a la limite quand n tend vers 400, donne S = % — 7]1— = 711—2 car (Son)nen+ est une suite extraite
o Tn(1 +1) p O D o 2

de (S A l In= ——dt = N = t-a-di I

e (Sn)nen. Ainsi, Jlim nln fo " n{:] 7 15 Clest-a-dire que In ~ O

5.136 | La fonction x — () n( —x) est continue sur ]0; 1[. f(x) N —21n(x) = o(i\[) donc f est intégrable sur
X X

}0; ﬂ De plus, f est intégrable sur B;l [ car f(x) T(x — 1) In(1 — x) donc se prolonge par continuité en 1

+oo ot
en posant f(1) = 0. Comme on a le développement en série entiere Vx €]0;1[, In(1 —x) = — > X~ il vient
n=1 T
T In(x ln — 1 foo 1 +oo Xn—] In(x
I:fo()— f an dx—f f1+f an dxavecfn():_f().
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Pour n > 2, f, est continue sur [0;1] en prolongeant par continuité en 0 et en 1 en posant f,,(0) = 0 et

fa(1) = 0. de plus, f,, est dérivable sur |0;1] et Vx €]0;1], f (x) = fl((n — X" 2 1n(x) + x"72> done,
n
__1
avec le tableau de variations de fy,, on trouve ||fn|[oo,[0;1] = fn (e (“—‘)) =—1 _ o Ainsi, Y fn
s en(n—1)+oon 2

converge normalement sur [0; 1] par RIEMANN. En posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), u et v sont bien de classe

C' sur ]0;1] et 1112)1 u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 2 donc, par intégration par parties, on
X—

1
obtient fo fn= [ w] 1 f nlax = i > 2. Par convergence normale (donc uniforme) de
—+o0 —+o0 1 —+oo 1
la série de fonctions Y fy, sur le segment [0; 1], on a f E fn(x)dx = Z fo fn(x)dx = >, —5 =¢(3)—1.
n>l n=2"M
1 1
De plus, fo f1=— fo In(x)dx = [x — xIn(x)]) =1 donc I =1 +n22 Uy = (3) ~ 1202

On pouvait utiliser le théoreme d’intégration terme a terme.

5.137 |a. La fonction f : t — sin(t) est continue sur R et, comme on sait que sin(t) Y sh (t) T f est prolongeable

sh (1)
- t_ -t t
par continuité en 0 en posant f(0) = 1. Comme sh(t) = &= — ~ € on a f(t) ~ 2sin(t)e”* donc
2 +oo 2 +o00
f(t) = O(e™ ") et, par comparaison, f est intégrable sur R* . D’apres le cours f+ sin(t )dt converge.
= : + oy
1 2 2" =
b. Sit >0, = = 2et et §F 2t (car o2t < 1) donc £(t) = 7 2sin(t)e-@n Dt

sh(t) e'—e 1—e n=0
(série géométrique). Posons, pour tout entier naturel n, la fonction fy, : t — 2sin(t)e” 2™+t

(H1) go fn, converge simplement vers f sur R* (on vient de le faire).
nz

(H2) Les fonctions f;, sont continues et intégrables sur R car elles sont prolongeables par continuité

en 0 en posant f(0) =0 et que f,(t) = O(e™").
o0

(H3) La fonction f est continue sur R7 .

+oo
(Hs) Comme |sin(t)| < t, par inégalité de la moyenne, I, = f [fa(t)|dt < f —(@n+nt,
0
s . . e~ (2n+Nt
Par une intégration par parties en posant uw : t — tet v : t T oyl comme u et v sont
n

de classe C' sur R* et que lim u(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, il vient
t—0+ t—+oo

+oo
0 < eCniltgg= 2 1 qone I, converge (RIEMANN).
= “\2n+1fo (2n—|—1)2+0022 EO“ e ( )
+
Par le théoreme d’intégration terme a terme, I = fo sm E f t)dt. Or, pour n € N,

400 400 + (1 (2n+1))tq+oo
— elt 7(2n+1)t — (17(2n+1))t _ :
fo fn(t)dt = 2Im (fo dt) = 2Im (fo e dt) = 2[ ] ce qui

i—(2n+1)lo
+o0 .
d fr(t)dt = 21 (*):21 ( ntl+i ): 2
ey ) ST P+ +1) T e F

. R oo gin(t) T 2
On a bien I’égalité attend dt = —t s ~0,72.
n a bien 'égalité attendue, fo (1) nZ::O T )’

5.138] a. Soit x € Ry et n € N. La fonction f : t — chl(t) est continue sur le segment [0;x] donc I (x) existe.

La fonction I,, est donc bien définie sur Ry. Comme f,, est continue sur R, I, est la primitive de f,, qui

s’annule en 0 donc elle est méme de classe C! sur R..
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b. Pour x € Ry, la suite de fonctions (fn)nen converge simplement sur [0;x] vers la fonction f: [0;x] - R
définie par f(0) =1 car ch(0) =1 et f(t) = 0sit > 0 car ch(t) > 1. Les fonctions f, et la fonction f sont
continues sur [0;x]. ¥n > 0, Vt € [0;x], |fn(t)] < @(t) = 1 et @ est continue et intégrable sur [0;x]. Par

X X
conséquent, par le théoréme de convergence dominée, Vx € R, 117}: fo fn(t)dt = fo f(t)dt = 0.
n—+oo

Ainsi, (In)nen converge simplement sur R vers la fonction nulle.

X
c. Pour n =0, fo(x) = fo dt = x donc fo n’est pas bornée sur R,. Par contre, dés que n > 1, la fonction

t
fn est continue sur R, et, comme ch (t) = € +2e ~ %, on a fn(t) o 2"e~ "t donc f, est intégrable
oo
+oo
sur Ry car —n < 0. Ainsi, HT In(x) = fo fn(t)dt = Jn (voir question e.). Comme I, est positive et
X—>+00

croissante sur R car f,, est positive et I}, = fr, ||[In — 0||oc, R, = Jn-
Méthode 1 : h(t) > €, il vi to<f+°°f (t)dt<f+°° om —ﬂtdt_zn[ e*“t]“’" _1p
éthode 1 : comme ¢ > Toilvient 0 f S Sy 2e = e = ar
CHASLES, on obtient J,, = I,,(In(2)) + In@) fn(t)dt donc EToo Jn =0 car ngToo Ih(In(2)) = 0 d’apres b.
+oo
et lim fn(t)dt = 0 par encadrement car lim 1 —0. Onadonc lim [|[In = 0|oo, ;. = 0.
n—+oo J1In(2) n—+oo n n—+o00 ’

Méthode 2 : comme avant,(fn)nen converge simplement sur Ry vers la fonction f : Ry — R définie par

f(0) =1 car ch(0) =1 et f(t) =0sit >0 car ch(t) > 1. Les fonctions f, et la fonction f sont continues sur

Ry. Vn>1, Vte Ry, [fa(t)| < f1(t) = h1(t) et f1 est continue et intégrable sur R. Par le théoréeme de
c
d 3 7 . +m +m d .
convergence dominée, nl_m} f fo(t)dt = nl_l)Too Jn = fo f(t)dt = 0 donc Jdm |Tn = 0|oo, R, = 0.

Avec les deux méthodes, (I, )nen converge uniformément sur R, vers la fonction nulle.
1

d. Soitn € Net x € Ry, en posant u = f,, et v =th, wet v sont de classe C' sur [0;x] avec v/(t) = 32 © et
u(t) = —C;:ihi% donc In42(x) = fox u(t)v'(t)dt = [u(t)v(t)]y — \/: u/(t)v(t)dt par intégration par parties
et on a Ih4a(x) = %12) —i—n‘/;)X %dt donc, comme th (t) = Z}ﬁ EB et sh?(t) = ch?(t)— 1, on a
izl = st Cﬁfﬁ’z(‘t)‘ = S () ~ o)

sh (x) nly (x)

La relation cherchée entre I, (x) et I, 42(x) est donc I y2(x) = (Db ™20 e
n c x n

. sh (X) o . n n!n
e. xEToo —(n e () 0sin > 1 donc, avec d., Jn42 = HToo Ih42(x) = o XLLTOOI n(x) = ntd
400 +oo t
_ dt _ 2e"dt  _ ty]+oo _ T _ . .
o] = fo h(c )dt = fo THE)? " [2 Arctan(e")]g™ = 5 Pour n = 2p +1 > 1 impair, on a
_ _ _2p—1 2p—3 1 .1
J2p+1 = L]Zp— JJZT ZJ;—]ZP_,% == JDZT X ZJ;—;Z X oo X > X J1. En multipliant
: ; 2p)2p—D@2p—=3)---31 x_ @) =
ar les termes pairs au numérateur, = X = = 55—t X .
P P e = G e )T 2T ) 2
+ _
o) = fo o Ch%t(t) dt = [th (t)]g' . Pour n = 2p > 2 pair, J5p = %]zp—z et, par récurrence,
Jop = ;Jj_—% X e X % X J2. En multipliant par les termes pairs au dénominateur, on arrive a
P —
Iy, = 2P =2)2p —4)(2p —3) - 22 2P (-2 22"_22(17!)2213 _ 2P T(ph)?
P (2p—1)(2p —2)---3.2 (2p —1)! p~(2p)! p(2p)!
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. (2p)! n VAamp (zp)ZP(
Pour aller plus loin, Jop41 = W X POy (\/ZTP) ( /4p ol / Zp 1) . Pour les

dices va 2P 2 (VI (P e -
indices pairs, = ~ En général, J,, .
PaitS, J2p = T (@) A (2p) P e Zzpy B T o

5.139 ) a. e Pour x =0, 0on aVn € N*| f,,(0) =0 donc »_ f,(0) converge.

n>1
e Pour x # 0, f,,(x) o % >0 donc Y. fn(x) converge par comparaison aux séries de RIEMANN.
con n>1
Ainsi, f est définie sur R car ) f, converge simplement sur R.
n>l
2 (14+n%x) —1 1 1
b. Pour n € N*, Vx € Ry, fn(x) = X = n_x = =—5 — —5———— donc
’ + fn(x) n(1+n%x)  n°(1+n%) n®(1+n%x) 5 31+ n%x)

fn est croissante sur Ry. On en déduit que f est aussi croissante sur R;. Toutes les f,, sont paires donc f
I’est aussi. Par parité, f est donc décroissante sur R_.
c. Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation terme a terme :

(H1) On avuen a. que ) f, convergeait simplement vers f sur R* .

n>l

H,) Toutes les f : x — ——X—— sont de classe C! sur R% et ¥x > 0, f/,(x) = — .

(Ha) " n(1 +n%x) + > fnlx) n(1 +n?x)?

(H3) Soit a > 0, [|f}, |[oc,[a;+oc[ = fn(a) = % = o(%) car f/, est décroissante et positive sur

e n(1 +n%a)® = \n
R donc, par comparaison aux séries de RIEMANN, ) 7 converge normalement sur [a; +00].
n>l

Par le théoréme, f est de classe C! sur R et, par parité de f, f est de classe C! sur R*.

, _ “+00
Etudions la dérivabilité de f & droite en 0, posons donc Vx > 0, g(x) = ) —(0) _ flx) _ %
x—0 x =1 (1 +nx)

Comme g est positive et décroissante sur R’ donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, g admet une

limite finie en 0" ou lim g(x) = 4+00. Supposons par ’absurde que 1i1g)1+ gx)=1t>0.
x—

n
Si on note Sp(x) = Z comme on somme des quantités positives, Vn > 1, Vx > 0, g(x) > Sn(x).

k(1 + kz )’
n
Si on fait tendre x vers 07 dans cette inégalité, on obtient ¢ > m& Sn(x) =Hy = > % Or on sait que
X— k=1
hT Hyp = 400 (série harmonique) donc l'inégalité ¢ > H,, devient fausse & partir d’un certain rang.
n—

On vient de montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0, donc pas a gauche non plus par parité de f.

Mieux, on a 1112)1+ M = 400 donc le graphe de f admet au point (0,0) une tangente verticale.
X— X —
Questions de cours :

e Soit n € N, I un intervalle de R et f : I — K une fonction de classe C™ sur I. Alors pour tout couple

n—1 ¢(k) _
(x,y) €%, on a f(x) = kzo L5 (y)](:: y)* o 71 ' f - 1f(n)( t)dt.

e Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue, alors pour tout couple (a,b) € 1% et
y € [f(a); f(b)], Jc € [a;b], f(c) =vy.
5.140]a. Six=0,0on aVn > 2, un(0) =0 donc Y, un(0) converge.

n>2
Six > 0, onaup(x) =o(e ™) car lim In(n) = +oo donc un(x) = o((e™™)™) et, comme la série
—+oo n——+4oo —+oo
géométrique Y (e”*)™ converge car |e"*| < 1, par comparaison, Y un(x) converge absolument donc
n>o n>2
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“+o0
converge. On a donc convergence simple de > u, sur Ry. On note S = Y uy. Pour aller plus loin, si
n>2 n=2

x<0,ona lim un(x) = —o0 par croissances comparées donc R, est bien I’ensemble de définition de S.
n—-+oo

1
In(n)

Um un(x) = 0. Ainsi, u, est positive et atteint son maximum (méme en valeur absolue) en x,, = 1ot
n

x—+00
1 Comme la fonction f : x — 1
enln(n) x1n(x)

[2; +00[ et admet comme primitive la fonction x — In(In(x)) qui admet une limite infinie en +o0o, f n’est pas
intégrable ce qui prouve, par comparaison série-intégrale, que > 1
ns2 nin(n)
sont hors programme): ainsi Y u, ne converge pas normalement sur R .
n>2

—nx

b. Soit n > 2, u, est dérivable sur Ry et Vx > 0, u/ (x) =

(1 — nx)e avec un(0) = 0 et

il vaut |[un||oo, Ry = un(xn) = est continue, décroissante sur

diverge (les séries de BERTRAND

Pour aller plus loin, comme le défaut de convergence normale est au voisinage de 0, si on prend a > 0, alors

des que n > 1 onal < a donc I'étude précédente de la fonction u,, montre que u,, est décroissante et
a n

7
positive sur [a; 00| (on s’éloigne de 0) donc |[un]|oo,[ai+00] = Un(a) et, cette fois-ci, ) un(a) converge ce
n>2
qui montre la convergence normale de > u, sur [a; +oo|.
n>2

S M= % w= ¥ e T oxe ™ g
c. Soit x > 0,n > 2, Ry(x) = uk(x) = 2= K —=5— car les deux séries convergent
’ ’ k=n+1 k=n+1 Ink k=n+1 1T1(T1 + 1)

T xem (DX X

__x Z e _xe ~ " e—(k—m—T)x
In(n+1) 5 n(mn+1) 5

et que Vk = n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi: Rny(x) <

On reconnalit une série géométrique de raison e~ < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs

—(n+1)x L —x
dans Rn(x) : 0 < Rn(x) < In(nxi 10— et ainsi 0 < Ry (x) < xe car e~ (MH1x L emx,

In(n+1)(1—e7%)

—X

Par conséquent, en posant ¢ : x — —X€ =—%* _onaVx>0, 0<R < o)
q ’ p ® X 1 _e—x ex_lv X n(x) ln(n—|—1)

par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* ?1 +x + o(x) donc e* — 1 X et liv+n ©(x) = 0 par croissances

X— 100

- M

In(n+1)

(¢a marche aussi pour x = 0 car R (0) = 0). Plus précisément, on a méme M =1 car on connait I'inégalité

. Or ¢ se prolonge

comparées. Ainsi, par continuité de ¢, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) <

de convexité Vx > 0, e* > 1+ x qui équivaut & e* —1 > x > 0 donc ¢(x) < 1 pour x > 0. On en déduit que

=0donc ) u, converge uniformément sur R, .

R < U M
|| nHoo,ﬂh = n_l)Too ln(nJr]) =5

M
—— et
In(n+1) ¢

Pour aller plus loin, comme toutes les u,, tendent vers 0 en 400 par croissances comparées, en appliquant le
+o00 —+oo

théoréme de la double limite, ona lim S(x) = > ( lim un(x)) = > 0= 0. Et si on cherche un équivalent
X—-+00 xX—-+00 n=2

Un (x our tout entqer n > 2 donc on peut conjecturer que
P P ] q

de S en 400, on peut constater que un41(x) =0
oo
+0o +oo
S(x) ~ uz(x). Or S(d) tn(2) e~ (=2 — S~y (x) en posant vy (x) = tn(2) e~ (M=2X Or v, est
+o wx) 12 nn) n=2 n(n)
positive et décroissante sur [1;4-00[ (par exemple) donc ||vn||so,[15400] = V(1) = In(2) e=("=2) = o((e=1)M)
b In(n) +00
donc, comme Y (e™')™ converge, on a convergence normale de Y vy sur [1;4+o0[. Comme Ulm va(x) =1
n>2 n>2 X—+00
. . .. o . S(x) e
et que VYn >3, lim vn(x) =0, on a & nouveau par théoreme de la double limite lim =1+> 0=1
x—+00 x—+o0 uz(x) n=3

Xe" e la méme maniére, on montre que S(x) —
In(2)

w(x) ~ ungi(x).

ce qui prouve que S(x) ~ uz(x) =
+oo —+oo

x
Ll

84



5.141) a. Pour n € N*, soit f, : R — R définie par fy(x) = Arctaig(nx). Alors | (x)] < ZLZ donc, par
n n

comparaison et critére de RIEMANN, la série ) fn(x) converge pour tout réel x. Ainsi, la série de fonctions
n>l

> fn converge simplement sur R, ce qui signifie que la fonction somme f est définie sur R.
n>1

(H1) La majoration précédente montre méme que fy, est bornée sur R et que ||fn|loo,r < ZLZ (on a
n

méme égalité car Hm fn (x) = =75 ) et la série de RIEMANN Y 5 converge donc la série 37 f,,
-

x o0 n n>1n n>1
converge normalement sur R.

(Hz) Toutes les fonctions f;, sont continues sur R par opérations.
Par théoreme, la fonction f est aussi continue sur R.
b. Utilisons le théoréeme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) On vient de voir que > f, converge simplement sur R* (et méme sur R).

nzl1
(H2) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C' sur R avec f/ (x) = %2
n(1 4+ nx")
(H3) Soit a > 0, posons Jq =] — 00; —a] U [a;400[, ¥x € Jaq, Vn = 1, |f(x)| < fi(a) car [f],] est paire
et décroissante sur Ry donc |[f}|lec,j. = fn(a) ~ % donc, par comparaison, > ||f}||c,;
yJa +m n (1 n> yJa
converge ce qui justifie que la série de fonctions > f), converge normalement sur J,.

n>l
+oo
Ainsi, f est de classe C! sur R* = U Ja et Vx £0, f'(x) = > %
a=0 n=1 TL(] +nx )

c. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction g5 : t — ]

—————+ est

(1 + t*x%)
5 , . n+1 n

continue et décroissante sur R donc, pour n > 2, on a f gx(t)dt < gx(n) =, (x) < f , gx(t)dt.
n n—

On somme pour n € [[1;p] pour I'inégalité de gauche et pour n € [[2;p] pour celle de droite et on obtient

p+1 p P
par CHASLES f1 gx(t)at < > i (x) < fi(x) + f] gx(t)dt. Or, pour tout réel y > 1, on a la relation
n=1
Y _ ”l_xizt) _{ 1 22}”_1 2y _ 1 (szlﬁ)
[Towa = [ (t Sy )ae = [ = Jn0 2] T ) = D (B
donc Um f]y gx(t)dt = %lnﬁ +x?) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oc dans

y—+oo
] —:xz + %In(l +x2) — In(x). Par

+ % n(1+x?) — n(x) § )

lencadrement ci-dessus, on parvient & %In(l +x2) —In(x) < f'(x) <

drement, on déduit '(x) ~ —1 (1 4x%) —n(x) ~ —
encadrement, on dédui (X)x—>o+ n(x) car - n(14x%) n(x)o 112

donc Hm+ f/(x) = 400. Pour x > 0 par exemple, par le théoréme des accroissements finis, puisque f est
x—0

continue sur [0;x| et dérivable sur |0;x[, il existe cx €]0;x[ tel que ) _ '(cx) donc, comme lim cy = 07,
x

x—0+t
on a lim+ fx) = +o00 : le graphe de f admet donc en 07 une tangente verticale et f n’est pas dérivable en
x—0 X

0, ni & gauche ni & droite car toutes les f,, étant impaires, la fonction f est aussi impaire.

Pour x > 0, comme f(x) = f(a) + f: f(t)dt pour a > 0 par le théoreme fondamental de l'intégration,
en faisant tendre a vers 0, par continuité de f en 0, on a f(x) = fox f'(t)dt. Comme f'(t) f(\;—ln(t), on a
' (t) + In(t) ?o(ln(t)). Pour ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que Vx €]0; «f, |f'(t) + In(t)| < ¢|In(t)]. Ainsi,

‘ fox(f'(t) —Hn(t))dt‘ <e fox(— In(t))dt. Il vient donc |f(x)+xIn(x) —x| < e|xIn(x) — x|, ce qui garantit que
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f(x) + xIn(x) — x 5 o(xIn(x) — x), ou encore que f(x) X In(x) + x. Mais comme —xIn(x) + x v In(x),
on a enfin ’équivalent f(x) v In(x).

d. Comme toutes les f;, sont croissantes sur R comme Arctan, la fonction f est croissante sur R. On pouvait
aussi utiliser la continuité de f et 'expression de sa dérivée (vue en b.) positive sur 'intervalle R.

e. On a vuen b. que Y f, converge normalement sur R. Or les fonctions f,, admettent des limites finies

n>1
+o0 +oo 3
en +oo. Par le théoreme de la double limite, lim f(x) = ( lim fn(x)) =3 Lz = T2 = =
X—>+00 =1 x—+oo n=12n 2 12
3
Comme f est impaire car toutes les fonctions f, le sont, on a aussi lim f(x) = —7{—2
X——00
3 3
f. La fonction f est impaire, croissante et on a lim f(x) = &= ~ 2,58 et lim f(x) = —2-. Son graphe
X—>+00 12 X——00 12

3
ressemble donc a celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = i%’ mais

avec une tangente verticale en 0.
n

—nXx
5.142 | Posons, pour n € N, u,, : x — X6— On s’intéresse a la série Un.
’ ’ Inn

n>2
a. Six=0,onaVn>2 uy(0)=0donc Y un(0) converge.
n=2

~"X) car BT In(n) = 400 donc un(x) = o((e™)™) et, comme la série
n (o) (o]

Six > 0, on aun(x) = ofe
—+o0
géométrique Y (e”*)™ converge car |[e”*| < 1, par comparaison, »_ un(x) converge absolument.
n=0 n>2

Six<0,ona Um un(x)=—o0 par croissances comparées donc » un(x) diverge.

n—-+oo n>2

=
Ainsi, Ry est U'ensemble de définition de f : on a convergence simple de Y u, sur Ry.
n>2

—nx

ln1(n) avec un(0) = 0 et
1

HT un(x) = 0. Ainsi, u, est positive et atteint son maximum (méme en valeur absolue) en x, = — et
xX—+00 n

— 1 Comme la fonction f : x — 1
enln(n) x1n(x)

[2; +00[ et admet comme primitive la fonction x — In(In(x)) qui admet une limite infinie en +oco, f n’est pas

intégrable ce qui prouve, par comparaison série-intégrale, que > -1
ns2 nin(n)
sont hors programme): ainsi Y u, ne converge pas normalement sur R .
n>2
Pour aller plus loin, comme le défaut de convergence normale est au voisinage de 0, si on prend a > 0, alors

des que n > l, on a 1 < a donc 'étude précédente de la fonction u,, montre que u, est décroissante et
a n

b. Soit n > 2, un est dérivable sur Ry et Vx > 0, ul (x) = (1 — nx)e

il vaut |[un||oo, Ry = un(xn) = est continue, décroissante sur

diverge (les séries de BERTRAND

positive sur [a; 00| (on s’éloigne de 0) donc |[un]|so,[ai+00] = Un(a) et, cette fois-ci, ) un(a) converge ce

qui montre la convergence normale de %:2 Uy sur [a; +oof. e
nz
c. Soit x >0, n =2, Ry (x) = JFZO:O u(x) = EO:O xe < Jrfzo _xeT™ o les deux séries convergent
’ ’ k=n+1 k=n+1 Ink k=n+1 ln(n+ 1)
et que Vk = n+1, In(k) > In(n+1). Ainsi: Rp(x) < —F—— +Zoo e—tox — xe (I %O e (k—n=T)x,
n(n+1) 1 700 n(n+1) S

On reconnait une série géométrique de raison e~ < 1 donc, comme tous les termes sont strictement positifs
—(n+1)x x
xe

dans Ry (x) : 0 < Rp(x) < i+ (0 =) et ainsi 0 < Rp(x) < i _’_X]e)(] e car e~ (DX < g%,
Par conséquent, en posant ¢ : x — 7 X_e::,( = eXX— T onaVx >0, 0<Ru(x) < % Or o se prolonge

86



par continuité en 0 avec @(0) = 1 car e* ?1 + x + o(x) donc e* — 1 X et uTll @(x) = 0 par croissances
X—1+00

- M

In(n+1)

(¢a marche aussi pour x = 0 car Ry (0) = 0). Plus précisément, on a méme M = 1 car on connait I'inégalité

comparées. Ainsi, par continuité de @, elle est bornée (par M) sur R, donc Vx > 0, 0 < Rp(x) <

de convexité Vx > 0, e* > 1+ x qui équivaut & e* —1 > x > 0 donc ¢(x) < 1 pour x > 0. On en déduit que

— — ¢t lim ————— =0 donc u,, converge uniformément sur R_.
In(n+1)  notoo In(n+1) ngz " & *

Pour aller plus loin, comme toutes les u,, tendent vers 0 en +o0o par croissances comparées, en appliquant le

||Rn”oo,]R+ <

+o0 +oo
théoréme de la double limite, ona lim S(x) = > ( lim un(x)) = > 0 =0. Et si on cherche un équivalent
Xx—+00 —9 X—+o00

n=2
de S en +00, on peut constater que wny1(x) = o(un(x)) pour tout entier n > 2 donc on peut conjecturer que
o0

+00 too
S(x) ~ uy(x). Or S() tn(2) e~ (M=2)x — Sy (x) en posant vy (x) = tn(2) e~ (=2 Or v, est
+00 uz(x) =5 In(n) ) In(n)
positive et décroissante sur [1; 4-oc[ (par exemple) donc ||vn||so,[15400] = Vn(1) = n(2) e=(=2) — 5((e=1)M)
L In(n) +00
donc, comme Y (e~")™ converge, on a convergence normale de Y vy sur [1;4+o0o[. Comme Um vy(x) =1
n>2 n>2 X—r=400
. X P - . S(x) T
et que Vn >3, lim v, (x) =0, on a & nouveau par théoréme de la double limite lim =1+> 0=1
x—r+00 x—++oo U (x) n=3
—2x n
ce qui prouve que S(x) ~ uz(x) = X6——. De la méme maniere, on montre que S(x) — > ur(x) ~ wuni1(x).
+o0 In(2) k=2 Foo

11 fallait utiliser la CVNTS et la CVU pour le premier exo, mais la consigne était donnée telle qu’elle (pas
comme dans ’exercice Bardinet)

5.143]a. e Six =0, on a fn(x) = 0 pour tout n € N donc la suite (fr,(x))n>0 converge vers 0.

e Six#0, nEToo \/n|x| = +00 done, par composition de limites, E)Too fa(x) = 0.

n

La suite (fn(x))n>o0 tend toujours vers 0 donc (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur R.
b. e Pour n =0, on a fo(x) = x donc la fonction fo n’est pas bornée sur R.

e Pour n € N*, f, est impaire, nulle en 0 et positive sur Ry et négative sur R—, dérivable sur R} avec

—vn
Vx >0, fr(x) = e V™ + x( - Z\i})e*”‘X = %(2 — y/nx) donc fy, atteint son maximum sur Ry en
X
xn = % et Max fn(x) = fn(x ) = 4 Par imparité i — _ 4e”?
n = n(x) = fulxn) = . parité de la fonction fn, Max|fn(x)| = ||fn|lco,k =
n o xeRy n xER

Ainsi, 1111 [[frn — 0]|oo, = 0 donc la suite (fn)n>o converge uniformément vers la fonction nulle sur R.
n—-+oo

c. ¢ Six =0, comme Vn € N, f(x) =0, la série Y, f(0) converge.
n>0
. Six#0 iseances fos, lim_nZe~ VN = — o
, par croissances comparées, lim n-<e = 0 donc fn(x) = o —5 ) et > fn(x) converge
n—-4oo +oo n n=0
absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.
+00
Le domaine de définition D de Y f, vaut D = R et on a convergence absolue de > f,,(x) pour tout réel x.
n=0 n>0
4e=2
n

donc, par RIEMANN, > f, ne converge pas
n>l

normalement sur R car la série harmonique diverge, et encore moins . f, car fo n’est pas bornée sur R.

n=>0

d. On a vu en question que Vn > 1, ||fn|lco,k =

e. Soit a > 0, d’apres ’étude de f,, faite en b., deés que 4 < a et toujours par imparité de f,,, on a
n

[[fnlloo,1a = fn(a). Or on sait que > fn(a) converge d’aprés c.. Ainsi, ) fn converge normalement sur
n>1 n>l

I, & fortiori uniformément. Si on rajoute fo qui n’est pas bornée sur I, on n’a plus convergence normale de
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> fn sur I, ; par contre on conserve la convergence uniforme de > f sur I, car ceci concerne les restes.
n=0 n>0

5.144 | a. Soit un réel x € Ry . Traitons deux cas :

eSix=0,0onaVne N* f,(0) =0 donc (fn(0))nen tend vers 0.

e Si x > 0, par croissances comparées, lim n%e ™ = lim n%(e”*)™ = 0 car |[e *| < 1. Ainsi, on a
n—-4o0o n—+oo
lim fn(x) = x. Par conséquent, la suite (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f: x — x sur Ry.

n—-+oo

—nXx

b. Pour n > 1, la fonction g, = fn — f : x — n%xe est dérivable sur Ry et g/, (x) = n*(1 — nx)e ™

donc gn est croissante sur [0; l} et décroissante sur [l; +ool avec gn(0) = lim gn(x) = 0 par croissances
n n x—+00

1
n
si a < 1, la suite (fn)nen- converge uniformément vers f sur Ry si et seulement si a < 1.

oa—1
) =n . Comme lim n%*" ! =0 si et seulement

comparées. Ainsi, ||gn||oo, R, = [[fn — fl|oo, R, = gn( . LHm

c. Pour o = %, comme (f)nen+ converge uniformément sur Ry vers f, elle converge aussi uniformément

vers f sur le segment [0;1]. Comme toutes les f,, sont continues sur [0; 1], par le théoréme d’intégration terme

. _ 1 . ", o 1 1 1
& terme sur un segment, on a lim fo fn(x)dx = Jm fo x(1+ y/ne ™ )dx = fo f(x)dx = fo xdx = >

1
On pouvait aussi calculer directement I, = fo x(1 4+ y/ne~™*)dx car, par linéarité de l'intégrale, on obtient

1 1 —nx1q1 1 -n —n
. = d —TLXd :l (|:_Xe j| l —nxd):l_e 1—e t
n foxx—k\/ﬁfoxe X 2—!—\/?1 P O—i—nfoe x 5 7\/?14_711\/?1 en posan
—nx
u(x) =x et v(x) = —&——, u et v étant de classe C' sur [0;1]. Par croissances comparées, on a & nouveau la
n

1
limite lim In = lim | x(1+ne ™)dx = %

n—-+oo n—oo

1
d. Comme a la question précédente, on peut calculer cette intégrale J,, = j; x(1 + ny/me ™) dx qui existe

car f (pour o = %) est continue sur le segment [0;1]. Puisque u : x +— et v : x ~+ sont de classe C' sur [0; 1],

—nx71 1 -n
par intégration par parties, on a J, = % + n\/ﬁ([ — L} + 1 fo e_“"dx) =1 _ /nem + R

n Jlo n 2 vn
1

1 1
Par croissances comparées, lim f fn = f ( lim fn) = - méme en l'absence de convergence uniforme.
n—+oo J0O 0 'm—+oo 2
clx| c[x|

5.145 | a. Avec la condition de I’énoncé, Vn € N, Vx € 1, |¢ (2%) ‘ < o et la série géométrique Sn converge
n=0
X

donc, par comparaison, ». ¢ (27“) converge absolument donc converge.
n>0

Pour n € N, posons u, : x — @(%), avec la méme majoration, comme |x| < a pour x € I, on a
Iunloo,[—aza] < ;—ﬂ et la série > ;—ﬂ converge comme avant donc, par comparaison, ». u, converge
n>0 n>0

normalement sur I. Or les u,, sont continues sur I par hypothese donc, d’apres le cours, S est continue sur I.

“+o00
b. D’apres I'’hypothese, comme 0 € I, on a |9(0)] < ¢|0] = 0 donc ¢(0) = 0. Ainsi, $(0) = > ¢(0) =0. De
n=0

—+oo +oo
plus, d’aprés a., S est continue sur I. Enfin, pour x € I, S(x) — S(%) = Zo(p(z%) - > (p(anH) = o(x)
n=

apres simplification. Par conséquent, S est solution de (P).

c. Méthode 1 : soit f une fonction vérifiant (P) et x € I, Vk € N, Zlk € I donc f(zlk) — f(zk’Sr1 ) = (p(zlk)
n
En sommant pour k € [0;n], on obtient, aprés télescopage, f(x) — f(#) = > (p(%) (R). Comme f
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est continue en 0, on a lim (%ﬂ) = f(0) = 0 donc, en passant a la limite dans (R), on a finalement
n—-+oo 2

+oo
f(x) = Zo ® (2%) = S(x) ce qui assure l'unicité.
n=

Méthode 2 : soit Sq et Sy deux solutions de (P). Posons d = S; —S3, alors d est continue sur I par opérations,

d(0) = $1(0) — $2(0) =0 et ¥x € 1, d(x) — d(%) = 51(x) = Sy (g) —Sa(x) + sz(g) — o(x) — ¢(x) = 0. Soit

x € I, en itérant la relation d(x) = d(%), on montre par une récurrence simple que Vn € N, d(x) = d(zln)
Comme d est continue en 0, en passant & la limite dans cette relation, on a donc d(x) = d(0) donc d est
constante. Mais comme on a vu que d(0) = 0, la fonction d est nulle sur I.

Ainsi, la différence de deux fonctions solutions de (P) est nulle ce qui assure 'unicité.

d. Comme S est solution de (P) avec la question b. et que deux solutions de (P) sont égales d’apres la
question c., on en déduit que S est la seule solution de (P).

e. Supposons ¢ de classe C' sur 1. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :

e D’aprés a., Y, un converge simplement (méme normalement) sur I.
n>0

e Toutes les u,, sont de classe C' sur I car ¢ lest.

e Pourn € Net x € I, u,(x) = ] (p’(%l) or ¢’ est continue sur le segment I donc elle y est

"
bornée et on peut définir M = ||¢’||c0,1. On a donc ¥x € I, |[u} (x)| < ZM“ donc !, est bornée sur I,
[uh ||oo,1 < ZM“ et la série géométrique Y ZM“ converge donc Y u/, converge normalement sur I.
n=0 n=0

—+o0
Si on suppose ¢ de classe C! sur I, alors S = Y u, est aussi de classe C' sur I.
n=0

5.146 | a. Pour n € N*| soit la fonction u,, : R — R définie par un(x) = C%LJ:LXQ (n3 +x? > 0).
n’ 4+ x

. cos(nx , . - -

Six € R, up(x) = cos(nx) _ 0 (i) car cos est bornée. Par comparaison aux séries de RIEMANN, la série
8 3, .2 3 .

n” +x° +oo n

> un(x) converge absolument donc converge et f est bien définie sur R.

n>1

b. Utilisons le théoreme adéquat :

(H1) La série de fonctions > u, converge simplement sur R (vu en a.).
n>l
_sin(nx)  2xcos(nx)
TL3 -I—XZ (n3 +X2)2'

|<1—3+2—%:andonc
n n

. 1 7 . / _
n =
(Hz2) Toutes les fonctions uy sont de classe C' sur R par opérations et ul, (x)

| sin(nx)| n 2x| cos(nx)
TL3 +X2 (n3 +X2)2
I[unlloo,[—a;a] < an et la série ) an converge par comparaison aux séries de RIEMANN donc la
n>l
série de fonctions . u! converge normalement sur [—a;al.
n>1

+oo i
Par un théoréme du cours, f est de classe C' sur Ret ¥x € R, f/(x) = — > (ST(“XE + 2X3COS(T;X%>.
a1 \nC 4 x (n® +x%)

—nt
5.147 ] a. Pour n € N*, soit f, : R — R définie par f,(t) = h. Traitons deux cas :
n

(H3) Soit a > 0, alors Vx € [—a; a], Yn € N*, |u}, (x)| <

e sit <0, comme n? = o(e™™") par croissances comparées, 11141_1 un(t) = 400 donc Y un(t) diverge.
o0 n——+oo

n>1
esit>0,e ™ = O(1) donc up(t) ~ O(%) et > un(t) converge par comparaison & RIEMANN.
+oo +o0 n n>1
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Ainsi, le domaine de définition D de f vaut D = R.

b. Pour tout n € N*, la fonction u,, est positive et décroissante sur R} donc u, est bornée sur Ry et on a

I[unloo, By = un(0) = iz et la série de RIEMANN iz converge donc Y uy converge normalement sur
n

n>1mn n>1

R,. Comme toutes les fonctions u, sont continues sur Ry, d’apres le cours, f est continue sur R, .

c. Comme tliT un (t) = £y pour tout n € N* et que la série Y un converge normalement sur R, par le
— 400 n>1

+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(t) = > &, =0.
t—+o0 n=1
—t —t

e Ne
]—l—t2+oo t?

Comme un11(t) = o(un (t)) pour tout entier n € N*, on peut conjecturer que (t) oow (t) =
o0 o0

= flt) _ & RES e—(n=1)

14+t2 —(n-1)t
u(t) S nl4t?

“+o00
t de sorte que g(t) = > gn(t) avec gn(t) = —3——e
=1 n°+t

Posons g(t)

1

La fonction gy : t — 1 est bornée sur [1;+o0[ avec |[g1]|oo, (1,400 = 1 = e~171) et, pour tout entier n > 2,

lgn(t)] = gn(t) < eVt < em (=D donc gy, est bornée sur [1;+00[ et ||gn|oo,(1;400] < e~ (™1 et la série

géométrique Y e~ (=1 converge. Ainsi, la série de fonctions Y g, converge normalement sur [1;+o0|.
n>l1 n>l

De plus, lim gi(t) =1 =14 et, pour n > 2, Um gn(t) = 0 = &,. Par le théoreme de double limite &
t—+o0 t—+oo
f(t) e’

+o00
. _ ’ . . _ ~ &
nouveau, tBToo g(t) = }::1 ¢, = 1. On a donc bien tLUlloo - 1 donc f(t) fodivat

[5.6 Officiel de la Taupe}

5.148] En notant fn : t — t™| In(1 — t)“x, la fonction f,, est continue et positive sur |0; 1.

fn(t) fgt““‘“ donc fy, est intégrable sur }0; %[ si et seulement si n + « > —1. Si on veut que ceci se fasse

our toutes les valeurs de n, on doit avoir « > —1. Quelle que soit la valeur de «, on a f,(t) = o( 1 )
p Q q n(t) -1 =1

par croissance comparée donc, toujours avec le critere de RIEMANN : f;, est intégrable sur B, 1 {

Au final : f,, est intégrable pour tout n sur |0; 1] si et seulement si o« > —1.
On applique le théoréme de convergence dominée car ¥n € N, Vt €]0;1[, 0 < fn(t) < fo(t) = ’ In(1 —t)"x et fo

1
est intégrable. Comme (fy)n>0 converge simplement vers la fonction nulle sur 0; 1] : liT In = fo 0=0.
n—-+oo

) n 1,0 « 19t « )
e Calculons les sommes partielles : Y Iy = f ( > tk) (1 —1)|"dt = f =t |in(1 —t)|"dt. Mais
k=0 0 \k=o o 11—t
1

1
on sait que l'intégrale de BERTRAND fo T—

|tn(1 —t)|°‘dt diverge (une primitive de t — 1]j| In(1 —t)"x

1 . R S _
N car In(1 —1t) < 0 - et cette fonction posseéde une limite infinie en 17). On peut

1
est t — m‘ ITL(] —t)’
subodorer que la série proposée diverge mais on ne peut pas utiliser le théoréeme de convergence dominée.

. T g o4 . a o .
Soit M € R, comme fo ﬁ‘ In(1—1t)|" dt diverge, Ja €]0; 1], fo ]j’ In(1—1t)|"dt = M+1. Mais par

théoreme de convergence dominée (sur |0; a[ par contre il y a intégrabilité de t — ﬁ| In(1 — t)“x), on a

a n+1

lim I—t
n—+oo JO0 11—t

Ainsi : Ing € N, Vn > no, fo —_—

(1= 0)[“at = [ 1|1 - 9] dt =M+ 1.

a -I _ tn+1 o , . \
7| In(1 — t)} dt > M. Par conséquent, comme on integre des
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n 1 n+1
quantités positives : VYn = ng, > Ix = fo %| In(1 — t)|“dt > M ; les sommes partielles n’étant pas
k=0 -

majorées et formant une suite croissante, on a bien la divergence de la série )" I,.
n>0

e Autre méthode (proposée par TANGUY) : posons la fonction g : t — ﬁ’ In(1 — t)“x qui est définie sur

]0; 1[. Comme avant, la fonction g est positive et continue sur ]0; 1] mais n'y est pas intégrable.

Raisonnons par 1’absurde, si la série > I,, était convergente, on aurait toutes les hypotheses du TITT :
n>0

e les fonctions fy, sont continues et intégrables sur |0; 1] pour tout entier n € N.
e la série > f, converge simplement vers g sur ]0; 1] d’aprés le calcul précédent.

n=>0
1
o la série > f [fal = > In converge.
n>0 0 n>0
1 +oo
On pourrait alors en déduire que g est intégrable sur |0; 1] et que fo g= Y. I, ce qui est bien sir faux ici !
n=0

En conclusion : " I, diverge.
n=0

—nx
5.149 ] On note, pour n > 1, un (x) = (—1)“6T. Les fonctions u,, sont de classe C* sur R.

e Si x < 0, le terme général u, (x) de cette série ne tend pas vers 0 donc la série est divergente.

e Si x =0, la série converge par le CSSA et on connait sa somme S(0) = — In(2) (classique).

e Si x >0, comme lim ne ™ =0 par croissance comparée, on a un(x) = o(iz) donc la série converge
n—+oo too \n

par le critere de RIEMANN car 2 > 1.

Au final, le domaine de définition de S est Ry.

Pour x > 0, la suite (un(x))nen+ est décroissante, positive et tend vers 0 donc, d’apres le CSSA, la série

“+oo
converge (on le savait déja) et on a la majoration du reste |R,(x)| = ‘ > uk(x)’ < Junp1(x)| < 1
k=n+1

n+41

donc [[Rn|lso, ry < ﬁ et la convergence de la série de fonctions est uniforme. Comme toutes les u,, sont
n

continues, on en déduit que S est continue sur R .
Pour n > 1 et x > 0, on a u,(x) = (=)™ Te ™ et > u/ (0) diverge. Soit donc a > 0, comme
n>l
[[Whlloo,[aitoo] = €7 et que ) e ™ converge (série géométrique), on a convergence normale de la série
n>1
de fonctions Y u!, sur [a;4oo[ sachant que toutes les w,, sont de classe C! et qu’on a convergence simple
n>1
(méme uniforme et méme normale) de la série Y w, sur [a; +oo[. Par théoréme, S est C' sur [a; +oo[, donc
n>1
—+00 +o0o —x ’
sur Ry et que: Vx>0, S'(x) = > (1) le ™ =e ™ Y (—e )P =—L—— = (—In(1+e7¥).
n=1 p=0 T+e
Comme R est un intervalle, il existe une constante k telle que : Vx > 0, S(x) = k —In(14+e7%) or S est
continue en 0 et $(0) = —In(2) donc k = 0. Ainsi : Vx >0, S(x) = —In(1 +e ).

5.150] La fonction f : t — In(1 4+ e~ ") est continue et positive sur [0; +o00[. De plus f(t) o et = o(t]—z) donc f
o o0
est intégrable sur R, par le critere de RIEMANN car 2 > 1.

+oo (_1)n+lxn
De plus, comme Vt € R%, e”* € [0;1] et que Vx €] — 1;1[, In(1 +x) = Y, ~—+——— (de rayon de

n=1 n
+oo (_])n+1efnt
convergence 1) ,on aVt >0, f(t) = >, ~—————

n=1

(on peut méme prendre t =0 et x = 1).
n
(_1)n+1 et

Posons f,, : t — pour n > 1.

n
e Les fonctions f;, sont continues sur R? .

e La série Y f, converge simplement vers f qui est continue.
n>1
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+oo 1 . .
e Comme f |fn| = =5 (calcul simple), la série ) f _ |fn| converge.
0 n n>1 +
D’apres le théoreme d’intégration terme a terme, on en déduit que f est intégrable sur R (on le savait déja)

+o0 +o0 (71)n 1 2 . , . . . e 1 i
et que f f= ) ~——%— = T (hyper classique en séparant termes pairs et impairs dans y , —5 = ).
0 Zn 12 =n? 6

. o 0_ig 0 ei® 0 +oo einB +oo ei(n—l)e .
5.151) Soit f : [0;2n1] — C définie par f(6) = e® 'Y =e Pe® =e! £— =% &£——. La fonction f
n=0 Tl' n=0 Tl'
est continue sur le segment [0;27] donc Pintégrale existe. De plus, en posant f;,(0) = eln=1)0 > fnoqui
n>0

converge normalement (donc uniformément) vers f sur [0; 27 car ||fn]lc = i' et Y. l' converge.

27 +too  n2m
Alors, par un théoréme du cours (CVU + segment), on a fo f(8)do = > fo fn(0)de.
n=0

i(n—1)0 }277

27 27 27
Orsin#1, fo £ (0)d0 = [,e =0. De plus fo £1(0)d0 = 2m donc fo £(0)do = 2.

i(n—=1)nllo

5.152] Si, pour t € [0;1] fixé, la suite (f,(t))nen converge, en passant & la limite dans la relation de récurrence,
ona lim fn(t) = £/t

Or, par récurrence, on montre facilement que Vn € N, 0 < f,(t) < V.
On en déduit que la suite (f,,(t))nen est croissante donc elle converge car elle est majorée par v/t.

D’apres ce qui précede, on a donc lim fn(t) = v/t = f(t).
n—-+oo
On a donc convergence simple de la suite (f;,)nen vers la fonction f.

De plus |[fn41(t) — f(t)’ = ’fn(t) —f(t) + %(f(t)2 — fn(t)z)‘ = ‘fn(t) — f(t)‘ (1 _ M)

Done, comme |fo(t) — f(t)| = V&, on a |f1 (1) — f(t)] < \/£(1 - %) car fo(t) = 0.

On en déduit donc que [f1(t) — f(t)| < zi\[\t/i (1 — i) < Zi-\[\tﬁ

On va montrer par récurrence que Yn € N, Vt € [0;1], |fn(t) — f(t)| < #\/{\/{ On vient de voir que ¢’était
n

vrai pour n = 0 et n = 1 et si c’est vrai pour un entier n > 1, alors ‘fm_] (t)ff(t)‘ < vVt (1 fﬁ) Reste
2+ vt 2

a vérifier que —=Y—— (1 - XY= ) < —2¥ - quiest équivalent & (1 — =) (2+ (n+1)vt) <2+ t
v R 2 2+ (n+ )i AHy 2 @2+ M+ 1DvY) e

qui se vérifie sans probleme. Par conséquent Vn € N, Vt € [0;1], |[fn(t) — f(t)] < 2Vt < £ donc
2+ n\/‘E n
HT [[fn — f]lco = O par encadrement et on a la convergence uniforme de la suite (f;,)nen vers f.
— 400

2
5.153|a. Soitx € R, siu,, =1In (1 + #), la suite (un)nen est positive, décroissante et tend vers 0. Ainsi,
n

+x%)
par le CSSA > f, converge simplement sur R. De plus, on sait d’aprés le CSSA toujours que si x € R et
n>1
ne N, |R (x)|:’ +ZO:O (—1)kln(l+L>‘<ln<l+#)<ln(1+ 1 ) Alors
P Kt T k(1 +x?) (n+1)(1+x%) (n+1)
[IRnlloo < In (1 + (n—]k ])) donc nl_iﬂm@ [|IRn|looc = 0 ce qui prouve la CVU de né:] fn sur R.

b. Par convergence uniforme et théoréme de la double limite, comme HT fa(x) = (=)™ n (1 + l), on
X—>+00 n

+oo
a lim gx)= > (=1)"1In (1 + l). Ensuite, pour n € N*, par des calculs classiques de factorielles, on a
X—>+00 n—1 n
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2n | |
S (=1)k1n (1 + %) =1n (W) En utilisant 1’équivalent de STIRLING, on en déduit apres de
k=1 n

—+o0
multiples simplifications que > (—=1)™In (1 + l) =In (;)
n m

n=1

5.154] a. Soit (f,g) € E2, alors il existe « > 1 et p > 1 tels que f(x) = o(%) et g(x) = O(L). Alors par
+o0 |X| +oo |[5

|x
produit f(x)g(x) j:”o(wliﬂg) et o« + B > 1 donc fg € E car fg est continue et positive sur R.

f est intégrable sur R si et seulement si f 'est sur Ry et R_. Orsif € E, il existe « > 1 tel que f(x) =o (i)
o0

X(X
donc f est intégrable sur Ry avec RIEMANN (car f continue sur Ry ). On conclut de méme que f est intégrable

sur R_ donc que f est intégrable sur R.
b. Puisque h € E, on a aussi hy € E pour tout entier n > 1 car si h(x) = o(%) alors hy (x) = o(%)
+oo |X| +oo |X|
aussi car n est fixé. Ainsi, fhy, € E et fhy, est intégrable sur R d’apres la question a. : u, existe. On effectue
—+oo
dans uy le changement de variable u = nx pour avoir u, = f f (E>h(u)du. Or la fonction f est continue
—oo \n

sur R et tend vers 0 en 400, il est alors classique de montrer que f est bornée sur R.

Ainsi, en notant g, : u — f(E)h(u), on a:
n

e les fonctions g, sont toutes continues et intégrables sur R.
e la suite (gn)n>1 converge simplement vers la fonction continue g : u — f(0)h(u) par continuité de f en 0.
e Pour n > 1, pour u € R, on a |gn ()| < ||f]|oo, R[h(1)| = @(u) et @ est intégrable sur R car h Dest.

Ainsi, par le théoreme de convergence dominée, on a lim un = f @ = (0).
n—-o0 R

5.155] a. Pour x = 0, la série diverge (série harmonique). Dés que x # 0, on a % ~ 17 et Y 1—2 converge
n+nx+entx 7N
d’apres RIEMANN donc f est définie sur R*.

2 2
b. Soit a > 0, fn CVS sur [a; +oo] et f! = _——1_ __ donc ||f] . = n ~ =)
a né:] n [a [ n(X) (n+nzx)z || nHoo,[a,Jroo[ (Tl+n2a)2 Too n2a2
donc Y f}, converge normalement sur [a;+oco. Ainsi, par théoréme, on a f de classe C' sur R7.
n>1
La fonction t — t(]—}—i’c) est décroissante sur [1;4o00[ donc, par comparaison série-intégrale, classique-
X
+1
ment en sommant les inégalités f: ﬁ < fa(x) < fnn_1 t(]dﬁ sin > 2, on a 'inégalité :
—+o00 +o0 “+o00 “+o00
dt 1 dt dt
—= K f < —=—— 0 —— = 1In(1 —1 .S ~—1 .
f] t(T+1tx) n2::1 n(d) < 1 +x+fl t(1 + tx) 3 fl t(1 + tx) n(1+x)=Inx) : S(x) 0 n(x)
c. Comme les fonctions f,, sont décroissantes sur R, si a > 0, on a ||fn ||, [a:400] = % donc la série

de fonctions ) f, converge normalement sur [a;+oc[. Par convergence normale de > fy sur [1;+00],

n>1 n>l
+o0 +o0
lim S(x) = >. Um fn(x) =0 avec le théoréme de la double limite. Pour x > 0, xS(x) = >, —% 5 et
x—+00 n=1 X—+oo n=1n+n°x
1
1gnloo,[0;400] = I posant gn (x) = ﬁ
P o ) too too o2

Par le théoréeme de la double limite : xBToo xS(x) = né:] xEToo gn(x) = nz::] 2=
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5.156 | a. On sait que sh est une bijection de R dans R donc il existe un unique t € R tel que sh (t) = 1.

1

Posons x =e* > 1, alorssh(t) =1 <= et —e ' =2 <= x -+ =2 <= x? — 2x — 1 = 0 qu’on résout pour
X

trouver x = 14+ 1/2. Ainsish(t) =1 <=t =1n(1 +2) = «.

b. Posons f : t — sh™(t), les fonctions f,, sont toutes intégrables sur [0; [ car continues et bornées et la
suite de fonctions (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur [0; «[ car ¥t € [0;«[, sh(t) < 1.
Comme Yn € N; Vt € [0;x], fa(t) < 1 = o(t) et que @ est intégrable sur [0; [, par le théoréeme de

¢4
convergence dominée, on a lim I, = f im fn(t)dt =0.
n—-+o0o 0 n—+oco

De plus, comme Vn € N, Vt € [0; [, 0 < fny1(t) < fn(t), la suite (In)nen est strictement décroissante.

c. Pour n > 2, on effectue une IPP dans I, en posant u(t) = sh™ '(t) et v(t) = ch(t) (u et v sont de
[0 4 x &
classe C' sur [0;«]) et on trouve I,, = fo u(t)v (t)dt = [u(t)v(t)]§ — fo u(t)v(t)dt = ch(a) — fo (n—

Dsh™ 2(t)ch2(t)dt. Or ch2(t) = 1+ sh2(t) et ch(a) = €= +2€’“ ~ V241 ;\/2_1 = V2 donc 1, =
V2—(n— l)(In_z + In) ce qui équivaut & nl, + (n — Nl = v/2.

Pourn =2 nlp+(n—Nl 2 =v2>2nlh+ -1l et (n+2)I+nm+Dh =vV2 < (n+2) +(n+1)I,

Zn\/—|2j3 <In < ZHLE] On en déduit donc que I, ol ﬁﬁ

ce qui donne '’encadrement

5.157 ] a. Si x < 0, (fn(x))nen ne tend pas vers 0 donc Y fn(x) diverge grossierement. Par contre, si x > 0,

n>0
fa(x) = o(%) par croissances comparées donc ) fn(x) converge absolument par RIEMANN : D¢ = RY.
+oo n n>0
b. [[fnllec,ry =1et > 1 diverge donc }° fn ne converge pas normalement sur R}. Par contre, si a >0,
n>0 n=0

on a |[fn|oo,[as4oo] = eV et Y e V™ converge donc Y f, converge normalement sur [a; +ool.
n>0 n>0
c. Toutes les fonctions f, sont continues sur [a; +o00[ et par convergence normale (donc uniforme) de > f,
n>0
sur [a; +ool, on a la continuité de f sur [a; 400 donc sur R* (puisque c’est vrai pour tout a > 0).

Comme ¥n € N, li:_n fn(x) = 8n,0 et qu'on a convergence normale donc uniforme de > f sur [1;+o0],
X—+0o0

n>0
“+o00
on peut appliquer le théoréme de la double limite pour affirmer : lim f(x) = > lim fo(x)=1.
X——+00 n=0 X——+400

d. Sin e N* et x > 0, on a décroissance de gy : t — e ¥Vt on integre Vinégalité gy (n) = fn(x) < gx(t) sur
[n—1;n] et sur [n;n+1] 'inégalité gy (t) < gx(n) = fn(x) pour avoir f eV < i (x) < f 1 eVt
n n—

La fonction gy est continue et intégrable sur Ry classiquement. L’inégalité de gauche est aussi vraie pour

+o0
n =0, on somme de n = 0 & +00 (tout converge) pour obtenir fo gx(t)dt < f(x). De méme a droite en

. “+oo . . —+o0 —+oo
sommant pour n allant de 1 & +o0: f(x)—1 < fo gx(t)dt. Ainsi: fo gx(t)dt < f(x) < H—fo gx(t)dt.

2

On effectue dans cette intégrale le changement de variable (sur R} ) t = @(u) = u® avec ¢ qui est bien

—+o0 “+ o0
bijective de R* dans R?, strictement croissante, de classe C',etona fo gx(t)dt =2 fo ue **du. On

o0
termine ce calcul par une petite IPP et on a fo gx(t)dt = % Ainsi : % <fx) <14 % d’onr f(x) N %
X X X X

—tx
5.158 | a. La fonction fy : t — % est continue sur RY .
e

fy est prolongeable par continuité en 0 pour tout x € R car et — 1 f(\;t donc 1112)1+ fx(t) = 1.
t—
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Six< —1,ona hm fx(t) = 400 donc fy n’est pas intégrable sur R .

Six > —T1, f(t) o te*("ﬂ) = o(t] ) donc fy est intégrable sur R% par critere de RIEMANN car 2 > 1.
oo o0
Ainsi, le domaine de définition de f est | — 1; 4o00].

tx

b. 1l est classique que ¥t > 0, e' >t + 1 donc fy(t) < e~
+oo —tx +oo
te dt —tx 1 . 1 .
= = 2 = —. - = : = 0.
f(x) fo g S fo e t*dt . Et comme lim 0, on a par encadrement xEToo f(x)=0

X—+00 X

ce qui donne en intégrant sur R’ pour x > 0 :

+ —t(x—1) tx +
Pour x > 0, on a par linéarité f(x—1)—f(x) = f i e” T)dt _ f *tetat (les deux intégrales

0 et —1 0
—tx

convergent) apres simplification. 11 suffit d’intégrer par parties en posant u(t) = t et v(t) = —€— on a bien
wetvdeclasse C! sur R% et lim u(t)v(t) =0 = lim u(t)v(t) donc f(x —1)—f(x) = 1 f+oo e txdt = b

+ t—0+ t—+o0 x JO X%
De plus, pour un réel x > —1, en partant de f(x) —f(x+1) = (_:7])2, par une récurrence simple compte tenu
de la relation ci-dessus, on a : Vn € N| f(x) = f(x +n) + Z ———— (1). La série > % converge

1 (x + K)? ns1 (x+m)
d’apres RIEMANN et sait déja que llT f(x+n)=0. A1n81 en passant a la limite quand n tend vers 400
n——+0oo
+oo 1
dans la relation (1), on obtient : ¥x > —1, f(x) = Y. ——.
=1 (x+n)

c. L’autre méthode pour transformer une intégrale en série est clairement le TITT ! On sait, série géométrique,

—t
que Vt >0, —— = —€ tZept Ze"tcarete]o;l[.

e —1 1—e” n=1
+oo
Ainsi on a, si x > —1, £, (t) = 3 un(t) avec up (t) = te~ ML,
n=1

Les fonctions u, sont toutes continues et intégrales sur R* car n + x > 0 (clair).
La série de fonctions ) un converge simplement vers f, sur R (on en vient) et fy est continue sur RY .
n>1

—+o00 —+oo ]
Par une nouvelle IPP, fo [un| = f Up = ——>¢et > > converge par RIEMANN.

0 (x+n)" W31 (x+m)

Le théoreme d’intégration terme a terme permet donc de conclure que fy est intégrable sur R (on le savait
+oo
1

& +OO
déja) et que f(x) = fo fx = Z e &

5.159 | a. Clairement u,, = Ln < —5 dés que n > 2 donc ) uy converge d’apres RIEMANN.
n

TL n>l1

De plus, ® est continue sur ]0; 1] et ®(t) = t* = e* '™V tend vers 1 quand t tend vers 0% donc ® se prolonge
en une fonction continue sur le segment [0; 1] et I existe bien.

b. De méme, f,, , est continue sur ]0;1] et fn p(t) ?o(%) par croissance comparée, on a méme un pro-

1
longement par continuité avec f ,(0) = 0 dés que n > 1. Par RIEMANN, l'intégrale fo fn,p(t)dt converge
bien car f, p est intégrable sur |0;1].
Sip=0,alors In o= fo thdt = o —]|—1 Maintenant p > 1 et :

tn+1

On effectue une IPP en posant u(t) = (Int)P et v(t) = T et v sont bien de classe C! sur ]0;1] et
n
1 1
: _ _ _ _ -1 _
tlgg)h u(t)v(t) =0 et u(1)v(1) =dp,0. Inp = fo fr,p(t)dt = —nJ_T_—] . (Int)P~Ttmdt = —n—}j_—]In,pq.

95



(1Pl (=1)Pp!

Par une récurrence facile, on montre que Vn € N, Vp € N, I, , = = 2
q n y VP y Ingp (n+1)p 1,0 (n+])p+1

+oo
c. I—f o(t)dt = f e lnt —————dt par la série exponentielle.

e La série de fonctions > fi"l converge simplement vers la fonction continue ® sur 0; 1].
n!

n=0
B s L 1s
o Toutes les fonctions fn n sont intégrables sur ]0;1] et fo || =+ o i = ek
n! n! n
e La série > f] \l»ﬁ| converge d’apres la question a
i o 175 verg p questi .
n=0 :
. .y = (=" = 1\*
D’apres le TITT, ® est intégrable sur |0;1] et [ = Y ——y = — > ( - 7) en posant k =n+ 1.
n=0 (n + ]) k

5.160 | a. Soit Mo = |[fo||sc,[a;b] (fo est continue sur un segment donc bornée). Par inégalité de la moyenne, pour

€ [a;b], f1(x) = fx fo(t)dt donc [f1(x)| < (x — a)Mo < (b — a)Mo. Ainsi My = [[f'[|,[a;p] < (b — a)Mo.

x (x —a)? .
De plus, f2(x f f1(t)dt d’our [f2(x)| < f (t — a)Mpdt < fMo- Par récurrence, on montre :
a

b—a)"

_\n
e N W € faibly [0l < E2U0Mg doi My = [ifulle s < = Mo, Comme la série
n. n.

. b—a)" L.
exponentielle % converge, la série > f, converge normalement sur [a;b].
n>o0 n. n>0

b. Comme Vn € N* fl = f,_q, la série ) fn converge simplement (méme normalement) et la série

n>1
“+ o0
> fl, converge normalement sur [a;b], on sait qu'alors G = F — fo = ). f, est dérivable sur [a;b] et
n=1 n=1
quon a G’ = Z f Z fn = F = G + fo. Ainsi G est solution de I’équation différentielle suivant

(B) : y—y= fo Les Solutlons de I’équation homogene sont les y = Ae* et on résout classiquement (E)

par variation de la constante pour trouver, comme G(a) = 0 : G(x) = e fx e 'fo(t)dt donc on a bien
a
X
W € [asb], F(x) = fo(x) + (x) = fo(x) + ¥ [ e to(t)dt.
a
5.161 | D’abord la fonction g : x — /1 + x™ est continue sur le segment {1;1 + l] On effectue le changement
n

. 1 n PR .
de variable x = ¢@(t) = tm avec ¢ de classe C! sur {1; (1 + l) } Par théoreme, on a donc la relation
n

+L ]+l n ]+l L
un—f \/1—|—x“dx—f g(x)dx:f]( ) g(e(t))e’(t)dt donc un:%f]( v %t%dt.

n 1
Comme Vx > 0, In(1+4x) < x et ln(1+x)f(\)4x onal<ay,= <1+l) _ entn (14%) Seet lm an=e.
n

Par conséquent, pour n > 1, on a uy = 1 f]e fn(t)dt avec fn, : [1;¢] = R définie par fn(t) = ¥ 1t+ tr si
n

t € [1;an] et fr(t) =0sit € [an;e]. Il reste a utiliser le théoréme de convergence dominée :
o Toutes les fonctions f, sont continues par morceaux sur U'intervalle [1;e].
e La suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction continue f : [1;e] — R définie par

f(t) = VI1+t car pour tout réel t € [1;e], ona lm =1,
t n—-+oo

ePourn>1ette[lye],onalfo(t) =fn(t) <Y(t) =T+t car Vt € [1;¢], t% < t. De plus, la fonction

P est continue sur le segment [1;e] donc y est intégrable.
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e

e e
On en déduit alors que lim f fa(t)dt = f(t)dt = f Vlttge = qu’on calcule en effectuant le
n—+oo J1 1 t

1

changement de variable u = /T +t <=t =u? — 1 = ¢(u) avec ¢ de classe C' sur [v/2;/T + ¢|.

Vite gyl _ [VIFe 1 1 vite
= 24— 1 Nqu=[2utnu—1)—1 1

N 3 ( +u—1 u+1>du {u—k nfu—1)—In(u+ )}ﬁ

Et enfin I =n(vT+e—1) ~n(14VT+e) +2VTH e~ 22~ In(vZ—=1)+In(VZ+1) ~ 1.642 et un ~ 1
oo M

Cela donne I =

1/n
5.162 | Le graphe de f,, est un triangle, f,, est continue et positive sur R et f iy fn=1.
— n

Pour x € R*, sin > |]—|, fn(x) = 0 donc la suite (fn)n>1 converge simplement vers la fonction nulle sur R*.
X

Comme f,(0) =n, on ne peut pas avoir de convergence simple sur une partie incluant 0.
On n’a pas convergence uniforme de cette suite (fn)n>1 sur R* car ||fn||oo, g+ = n. Par contre, si a > 0, on
a convergence uniforme de (fn)n>1 sur Iq =] — 00; a] U [a; +o0[ car dés que n > 1 on a fy, nulle sur Io.

a

D’abord les intégrales considérées existent car la fonction f,, @ est continue sur le segment [— l; l} et nulle
n’'n
+oo /n . . I
en dehors : I, = f fn(x)®(x)dx = f y fn(x)®@(x)dx. Soit ¢ > 0, comme P est continue en 0, il existe
—00 -1/n
o > 0 tel que Vx € [—a; o, |P(x) — ©(0)] < e. Ainsi, dés que n > 1.
o

1/n 1/n 1/ 1/n

|1n—¢>(o)|=‘1n—¢>(o) i fn‘:‘ [ (@) -20)fn(xax| < [ [@(x)-2O)fn(ax<e [ fn=c.

—1/n 1/n —1/n —-1/n

On peut donc conclure que lim I, = ®(0).
n—+oo
, pour chaque t > 0, la série Y f,(t) converge par le critere spécial des séries

5.163 | Si on pose f,, : t+—
1 nt n>0

alternées donc ) f converge simplement sur R : f est bien définie sur R .
n>0

Sia>0,Vp €N, Vt € [a;+o0 et %O(_l)n < )" < 1
’ ’ ' nepl4+nt)| “1+(p+t " T+(p+1)a
donc convergence uniforme (et pas normale) de Y fy vers f sur [a;+oo[. Comme chaque f, est continue,
n>0
on en déduit que f est continue sur R¥. De plus, par convergence uniforme [1;+oc0[ (par exemple) on a par

toujours par le CSSA. Il y a

+oo
théoréme de la double limite : lim f(t) = > lim fn(t) =1.
t—+oo n—0 t—=+o0

_1\n+1 +oo (_1\n+1

Comme f’n(t):(])ig, sia>0,onaVp e N, Vt € [a;+0], (=1) ;L < (p+1) > des
(1+nt) n=p (1+nx) (p+1)a+1)

que p(p + 1)a? > 1 (toujours par le CSSA) car alors Vt > a, Vn > p, i > (n+1) (petit

(1+nt)* = (14 (n+1)t)°
calcul). On a donc convergence uniforme de Y f;, sur [a;+00], et par le théoréme de dérivation d’une série
n>0
. ] +o0 (_1 )n—Hn
de fonctions : f est alors de classe C' sur RY avec Vt >0, f'(t) = Y ~———=.
n=1 (1 + nt)
Prolongement : si on cherche un développement asymptotique a deux termes de f en 400, on écrit, pour
+oo (_])nt +oo (_])n
t>0,t(f(t)—1) = 3 —

n:11+nt n=ln+ -
t

et il y a encore convergence uniforme de cette série sur [1; +oo|

+oo (_1\n
donc Um t(f(t)—1) = 2 (Gl In(2) (classique) par le théoreme de la double limite & nouveau.
n—-+oo n=1 n
On peut donc conclure que f(t) = 1 — In2 ., (l)
+o0 t t
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Si on veut un équivalent de f(t) quand t tend vers 0, on peut regrouper les termes deux par deux. En posant
1

9(w) = ) =y -
(ut+1)((Qu+1t+1)  2ut+1  Qu+Dt+1’

In(1+1t) Foo +oo t In(1+1) L
_  J = < < = .
vt > 0, P fo ge(uw)du < f(t) < g¢(0) + f;) ge(u)du r— + gn Par le théoreme

on a g¢ qui est décroissante sur R* | d’ou :

d’encadrement et comme lim n(+t) = lim —— + tn(1+1t) = l, ona lim f(t) = 1
t—0+ 2t t—0+ t + 1 2t 2 t—0+

: 1 o . () () — (=nn)* :
5.164) f,, : s — —¢ est de classe C* sur |1;+o00[ et Yk € N, Vs > 1, f5,’(s) = ~——<——. On sait que > fn
n

n n>1
converge simplement sur |1; +o00[ par le critére de RIEMANN. De plus, sip € N*| la série de fonctions ) fg))

n>1
(Inn)P
a

()

P
qui converge normalement sur [a;4-o0[ (avec a > 1) car |[fy’||oo,[a;400] = et > % converge ;
n

n>l

_ k
en effet, si 1 <b < q, ona&:o(%)

n¢ 0 \n

On applique le théoréme pour chaque p et on conclut que la fonction ¢ est de classe C* sur |1; 4o00].

+oo
Vs > 1, (s) = — > lnsn < 0 donc ¢ est décroissante sur ]1;+00[. On pouvait aussi dire que toutes les
n=1 T

fonctions f,, sont décroissantes sur |1; +00[, ce qui garantit que ¢ I’est aussi par convergence simple seulement.

+oo
Par convergence normale de Y fy sur [2;4+00[ et double limite : lim ¢(s) = Y. lim is =1.
n>1 s—4o0 n—1s—toomn

1
S

—sint

Pour s > 1, la fonction g5 : t — = e est continue, intégrable sur [1;4o00[ par RIEMANN et

k+1 +o0
décroissante. Ainsi : Yk > 1, fk gs(t)dt < ]J—s = f1 gs < ((s) en sommant puisque tout converge ;

T N 1 S

‘] k
et Vk > 2, .
1—sl1 s—1

— <
ks T Jk—1

On en déduit que ¢(s) o 1—1 par théoreme d’encadrement.
s —

5.165 ] Notons f : [a;b] — R la limite simple de cette suite de fonctions sur [a;b]. Comme les f;, sont continues et

que la convergence de cette suite de fonctions est uniforme, on en déduit que f est continue sur [a; b]. Elle est

donc bornée et atteint ses bornes de sorte qu’on peut poser I[\/libr]Lf = f(x) et T[\/l%?c f = f(y) avec (x,y) € [a;b]?.
a; a;

Comme chacune des fy, est elle aussi continue sur [a; b] on peut poser ][Vlle]l fn = fn(xn) et 7[\4%7]< fn = fn(yn).
a; a;

Pour & > 0 fixé, il existe un rang no € N tel que Vn > no, |[[fn — fl|oo,[a;b) < &
o [fn(xn) — f(xn)| < [|[fn — flloo,[a;b) < € donc f(xn) = f(xn) — e = f(x) — . Mais on a une autre inégalité

[fn(x) = O] < [[fn — flloo,[asb) < & donc fn(xn) < fr(x) < f(x) +e. Ainsi: f(x) — e < fr(xn) < f(x) + ¢ ce

ui s’écrit aussi | Min(f,,) — Min(f ‘ < ¢ et on en déduit que lim Min(f,) = Min(f).
a ()~ M) < e N Mg tm) = g

o [fr(yn) — flyn)| < |[fn = flloc,[a;p] < € donc fn(yn) < f(yn) + ¢ < f(y) + ¢. Mais on a une autre inégalité
[fn(y) = F)| < Ifn = fllooasp) < € done fr(yn) = fu(y) > f(y) —e. Ainsi: f(y) —e < fnlyn) <f(y) +ece

I[\/lcl?}c(fn) - Max(f)‘ < ¢ et on en déduit que
a;

qui s’écrit aussi
[a;b]

nl—l>Too %;%)]((fn) - [a;%i((f).

_1\n
5.166 | Soit, pour n > 1, f, : R — R définie par f,,(x) = 71(27—]&(2 Comme ||fn]loo,r = [fn(0)] = # et que
> iz converge par RIEMANN, > f, CVN sur R : f est bien définie et continue sur R car les f;, le sont.
n>1n n>l
Pour x € R, la suite (|fn(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc f(x) est négative (du signe du premier
terme) et |[f(x)] < [f1(x)] =

] _: > = ¢(x) et @ est intégrable sur R car elle y est continue et 0 < ¢(x) < iz
x x
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400 400 +oo
Toutes les f,, sont intégrables sur R et f [fn(x)]dx = f % = [l Arctan (5)} =T On ne
—o0 —oo n° +x n n

—00 n
peut donc pas espérer utiliser le TITT car . T diverge d’aprés RIEMANN.
n>1 n

noo(—1)k . :
Posons donc S, @ x Tl La suite (Sn)n>1 converge simplement vers f, f et toutes les S, sont

k=1
continues (et méme intégrables) sur R par somme. Par le CSSA, |Sn(x)] < [fi(x)] = ]_:72 = @(x) avec @

X

. 7 N 7 N . ’ . +Oo +OO . 7’ . 7’
intégrable sur R. D’apres le théoreme de convergence dominée, llT f Sn = f f. Or, par linéarité de
n——+oo —00 —0o0

s too I ptoo I (1)fg . . too B
I'intégrale, f_oo Sp = kgl f_oo fr = k§1 IO et on a classiquement nl—l)Too f_oo Shp=-—-mln2 = f_oo f.

X —X
5.167 | Pour x € ]R,shle@%:1<:>u272u71:Oenposantu:ex>0. Oru? —2u—1=

0<=u=1%4+2 Commeu>0onadoncshx=1<=e*=1++v2<=x=1n(1+2).
Les réels I,, sont bien définis car f,, : t — sh ™t est continue sur le segment [0; In(1 + v/2)]. La suite (fn)n>o0

converge simplement vers la fonction nulle sur [0;In(1 4+ v/2)[ et Vn € N, Vt € [0;In(1 4+ v2)[, |[fa(t)] < 1.
ftn(1+ﬁ) 0

Par théoreme de convergence dominée, lim I, =
n—-+oo

Soit n > 2, effectuons une IPP en posant u(t) = sh™ 't et v(t) = cht, u et v sont de classe C' donc

In(1+v2
I, = [sh™ "t cht]})n(1+ﬁ)—j;n( )(n—1)sh“72t ch?tdt. Or ch?t = 14sh?t, donc ch (In(14++2)) = v2,

etonaly,=v2—(n—1l —(n— 1Nl _2 < nly + (n—1)I_2 =2
La suite (I )nso est décroissante car sh™ 't < sh™t pour t € [0;In(1 + /2)].

Ainsi Tn_2 > In = nln 4+ (n = Dz = V2 > (2n = Dl <= Iy < 2\51.
-

De méme Itz < In — (n+ 2)lnsz + (04 Dl = VI < (20 +3) = 1, > —V2

n+3’
£<I <L

On obtient donc I’ d t
n obtient donc I'encadrement = < In < 557

2[5,

qui nous donne ’équivalent I, o
oo

5.168)Six =0,onaVn > 1, uy(0) =0 donc Y un(0) converge.

n>l
. In(n’x?) 2 s
Six#0, un(x) ~ 53— ~ 5 donc > un(x) converge (un(x) > 0) par le critere de RIEMANN.
+oo n“Iln(n) +oon >l

Ainsi le domaine de convergence cherché est D = R.
La série Y un converge simplement vers S sur R (on vient de le voir).

n>l

Toutes les fonctions uy, sont de classe C! sur R : c’est clair !

Pourn > lTetx € R, u (x) = 2x _ e avec @ : t — —2L  Une identité
- n() (1+n*x3) In(1 +n) nin(l +n) ® 1+1t2

remarquable montre que |@(t)] < 1 avec (1) = 1. Ainsi ||ul,||ec = et on sait (série

de BERTRAND) que 1 diverge. La série Y u/ ne converge donc pas normalement sur R.
ns2 nin(n) n>1

1 1
nin(l +n) +co nin(n)

Fatigué !
5.169 | Pour n € N, la fonction f : t — cos™(t) est continue sur le segment [O; %} donc u, existe.

E}, 0 < cos™ (1) < cos™(t), la suite (Jun|)nso est décroissante et elle tend vers 0 car la

2

suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction f qui est nulle sur ]0; %} et qui vaut 1 en 0. Comme les

Comme VYt € [O;

fn et f sont continues par morceaux et que ¥n € N; |f,,| < 1, le théoréme de convergence dominée montre
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/2 /2 , .
que lim |up|= Um n= f g = 0. Par le CSSA, la série > u, converge.
n—-4oo

n——+oco J O

n>0
n n/2 ;M 7/2 1 — (—cos ’c)“'H . /2 dt
P Sh = —1)*uy = ( — tk)dt: ———————dt. Sil= —_—
osons Sy kgo( ) “u fo kgo( cost) fo T cost i fo TFeost ™
m/2 1 T . . . .
a|Sy—1 < fo cos™t1tdt = Jun4q]| donc Y u, =1. Or on connait la formule de trigonométrie classique
n=0
_ 2 /2 /2 /2 +o0
costz%donclz[ di—f ]tan (I)dt: [tan(lﬂ =1= 3 un.
14 tan“(t/2) 0 T1+cost 2 2/1o n=0

5.170 | La fonction x — () n(l —x) est continue sur ]0; 1[. f(x) 3 —21n(x) 5 O<]T) donc f est intégrable sur
x x

]O; ﬂ De plus, f est intégrable sur Bﬂ [ car f(x )T(X — 1) In(1 —x) donc se prolonge par continuité en 1 en
+oo n

posant f(1) = 0. Comme Vx €]0;1[, In(1 —x) = E ,on a:

! - 1 foo 1 foo n—1
= M = [ 3 falx dxff f1+f 3 falx (x)dx avee f(x) = — 2 n0)
n=1

0 n

.
Or, pour n > 2, f (x) = —%((n — 1)x" 2 n(x) —|—x“_2) done ||[fn]leo = fn (e (“*‘)) = m ainsi
>~ fn converge normalement par RIEMANN. De plus, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), u et v sont bien
n=2

1
de classe C! sur 0;1] et, parIPP:fO fn:[ X I?X} f n— 1dx—i in>2.

1 1
Comme f f1 = — f In(x)dx = 1, et par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions

—+o0
> fn sur |0; 1] qui est un intervalle borné, on aI =1+ >, —5 = ¢(3) ~ 1.202. On pouvait utiliser le TITT.
nxl n=2 Tl

Posons A = R*\ [, ¢ n- { - l}. Pour x € A, un(x) est défini et un(x) = # done > un
n

n+4n? x+oonx n>1

converge simplement sur A d’aprés RIEMANN. Si x =0, un (0) = 1 donc > un(0) diverge.
n n>l
2
Soit a > 0 u, converge simplement sur [a;4oo[ vers S et u/ (x) = —_n = — 1
) ng] n g p [ [ n( ) ( +T12X)2 (] +TLX)2

] 1 21 > donc ) uj converge normalement sur [a;+oo[. Ainsi, par théoréme,
(1+na)? £ n n>1

donc

||u41||oo,[a;+oo[ =

on a S de classe C! sur R% . De méme, si m € N*, en notant I, = | — 1—; —L[ on a pour n > m+ 2,

m° m+1
m+1)? 1
U s o(;z)

m = donc > u), converge normalement sur Ip,. S est C T sur A.

nxl

[[wnlloo, 1 =

Les un sont décroissantes sur R, si a > 0, |[un]|oo,[atoo] = ——7— donc > un CVN sur [a; 400
n + n nxl
+oo

Par convergence normale de ) un sur [1;400[, Um S(x) = Y. Um un(x) = 0 avec le théoreme de la
n>1 x—+00 = x— oo

+oo
double limite. Pour x > 0, xS(x) = Y. —*—— et |[gn||oo,[0;+00[ = 1 en posant gn (x) = —X—5— ; par le
n—1n+nx Y n n+nx
400 400 1 2 2
théoreme de la double limite & nouveau : lim xS(x) = Y. Um gn(x)= Y. —3 =% donc S(x) ~ 2.
Xx——+00 n=q X—=+4oo n—jn 6 +o00 6%

1
t(1 4+ tx)

n+1 n
classiquement en sommant les inégalités fn (lthtx) < fr(x) € fni] tUdﬁ pour n > 2, on obtient :

+00 oo
_dt - < <
/, ( (14 x) — () < 5 fale) <

t(1+tx)

Prolongement : la fonction t — est décroissante sur [1; +o00[ done, par comparaison série-intégrale,

(1 4+x) — In(x). Ainsi S(x) ol In(x).
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5.172 | Clairement u, = Ln < iz deés que n > 2 donc ) up converge d’aprés RIEMANN.
n n

n>1
De plus, @ : t — t' = etV est continue sur ]0;1] tend vers 1 quand t tend vers 01 donc @ se prolonge

en une fonction continue sur le segment [0;1] et I existe bien. De méme, fn , est continue sur |0;1] et

fr,p(t) 5 o(i) par croissance comparée, on a méme un prolongement par continuité avec fn ,(0) = 0 des

Vit
1
que n > 1. Par RIEMANN, l'intégrale fo fn,p(t)dt converge bien car f,, , est intégrable sur ]0;1].

1
Sip=0,alors I o= fo thdt = ﬁ Maintenant p > 1 et :

n

n+1
On effectue une IPP en posant u(t) = (Int)P et v(t) = + T et v sont bien de classe C' sur ]0;1],
n
1 1 I
. _ _ _ _ _ —1 _ _Plnyp-1
Jim u(t)v(t) =0 et u(1)v(1) = 8p,0 = 0. Inp = fo frp(t)dt = ’%ﬂ o (InyP~'imar = Pl
Par une récurrence facile, on montre que Vn € N, Vp € N, I, , = mI 0= ﬂ.
I ) ) n,p (n+])p n, (n+1)p+]
1 1LY " (Int)™ - .
I= fo O(t)dt = fo ng() Tdt par la série exponentielle.
o La série de fonctions > f*“% converge simplement vers la fonction continue ® sur 0; 1].
n>0 n:
e Toutes les fonctions fy, ;, sont intégrables sur ]0;1] et f1 |f—“‘ﬂ| == "fun
n,n g ) 0 n! - 0 Tl! - (n+])n+1.
1
e La série Y f \fﬂ@| converge d’apres ce qui précede.
n=0 0 n!
+o00 (_-I)n 400 (_])n—1

D’apres le TITT, ® est intégrable sur ]0;1] (on le savait) et I = nZ::O ) = nZ::] -

5.173] Les I, existent car t — In(1 + t) est continue sur le segment [0;1]. On pose le changement de variable

n2
t=e* —1=¢(x) avec @ qui est de classe C', bijective de [1;1n(2)] dans [0;1] et on a I, = fo eXx™dx.
On effectue une IPP pour n > 1 en posant u(x) = x™ et v(x) = X, w et v sont bien de classe C' sur [0;n 2]

In2
donc I, = [eXx™]"2 — f " Texax = 2(n2)™ —nlyp_7. Comme 0 < In(1 +t) < 1 pour t € [0;1],

0
n
la suite (In)n>o est décroissante donc In +nly_; = 2(In2)" > Iy + nl, < I, < % De méme,
n
et 2(ln2)™H! . : ,
Int1 + (n+ 1)L, =2(In2) Shh+(n+NL =1, > “ni2 Mais ce n’est qu'un encadrement.
n

n2 1
Posons x = uln2 dans I, = fo eXx™dx pour avoir I, = (In2)™*! j; e“!m2yndu, puis le changement

. 1 . e . .
de variable u = vt = }(v) avec P qui est bijective de classe C' de ]0;1] dans ]0; 1], on a donc la relation
ntlo1 g 1 1 X
I, = (tn2)"7 fo v e(M2VI 4y Soit f,, :]0;1] — R, définies par f,,(v) = viwe(tn 2V .
n
o la suite (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f : v — 2,

e les fonctions f,, et la fonction f sont continues et positives sur ]0; 1],

1
e comme vt < 1,0na0< fa(v) <2

1 1 n+1
Par le théoreme de convergence dominée, on en déduit que lim f fn = f 2=2. AinsiI,, ~ %
n—+oo J 0 0 +o00 n

5.174| D’abord, f : x — % est continue sur R%, clairement prolongeable par continuité en 0 en posant
e —

too
O(e™) donc f est intégrable sur R, ainsi I(x) = f > de existe.

f(0) = « et on a f(x) . X
X —

+oo
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1 e 1 ~ = 1
Pout x > 0, on a 7T 7% et 0 < e * < 1donc R =e X ) e™ = Zoe_(“+ ). On a donc
- =

+oo s to0
() = [ ( ) fn(x))dx en posant fn(x) = e~ (DX sin (o).
n=

e ) fn converge simplement sur R vers f (on vient de le faire).
n=0

e f, est clairement intégrable sur R car continue sur Ry et f,(x) = O(e™™). Comme [sinx| < |x|, il vient
o0

+oo oo - | 1
fu| < afxe~(MHxax = =L (par IPP) et ———— converge par RIEMANN.
fO |n‘\fo | |X X (n+])2 (p ) ngo(n+1)2 g€ P
+o00 1o ntoo +oo +o0 +oo .
— _ —(n+1)x — —(n+1)x+iax
Par le TITT, fo f ngo fo fro. Or‘/;) fr fo e sin(ox)dx Im(fo e dx)
+00 +oo +oo
donc f :Im( ] ): & . Alors (e — = —& .
j;) " n+1—ix (n+1)% +o° (o) = Z(n—F]) + o né:]nz—kocz
+1
Sia>0,g:t— 2 + 5 est décroissante et intégrable sur Ry : vn > 1, fn g(t)dt < g(n) < " : g(t)dt.
no
+o00 +00 +oo +oo 400
- (2) - [avon ()77 = 0% £ o [0 = [ren ()] - 7o
sommant ces inégalités. On en déduit que Um I(«) = T # 0 donc I(«) = Z.
x——00 2 +oo 2
Et pour 'équivalent de I(«) en 0 7 Comme ) _ %O %, en posant fn(«) = %, [[fnlloo = ]—2
o4 n—1 N+« n” + o n
donc la série de fonctions » f,, converge normalement sur R. Comme toutes les f,, sont continues, la
n>1
fonction h : ¢ — JFZO:O —1 aussi donc lim o) _ h(0) = n’ et on conclut que I(«) ~ an®
) Zint 4ot a0 & 6 0o 6

5.175|D’abord, f : x .—> Sm X] est continue sur R , clairement prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1

+oo s
et on a f(x) O(e"‘) donc f est intégrable sur R’ , ainsi I = fo SILX_dx existe.
e _

1

+oo

—x 00
Pout x > 0, on a X1 1:16 — et 0 < e ™ < 1donc X] 1:e”‘2e“ Ze (M+1% On a donc
e’ — —e e’ — -

+ oo
I= fo > ( > fn(x)>dx en posant f,(x) = e~ (™+D*sinx,
n=0

e > fn converge simplement sur R’ vers f (on vient de le faire).
n>0

e £, est clairement intégrable sur R* car continue sur Ry et fn(x) = O(e ™). Comme [sinx| < |x|, il vient
o0

+ +
fo oo fn] < fo % e (MHx gy — (71—:71)2 (par IPP) et > (]1_’]_7])2 converge par RIEMANN.
n>0

+o0 400 +oo +oo +oo o0 .
Par le TITT, fo f = Z;o fo fn. Or fo fn = f e~ (Mt DX gin xdx = Im(fo e’(““)"*”‘dx)

0
+00 —+oo +oo
done [t =t (el e & 8
Oncfo TR S T ez O Eo(n+1)2+1 nZ::]nZH

_ n
5.176| Pour n > 0, les f,, : x — ( J_) sont continues sur R}. Si x > 0, comme la suite ( 1 ) . est
n X n

n—4+x

_ n
décroissante et tend vers 0, la série > =" converge d’apres le CSSA. f est donc bien définie sur RY.
n>o N

K
Soit n € N* et x € R%, on a [Ru(x)] = k:%:H (k—i]—)x < -1H par le CSSA donc |[Rn||oo,ry < 7—]H qui

tend vers 0 donc la série ) f, converge uniformément vers f sur R’ donc f est continue sur R .
n>0
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(_])n+1

Prolongement : Pour n > 0, les f,, sont de classe C' sur R et 1, (x) = 5. D’apres ce qui précede, il y

()
a convergence simple de ) fn sur R% vers f. De plus, pour tout réel a > 0, on a ||f}, ||oc,[aito0 = (_:7)2
n>0 a
et ). ——— converge d’apres RIEMANN donc la série ) f} converge normalement (donc uniformément)

n>0 ( (1) n>0
sur [a;4oo[. Ainsi, par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, f est de classe C! sur [a; +o0], ce

+o0 (_1\N+
qui est vrai pour tout a > 0 donc f est de classe C!' sur R et : Vx >0, f'(x) = > (( L) e Par le CSSA,
n=0 (N

le signe de f/(x) est celui du premier terme de cette série (—iz) : f est strictement décroissante sur R7.
X

+oo (_])n 400 (_]) 400 (_Un 1 400 (_Un 1
Onapour x>0: f(x+1)+f(x) = >, ———+ > = =. Alors,
noon+1+x non—|—x N son+x  x
comme f est continue en 1, on a lim f(x+ 1) = f(1) donc, comme f(x) = 1_ f(x + 1), cela donne f(x) ~ 1
x—0+ X 0+t X
f est décroissante, pour x > 1: L = f(x) +f(x+1) <2f(x) < f(x) +f(x — 1) = —1_ done f(x) ~ 1,
x—1 +o0 2x
5.177 | Pour n € N, g, : x = x™ In(x) est continue sur ]0;1] (et méme sur [0;1] sin > 1) et gn(x) =o \%) donc
x
. . 1 n(t)7] 1 oyn 1
t intégrable sur |0;1]. P IPP facile ; o e dt = — :
gn est intégrable sur ]0;1]. Par une acile jio;ﬂg“ e fo —— CFSIL

400 4m
De plus, on sait que Vt €]0; 1], In(1—t) In(t) = — > tin(t) en développant en série entiere In(1—t). Sion
n=1 n
n
note fn(t) = in(t) , on a bien les (fn)nen- continues et intégrables sur 0;1] car f, = 92 3 f, converge
n n a>
simplement sur ]0; 1] vers une fonction continue et f fn = —ﬁ d’apres ce qui précede. Comme
; n(n
1 1 1 +°° " In(t) 2ttt In(t) T 1
fn| converge : In(t) In(1 — t)d =— ——dt = R
n§1 fo ‘ TL| & fo ( ) ( f n2=:1 fo n nz=:1 TL(T‘L + ])2

par le TITT . Ainsi, en décomposant en éléments snnples :
n

folln(t)lnﬂ—t)dt:nlim i(%—L—ﬁ): lim (1—L—Z+)Z):z_%z,

—+00 1 7 k+1 (k—|—] n—+oo n+1 k=1 (k+]

—t
5.178 | L’application @y : t — 672,[ est continue sur le segment [0;1] pour tout réel x €] — oo;1[ car

1 —xsin
1 —xsin?(t) ne s’annule jamais avec ces conditions. Ainsi, f est bien définie sur I =] — oo; 1].
—t “+o00
Pour x €] — 1;1[, on a Vt € [0;1], |xsin?(t)] < 1 donc 167.2(0 = et 3 x™sin?™(t) et, en posant
—xsin -

1 7+
st e sin (1), il vient £(x) = [ ( 3 fn(t))dt
n=0

La série de fonctions . f, converge normalement sur [0;1] car . |x
n>0 n>0

™ converge et car ||fn|[oo,[0;1) < [x[™
en majorant e~ ' et |sin(t)| par 1. Ainsi f(x) = Z f fn(t)dt. En posant an = f tsin?™(t)dt, on a le

développement de f en série entiere sur | — 1;1[ : Vx €] — 1;1], f(x) = Z anx™.

5.179] La fonction f : t — e~ "In(t) est continue sur ]0;1] et f(t) = o(ﬁ) donc f est intégrable sur ]0;1] et

o0
Ry L . P . too ath +oo
Pintégrale 1 = fo e t1n(t)dt est donc bien définie. On sait que f(t) = In(t) nZ::o(_]) 0= n; fn(t) en
n n+1
notant f,, : t— (—1)“%. En posant u(t) = In(t) et v(t) = ti—H’ on a u et v de classe C! sur |0;1] et
n! n
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1 n+1 _1\yn+1
Jim w(tv(t) =0 =u(v(1), doir [ = ﬁf = <n+(1>]x) (n+ 1)

En mettant & part fo = In, la série de fonctions ) fn converge normalement vers f — In sur l'intervalle

n>1
borné ]0; 1] car Vn > 1, [|fn||sc,j051] = ‘f(e‘l/”)‘ = ne]n' et la série > e]n| converge clairement. Ainsi :
: n>1 nen:
+o0 +oo ( 1)n+1 +oo ( ])n+1
f—1 fn = In=-1d f= .
Jotr=m Zf P X ()] or fy = —tdone ) 2 ) x ()]
+oo _1\n
Comme I = f f= (=1) 7 et que la suite ( ~ '> : est décroissante et tend vers 0, on se sert du CSSA
1n n! nxnl/n>
ot 150 = 35 1 & o L
I. SiS, = t Rp = Sh—I = |Ry| < . t
POUL aPProchet & 51 on kZ::]kxk!e n k:%:ﬂkxk!"“ | |“|\(n+1)x(n+1)! St

donc de choisir n tel que 1 <1073 ce qui revient a prendre n > 5 car 6 X 6! = 6 x 720 > 1000.

m+1)x (n+1)!
Ainsi |1 — S5| <1073 et S5 ~ —0,7968 alors que I ~ —0, 7966.

5.180 | Pour n > 1, posons fy : x — ——>——— définie sur R, de classe C> et impaire.

n(1 +nx?)
Six =0, fn(x) = 0 donc la série > f,(0) converge.
n-1
Six #0, fa(x) ~ —— donc > fn(0) converge d’aprés RIEMANN (2 > 1).
+oo Tl n>1
Ainsi ) f,, converge snnplement sur R vers une fonction impaire f.
n>l
2
Toutes les fonctions f, sont continues. Comme f; (x) = ]_7“"22 et lim fn(x) =0, la fonction |fy,]
n(1 +nx ) x—rFoo
St e : 1 — 1) =
atteint son maximum en + Tn etonallfn|lec = fn ( ﬁ) 3 ——377 donc lasérie nz;] fn converge normalement

(donc uniformément) sur R vers f qui est donc continue sur R.

2x(nx? — 3 . i
ﬁ et lim_ i (x) =0, |f),| atteint son

maximum en + /3 ouen 0 et [ ]loo = i (0) = 1 donc > f/ ne converge pas normalement sur R.
n n=l

Toutes les fonctions f,, sont de classe C'. Comme 7 (x) =

3

Soit a > 0, des que n est assez grand (n > =) on a ||f}, ||, [a;400] = [F(a)] > f1, converge
a

+oo nTa n>1
normalement sur [a; +oo[ et la fonction f est donc de classe C! sur tout intervalle du type [a; +oo[ donc sur
R?* . Par imparité, la fonction f est donc de classe C T sur R*.

n
Soit A > 0 et n tel que Hy = E%
k=1

> A + 1 ; un tel n existe car la série harmonique diverge. Comme la

n
fonction R —_
In s ¥ k; k(1 + kx?)

que Vx €]0; [, A < Hpn —1=9(0) =1 =< gn(x) < g(0) + 1. Alors, pour tout x €]0; «[, on a la minoration

=10 _ g+ 3 T S A Ainsi um (O _
X w1 k(14 kx?) x—0+ x

Pour x > 0 fixé, I'application @y : t — —X——

X , pPp Px - t(1 +tx2)

une comparaison série/intégrale. Soit n > 1, on intégre Vt € m;n + 1], ox(n + 1) < ox(t) < ox(n)

1 est continue sur R donc en particulier en 0, il existe un réel o« > 0 tel
400 : f n’est pas dérivable en 0.

est strictement décroissante sur R donc on peut faire

n+1
sur s+ 1] et px(n+1) < f ex(t)dt < @x(n). On somme ensuite de 1 & 400 (tout converge) et
n

400 +o0 +oo
16) = 0x(1) = £09) = 72 <f1 ox(t)dt < F(x) doncf] @X(t)dtgf(fo] ox(t)dt + X

0 _x x3 @ _ 2% = 2 1+ax*\ p
roox(t) = Tl doncf1 px(t)dt = [xIn(t) — xIn(1 + tx )L =xIn(1+x7) —xln (T) n

X 1
~ —, on ne peut pas
]—|—x2 +oo X’ P P

N . +oo 1 .
passant a la limite : f] Px(t)dt = x1In (1 + 7) ~ <. Comme on a aussi
X

+oo

xR |=
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conclure a un équivalent mais on a déja f(x) = 0 (l)
oo \x

+oo
Mais xf(x) = Z gn (x) avec gn(x) = ——=———. Lafonction gn, est croissante, positive et Lim gn(x) = ]—2
n(1 +nx?) —o0 n
donc ||gnlle = 2 donc > gn converge normalement sur Ry et, par le théoréeme de la double-limite :
nxl
Um xf o 2) =™ done f n’
JHm xf(x) = n; Hmgn(x) = ¢(2) = 7 done f(x) ~ .

5.181] Les suites géométriques (e ™ )n>0 et ((1 —x)™)n>o convergent respectivement pour x € Ry et x € [0;2].

La suite (fn(x))n>0 converge pour x € [0;2] et liT fn(x) = 0 (distinguer x = 0 et f,(0) = 0 et x €]0;2][).
n——+oo

Six =2, fn(x) o —(1 —x)™ donc (fn(x))n>o diverge.
oo
Si x < 0, comme classiquement e * >1—x,ona (1 —x)" = o(e™™) donc (fn(x))n>o0 tend vers +oo.
o0

La suite (fn)n>0 converge simplement vers la fonction nulle sur [0;2].
Pour n € N, f,, est continue sur le segment [0;2] donc y est bornée. On a ||fn|[so,[0:2] = liT |fn(x)| donc
X—>2L

[fnlloo,0:2] = [fn(2)] = |e72™ — (=1)™| = 1 — e~2™. Ainsi la suite (||fn]|oo,0;2[)n>0 ne tend pas vers 0 et la
convergence de la suite n’est pas uniforme sur [0;2[ vers la fonction nulle.

Soit a € [1;2], montrons que (fn)n>o converge uniformément vers la fonction nulle sur [0; a.

e Sixe[la], [fa(x)[ <e ™™+ (x = 1) <e ™ + (a—1)" donc [|fn|[ee,[1;0] < e+ (a —1)™

eSixe [ﬁ 1, [fn(x)] = fu(x) = e ™ = (1—x)" <e ™ <e VP car e ™ > 1—x: ||fnllsop/yma <e V™

e Comme f,, (0) = 0 et que fy, est positive sur [0; \%} , elle y admet son maximum en \% ol en un réel c tel
n n

que i (c) =0. Or f, (c) = —me ™ +n(1—c)" T donc e ™ = (1—c)" Vet fr(c) = (1—c)* ' —(1—c)* d’on
1 1 1 - - 1 _ 1
fa(c)=c(1—c)™" ' <c < ol Comme fn(ﬁ) e VM, on a |[fn|se j0;1ym) < Max (e ﬁ’ﬁ) =

Au final : [[fnlloo,0:a] < Max(|[fnlloo, 051y m] [frlloo,1ymp fnlloo,(1:a) < ﬁ donc la suite de fonctions

(fn)n>o0 converge uniformément vers la fonction nulle sur [0; al.

fn(0) = 0et, six €]0;2[, fn(x) = (e 7)™ —(1—x)™ avec |[e ™| < Tet |[T—x| < 1 donc ) f, converge simplement
n>0

1 1 1 1

()_1—6_X71—(1—x)_1—e_x X

Par DL, on montre que 117(1)1+ f (x) = E alors que f(0) = 0, comme f n’est pas continue en 0, la convergence de
X—

sur [0;2[ et, en posant f(x) = Z fn(x) : £(0) =0 et ¥x €]0;2],

la série Y f, n’est pas uniforme sur [0;2[ (ni sur un intervalle du type [0; a]) car les f,, sont toutes continues.

n=>0
5.182] Si x > 0, la fonction hy : t — ] est continue sur | — x;x[ et, puisque car x? —
\/(1 +12)(x2 — 12)
2 1 1 A 1
2= (x —t)(x + 1), =O( ) De méme, hy(t) ~ ———— X
\/ZX 1+x2) \/X_txi Vx—t T o 2x(1 +x?)
1 1 . _ . .
= O( ) D’apres RIEMANN, f(x) existe car hy est intégrable sur | — x; x[. Méme chose si x < 0
\/t T x x- \/t I x P ( ) x g ] [
et f est impaire.
On effectue le changement de variable u = xt et on trouve f(x f \/ .
T+ x2u?)(1 —u?)

1
VO +x2u2) (1 - )
Alors la suite de fonctions (fn, )nen converge simplement vers la fonction f :] — 1;1[— R telle que f(u) = 0

siu#0et f(0) =1. Les fn et f sont continues sur | — 1;1[ et Vn € N, |f(u)| < ] = @(u) et @ est
1T—u

Soit (xn)nen telle que lim xn = +o00, alors f(xn) = f fa(u)du avec fn(u) =
n—+oo —1

2
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1 1
intégrable sur | — 1;1[. Par le théoréme de convergence dominée, lim ,fn (wW)du = f : f(u)du = 0. Par

n—+oo
caractérisation séquentielle de la limite, on vient d’établir que HT f(x) = 0.
X—+00

—1/Vx 1/v/x 1
Ou alors f(x) = f] h du +f] . du +f1 du

o) -w) TR a2y Y et )

1/vx
donc f(x — 2 car 14+ x%u? > 1+ xsiu > Comme ———= converge
R A R > - Comme [, s comerge
1/vx du
XLJFOOI VR m = 0. Par encadrement, on a donc xEToo f(x) = 0.
1
Soit (xn)nen telleque lim x, = 0, alors f(xn) = f fn(u)du avec fr (u) = ! . Alors la
n—-+oo -1 \/(] + X%uz)(] o uz)

. . . 1
suite (fn)nen converge simplement vers la fonction f ;] —1;1[— R telle que f(u) = \/i Les f,, et f sont
1—u?

continues sur | —1;1[ et Vn € N, |f,,(u)] < f(u) et f est intégrable sur | —1;1[. Par le théoréme de convergence
s . _ _ . 1 PP . .
dominée, nBToo f_1 fa(u)du = f_1 f(u)du = [Arcsin(u)]!; = m. Par caractérisation séquentielle de la
limite, on vient de montrer que lim f(x) = f(0) = 7.
X—400

On aurait pu aussi le montrer par continuité sous le signe somme.

+oo +oo n
Comme Vt €] — 1;1[, 1 +1)"/2 = % %t” on a f(x f Z ( (=1)"(2n)! 2”uzn)du
n=o 27"(n ) 2zn n!) \/1 —u?
(_1) (Zﬂ.)! 2n. 2n = .
pour x €] — 1;1[. Posons fy > 3 x“Mu ", La série Y f, converge simplement vers
2™ (n!) V1—u2 n=0
h:u+— ] . Les fy, et f sont continues sur | — 1;1[. Les f,, sont intégrables sur | — 1;1]

VO +x2u2)(1 - 12)

1
et, en posant u = sin 0 et parité de fn, on a f ! [fa(u)|du =

(z;>'|x|2“ [l 20n)!x ™" |
2 n

2
URVATER 2°M(nl)2

N /2 . 2n . , (2T1)

ou Ipn = J; sin“™ 0d0 est la fameuse intégrale de WALLIS. On se rappelle que I, = W donc
1 202n)!x|*™ 2n)lx 2n x| I

jl1 [frn(u)|du = 22“)(T‘L!;2 X 22£+1)(n') . 24)]1)( |.)|4 . Or avec I'équivalent de STIRLING, on trouve

1 Zn 1
que f_1 [fn (u )|du ~ 2L7|r\f Ainsi la série n§0 f_] |fr (1) |du converge. Par le TITT, on peut conclure que
= (=)M((2n)) " n

Vx €] —1:1], f zf fo(Wdu= 3

n=0 24“ (n!)4

a—1
5.183 | Pour a > 0, soit la fonction continue hq : R} — R définie par hq(t) = :E?

fonction hq est intégrable sur |0;x] pour x > 0 donc I, est bien définie sur R ; et méme sur R, en posant

la

. Comme hg(t) N tﬂifa’

[4(0) = 0 (prolongement par continuité - reste d’une intégrale convergente).

Comme hy est continue sur R% et que Vx > 0, ha(x f hq + ‘f] ha, le théoreme fondamental de
a—1
I'intégration montre que I, est de classe C! sur R% avec I (x) = X 1
X
Sia>1, lim I)(x) = 0 donc, par le théoreme de prolongement C', I, est C! sur Ry et I, (0) = 0.

x—0+

Sia=1, lim I/ (x) = 1 donc, par le théoréme de prolongement C', I, est C' sur Ry et I/ (0) = 1.

x—0+
Sia<1, lim I, (x) = +oo donc I, n'est C' que sur R* et I4 n’est pas dérivable en 0.

x—0+
. (s (=1)™™ . s : (—1)™x™ -
Si x| > 1, la série >, ~——— diverge grossierement. Si |x| < 1, comme ~—~-—— = o([x|"), la série
n>o0 nta n+a +oo
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n>o M +a
a la série harmonique. Ainsi, le domaine de définition de S est [—1;1].

converge. Si x = —1, elle converge aussi par le CSSA et si x = 1, elle diverge par comparaison

+oo (_ n—1
S est une série entiére de rayon 1, on dérive terme & terme sur | — 1;1[ : Vx €]1;1[, S'(x) = > (=1) n
n=1 n a
+oo (_1\n n +oo (_1\n _ n “+o0o _ 1\ n
donc x8'(x) = 5% D' AF ()Mt ax® N e - §F EDN e a
n=0 n+a n=0 n+a n=0 n=0 n+a
S'(x) + aS(x) = ] l_ avec S(0) = 1. Les solutions de xy’ — ay = 0 sont les y : x — Ax~%. On résout
x a

classiquement sur |0; 1] avec variation de la constante et S(x) = Ax™® + x~ %14 (x).

x&  xatl x a—1 x ga-l X a—1 x“ 1 X —a
X _ = [ 0- <[t —_atg —x 1_ <x g (x) €
Orvx >0, 2% — L/;)( t)t dt\fo T de S Jy =2 done - — X < fa () <
1],

et on conclut par encadrement que li1g)1+ x g (x) = 1 Ainsi A =0 et au final : Vx €]0;
X— a

1
Iq(x) = x%S(x).

x s Fo0
On pouvait montrer cette formule en écrivant I4(x) = f ( 3 (=1)meetn-! ) dt avec le DSE de t s —1—.

o \,&, T+t
On pose Sy (t) = i (—=1)*te+k=1 la somme partielle de la série de fonctions, alors la suite (Sn)n>o converge
simplement vers }]:()sur [0;%] si x €]0;1]. Les S, sont continues et intégrables car les fy : t — (—1)ktatk=1
le sont. |Sy(t)] = Z( 1)kgatk= 1‘ = |t~ ]%‘ <2t = (t) et @ est intégrable sur [0;x].

oo ax +oo (_Unxn-i-a
Par le théoreme de convergence dominée : Iq(x) = > f fn(t)dt = >, ~—~4—— =x5(x).
=00 n—o nta

n
5.184 | Par croissances comparées, nEToo ?T' = 0 pour tout x donc la suite de fonctions (fn)n>o converge simple-

ment vers la fonction nulle sur R. Par croissance comparée encore, la fonction f;, n’est pas bornée sur R

car Um fyn(x) = +oo donc la convergence de (fn)n>o0 n’est pas uniforme sur R. Pour tout n > 1, il vient
X——00
e X 1 e X n—1 e X
I (x) = —x"E— X" =X (1—nx) donc fy, est monotone sur R_. Comme liT fn(x) =0,
X—>+00

n! (n— 1)  (n—1)!
-1/n —1/11 —a
on a M‘1X|fn| ’fn( )‘ = —. Prenons un réel a < 0, alors Max |fn| = Max( —,la |“e ) qui
n' [a;4o00] In n!

tend clalrement vers 0 quand n tend vers +o0o. Ainsi (fn)n>o converge uniformément vers la fonction nulle
sur tout intervalle de la forme [a; +o0l.

+oo +oo
Pour tout x € R, > fn(x) converge et que Y fn(x) = e ™ > g =e ¥ =1 =f(x). Il yadonc
n=0 n=0 n=0 ™

convergence simple de Y f, vers f sur R. Comme lim fn(x) =0et Z Um fr(x)=0#1= lm f(x),

n=0 n—-+oo —o X—+o© X—+00
la convergence de > f, ne peut pas étre uniforme (théoreme de la double limite) sur un intervalle du type
n=0

[a; +oo[. Comme les f,, ne sont pas bornées sur un intervalle du type | — oo; b], la convergence de > f,, ne
n>0

peut pas non plus étre uniforme sur un intervalle du type | — 0o; b].
ae®
n!

Par contre, soit a > 0, alors f, est bornée (car continue) sur le segment [—a; a] et ||fn|[oo,[—a;a] < en

ae”
n!

majorant brutalement. Comme la série ) converge (sa somme vaut e2¢), la convergence de la série
n=0

> fn est normale sur [—a; a] donc normale sur tout segment et donc uniforme sur tout segment.

n=0
sin (l>‘ =1l<«<= dne N x= #, alors
x

5.185 it 0;1
801 x €]0;1], si an i)

liT fn(x) = x. Ainsi, la suite (fn )nen converge simplement vers la fonction f : [0;1] — R telle que f(x) =0
n——+oo
2

sauf si dn € N*, x = Gntn auquel cas f(x) = x.
n 7

sin (l)‘ <1, Um fn(x) =0. Si
x

n—-+oo
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Comme toutes les fonctions f,, sont continues sur [0;1] (méme en 0 grace au terme x devant le sinus) et que

f ne lest pas (en tous les réels , on peut conclure que la convergence n’est pas uniforme.

(2n—|—1)71)

5.186| Pour x € R fixé, lim — - =x donc la suite (f,)nen converge simplement vers la fonction f = cos.
n—+oon -+ 1

cos(x) — cos (LN < ‘x— nx | — x| < —% car
n+1 n+1 n+1 n+1
cos est 1-lipschitzienne sur R donc on a convergence uniforme de (fn)nen vers f sur [—a; a.
Pour n € N fixé, on a f ((n+ 1)7) = cos(nm) = (—=1)™ et f((n + 1)) = (—1)™" donc [|fy, — f||oc = 2 et on
n’a donc pas de convergence uniforme de (fy,)nen vers f sur R.
5.187 | Posons, pour n > 2, la fonction f;, : x % définie sur R .
x" In(n
e Six =1, fr(1) =0 donc S(1) est bien défini et S(1) = 0.

Sion fixe a > 0, Vx € [—a;a], |fn(x) — f(x)] =

e Six<1, lm fn(x) =400 donc S(x) n’est pas défini.
n—+oo
e Six>1,fu(x) =0 (—L) donc S(x) existe par comparaison aux séries géométriques.
oo X

Ainsi, S est définie sur D = [1; +00[. De plus, f] (x) = 1 nin(y _1-nin(x)

, par conséquent

K Flinm) x™Tinn)  x™ T in(n)
|[f|loe,p = fn(e'/™) = m. On sait que né:z m diverge par comparaison série/intégrale (c’est le
cas limite des séries de BERTRAND). Ainsi la convergence de > f, n’est pas normale sur D.
n>2
. = n(x) In(x) =g In(x) 1 -
Soit x € D et n > 2, [Ry(x)| = . < - = = X (série
k=n+1X ln(k) ln(n + 1) k=n+1X x (X - ]) U’L(T‘L + ])
géométrique de raison l). On sait que In(x) < x — 1, or x™ > 1, donc |[Rn(x)| < — 1 dolt 'on
x In(n+1)

déduit ||Rn||eo < ﬁ — 0. La convergence de cette série de fonctions toutes continues sur D est donc
n(n
uniforme et on en conclut que la fonction S est continue sur D.

Les fonctions continues f, sont intégrables sur [1;4o00[ car fn(x) = O(%/z) par exemple. On calcule
oo \x

+ 1-n
f1 OOfn par IPP en posant les fonctions w : x — In(x) et v : x — —;‘ (bien stir C' sur [1;+4o00])
-n

+ +
car XETmu(x)v(x) = 0. Comme u(1)v(1) = 0, on a ln(n)f1 Oofn = ﬁf] OOS% = (71_171)2 donc
“+o0
— 1 _ ( 1 ) 1
fp=———-5—— = o —5 ). Comme ————— converge, le TITT nous apprend que S est
fl " (n=1)%1n(n) oo “\nZ ngz (n—1)*1n(n) & pp d

+oo too
intégrable sur [1; +oo[ et que f] 5= ZZ m=1)721mn)
=

5.188 | Tout le monde le connait parfaitement !!!!

e si (an, bn) = (0,0), n’importe quel réel ¢, convient et on aura 0 = 0.
n) # (0,0), In +1 bn € Udonc 3o, € R, =e'®r etonaa, = /a2 + b2 cos(on)
\/a2 + b2 \/a2 + b2
n n n n

et by = /aZ +bZsin(en). Alors, avec la formule de trigonométrie donnant cos(a — b), on obtient
an cos(nx) + by sin(nx) = y/a2 + b (cos(@n) cos(nx) + sin(en) sin(nx)) = /a3 + b2 cos(nx + ¢n).

d . d in(2 2 d
I, = fc (an cos(nx) + by S‘LTL(TIX))Z dx = (a2 +b3) L cos?(nx+@n)dx = (a2 +b2) [%-I-W}

e si(an,b

Cc

2 2V . )
car cos2 0 — 1 cos(ZG). Ainsi, T,, — (aqg +b3)(d—¢) + (a2 +b2) <31n(2nd +2¢n)  sin(2nc + Z(pn)).
2 2 4n 4n
Comme lim (Sm(znd +2¢n) _ sin(2ne + 2@“>) —0etd=C 0, il existe un rang no tel que pour tout
n—+oo In 4in 4
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sin(2nd + 2¢n)  sin(2nc 4 2¢n)
4n 4n

2 2 2 2
aI“)(an+b3)(d_c)7(ai+bi)d—C (an+bn)(d_c).

entier n supérieur ou égal a ng, on ait < d Z € Ainsi, pour n > ng, on

4 4

Les suites (an)n>o0 €t (bn)n>o0 sont supposées bornées donc il existe M > 0 tel que pour tout entier n € N,
lan| < Meet [by| < M d'ott (an cos(nx) + by sin(nx))? < (Jan| + |bn|)® < 4M2. Ainsi, en posant les fonctions
fn @ x — (an cos(nx) + by sin(nx))2 définies sur [c; d], la suite de fonctions (fn)n>o converge simplement
vers f = 0 (qui est continue) par hypothese, et on a la domination ¥n € N, ¥x € [c;d], [fn(x)] < @(x) = 4M?2.

d
Ainsi, par le théoréme de convergence dominée, on a liT Ih = f 0 = 0. Mais comme on a les inégalités
n——+oo c
2 2 2 2 4 : 2 012y : 2 s 2 _
0< ai(ouby) < aj+bs < ﬁln. Par encadrement, nl_t:r_loo(an—kbn) = 0 donc nBToo a; = nl—l>Too b =0

et on bien établi que les suites (an)n>o0 et (bn)n>o convergent vers 0.

n
5.189Sit > 1, on a divergence grossiére de > u, (t) par croissances comparées. Sit €]0;1[, on a t:{in(t) =o0 (1—>

2
n>1 n > \n
par croissances comparées encore donc la convergence simple de la série se fait sur |0; 1] (évident en 1).

. . . 1 .
Comme u!, (t) = HL (nin(t) + 1)t"~", la fonction u, atteint son maximum sur ]0;1] en e~ ™ donc il vient
n

1

~ et la convergence n’est pas normale sur ]0; 1] par les séries de BERTRAND
enH, oo enln(n)

1
In(t)

qui admet une limite +o00 en +00). Si a €]0;1], on a [Jun|[se,j0;a] = [un(a)| dés que n est assez grand (si

[[unlloo, o1 =

(on montre la divergence par comparaison série-intégrale car une primitive de t — " est t = In(In(t))

1
e T < a)et comme Y. |un(a)| converge, on a la convergence normale de Y uy sur |0; al.
n>1 u>a

De plus, si t €]0;1] et n > 1, comme les fonctions uyx gardent un signe constant et que la suite (Hp)pen-

i = 1 =« ok t|Int| C
est croissante, on a |[Rn(t)] < > |uk(t)] < >t nt| = < en notant
k=n+1 Hn+1 k=n-+1 Hn+1 11—t Hn+1
C = H9||oo,[0;1] sig:tm tint prolongée par continuité en 0 et en 1 en posant g(0) = 0 et g(1) = 1. 1

1—t
y a donc convergence uniforme de cette série de fonctions sur ]0;1]. Comme toutes les fonctions u, sont

continues sur |0; 1], la fonction S est bien continue sur ]0; 1] par théoréme.

Toutes les u,, sont C' sur J0;1] et u/ (t) = Hi(n n(t) + 1)t"~! = Hi(nt In(t) + t)t" 2. Soit a €]0;1[, on

n n

(|1l oo, 01 + 1)a™

aVn > 2, Vt €]0;a], uj (1) < en notant h : t — tIn(t) prolongée par continuité en

Hn
h|oo,0,1] + 1)a™ 2 N[0 j0:1] + 1)a™ 2
0 en posant h(0) = 0). Or Zz (] ||°°’[o]il]] +1a converge car (] Hoo’[(;i{]] +1a +:@@o(ﬁ). Ainsi
nz n n
> !, converge normalement sur ]0;a] et S — uy est donc de classe C' sur J0;1[. Comme u; l'est aussi, S

n=2
est de classe C' sur ]0; 1[. Voyons si S est dérivable en 1.

_ too Lk too Lk
Soit t €]0; 1], alors S =s) _ (Z t—) o i Oy pe plus, Syt t = > +— est
t—1 k=1 Hk t—1 t—1-t—1 k=1 Hk
n
polynomiale donc continue en 1 et lim Sn(t) =Sn(1) = > 1 or > 1 diverge car - > 1. Ainsi, si
t—1- k=1 Hk n>1 n Hn n

A > 0, il existe np € N tel que Vn > ng, Sn(1) > A + 1. Mais Sy, est continue en 1 donc J« €]0; 1] tel que

Vte[1—o51], [Sng(t) = Sn,(1)] < 1= Sn,(t) > A+1—1=A. Alors pour tout n > ng et tout t € [1 —; 1],
Ptk toe ¢k s S(t) — s(1)

ona Y, = = Sp,(t) = A donc lim = = 400. On en déduit que lim —=————~ = +oo donc S
k=1 Mk t—1- =1 Hk t—1- t—1

n’est pas dérivable en 1 ; le graphe de S admet une tangente verticale en 1.
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5.190)Six < 0,ona lim un(x)=+oo donc > un(x) diverge. Six =0, un(x) = In(2) donc > un(x) diverge
n—+oo n>0 n>0
aussi. Six >0, lUm e ™ =0etun(x) ~ e ™ et > e ™ converge (série géométrique, 0 < e * < 1).
n—4oco —+00 n>0

Ainsi le domaine de définition D de f vaut I = R}.

Soit a > 0, comme uy est décroissante et positive, |[un|oo,[ajtoo] = Un(a) et > un(a) converge ce qui
n>0
précede. Ainsi, la série Y un converge normalement sur [a;+oo[. Comme toutes les fonctions u, sont
n>0

continues sur [a; 400}, la fonction f y est aussi continue. f est donc continue sur R} =1= U [a; o0

a>0
Les uy, sont décroissantes donc, par convergence simple, f est aussi décroissante (et méme strictement car uy

est strictement décroissante). D’apres le théoréme de la limite monotone, on a f(I) =] 1111 f(x); m& f(x)].
X—r+00 xX—>

De plus, up(x) = In(2) et Vn > 1, liT un(x) = 0. Par convergence normale de > wu, sur [1;+oo] et
X—r+00

n>0
+oo
théoréme de la double limite, on a lim f(x) = Y. lim un(x) =In(2).
X—>+00 n—0 X—+0oo

n
Soit n € N, posons Sy (x) = Y In(14+e7%%), alors lim Sy (x) = (n+1)n(2). Comme fy, >0, f(x) = Sn(x)
k=0

x—0t
donc Um f(x) = (n+1)n(2) (limite dans R). C’est vrai pour tout n, lim f(x) = +o0.
x—0+ x—0+
Pour x > 0, on pose gy : t — In(1+e~**) de sorte que un(x) = gx(n). Comme gy est continue, décroissante

.y . oo +oo .
et intégrable sur R, on obtient In(14+e ™)dt < f(x) < In(2) + In(1+e~t)dt par une classique
+ 0 0
+o0 (7])n+1 efnxt

comparaison série-intégrale. Or, comme 0 < e™*™ < 1sit >0, on aln(l1+e ) = >
=1 n
] e—nxt . ., +oo —nXT‘t 1
Comme les t — (—1)"""&—— sont continues et intégrables sur Ry, que fo dt = —— et que
n n n-x
1 400 +oo (_-I)n—H 7_[2
>~ —— converge par RIEMANN, on conclut par le TITT que f In(1+ e )dt = s =
n>1 X 0 n—1 n°x 12x

Ainsi, 'encadrement précédent montre que f(x) 3 %
X
5.191Six <0, Um un(x)=4ocoetsix=0,un(0) ~ 1. Ainsi, dans les deux cas, > un(x) diverge. De plus,
n—-+oo +oomn n>0
si x > 0, par croissances comparées, un(x) = o(iz) donc Y un(x) converge.
+o0 n n>0
Ainsi, ) un converge simplement sur R* vers la fonction f.
n=0
Comme les u, sont positives et décroissante sur R, pour un réel a > 0, on a [[un||so,[aitoo[ = Un(a) et

> un(a) converge donc ) u, converge normalement sur [a;+oo[ vers f donc f est continue sur R* car

n=0 n>0
toutes les uy le sont. Mais comme uy (0) = ﬁ = Hun||oo,R1 la convergence de Y uy n’est pas normale

n n=0

+o0 N N N 1
sur R%. Pour x >0, Rp(x) = > we(x) = > w(x)et lim > we(x)= > ——. Comme R,
k=n+1 k=n+1 x—=0F }=n1 k=ng1 K+ 1

N

est décroissante et positive, |[Rn|lcc,ry =2 30 %H pour tout N > n done, comme la série harmonique
k=n+1
diverge, R n’est pas bornée sur R* et la convergence de 2;0 upn n’est pas non plus uniforme sur RY.
nz
Toutes les u, sont C' sur R* et u) (x) = — 116*“". Sia>0,Vx>a Ju(x)] e ™ et > e n?
n n>0

converge donc Y. uf, converge normalement sur [a; +oo[ et f est de classe C' sur R? par théoréme.
n=0

Par théoreme de la double limite et convergence normale sur [1;4+o00[ de Y un, on a

lim f(x) =1 car
n>0 x——+o00
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uo(x) =1 et u‘lll un(x) = 0 si n > 1. De plus, comme toutes les u,, sont décroissantes, la fonction f
X—1+00

lest aussi sur RY donc f admet une limite (finie ou +00) en 0% par théoréme de la limite monotone. Mais,

n n
f(x) =2 > uk(x) donc en passant a la limite quand x tend vers 0, on a Um f(x) > > S Hpt1.

k=0 x—0+ k=0 k + 1
Comme lim H, = 400 et que cette minoration est vraie pour tout n, on a donc lim f(x) = 4-00.
n—+o0 x—0F

5.192] La fonction f : x — In(x)In(1 — x) est continue sur |0;1[ et f(1 — x) = f(x) donc, par symétrie, f est
intégrable sur B 1 [ si et seulement elle ’est sur ] } Or f(x ) —x In(x) donc, par croissances comparées,

lim, f(x) = 0 et f se prolonge par continuité au segment [0;1] en posant £(0) = f(1) = 0.
x—0

1
Ainsi f est intégrable sur [0; 1] et fo In(x) In(1 — x)dx existe.

+oco M
On sait que Vx €]0;1], In(1 —x)In(x) = — Y K in(x) en développant en série entiere In(1 — x). Si on
n=1 n
x™ In(x) . . . L
note fn(x) = —=———==, les fonctions f,, sont bien continues et intégrables sur ]0;1[ car f, se prolonge par
n

continuité en 0 et en 1 en posant f,(0) = (1) = 0.

La série de fonctions Y f,, converge simplement sur ]0; 1] vers f qui est continue sur ]0;1[. Par une IPP

n>l
1 1 ln(t) 1 1 n 1
facile & justifier, [ fn = —L—————ﬂ (S P . De plus, les fn, sont
acile & justifier fo n wnt 1) 0+f0 A1) SySS. e plus, comme les f,, son
.. 1 1 1 P
positives, f |fn| converge par RIEMANN car f [fn| = f fn S On en déduit par le TITT que
nzl1
th ln( Tt n(t) T 1 o )
In(t) In(1 —t)dt = —————. Ainsi, en décomposant
I A o A ot :
en éléments simples, on obtlent clas&quement :
1 n 2
. 1 1 1 : s
In(t)In(1 —t)dt= 1 (77777): § (1777 >:27—.
fo n( ) TL( ) nﬁlTookzz:l k k+1 (k—]—])z nﬁlToo n—+1 kz ( ) 6

5.193| D’abord, f : x — % est continue sur R%, clairement prolongeable par continuité en 0 en posant
e —

1 X
f(0) = « car lim sin(ax) _ wet lim &=1 =1etona f(x) = O(e™™) donc f est intégrable sur R,
x—0+ X x—0+ X +o0

N too i .
ainsi I = fo leixldx existe.
e

1 — 1 = IS
Pout x > 0, on a — =-—£ _et0<e ™<1donc — =e XY e ™ =Y e (X On a donc
e” —1 1—e e” — 1 n=0 n=0

+ too
I= fo > ( > fn(x)>dx en posant f,,(x) = e~ (1% sin(ax).
n=0

e ) fn converge simplement sur R’ vers f (on vient de le faire).
n=0

e f, est clairement intégrable sur R¥ car continue sur Ry et fn(x) = O(e ™). Comme |sinx| < |x|, il vient
o0

+ +
fo o0 [fn] < |« fo e (MH)x gy — ﬁ (par IPP) et > (nliﬂz converge par RIEMANN.
n=>0

“+o0 400 “+ oo “+o00 “+o0 o0 .
Parle TITT, fo f= Zo fo fn. Or j;) fn = f e~ (DX gin(ax)dx = Im (fo e*(““)"*w‘xdx)
n=

0
+oo +oo +oo
donc fo=1 ( 1 ): & . Alors 1 = — = —& = et
n fo n m n+1—ix (n—i—])z—i—ocz 3 ngo(n—l—l)z—i—ocz né:]nz—i—ocz (a=a

b= ocz).
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