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a. e S’il existe n € N* tel que x = —l, f, n’est pas définie en x donc S ne peut pas ’étre non plus.
n

e Six =0, pour tout n € N*, f,,(x) = % et la série harmonique diverge donc S n’est pas définie en 0.

+oo
1
e Pour x € D = R*\ U { - f}, fn(x) est bien défini pour tout entier n et fn(x) = % ~ 1T >0
e n n + nx +oo nx
donc > fn(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN (2 > 1).
n>l
+oo 1
Par conséquent, le domaine de définition de S est exactement D = R* \ U { — f}.
n
n=1

b. Les f, sont décroissantes sur R’ donc S aussi (la convergence simple suffit). En effet, si 0 < x <y,

n n
comme Vk € N*| fi(x) > fx(y), en sommant, on obtient ¥n € N*| S (x) = > fik(x) = Y fi(y) = Sn(y).
k=1 k=1

En passant & la limite quand n tend vers +oo (les limites existent), on a donc S(x) = S(y).

vk k—1
Les fonctions f,, sont de classe C*° sur R% et Vk € N*, Vx > 0, f&k)(x) = % Sia>0 ona
nx
k—1
donc [|f¥ . = L ~ 1 donc £ . converge, ainsi £ converge
|17 oo, [a;-+00] (1 + na) T % nZgF gol\ 1 ||oo, a;+oof g ngo n g

normalement sur [a;+oo[. La fonction S est donc de classe C* sur [a;+oo[ pour tout k donc C* sur RY.

c. Pour tout entier n € N*  on a clairement HT fn(x) = 0. Par convergence normale de Y fy sur
X—+00
n>l
—+oo

[1;+00[, lm S(x) = > lim fn(x) = 0 par application du théoreme de la double limite. Pour x > 0,
X—+00 n=1Xx—+oo

+oo
1 . X p
xS(x) = ——— et . = — = lim X) en posant x) = —=—— car, par une étude
()= 3 et lgnllorenct = 7 = m_gulx) en posant gu(x) =~ car,
de fonction, on montre que gn est positive et croissante sur R;. Par le théoreme de la double limite, on a
+o0 +o0 2 2

. - 1 s s

l S = 1 = — ==d S ~ .
encore lim x (x) n§1 im gn(x) n§1 —3 =" donc (x) fodys

1

d. P > 0, la foncti Tt
our x , la fonction ¢y o0

est continue et décroissante sur [1;+oo[ donc, pour tout

k+1
entier k € N* on a @x(k+ 1) < fk ox(t)dt < @x(k) par comparaison série-intégrale. On somme ces

inégalités pour k € N* (S(x) existe et @x est continue sur [1;+o00[ et @x(t) o % donc @y est intégrable
00 X

—+o0 “+oo +o00 dt —+oo +oo

sur [T;400[) et > ox(k+1) = D fa(x) — ox(1) < f —E— < Y ox(k) = > fn(x) donc on a
K=1 n=1 . 1t +t) TS n=1
+o0 0

Ik d t dt gs < 1 dt . 1 :]+tX—tX:l_ X

chcadtement f1 (1 + tx) () T4+ x + f1 t(1 + tx) Or t(1 + tx) t(1 + tx) t T4tx
+oo +too
donc f] t(lc—lf—ittx) = {ln(t) —In(1 + tx)}1 = In(1 +x) — In(x) car Jm in (] —:tx) = —1In(x) donc

on a lencadrement In(1 4+ x) — In(x) < S(x) < In(1 +x) — In(x) + ﬁ qui donne S(x) fodte In(x) par le
X [es}

1
~ —1 .
1—|—X+<>o TL(X)

théoreme des gendarmes car In(1 + x) — In(x) o In(1+x) —In(x) +
o0



i . . i . Foo ine +o0o n
Soit f : [0; 2] — C définie par £(0) = e® 10 = e 10ee® =710 S~ € _ carvze C, e* = Y. Z-. Ainsi,
+oo ei(nf1)6

27t i s
f(0) = > . La fonction f est continue sur le segment [0;27] donc fo e¢'*~104p existe. De plus,

n=0 n!
i(n—1)6 . . . ’
en posant f,, (0) = 67', la série de fonctions Y f, converge normalement (donc uniformément) vers f
n: n>0
sur [0;27] car ||fn||so,[0;2m) = $ et Y. # converge.

n=0

. L. . . 27 too n2m
D’aprés un théoreme du cours, on peut intervertir fo f(8)do = > fo fn(8)de. Or pour tout n # 1,
n=0

27 i(n—=1)0 727 27 27T ie .
_|_€ — — e’ —i0 —
fo fr(0)d0 = [i(n — ])n!}o 0et f 0)d0 = 27. Ainsi, fo £(0)do fo e 0 = 2m.
m Pour tout ’exercice, on pose f,,(x) = % L’ensemble de définition sur R de f, est R\ { - l}.
n
—+oo
a. e Six =0, la série > fn(x) diverge grossierement car Vn € N, |[f(x)| = 1.
n=0
e §'il existe un entier p > 1 tel que x = —+ , fp(x) n'est pas défini donc »- fn(x) non plus.
P n>o0

+oo
e Six e R*\ { -1 ’ pE N*}, la série ) fn(x) est alternée si x > 0 et elle I’est & partir d’un certain rang

n=0
(="
‘ étant décroissante et tendant vers 0, la série Z
n>ng n=0 1+ nx

ng = {—XJ + 1 six < 0. La suite (’1+]nx

converge par le critéere spécial des séries alternées.

Le domaine de définition de f est D = R* \ { - ]1; ) pE N*}.

; i (=" _ =" 1 _ (—1)"( ( )) _ =" ( )
On pouvait aussi dire que TR X 11/t 1+0 o + 0 pour

_ n
x € D. Or > (=1) converge par le critere spécial des séries alternées car (i) : est décroissante et
n>=

n>1 nx nx

tend vers 0 et 21 # converge absolument par RIEMANN. Ainsi 21 fn(x) converge par somme.
nz n>

On vient de voir que }_ fy converge simplement vers f sur D. Il est clair que |[fn[|oo, k1 = l et, si a > 0, que
n>0
1

1+ na

il n’y a pas convergence normale de ) fy, vers f ni sur R*, ni sur [a;+oo[, ni sur [a;b].
n=0

Intéressons-nous donc & la convergence uniforme, et tout d’abord sur R%. Soit a > 0, n € N, x € [a;400[

e (=K 1)k
et Rn(x > . Alors (R, <
( ) k=n+1 1 kx | |

donc HRn”oo,[a;Jroo[ S

frlloo.fa:t0o] = ||fnl]oo.la:b] = sib > a car |[f,| est décroissante et positive sur R, . Par comparaison,
s[astoo] s[asb] +

o (T: T < T (n1—|— Ta toujours par le critere spécial. On a

1 o - . .
———— — —> 0. Ainsi, la série fn, converge uniformément vers f sur [a; +0o0|.
T4+ (n+1)ans+oo ngo n g [a; +oo]

Comme chaque f,, est continue sur D, on en déduit d’apres le cours que f est continue sur R7.

n—1 +oo
Soit n > 1 et a < —1, posons gn = f — D fk = Y fk. Soit x €] — oojaf, > fi(x) est alternée et
n

k=0 k=n k>n
1 — =
(’ |) décroit et tend vers 0 d’on, en posant Ry(x) = >, fx(x), on a la majoration, pour
T4+ kx'/k>n k=m+1
tout entier m = n, [Rn(x)| = ‘ fre(x ’ ‘ ‘ dont on déduit la nouvelle
Kt T 1+ m+1 T+ ( m+1)
— 1 too
majoration ||Rm||so,)—occ:a] < ‘m‘ njwo donc kz i converge uniformément sur | —oo; a]. Ainsi,
="



n—1
gn est continue sur | — oo;a] car les fy) sont toutes continues si k > n. Par somme, f = > fi + gn est
k=0

continue sur D ﬂ} — 00; 1 [ Comme ceci est vrai pour tout entier n > 1, la fonction f est continue sur D.
n

<_]>n_1n Soi . t 1
m. 01tx>0€tgx.ti—>m7aorsgx

3 donc gy est décroissante sur [i, +00 [ Ainsi, la suite (|}, (x))n>n,

b. Pour n > 0, fn est de classe C' sur RY et f} (x) =

est dérivable sur R et g/ (t) =

(1 +x )
est décroissante et tend vers 0 si on pose ng = |1/x] + 1. Par le critére spécial des séries alternées, la série
+oo
> fi(x) converge. Posons rn(x) = Y fi(x). Soit a > 0 et x € [a;400], si ng > 1 alors no > 1 donc,
n>o0 k=n+1 a X

comme gy est décroissante sur [ng; 400, la suite (|f}, (x)|)n>n, est décroissante et tend vers 0 donc, par le

eritere spécinl, rn ()] < I3 (0] = sy <€ s Al oot € iy 7, 0 done
+oo (_1\n—1

! converge uniformément sur tout segment de R* : f est C' sur R* et Vx > 0, f'(x) = (1)7“

n + + 2

n>0 n=o (1+nx)

c. On a convergence uniforme de > fy vers f sur [1;+o00o] (par exemple), Um fn(x) =0, =0sin>1et
n>0 xX——+00
+oo
lim fo(x) = €o = 1. Ainsi, par théoréme de la double limite, on a lim f(x)= Y. lim f,(x) =1. Pour
x—+o00 X—+00 n—o X—+oc
e (-nn : - . n(2)
x>0,onaf(x)—1= > et on conjecture (en négligeant les 1 du dénominateur) que f(x)—1 ~ ——==
n=p T+ nx +o0 X
400 (_])n—1 400 (_])n
car il est classique que In(2) = Y, ~———. On écrit donc, pour x > 0, x(f(x) — 1) =
n=1 n n=1 14+ nx
L (5D

nx

et on

pose, pour n > 1, hy, : . La suite (|hn(x)|)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc, par le critére

scial, [Rp (x)] = he ()| < [h = X < —1 . Ainsi, ||Rnloo.1goof < —— — 0
SpeC1a7| n(X)| y %: : k(X) | n+1(x)| ]+(n+1)x B n 1nsi, H nHoo,[],—}-oo[ X n+ 1 notoo

_ n
donc on a convergence uniforme de > hy sur [1;4+00[. Pourn > 1, lim h,(x) = & Par double
n>1 xX——+00 n

- : ) = (=" n(2)
limite toujours, Um x(f(x) —1)= > = —1n(2) donc f(x) =1 ~ ——=2.
X—+00 n=1 n +o0 x

Si on veut un équivalent de f(x) quand x — 0T, on peut regrouper les termes deux par deux. Ainsi, on
+oo

“+oo
af(x) = TlZ::O(fzn(x) + font1(x)) = 2_:0 <2nx]+ T T ]1)x 7 ) Pour x > 0, en définissant la fonction
1

X — _ 1
(ux +1)(Qu+Tx+1)  2ux+1 (Qu+1)x+1
pour n > 1 fn—H gx(u)du < 1 - 1 =g f u)du. Comme gy est intégrable
~ 0 da S 2nx+1 (2n+1)x+1 x(n) < *
sur Ry et que la série > gyx(n) converge, on somme ces inégalités pour n € N* & droite et pour n € N &

gx I U , gx est continue et décroissante sur Ry, d’ot,

n>0
Foo o 1 2ux + 1 )} oo
. < = — —
gauche : fo gx (u)du < f(x) —|—f u)du. Or j;) gx(u)du [Zx n <2u+x+1 o donc
“+oo
f gx(u)du = M Par encadrement, lim f(x) = 1= tim (4 _ lim —% tn(1 er).
0 2x x—0+ 2 x—0+ 2x x—0+ x + 1 2x
n,2m"—1
a. Posons, pour n € N, f;, : x — 2"72“
T+x
e Comme fg : x +— ﬁ, fo n’est pas définie en —1, f non plus. Par contre, toutes les f,, sont définies sur
R pourn >1carVx € R, 1 —i— x?" > 1> 0. Le domaine de définition de f est donc inclus dans R\ {—1}.
L AL . B o2t =1 "
e Pour |x| > 1, fn(x) e = donc HETOO fn(x) = 400 et ngo T diverge grossierement.



anZ“ -1

eSix=1,fn(x)=2"""et lim fn(x)=-+oo donc > =X diverge grossierement & nouveau.

n—-+oo n>o0 T+x
e Six el -1, fa(x) ~ 22" 71 = o(in) par croissances comparées car lim n?x"" ! = 0 si |x| < 1
+o0 +oo \2 n—+oo
n n 2m"-1
donc, comme lim 2™ = 400, par composition de limites, on a lim 4™x? ~! = 0. Ainsi, > “72“
n—-+oo n—-+4oo n>0 1+ x
converge absolument par comparaison a la série géométrique de raison % qui converge d’apres le cours.
En conclusion, le domaine de définition de f est D¢ =] — 1;1].
b. Soit x €] — 1;1]. Effectuons une récurrence sur N.
0 1
Initialisation : Vx €] — 1;1], [T (1 +x*")=T+xet [T (1 +x2") =1 4+x)(1+x?) =1+x+xZ+x>.
n=0 n=0
N 2N
Hérédité : soit N > 1tel que [[ (1+x*")= > x¥ (c’est donc vrai aux rangs N =0 et N = 1). Alors
n=0 k=0
N1 N N N 2N+ Nt 2N+ 2N+ N1
TT(+x2") =[]0+ ):( > xk)x(l—FXz ):( > xk)—|—( T xkH2 )donc,en
n=0 n=0 k=0 k=0 k=0
N1 2N+ g QNFT N+ g 2N+2 g
posant j = k+ 2N+ dans la seconde somme, [[ (14+x%") = ( > xk) —l—( > x]) = Y Xk
n=0 k=0 k=2N+1 k=0
N 2N+ _q QN1
Par principe de récurrence, Vx €]—1;1, YN € N, [ (1+x*" )= > xk= ]_1)(7 (formule classique).
n=0 k=0 -X
N
c. Pourx €] —1;1,ona lim [](1+x*")= —1_car tim x2""" =0. Par continuité de In, tout étant
N—+o00 15 1—x N—+4o00

N " oo n
strictement positif, lim > In(1+x%") = —1n(1 —x), donc Vx €] — 1;1[, 3 In(1 +x%") = —n(1 —x).

—+00 L —0 n=0

Posons donc v, (x) = In(14+x%") pour n € Net x €] —1;1[ :

(H1) On vient de voir que > vy converge simplement vers S : x — —In(1 —x) sur | — 1;1].
n=0
(H2) Toutes les fonctions v,, sont de classe C' sur ] —1;1[.
n 2"-1
= 22X — f.(x). Soit a €)0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors

(Hs) Vn € N, ¥x €] = 131, vi(x) = T2

n n n N .

V()| < 2™a?" 7 car 14 %27 > 1 donc ||V [|o,—a;a) < 2™a? 7' et on a vu & la question a.
n . . . .

que Y. 2™a?" ! convergeait. Ainsi, Y. v/ converge normalement (v} est continue sur le segment

n=0 n>0
[—a; a] donc elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes) sur tout segment de | — 1;1].

“+oo
Par théoréme, la fonction h : x = > v (x) = — In(1 — x) est de classe C' sur | — 1;1] (ce qu’on savait déja)
n=0

+oo +o0o
et Vx €] — 1; 1], h/(x) = z::()vﬁi(x) = 2:20 fn(x) = f(x).

oo on 2" 1
On en déduit que Vx €] — 1;1], f(x) = (—In(1 —x))' = —— = ¥ 22X
1—x n—o 1+x

a. Utilisons le théoréme de dérivation des séries de fonctions :

(Hy) Soit x > 0, alors un (x) = 0 (iz) donc > un(x) converge absolument par comparaison aux séries
o0 n n>0
de RIEMANN. Ainsi, la série de fonctions Y u, converge simplement vers S sur 1.
n=>0
1 N . .
———— apres simplification.
1

(H3) Ainsi, u}, est décroissante et positive, donc bornée sur I pour n > 1 car li%lJr ul (x) = 2 et on a
X—

(H2) Toutes les fonctions u, sont de classe C! sur I et u/ (x) =



Vx>0, 0 <y (x) < Y5 de sorte que |[u) o1 = 15 = lim ), (x) donc 37 |y ||se,1 converge et
n n x—0F n>1
la série > u!, converge normalement sur I.
n>1

+o00
Par le fameux théoréme, S—up = >_ up est de classe C! sur I donc S I'est aussi par somme car ug est C! sur I.

=1
/ / O = / 1 x—1 1
De plus, Vx > 0, S'(x) = ujy(x)+ —_— = ———— car uy(x) = — puisque up(x) = =—— =1——-.
p ) ( ) 0( ) nz::] (n+x)2 nzz:o (n+X)2 0( ) XZ puisq O( ) X X
On pouvait utiliser le théoreme sur tout segment de I car si [a;b] C I,onaaVn € N, [[u}|[oc,[a0] = (_:7)2
n+a
et > 172 converge donc Y u}, converge normalement sur tout segment de I. On a alors directement
n>0 (TL a) n>0
+oo +oo 1
la conclusion que S est de classe C! sur I et que ¥x >0, S'(x) = Y. v, (x) = Y, ——.
n=0 n=o (n+x)
+x—(n+1) x — 1 -
b. P e, -1 _1 = = . Ainsi, € N*etne N,
ourx €I, ——— — ——— eI CEE ) un (x). Ainsi, pour p et n
g . 1 LSS
ona Y ux(p)= > <7 — 7) = Y +— > - par télescopage ou changement d’indice dans les
k=0 k=0 \k+1 k+p =11 j=ng2 ]

o)
deux sommes. Ainsi, en faisant tendre n vers 400, on obtient S(p) =

j

ll.

I
=
-

c. Par comparaison série-intégrale, on montre trés classiquement que S(p) ~ In(p). Or on a vu en a. que
—+oo

S est croissante donc, si p < x < p + 1 (ce qui caractérise p = [x]), alors S(p) < S(x) < S(p +1). Comme
S(p) ~ In(p) et S(p+1) ~ In(p +1) = In(p) + In (1 + l) ~ n(p), par encadrement, S(x) ~ ln(p). Or,
“+o0 +oo p —+oo +oo

par croissance de In, In(p) < In(x) < In(p +1) o In(p) donc In(x) o In(p). Ainsi, S(x) o In(x).
o0 o0

o0
a. e Pour x =0, 0on a Vn € N* £,(0) =0 donc > f,(0) converge.

n>l
e Pour x # 0, f(x) o % > 0donc ) fn(x) converge par comparaison aux séries de RIEMANN.
con n>1
Alinsi, f est définie sur R car ) f, converge simplement sur R.
n>l
2 23) —
b. Pour n € N*, Vx € Ry, fn(x) = X = X S04 o0 1 one

n(1+n’x) n>(1+n%) n(1+n%x)  n° n3(1+n%)
fn est croissante sur Ry. On en déduit que f est aussi croissante sur R. Toutes les f; sont paires donc f
I’est aussi. Par parité, f est donc décroissante sur R_.
c. Vérifions les hypotheses du théoreme de dérivation terme a terme :

(Hy) On a vu en a. que z>:1 fn convergeait simplement vers f sur RY.
n/

sont de classe C! sur R% et Vx > 0, f/,(x) = 1

Hy) Toutes les f,, : x — - .
(Hz) Tou * n(1 —l—nzx)z

x
n(1 +n%x)
. _ _ 1 _ 1 Lo .
(H3) Soit a >0, [[f},]|oc,[a;+00] = fnla) = YT +;oo(?) car f/ est décroissante et positive sur

R% donc, par comparaison aux séries de RIEMANN, )" f; converge normalement sur [a;+00[.

n>1
Par le théoreme, f est de classe C! sur R* et, par parité de f, f est de classe C! sur R*.
, _ +o00
Etudions la dérivabilité de f & droite en 0, posons donc Vx > 0, g(x) = ) = £(0) _ flx) _ %
x—0 x =1 (1 +nx)

Comme g est positive et décroissante sur R’} donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, g admet une

limite finie en 07 ou lim g(x) = +oo. Supposons par 'absurde que lim g(x) = ¢ > 0.
x—0+ x—0t



n
Si on note Sn(x) = Z comme on somme des quantités positives, Vn > 1, Vx > 0, g(x) = Sn(x).

k(1 i )
n
Si on fait tendre x vers 07 dans cette inégalité, on obtient ¢ > lim, Sn(x) =Hn = Y, ]E Or on sait que
x—0 k=1
1111 Hy, = 400 (série harmonique) donc l'inégalité € > H,, devient fausse & partir d’un certain rang.
n——+oo

On vient de montrer que f n’est pas dérivable a droite en 0, donc pas a gauche non plus par parité de f.

Mieux, on a lug+ w = +o00 donc le graphe de f admet au point (0,0) une tangente verticale.
X— X —
Questions de cours :

e Soit n € N, I un intervalle de R et f : I — K une fonction de classe C™ sur I. Alors pour tout couple

(x,y) € I, on a fy(x) = :Z_:; fg‘k)(y)g —u)* o 1 i fyx(x — )T ()t

e Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction continue, alors pour tout couple (a,b) € 1% et
y € [f(a); f(b)], Jc € [a;b], f(c) =y.
a. Pour n € N* soit f, : R — R définie par fn(x) = Arctaig(nx). Alors [fn(x)| € %5 donc, par
n

2n
comparaison et critére de RIEMANN, la série ) fn(x) converge pour tout réel x. Ainsi, la série de fonctions
n>l
> fn converge simplement sur R, ce qui signifie que la fonction somme f est définie sur R.
nzl1
(H1) La majoration précédente montre méme que fn, est bornée sur R et que ||fn|loo,r < ZLZ (on a
n
méme égalité car Um fn(x) = —25) et la série de RIEMANN Y —5 converge donc la série Y fn
X—o0 m? s n>1
converge normalement sur R.
(Hz2) Toutes les fonctions f, sont continues sur R par opérations.
Par théoreme, la fonction f est aussi continue sur R.
b. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions :
(H7) On vient de voir que Y f, converge simplement sur R* (et méme sur R).
n>l
(H2) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C! sur R avec f] (x) = 1722
n(1+n%x7)
(H3) Soit a > 0, posons Jq =] — 0o; —a] U [a;+o0[, Vx € ]a, Vn > 1, [f(x)] < fl(a) car |f],] est paire
et décroissante sur Ry donc |[f}|ec,je = fﬁl(a)Jr 3 2 donc par comparaison, Y ||f5||oc,7a
n>l
converge ce qui justifie que la série de fonctions > f, converge normalement sur J,.
n>1
+oo 1
Ainsi, f est de classe C' sur R* = U Jaet Vx #0, f'(x) = Y ————=.
—1 n(1 +nx?)
a>0 n=1
c. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction g5 : t — m est
X

n+1 n
continue et décroissante sur R donc, pour n > 2, on a fn gx(t)dt < gx(n) = fL(x) < fn_1 gx(t)dt.

On somme pour n € [[1;p]] pour l'inégalité de gauche et pour n € [[2;p] pour celle de droite et on obtient

p+1 P
par CHASLES f1 gx(t)dt < > fi(x) < ) + f1 gx(t)dt. Or, pour tout réel y > 1, on a la relation
n=1
Y - ”l,xizt) 7{ _1 22] _1 2y _ 1 (M)
" gx(t)at = f1 (t ) = @) — S +22)| = T +x%) — 1 2

y
donc liT : gx(t)dt = %ln(1 +x2) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oo dans
Yy—+0o0



" —:xz + %In(l +x%) — In(x). Par

>+ % n(1+x2) —n(x) 3 In(x)

Pencadrement ci-dessus, on parvient & %ln(l +x%) —n(x) < f(x) <

drement, on déduit f/(x) ~ —1 T +x) = tn(x) ~ !
encadrement, on dédui (X)x—)0+ n(x) car - n(1 +x%) n(x)o1+x

donc Hm+ f/(x) = 400. Pour x > 0 par exemple, par le théoréme des accroissements finis, puisque f est
x—0

continue sur [0;x| et dérivable sur |0;x[, il existe cx €]0;x[ tel que ) _ f'(cx) donc, comme lim cy = 07,
x

x—0+
on a Hr(r)m+ fx) = +o00 : le graphe de f admet donc en 07 une tangente verticale et f n’est pas dérivable en
X— X

0, ni & gauche ni & droite car toutes les f,, étant impaires, la fonction f est aussi impaire.

Pour x > 0, comme f(x) = f(a) + f: f'(t)dt pour a > 0 par le théoreme fondamental de l'intégration,
en faisant tendre a vers 0, par continuité de f en 0, on a f(x) = fox f'(t)dt. Comme f'(t) rg—ln(t), on a
f'(t) + In(t) jo(ln(t)). Pour ¢ > 0, il existe donc « > 0 tel que Vx €]0; «], |f'(t) + In(t)| < ¢|In(t)]. Ainsi,
‘ fox(f’(t)Jrln(t))dt‘ <e [ (= n(V)dt. T vient done [f(x)+xtn(x) x| < e|xIn(x) —x|, ce qui garantit que
f(x) + xIn(x) — x?o(x In(x) — x), ou encore que f(x) v In(x) + x. Mais comme —xIn(x) + Xy ox In(x),
on a enfin I'équivalent f(x) > n(x).

d. Comme toutes les f;, sont croissantes sur R comme Arctan, la fonction f est croissante sur R. On pouvait

aussi utiliser la continuité de f et expression de sa dérivée (vue en b.) positive sur Uintervalle R.

e. Onavuenb. que Y f, converge normalement sur R. Or les fonctions f,, admettent des limites finies

n>l
Par le th de la double 1 b ¥ n I s
o, . o - _ - — M _ T(2) =
en +oo. Par le théoréme de la double limite, XETOO f(x) né:] (XL}TDO fn(x)) nZ::1 2 ZC( ) 3
3
Comme f est impaire car toutes les fonctions f, le sont, on a aussi lim f(x) = 77]1—2.
X——00
3 3
f. La fonction f est impaire, croissante et on a Um f(x) = &= ~ 2,58 et lim f(x) = —2-. Son graphe
x—+00 12 X——00 12

3
ressemble donc a celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = :l:T—27 mais

avec une tangente verticale en 0.

L’énoncé n’est pas correct !
a. Soit un réel x € R,. Traitons deux cas :

eSix=0,onaVnée N* f,(0) =0 donc (fn(0))nen tend vers 0.

e Si x > 0, par croissances comparées, lim n%e ™ = lim n%(e™™)™ = 0 car |[e”*| < 1. Alinsi, on a
n—-+oo n—-+o00
lim fn(x) = x. Par conséquent, la suite (fn)n>1 converge simplement vers la fonction f : x — x sur R;.

n—-+oo

b. Pour n > 1, la fonction g, = f — f : x = n%e™ ™ est dérivable sur Ry et g/, (x) = n*(1 — nx)e ™*

donc gn est croissante sur [O; l} et décroissante sur [l; +ool avec gn(0) = lim gn(x) = 0 par croissances
n n X—+00
ox—1
comparées. Ainsi, |[gn||co, Ry = |[fn — fl|oc, Ry = gn(l) =" Comme lim n*"' =0 siet seulement
n (4 n—+00

si < 1, la suite (fn)nen+ converge uniformément vers f sur Ry si et seulement si o < 1.

c. Pour « = 1, comme (fn)nen+ converge uniformément sur Ry vers f, elle converge aussi uniformément
2 ) S + )

vers f sur le segment [0; 1]. Comme toutes les f,, sont continues sur [0; 1], par le théoréme d’intégration terme
1 1 1 1

a terme sur un segment, on a lim f fa(x)dx = lim f x(1+ /me ™ )dx = f f(x)dx = f xdx = 1.

n—oo J0 n—oo J 0 0 0 2



1
On pouvait aussi calculer directement I, = fo x(1+ /ne”™)dx car, par linéarité de I'intégrale, on obtient

—nx11 -n

1 1 1
I, = fo xdx+\/ﬁfo xe W dx = % +\/ﬁ([— L} +lfo e—“de) = % _ % +]_7€\/R en posant

n 0 n

nx
£ , u et v étant de classe C' sur [0;1]. Par croissances comparées, on a & nouveau la

u(x) =x et v(x) = —

1
limite lim Iy = tm | x(1+/ne ™)dx = %

n—+oo n—oo

1
d. Comme a la question précédente, on peut calculer cette intégrale J,, = fo x(1 4+ ny/me ™ )dx qui existe
car fn, (pour o = %) est continue sur le segment [0;1]. Puisque u : x +— et v : x = sont de classe C' sur [0; 1],

P . 1 Cxe ™7 1 S Y1 een 1= ™
par intégration par parties, on a J, = - +ny/n + o € dx | = 7 V/ne ™™ + .

2 n lo n vn

1 1
Par croissances comparées, lim fn = f (lim fn)= 1 méme en I'absence de convergence uniforme.
n—+oo JO 0 m—+oo 2

11.10 a. Pour n € N*, soit la fonction u, : R — R définie par un(x) = cos(nx) (n3 +x? > 0).

ns —|—x2

. cos(nx , . - -
Six € R, up(x) = cos(nx) _ 0(-5) car cos est bornée. Par comparaison aux séries de RIEMANN, la série
) 32 oo T\ 3 ,
>~ un(x) converge absolument donc converge et f est bien définie sur R.

n>l

b. Utilisons le théoreme adéquat :

(H1) La série de fonctions > un converge simplement sur R (vu en a.).
n>1
_sin(nx)  2xcos(nx)
nS +X2 (Tl3 +X2)2'

|<1—3—|—2—%:andonc
n°

(H2) Toutes les fonctions un, sont de classe C' sur R par opérations et u/ (x) =

(H3) Soit a > 0, alors Vx € [—a; a], Yn € N*, |uj, (x)| < [sin(ny)] + 2x| cos(nx)

TL3 +X2 (n3 +X2)2
I[unlloo,[—a;a] < an et la série ) an converge par comparaison aux séries de RIEMANN donc la
n>l
série de fonctions . u! converge normalement sur [—a;al.

n>1

+oo :
Par un théoréme du cours, f est de classe C! sur R et Vx € R, f/(x) = — (sm(nx) 2x cos(nx%).
1

nd+x? (n® %)

n=



