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Modes de convergence de ) un

n>l
Pour x = 0, on a Vn € N*, u,,(0) = 0 donc > un(0) converge et S(0) = 0. De plus, si x # 0, on a
n>1
Uun (%) o ﬁ donc > un(x) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car 1+« > 1.
oo Xn n>1
Ainsi, | Y un converge simplement sur R| et, toutes u,, étant impaires,
n>1

2
Pour n € N*, la fonction wu, est dérivable sur R par opérations et ¥Vx € R, u/ (x) = ﬁ donc

n nx
u, étant impaire, croissante sur [O; ﬁ} et décroissante sur [ﬁ, +oo[ avec un(0) =0 = xEToo un (x), il
vient ||un||oo,R = Un (]—> =1 T donc, toujours avec RIEMANN, Y ||un||co, r converge si et seulement

Vvn/ o et n>1

sio+ % > 1. Au final, | > un converge normalement sur R si et seulement si o > %

n>l

Si0 < a< b, posons par exemple ng = {]ZJ +1 € N* de sorte que LI a, alors pour n > ng, u, est
a

Vo

positive et décroissante sur [a;b] d’apres 1.2 donc [|[un||oc,[a;b] = Un(a) et, comme a > 0, la série numérique

> un(a) converge d’apres la question 1.1 donc | > uy, converge normalement sur [a;b].

nxl nxl
On a beau avoir R} = U [a; b], la convergence normale ne passe pas & la réunion infinie car, pour n € N*
0<a<b
on a [[un||oo, k% = [[un[|oo,r donc la convergence normale de > un sur RY équivaut a celle sur R, ce qui
n>1
d’apres la question 1.2 donne : 2;1 uy, converge normalement sur R% si et seulement si o > %
n/
1 1) 1
Soit 0 < o < 2 alors on a clairement ¥x € R, |Rn(x)| = [x] § Z_H 0 ) Puisque tous les termes
=T
& 1 1
de cette somme sont positifs, [Rn(x)| = [x| ) Mais, pour k € [n+ 1;2n]], comme a < 2 on
k=1 K1+ k)
|X| 2n 1

a k* < vk < v/2n donc, en passant & I'inverse et en sommant, on obtient [Rn(x)] = 5.
\Y4 ZTI k=n+1 ] + kx

Alnsi, [Rp(x)| = x| X n = [x|v/n . Pour a > 0, dés que n est assez grand, on a L\f € [0; d]
n

Va1 mx® T V2(1 4 2nx?)
1

donc, comme Ry, est aussi impaire, ||Rn||oo,[—a;a] = ||Rnlloo,[0;a] = Rn (\/ﬁ) > 31% (méme si Ry n’est pas

bornée sur [—a;a]). Ainsi, la suite (||Rn||o,[0:a])nen- ne tend pas vers 0. Comme [—a;a] C R, on minore

[[Rnl[oo, & = [[Rn|oo,[—asa). D’0l, | 3 un ne converge uniformément ni sur [0; a], ni sur [—a;a], ni sur R.
n>1




Continuité et limites de S

Quel que soit « > 0, pour tout n € N* u, est continue sur R* et la )  u, converge normalement
n>1

sur tout segment de R* . D’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, S est continue sur RY.

Comme S est impaire, ’S est continue sur R* pour tout o > 0. |

- Pour tout n € N* et tout « > 0, on a lim un(x) = 0. De plus, comme la fonction u, est décroissante
X—r+00

pour tout n € N* sur [1;+oo[ d’apres 1.2 (ﬁ < 1), on a [[un|foo,[1:400] = Un(1) €t > un(1) converge

n>l
d’apreés 1.1. Ainsi, Y uy converge normalement sur [1;4+o00[ et d’apres le théoréme de la double limite, on
n>1
+oo too
parvient & EToo (né:] un(x)) = XETOC S(x)=0= n;} xEToo un (x).
+o0 2
On évalue Vx € R, xS(x) = Y. vn(x) avec vn(x) = ———>——— et on recommence. Pour tout n € N*, la
n=1 n (1 + nx )
fonction vy, est positive et croissante sur Ry et car Vx > 0, vn(x) = % et Um vp(x) = ﬁ
(n+ ) n—-4oo n

donc |[|vn||oo, s = ﬁ Comme 1+ « > 1, la série > vn converge normalement sur R;. Le théoreme de
n>1

+oo +oo
o . _ . _ 1
la double limite donne encore xEToo xS(x) = nzzjl XL}TOO vn(x) = né:] e (ax+1)>0
Comme S est impaire, | lim S(x) =0, S(x) Hat1) et S(x) M.
x—Foo X—++00 X X—+—00 X

‘S(X) - M‘ = ) 2 (n‘x(1 :—nxz) - n‘x]ﬂxﬂ qui se

La+1) ’ 1 =™ ¢ +2) .
_ < = ce qu
) n“"']x(l + nx?) n§1 n*t2y3 x> au

On pouvait aussi, en anticipant le résultat, écrire

simplifie, car 1+ nx? > nx?, en ’S(x

n=1
prouve qu’on a bien $(x) — Yot 1) =0 (%) = o(f) donc & nouveau que S(x) ~ dat)
X 00 00 X X—400 X

Sio > %, on a vu en question 1.3 que Y uy, converge normalement sur R. Comme, pour tout n € N*,
n>l

la fonction u,, est continue sur R, on déduit du théoreme du cours que ‘S est continue sur R.

P P
2.4) Sia< et € N*, on a u (L)—L 7or pour n € [[1;p]], n* <p%et 1+ <2
<Gty () =5 2w [1ipl v < p et 142 <

P

1

Ainsi, nzz un<ﬁ) > % X ZJ;—(X = %pf_“. Comme S(\]—f) ZO:O (\%) > Zp:1 un(%) (tous les

n=1 n=

=

—x

N\-—‘

termes de cette somme sont positifs), on a donc S (L> %p

NG

1
®Sia= %, S(L) > 1p27% = 1 ngerdit, pu1sque lim - =0F, d’avoir lim S(x) =0 = S(0).

\/]5 2 2 —+o0 \/]3 x—0+
1 1

1
e Sia< -, comme lim —p2 % =400, on ne peut pas avoir non plus lim S(x) = 0 = $(0).
2’ p—+oo 2 x—0+

Dans les deux cas, S n’est pas continue a droite en 0 donc ’S n’est pas continue en 0. |




Siax < % et x €]0;1[, comme Vk € N*, ] <x < 1 =k« iz < k + 1, 'unique entier

vVk+1 X\\/E = ox
1

] est, par propriété de la partie entiere, p = {ZJ Comme en 2.4, on
X

<

N
() =x 5 ] S 1 «= B
aS(x)=x > X p2p* = .
() © ¢p+1n1p<1+<n/p>> N e L V]

vers 0T, p tend vers 400 et on a  lim cocar 1 —a > 1.
, P + L T T =+ o 2

Par encadrement, on a donc | lim S(x) = 4o00.| Et comme S est impaire, | lim S(x) = —oc.
x—0+ x—0~

p € N* tel que

- %F

Or, quand x tend

Dérivabilité de S

Pour n € N* la fonction u,, est deux fois dérivable sur R et, aprés calculs, w). (x) = %
nx
fonction ), est paire, ul, (0) = ni“’ u), est décroissante sur [O; %}, uil( /%) = —8]—“, ul, est croissante

3 . _ P _ 1 . ..
sur [ﬁ’Jroo[ et XE’Toou (x) = 0. Ainsi, |[un|leo,r = U, (0) = s donc, par comparaison aux séries de

RIEMANN, | > u] converge normalement sur R si et seulement si o > 1.

n>1
0 o 1 . / _ 1—nx’ 14+ nx? e .
n pouvait dire aussi que Vx € R, |[u/ (x)| = 250 1 nd)? < S par inégalité triangulaire donc
que [u, (x)| < # avec up, (0) = ﬁ Ceci prouve plus aisément que [|u}, ||oo,r = uj, (0) = nl—“

Si « > 1, comme Y u, converge simplement sur R d’aprés 1.1, que toutes les u,, sont de classe C' sur
n>1
R et que > u! converge normalement sur R d’apres 3.1, le théoréme de dérivation des séries de fonctions
n>1

permet d’affirmer que ’S est de classe C! sur Rsi a> 1.

Si « €]0;1], soit a > 0, dés que n est assez grand, ¢’est-a-dire des que 3 < a, la fonction u!, est négative
\/n

et croissante sur [a;4-oo[ d’apres la question 3.1 donc [|u,||oc,[as+oc] = [un(a)] =

na? — 1 1

n*(1 4+ na?)? too aZn o]

donc, puisque o« + 1 > 1 et d’aprés RIEMANN, > u! converge normalement sur [a;+oo[. Comme & la
n>1

question précédente, on en déduit que S est de classe C' sur lintervalle [a; +o0[ pour tout a > 0 donc sur

R% . Mais comme S est impaire, ‘S est de classe C! sur R* si o €]o; 1].

Si on voulait prouver la convergence normale sur tout segment de R*, on pouvait prendre 0 < a < b et
p g g T+ p p

2| nb? — 1
n*(14+na?)? = n%(1 +na?)

]—TIXZ |]—TLX

majorer, pour n € N* et x € [a;b], [ul, (x)| = )] S

5 des que n

2
est assez grand pour que x — 1 — nx? soit négative sur [a;b]. Ainsi, on aura |[u}||oc,(a;b] < “nbi_]“
R n*(1 +na?)
; : / nb? — 1 b?
avec la méme conclusion de convergence normale de ) u/ sur [a;b] car —; > T e T
Sl n*(1 +na ) fooa



m Sixe ] } on sait d’apres 2.4 que S n’est pas continue en 0, a fortiori pas dérivable en 0.
() =50) _sle) _§F

-0 X n—mn (1 + nx?
< 2 donc, comme encore une fois on ne somme que des termes

Sixe } %; 1} et x>0,o0n a ) . Notons ng = {]ZJ, alors pour n < ng,
X

onangnogizdoncnx2<1et1+nx

x

o No n
positifs, S() > Z >1 E . Sion note Sy = Z —x la somme partielle d’ordre n de la
X n=1 ( —|— nx ) 2 = -1 k
série de RIEMANN divergente % ona lim Syn = +o00, or on sait que lim {]ZJ = 400 donc, par
n>1 n—-+oo x—0+
. . . S(x) S(x)
composition, lim Sp, = 4+o00. Puisque, == > S;,,, on en déduit par encadrement que lim —— = 400
x—0+ X x—0t X

donc que le graphe de S admet en 0, ou elle est continue d’apres 2.3, une tangente verticale.

Toujours est-il que |S n’est pas dérivable en 0 si « €]0;1].

Equivalent en 0
400 1 — 2
S s(0) = 0 et

—+o0
Six>1,Sest C!' sur R d’aprés 3.2 avec Vx € R, §'(x) = Y ul(x) = — >
n=1 n=1" (1 +nx )

+oo
S'0)= ]—(x = {(a) > 0. On sait alors, d’aprés TAYLOR-YOUNG, que |S(x)~ C(o)x si o > 1.

~
0

Si0< a<1etx >0, lafonction fy est continue sur [1;4o00[ et fy(t) o ﬁ avec 1+ a > 1
00 X

donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, ‘fx est intégrable sur [1; 4o00]. ‘| De plus, la fonction

fx est décroissante sur [1;+o0[ car t — t% et t — t y sont croissantes donc pour tout n € N* on a

n+1
f fr(t)dt < fx(n) = un(x). En sommant pour n € N* comme lintégrale et la série convergent,
+o0 +oo . . n
f1 fx(t)dt < > un(x) = S(x). De la méme fagon, pour n > 2, on a aussi un(x) = fx(n) < f ! fx(t)dt
ne

n=1
“+oo

puis, en sommant pour n > 2, comme tout converge, ». un(x) < f]
n=2

+oo “+oo
et d’autre, on obtient done S(x) = uj(x) + > un(x) < ] f = + ‘f] fx(t)dt.
n=2 x

> fx(t)dt. En ajoutant uj(x) de part

. . 7 N . +Oo X +OO .
Au final, on a bien ’encadrement souhaité, & savoir f1 fx(t)dt < S(x) < Tl + f1 fx(t)dt six > 0.
X

—+oo

e o w7 ot = ()]
Sio = 5 et x > 0, onaf1 fx(t)dt—f1 Vil+od) 2 Arctan (xy/t , =7 2 Arctan(x).

+ 7 — 2 Arctan(x) done, par encadrement,

D’apres la question 4.2, on a m — 2 Arctan(x) < S(x) < ] J: >
X

=0, il vient | lim S(x) =m.

comme lim Arctan(x) = lim
x—0t

x—0F x—0+ 1 —‘rxz B

+ + 3
Six =1etx >0, comme x = x(1 + tx?) —x3t, on a fl OOfx(t)dt = f] = (f - 1—:tx2)dt donc

f1+oo fx(t)dt = [xIn(t) —xIn(1 —i—txz)]:_(XJ = [xln (] —&—ttxz)r_oo = x(ln (X]—z) —1In (] _:X2>) o —2xIn(x).

Nx= o(—x1n(x)), encadrement de la question 4.2 montre que |S(x) ot —2xIn(x).

X
2

Comme
1+ x




Pour « €]0;1[, la fonction g : u — m est continue sur R avec g(u) N ﬁ et g(u) ol ﬁ

g est intégrable sur ]0;1] et sur [1;4o00[ d’aprés RIEMANN car o« < 1 et 1+ « > 1. Par conséquent, g est

donc

intégrable sur [1; +oo[ done, a fortiori, ‘I(x converge pour « €]0;1[. ‘|

—+o0
Pour x > 0, on effectue dans 'intégrale f] fx(t)dt le changement de variable t = @(u) = % avec @
x

qui est de classe C', bijective de [x?;+oo[ dans [1;4o00[ et strictement croissante, pour avoir la relation

+o00o “+o00 20+1 “+o00 “+o00
— X du _  2a-1 du ; du _ RN
S ewa= [ TR ) Tt TN e Ty T e > 0 dapres

+oo
ce qui précede (intégrale d’une fonction strictement positive). Ainsi, f1 fy (t)dt o I,x>*~1. Comme
oo

X ~x=0o(x?*7") car 20 — 1 < 1, 'encadrement de la question 4.2 montre que |S(x) ~ I x?* .
14+x% 0+ o+ o+

1 +oo
Si 0 < a < 1, par CHASLES, I, = J; m + f1 m et on pose u = P(v) = \1)7 avec

U de classe C', bijective de ]0;1] dans [1 ~+oo[ et strictement décroissante, dans la seconde intégrale pour

1 0 oc—H ox—1
_ du u- —|— u
avoir I, = fo 0 ) + f1 v 32 f du. D’apres le rappel de 1’énoncé, on a donc

I _ 7T

= — car « €]0; 1[. Ainsi, d’apres la question 4.5, il vient |S(x) ~ —T——x2*~1
sin(mo)

x—0+ sin(ma)




