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(PARTIE 1 : ETUDE DE F|

e Pour n € N la fonction u,, est définie sur R\ {—n} donc D C R\ Z~.

e Réciproquement, si x € R\ Z~ est fixé, il existe un certain rang no € N tel que Vn > ng, n+x > 0.

La suite ( est alors positive, décroissante et tend vers 0 donc, par le critere spécial des séries
n—+x n>no
>
alternées, > uyn(x) converge ce qui équivaut & la convergence de > upn(x).
n>no n=0

Par conséquent, le domaine de définition de F vaut |Df= R\ Z~.

On applique le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions :

H;) toutes les fonctions un pour n € N sont de classe C! sur R* par opérations.
p +p p

(Hz2) la série de fonctions ) u, converge simplement sur R* avec 1.1 car R* C D.
n>0
s < donc [luhl e < ‘
onc ||u . oy = ————
(n+x)2 X (n+a)2 n oo,[a,b] X n (n+a)2

. 1 . . .
puis &n ~ — donc ) |[u},|[o,[a;b) CONVerge par comparaison ce qui se traduit par la convergence
toon n=0
/ o *
normale de go u;, sur tout segment de RY.
n/

(H3) pour [a;b] C RY et x € [a;b], [uj (x)| =

On en déduit par le théoreme que |F est de classe C! sur R et que F'(x) =

1

Comme la série > ul (x) vérifie aussi les hypotheses du critére spécial car <2> est positive,
n=o0 (n+x) n=o0

+oo

décroissante et tend vers 0, F/(x) = > u/ (x) est du signe de uj(x) < 0. Ainsi, ’Vx >0, F/(x) <0. |

n=0

1
Soit x > 0, comme () est positive, décroissante et tend vers 0, par le critere spécial des séries
n>0

n-4+x
| +00 1 1
t 4 3, tant R — c , R < = .
alternées, en notant Ry (x) k:§n+]uk(x) pour n € N, on a |[Rn(x)] < [uny1(x)] T ST

. . | .
Ainsi, Ry est bornée sur R et [|[Rn[|oo, rx < ——— donc lim [|Rn|oo, Rz = 0 par encadrement donc, par
K +1 N0 Ry

définition, | > un converge uniformément sur RY.
n>0

Appliquons le théoreme de la double limite :

(Hy) Toutes les u,, admettent des limites finies en 400 et Vn € N| HT un(x) =€, = 0.
X—+00

(Hz) D’apres 1.3, >  up converge uniformément sur R .
n=0

X—+00

+oo
Comme +o00 est “adhérent” a R* , par le théoreme, lim F(x)= > &n =0.
n=0




+oo -1 n +oo (1 k+1 + -1 k 1 1
Pourx>O,F(x+1): Zi = Zi:—( (=1) —f)zF(x)—i—f. On a donc bien
X

o4 x+1k=nt1Z k+x r—o k+x x

1
la relation attendue, & savoir |Vx >0, F(x) +F(x +1) = —.
X

1
Pour x > 0, comme F(x) = — —F(x+1) avec 1.5 et que F est continue en 1 avec 1.2, on a lim F(x+1) = F(1)

X x—0+

X 6>X X x—0

1 1 1 1
donc F(x+1) 50 () Ainsi, F(x)=—-+o0 () ce qui est la définition de |F(x) g donc lim F(x) = +o0.
x

Comme F est dérivable sur R et que F/(x) <0, F est décroissante sur l'intervalle R* . Comme F est positive
donc minorée, par le théoreme de la limite monotone, F admet une limite finie positive £ en +00. En passant

¢
a la limite dans la relation F(x) + F(x + 1) = —, on trouve 2 = 0 donc { = 0.

x
Indépendamment, comme F est décroissante, pour x > 1, on a F(x) + F(x + 1) < 2F(x) < F(x — 1) 4+ F(x) donc

1 1 1 1
- < 2F(x) € et — < xF(x) < — X Par encadrement, on a donc I’équivalent |F(x) ~ —.
X x—1 2 2(x—1) +o0 2x

1 1
F est de classe C', décroissante, positive, F(x) 3 et F(x) foltm donc les droites d’équation y =0 et x =0
x 00 2x

sont asymptotes & la courbe de F quand x tend vers 0T ou vers +oo. Il reste tracer sa courbe, c’est simple !

[PARTIE 2 : ETUDE DE S,

n
Siy € [0;1], <y+> est positive, décroissante et tend vers 0 donc, par le critere spécial des séries al-
n+x/ .50

ternées, > vn(y) converge d’ou la convergence simple de Y vy sur [0;1]. Ainsi, ’SX est définie sur [0;1]. |

n=>0 n=0
yn+1 1
Le critere spécial des séries alternées montre aussi que |Rn (y)| < |[vat1(y)| = CFS ™) < ST Bn
+oo
siRn(y) = > vk(y) donc [[Rnl|o,j0;1] < Bn et lim By = 0. Par encadrement, lim [[Rn|s,j0;1] = 0,
k=n+1 Y n—-+oo N0 )10
ce qui est la définition de : | > vy, converge uniformément sur [0;1].
n=>0

Appliquons le théoreme de continuité des séries de fonctions :
(H1) Pour tout entier n € N, la fonction vy, est continue sur [0; 1] par opérations.

(Hz) D’apres 1.3, la série Y vy, converge uniformément sur [0;1].
n=0

On en déduit avec le théoreme que ’SX est continue sur [0,1]. |

+oo (7)™
Comme Sy est continue sur [0; 1], elle 'est notamment en 1 ot | lim Sx(y) = Sx(1) = >_ (=1) = F(x).
y—1- n—o Nn+x
[PARTIE 3 : EXPRESSION DE I avec F|
txfl txfl
La fonction fy : t — P est positive, continue sur ]0; 1] et fx(t) = Trio o~ donc, par comparaison aux
t

intégrales de RIEMANN, comme 1 —x < 1 <= x > 0, ‘fx est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x > 0.




—X

t
Si x €]0; 1], fx intégrable sur ]0;1] 3.1. Comme 1 — x €]0; 1], toujours avec 3.1, fi_x : t —

est aussi

1+t

tx—] X
intégrable sur ]0; 1]. Par somme la fonction fy +f1_y : t — T est intégrable sur ]0; 1]. L’intégrabilité
tx71 4t R 1 tx71 L o . .
de t — —————— sur |0; 1] entraine la convergence de f ——————dt. Ainsi, ’IX existe si x €]0;1][. |
1+t 0 1+t

—+oo —+oo
Pour t €]0;1[, la série géométrique > (—t)™ converge car | —t| =t < T et > (—t)™ = Y (—1)™"

n>0 n=0 n=0

d —1)t" 1 = ] On multipl x—1 = —tx 1
onc 1)™t . multiplie par t et on a fy(t

oo
= > (71)“t“t"’] donc
n=0

400 400
fir(t) = 714+ 37 (=1)™t*+ "1 enisolant le terme pour n = 0. Ainsi, |Vt €]0;1], f(t) = t*71 4+ 3 wn(t).

n=1

Pour n € N*, la fonction |wy| : t = t*¥7~1 est continue par opérations sur [0;y] car x +n — 1 > 0 donc

lim+ =1 = 0 = w,,(0). De plus, wy, est croissante et positive sur [0;y] car x+n—1 > 0 de nouveau. Ainsi,
t—0

[wnlloo o) = y* ™!

et la série géométrique > ym~!

n>1

converge car |yl =y < 1 et y* est une constante

relativement a n donc ) |[wnl|oo,jo;y) converge. Ainsi, | > wy converge normalement sur [0;y].
nxl n>1

Appliquons le théoreme d’intégration terme & terme sur segment par convergence normale (donc uniforme) :
(H1) Pour tout n € N*, la fonction wy, est continue par opérations sur le segment [0;y].

H,) La série de fonctions wn converge normalement sur [0;y| d’apres 3.4.
g Y

n>l
.. [y teo oo y y y mextnoi (=)™ ™My
Ainsi, [ (n; wn(t))dt—n§1 (fo wn(t)dt> or [Pwn(ar= [7(-1)m dt = [ﬁ}o pour
tX
tout n € N* ce qui donne, avec la question 3.3, gy : t = f, (t) =t~ = - se prolongeant par continuité

to (-1

Yy Yy
en 0 en posant g (0) =0, fo gx(t)dt:fo () = Nar= 30 5
n=1

1
D’apres 3.5 et par linéarité de I'intégrale, comme les fonctions fyx et t — ——— sont intégrables sur 10;1]

i
t
Y _ Y 1 (_])n " x—1 |:i:|y — £
avec 3.1 et par RIEMANN, on a fo fx(t)dt fo t*~ldt =y~ z_: o . Or f t*7ldt = Ml
Y (=D™y"
donc f fx(t)dt =y~ ( + Z ) =y*Sx(y). Or lim y*=Tet Um Sx(y) = Sx(1) = F(x) d’apres
0 -1 n+x y—1- y—1-
1 tx71
2.4 donc fo mdt-ylﬁ}mﬁf fe(t)dt =1 x F(x) = F(x).

Si x €]0;1], on a aussi 1 — x €]0;1[ donc on peut appliquer 3.6 avec 1 — x & la place de x ce qui donne

x—1

1 t(1—x)—1 1 +—% —X 1t
+f0 mdt—F(X)+F(1 —X).

t B ot
fo Tdt o ﬁdt F(1 —x). D’apres 3.2, Ix—fo mdt




[PARTIE 4 : NOYAU DE POISSON ET CALCUL DE I.|

Pour n € N*, comme Vt € [0;1], [8,(t)] < y™ = 084(0), on a [|8n|[s0,[0;1] = y™ Comme y € [0;1], la série

géométrique Y y™ converge et | > 0y converge normalement sur [0;1].
n>l1 n>1

Tout d’abord, la série Y y™ cos(nnt) converge absolument par comparaison & la série géométrique > y™

nxl nxl
car |[y™ cos(nmt)| < y™. Ainsi, P(t,y) est bien défini si t € [0;1] et y € [0;1].

Appliquons le theoreme d’intégration terme & terme sur segment par convergence normale (donc uniforme) :
(Hy) Pour tout n € N*| la fonction 0, est continue par opérations sur le segment [0;1].
(Hz2) La série de fonctions > 6, converge normalement sur [0;1] d’apres 4.1.

n>l
PR R +00 1 1 sin(nmt)71 .
_ * . _
Ainsi, fo ( 2 Qn(t))dt = nz::] (fo Gn(t)dt> or Yn € N*, fo On(t)dt =1y [ o }o 0 ce qui donne

1P(t,y) — 1 1
f ( Z On )dt = fo %dt = 0 donc, par linéarité de I'intégrale, j;) P(t,y)dt =1.

cos(nmt) = Re (e!™™) donc, pour t € [0;1] et y € [0;1], on a P(t,y) =1+ ZRe( Z y"e m”t). Comme

| . imt
|yel’n't| =y< ]’ on sait que Z yne

: e MRS .
Tt — 3 (yel™)™ = L (série géométrique). Par conséquent,
n=1 n=1

1 — yelﬂt

imt imt —imt imt 2
1— _
on obtient P(t,y) = 1+ 2Re (Lt) =1+ 2Re (y ( yet 5 )> =1 +2Re< ye y 2)
1—ye™ [T —ye™ 1 —2ycos(mt) +y
2 t) — 2y? 1—-2 t 2.5 ) — 242 142

done P(t,y) = 1+ y cos(mt) — 2y = y cos(mt) +y~ + ycosz(n ) -2yt y _or

1= 2y cos(mt) +1y 1 —2ycos(mt) +y 1—2ycos(mt) +y

. 1 —42
1—y2>0et1—2ycos(mt) +y2 =1 —yel™|2 >0 dott |P(t,y) = Yy et P(t,y) > 0.
1 —2ycos(nt) +y

. 1 n
t —1
Pourne N,onan+x#0donc Jn = — T sin(n + %) donc ]n:( ) .
sin(mx) | (n+x)m |, n+x
imt 1 p imt n 1.T1.’T[t Ars A A s
Pour t € [0,1], on a |ye'™| =y < 1 donc P > (yer™ ™)™ Z y (série géométrique) donc
—ye n=0
eiﬁxt . einxt 400
Z ymet It En posant an (t) = yme ™ MO vt € [051], ———— = 3 an(t).
1— ye 1 —vye n=0

Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme sur segment par convergence normale (donc uniforme) :

(Hy) Comme Yt € [0;1], [e"™ (™) =1, on a |[an|oo,0;1) =y™ et > y™ converge car [y| =y < 1 donc
n=0
la série de fonctions ) a, converge normalement sur le segment [0; 1].
n>0
(Hz2) Toutes les fonctions a sont continues sur [0; 1] par opérations.
o 1 imxt 400 a1 ) 1 einxt 400 a1
Ainsi, fo 1_147d’c = ngof an(t)dt ce qui donne Re (fo ]_yimdt) = Re <Z f an(t)dt) donc
T 1 et 1 mcos|( )t] too

sin(mx) ¢ (f;) 1 —ye'™ ) sin(m Z f e (an(t Z f sin(7mx) ngoy Jn

(_])n T 1 ew—rxt +o00 (_])nyn
0] = d’apres 4.4 d R ——dt | = ——— = Sx(y).
rJn —— apres onc S (o) e fo e nZ::O = x(v)




irtxt +ein'r(]fx)t (einxt +ei7t(1fx)t)(] yefint) einxt +ei7r(17x)t —im(1—x)t —imtxt

e — —ye —ye o
. . = . = ur
1 —ye'™ 1 —yet™? 1 — 2y cos(mt) 4 y? P

it | in(1-x)t @(t) —ylcos(m(x — 1)t) + cos(—mxt)]
1 —ye'” 1 — 2y cos(nt) + y?
tie réelle. Alors, A (y) = f (1) — yleos(n(x — Nt) +C§S(—ﬁxt)] Qi — f‘ (1 —y)e(t)
0 1 —2ycos(nt) +y 0 1—2ycos(nt) +y

e

tout t € [0;1], donc Re en prenant la par-

> dt par parité

1 1
de cos. On en déduit Ay (y) = T Jo P(t,y)e(t)dt et, comme @ est continue sur [0; 1], avec le résultat (R)
Y

1
admis, comme ¢(0) = 2, on obtient lim Ax(y) = Ecp(O) =1.
y—

D’apres 3.7, on a I, = F(x)+F(1—x) pour x €]0; 1[. On adonc F(x) = lim Sx(y) et F(1—x) = lim S1_x(y)

y—1- y—1-

avec 2.4 car on a aussi 1 — x €]0;1[ donc F(x) + F(1 —x) = lin]1 (Sx(y) + S1-x(y)) qui se transforme en
y—1-

7 1 einxt p 1 ein(] —x)t
F F(1 —x) = U —_— - t ——dt 4.6.
(x) +F(1 —x) y;r& S () Re <f0 ] —ye‘md ) + s ({1 _X>)Re j;) 1 —yemtd avec

1 etnxt+eln(1—x)t

Comme sin(n — nx) = sin(nx), on a F(x) + F(1 —x) = yllql_ WRQ o T dt) ou encore
7
F F(1—x)= U A DY es 4.7 Iy =F F(1 —x) = .
() +F(1 =) yiﬂl— sin(mx) x(v) apres B () + (1 =) sin(7x)

'PARTIE 5 : LE RESULTAT (R)|

Comme la fonction cos est décroissante sur [0;7], si t € [«;1], on a 0 < P(t,y) < P(e,y) avec lexpression
de la question 4.3. Puis en intégrant sur [e; 1], par inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale, comme
1
[ P v)e)at
1— yz
1 —2ycos(na) +y

P(t,y) > 0, on obtient

1 1
< [ Pt u)le®)]dt < Playy) [ fe(t)]at. Comme Lim P(a,y) =0
o [ed y—1

car P(o,y) = 5, um(1 —y?)=0et 131_7:1](1 —2y cos(ma) +y?) = 2(1 —cos mx) > 0 car o > 0,

y—1

1 1
ilexister>0tel quesil—r<y<1,ona ‘f P(t,y)e(t)dt| < e (f |@(t)|dt est indépendant de y).
0.4 x

Ainsi, si0o < 1—y <,
1
[, Pt v)e)at

donc, d’apres 5.1, 4.2

[ yemar < ’fo"‘P(t,y)@(t)dt + ’f; P(t,y)o(t)dt

2 24 1
< fo P(t,y)|e(t)|dt +¢ < efo P(t,y)dt+e < sfo P(t,y)dt+e = 2. On a donc

et 4.3,

1
bien justifié que lin]l o P(t,y)e(t)dt =0 si @(0) = 0.
y—1-

Dans le cas général, on applique 5.2 & la fonction ¢ — ¢(0) qui est continue sur [0;1] et nulle en 0. Ainsi,

tim [Py (o(t) — 0(0)ar = 0 mais [ P(e,)(0() — o@)at = [ Ply)ema— [ P y)e©ar

1
On a bien démontré (R) : li'r? o P(t,y)e(t)dt = ¢(0) si ¢ : [0;1] — R est continue.
y—1-
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[PARTIE 1 : EXEMPLES DE SOUS-ALGEBRES)

Exemples de sous-algébres de M, (K)

Comme Ty (K) = Vect(Eij)i1<icj<n €t T (K) = Vect(Ei,j)1<i<j<n par définition, ces deux parties de
Mn (K) sont des sous-espaces vectoriels de My (K). Le produit de deux matrices triangulaires étant encore
triangulaire, T, (K) est stable par produit. De plus, si la diagonale de I'une des deux matrices triangulaires
est nullela diagonale de la matrice produit le sera aussi car les termes diagonaux du produit de deux matrices

triangulaires supérieures est le produit des termes diagonaux correspondants. Donc T,7 (K) aussi est stable

par produit. Ainsi, ‘les ensembles Ty, (K) et T, (K) sont des sous-algebres de M (K). |

L’ensemble S;(K) n’est pas une sous-algebre de M, (K) car il n’est pas stable par produit. En effet,

les matrices A = (] !

1 0 ne 'est pas.

> et B = (g ?) sont symétriques mais leur produit AB = <g 0

0

L’ensemble A;(K) n’est pas stable par produit car C = 1

;) est antisymétrique mais C? = <_O1 _01 )

ne lest pas. Alors, lles ensembles S;(K) et Az(K) ne sont pas des sous-algebres de M, (K). |

Reprenons les contrexemples ci-dessus. Les matrices définies par blocs A’ = ( 0 02 e 2)
n-2,2

B 02 n— L . . . AB 0
B = (O g‘“ 2) sont symétriques de taille n mais leur produit A’'B’ = (O 2 n- 2) ne l'est
n—-2,2 n—-2 n—-2,2 n 2

C O02n—2

pas. La matrice C' =
On—22 On-2

. oy . . 0
) est antisymétrique de taille n mais C'2 = ( 0 2 e Z) ne
n—-2,2

lest pas. Ainsi, ‘les ensembles Sy, (K) et A, (K) ne sont pas des sous-algebres de My, (K) pour n > 3. |

Exemples de sous-algébres de £(E)

L’ensemble A n’est pas vide car I'endomorphisme nul de E stabilise F. Soit (u,v) € AZ et A € K. Alors
pour tout x € F, (u+Av)(x) = u(x) + Av(x) € F car u(x) € F, v(x) € F et que F est stable par combinaison
linéaire. Ainsi, u + Av stabilise F et Ar est stable par combinaison linéaire ce qui fait de Af un sous-espace
vectoriel de £(E). De plus, pour x € F, comme v(x) € F puisque v stabilise F, on a (uov)(x) = u(v(x)) € F

car u stabilise aussi F, 'endomorphisme u o v stabilise F donc Af est stable par composition.

Par définition, |l’ensemble Ar est une sous-algebre de £(E) (on a méme id g € Af).




Soit G un supplémentaire de F dans E, on a donc dim(G) = n—p. Si Bf est une base de F et Bg une base
de G, la famille B = By Il B¢ est une base de E adaptée a la décomposition E =F@ G. Si u € £(E), on sait

d’apres le cours que F est stable par u si et seulement si Mat ¢ (u) = ( 0 A E > . Cette équivalence permet
n—p,p

de bien définir ¢ : My (K) X Mp n—p(K) X Mn_p(K) = Af qui & tout triplet (A, B, C) de I’espace vectoriel
Mp (K) X Mp n—p (K) x Myn_p (K) associe 'unique u € £(E) tel que Mat g(u) = Mat g (u) = (OnA‘p,p E)
L’application ¢ est clairement linéaire, injective car seul I’endomorphisme nul admet une matrice nulle dans
la base B, et aussi surjective d’apres ’équivalence précédente.

L’isomorphisme ¢ conserve les dimensions et dim(Af) = dim(M;,(K) x Mp n—p(K) x Muy_p(K)) donc

dim(Af) = dim(Mp(K)) + dim(Mp n—p(K)) + dim(Mn_p(K)) = p% +p(n —p) + (n — p)?. Ainsi, apres

simplifications, dim(Af) = p? + pn —p? +n? — 2pn + p? et on a bien ’ dim(Af) = n? —np + p2.

2 2
Pour tout p € [1;n—1], on a n? —np +p? = (p — %) + % (apres mise sous forme canonique) donc

n
la dimension de Af est maximale quand ‘p — E‘ est maximale, c’est-a-dire quand p=Toup=n—1,0n a

2 _np+p?=n?—n+1. Ainsi, Max (n?2 —pn+p?)=n?-—n+1.

1<p<n—1

alors n

On pouvait aussi dériver par rapport & p pour voir que le maximum est atteint aux bornes de [1;n — 1].

Exemples de sous-algébres de M;(K) diagonalisables ou pas

Posons K = <(1) _01 de sorte que I'(K) = Vect(I2,K) ce qui montre que I'(K) est un sous-espace

. a —-b ¢ —d) _(ac—bd —(ad+ bc)
vectoriel de M, (K). De plus, (b R ) X <d . ) = (ad+bc we — bd ) € T'(K) donc T'(K) est

stable par produit. On peut donc affirmer que ’I‘( K) est une sous-algebre de M, (K). |

K € T(K) et xx = X? —Tr (K)X +det(K) = X2 +1 = (X —1)(X+1) donc K n’est pas diagonalisable dans

Mz (R) car xx n’est méme pas scindé sur R: |T'(R) n’est pas une sous-algebre diagonalisable de M;(R).

Comme xx = (X—1)(X+i) est scindé & racines simples sur C, la matrice K est diagonalisable dans M ( C)

oo . i 0 .
avec Sp(K) = {i, —i} et il existe une matrice P € GL(C) telle K = PDP~! avec D = ((l) —i)' En résolvant
N . . . A 1 1
les deux systemes simples KX = iX et KX = —iX, on peut méme donner, par exemple, P = <i i

Pour M € T'(C), il existe (a,b) € C? tel que M = al, + bK. Alors M = aPP~! + bPDP~! = PAP~! avec

A—p-TMmp — <a+1b 0

0 o —ib > diagonale. Avec la définition de ’énoncé d’une sous-algebre diagonalisable

de M,(C), on peut conclure que ’I‘( C) est une sous-algebre diagonalisable de M, ( C). |




[PARTIE 2 : SOUS-ALGEBRE COMMUTATIVE DE Mn(R)]
Une base de A

Si on comprend les indices des vecteurs de la base canonique Bg = (e1, - - -, en) modulo n (dans [[T1;n]),

plus simplement, ¢ envoie le vecteur e; sur ei;1 (carn+1=1 [n] et p(en) = e7) pour tout i € [[1;n].

Ainsi, en composant, pour tout k € [[2;n], ¢* envoie e; sur eiyx (encore modulo n). Par exemple,
0 1 0
0 er eee 1 _
. o ) 1
] = Mat 5, (p?) = 1 et 2 =Matz,(@?)=| 1 . - . Pour k € [2;n—1],
0 . 1 0 . o .
(0) 1 0 o0

’]k n’a que des 0 sauf sur la k-iéme sous-diagonale et la (n — k)-ieme sur-diagonale ou se trouvent des 1| et

ona [J"=1I,| (on a fait le tour).

n—1
Avec la question précédente, |J(ag,---,an_1) = Y. arJ*.
k=0

D’apres la question précédente, A = Vect(J°,---,J*~ ") donc A est bien un sous-espace vectoriel de
n—1

Mn(R) et lafamille B = (I, ], -+, J™ ") est génératrice de A. Soit (ag, - +,an_1) € R™telque Y. axJ* =0.

Cela s’écrit aussi J(ag, -+, an—1) = 0 d’apres ce qui précede. Etant donnée la définition de J(ao, *+yan—1),

on en déduit que ag = -+ = an_1 = 0 donc B est libre. Ainsi, ’(In, J,7%, -+, ] 1) est une base de A.

Si M commute avec tous les éléments de A alors en particulier M commute avec | € A. Réciproquement,
si M commute avec J, qui s’écrit MJ = JM, alors MJ? = (M])] = (JM)] = J(M]) = J(JM) = J*M. Par une

récurrence simple, on a Vk € N, MJ* = J*M. Soit N € A, d’apres 2.1.2, il existe (ag,---,an_7) € R™

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
tel que N = Y aiJ¥, alors NM = ( > ak]k>M =Y aJ*M = Y axMJ* = M( S apJ®) = MN et M
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

commute bien avec tout élément de A.

Par double implication, si M € My (R), ’M commute avec ] <= M commute avec tous les éléments de A. |

Avec 2.1.3, A est déja un sous-espace vectoriel de M, (R). Soit (M,N) € A2, alors il existe

n—1
(a())'")an—1)b0a"',bn—1) S Rzn tel que M = J(aOv"'van—1) et N = J(bO)"')bn—1)~ Siu= Z aka
k=0
n—1 n—1
et V=Y bX* de sorte que M = U(J) et N = V(J), alors en notant R = > cxX* € Ry_1[X] le reste de la
k=0 k=0

division euclidienne de UV par X™ —1, il existe Q € R[X] tel que PQ = (X™ —1)Q +R. Comme (J™ —1,) =0,
onaMN =U()V(]) = UV)(J)=(J™ = I)Q(J) +R(J) =R(J) =J(co, - *ycn—1) € A. Ainsi, A est stable par
produit et ¢’est une sous-algebre de My, (R). De plus, MN = U(])V(]) = (UV)(]) = (VU)(J) = V())U(]) = NM

donc les éléments de A commutent entre eux : ‘l’ensemble A est une sous-algebre commutative de My (R). |




Diagonalisation de | et de A

X 0o -1
-1 X 0
On développe le déterminant xy =| o "~ "~ - . | par rapport a la premiére ligne pour avoir
o
0 0 —1 X
X 0 0 1 X 0 0
-1 X ~ 0 .. ..o
xp=X| o . . el +(—1).(—1)“+1 e o ZX.X“_1+(—1)“+2‘(_])“—1 car
S : o x
0 -+ 0 -1 X 0 i i 0 1

les deux derniers déterminants sont ceux de matrices triangulaires. Ainsi, |[x; =X™ —1.

n—1

. N 2i . 412
On sait que X™ —1 = [[ (X — w*) ot w = ¢ W car les racines de X™ — 1 sont les éléments de
k=0
U, = {l,w,w? -, w™ 1}, Comme xj est scindé a racines simples sur C, J est diagonalisable dans M (C).

N

Pour n = 2, xj = X?* — 1 est scindé & racines simples sur R donc J est diagonalisable dans Mz (R) (et J
représente une symétrie). Par contre, si n > 3, il existe des racines n-iemes de 'unité qui ne sont pas réelles,

par exemple w, xj n’est méme pas scindé sur R donc J n’est pas diagonalisable dans My, (RR). Par conséquent,

’Vn > 2, ] est diagonalisable dans My (C) et ] n’est pas diagonalisable dans My, (R) sauf si n = 2. |

Le spectre de J est 'ensemble des racines de xj donc Sp(J) = Up = {1,w,---,w™ '}, Toutes les
valeurs propres sont simples donc, d’apres le cours, les sous-espaces propres associés Ex (J) sont des droites.
Soit k € [0;n — 1], si on résout le systéme JX = w*X avec X' = (x1 --- xn), on obtient les relations

Vi € [1;n — 1], xiz1 = w *x; donc, par une récurrence simple finie, Vi € [1;n], xi = @ %=y, On

conclut donc que [Sp(J) = Uy et Vk € [0;n — 1], Egx(]) = Vect(Xy) avec X{ = (1 w™F -+ @ k=),

A n’est pas un sous-espace du C-espace My (C) car il n’est pas stable par multiplication par un scalaire

complexe : i] € A alors que | € A. Ainsi, ’A n’est pas une sous-algebre de M, (C). | Par contre, comme

en 2.1.5, A" = {J(ag,---,an—1) | (ag,---,an—1) € C™"} est une sous-algebre commutative de M, (C).
Soit P € GL,(C) telle que ] = PDP~! avec D = diag(1,---,w™™ "), c’est-a-dire que P est une matrice

de passage entre la base canonique et une base de C™ formée de vecteurs propres de J, et on a vu en 2.2.3

. . n—1
qu’on pouvait prendre P = (w~(=1D0-1D); ;. € GL(C). Soit A € 4, il existe Q = > arX* € Ry_1[X]

k=0
tel que A = Q(J) d’apres la question 2.1.2. Classiquement et par récurrence, on a Vk € N, Jk = pDkp~!
n—1 n—1 n—1
donc A =Q(J) = 3 aiJ®= > ayPD*P T = P( 3 aka>P—‘ = PQ(D)P~ " d’ot1 P"TAP = Q(D) et on a
k=0 k=0 k=0

P~TAP = diag(Q(1),---,Q(w™ ")) diagonale : ’EIP € GL,(C) telle que YA € A, P~TAP est diagonale.

D’apres la question précédente, la matrice J(aog, -+, an—1) = Q(J) est semblable & la matrice diagonale

D = diag(Q(1), -+, Q(w™")). Ainsi, [Sp(J(ao,--,an_1)) = Sp(QU)) = {Q(1), -, Q(w")}.




[PARTIE 3 : REDUCTION D’UNE ALGEBRE NILPOTENTE]

Sin =1, comme tous les endomorphismes de £(E) sont des homothéties, le seul endomorphisme nilpotent

de A est 'endomorphisme nul et il est trigonalisable dans toute base : ‘le résultat est vrai pour n = 1. |

On raisonne par ’absurde : §’il n’existait aucun tel sous-espace vectoriel, d’apres le théoreme de BURNSIDE

admis dans 1’énoncé, on aurait A = £(E). On aurait id ¢ € A mais id ¢ n’est pas nilpotent ce qui contredit

Phypothese. |11 existe un sous-espace V de E distinct de E et {0} stable par tous les éléments de A. |

Soit W un supplémentaire de V dans E, By une base de V, By une base de W, alors B = By II By, est

une base de E adaptée a la décomposition E =V & W. Pour tout u € A, la matrice de u dans la base B est,

A B N
5 D ou A € M:(C), B e M;(C)et DeM(C).
Comme ces trois matrices dépendent de wu, on les note plutot A = A(u), B = B(u) et D = D(u) et on peut

d’apres le cours car V est stable par u, de la forme

donc affirmer qu’ |il existe une base B de E telle que Vu € A, Mat g (u) = <AE)u) g((:j)) )

Comme on sait que Mat ¢ (u + Av) = Mat g(u) + AMat ¢ (v) et Mat g(u ov) = Mat g(u) x Mat (v), un
A(uw+Av) B(u+)\v)) _ (A(u) B(u)> +}\<A(V) B(V)) ot

calcul matriciel par blocs montre que

0 D(u+ Av) 0 D) 0 D)
A(uov) B(uov)\ [A(uwA(v) A(u)B(v)+B(u)D(v) .
( 0 Dlwov) ) = 0 D)D) . Ainsi, {A(u) [u € A} et {D(u) | u € A} sont
non vides (car A est non vide), stables par combinaison linéaire et stables par produit. De plus, si u € A, il

A(u)N *

. N _ Ny
existe N € N tel que u™ = 0n et Mat (u™) = ( 0 D(u)

N) donc A(w)N =0, et D(u)N = 05. Ainsi,

lles ensembles {A(u) | u € A} et D(u) | u € A} sont des sous-algébres nilpotentes de M, (C) et M4 (C). |

Le sous-espace vectoriel V étant distinct de {0} et de E, on a 1 < v = dim(V) < n — 1. De méme,
comme dim(W) = n —dim(V), on a 1 < s = dim(W) < n — 1. D’aprés ’hypotheése de récurrence, il
existe P € GL,(C) et Q € GLg(C) telles que pour tout u € A, les matrices P"TA(u)P et Q~'D(u)Q sont

triangulaires supérieures. Soit U = <Z 8), alors, U est inversible car det(U) = det(P)det(Q) # 0 et
P~ 0 P~ TA(u)P %
-1 _ -1 —
=1, Q! ) Par un calcul par blocs, U™ Mat ¢ (u)U = ( 0 Q- 'D(W)Q € To(C). En

notant B’ la base de E telle que U soit la matrice de passage de B a B’, la formule de changement de base

montre Mat 3/ (u) = (P1A0(U)P Q_1S(U)Q

trigonalisables de matrices et d’endomorphismes sont en bijection par 'intermédiaire de ’application Mat /.

> € Th(C) si u € A. L’énoncé admet que les sous-algebres

On peut donc conclure que ’l’algébre A est trigonalisable. |

P=TA(u)P * )
0 Q™ 'D(wQ )’

tente donc les matrices triangulaires P~TA(u)P et Q 'D(u)Q le sont aussi, mais comme elles sont trian-

Avec les notations de la question précédente, Mat ¢/ (u) = ( Or u est nilpo-

gulaires, leurs valeurs propres sont sur leur diagonale. XN est annulateur de ces matrices donc seul 0 est

valeur propre de ces matrices, et on peut en déduire que Mat 5/(u) € T (C). En conclusion, on a bien

l'existence d’une base de E dans laquelle les matrices des éléments de A appartiennent a T,7 ( C).




