DM 07 : DEMOCRATIE

PSI 1 2023/2024 pour le vendredi 22 décembre 2023

(PARTIE 1: TOUS LES CANDIDATS)

N
{Up, Uy, -, UN} est un systéme complet d’événements car 2 = U Uy puisque le premier tirage se fait

k=0
dans une des N + 1 urnes numérotées de 0 a N et que les Uy sont incompatibles deux a deux.
Pour k € [1;N] et j € [0;N], Py, (Ax) = ﬁ si k <j (car il y a une boule numéro k sur N boules dans

U;) et Py, (Ax) = 0sik >j (et ceci méme si j = 0 car k > 1 et U; ne contient pas de boule numérotée k).

N
Par la formule des probabilités totales, pour k € [1;N], P(Ax) = > Py, (Ax)P(U;) d’apres la question
j=0

N N
1.1. Par la question 1.2, P(Ay) = j;o Py, (Ax) P(U;) = ng car I’énoncé impose P(U;) = N]i—&%
(il y a équiprobabilité du choix des N + 1 urnes). Ainsi, P(Ay) = N_k+1
N(N+1)
La famille {Ag, A1, -+, AN} est aussi un systéeme complet d’événements par construction. Par addivité,
N N .
on a P(Q) = P(Ao) + ]P(A]) + -+ P(AN) = 1. Ainsi, P(Ao) =1- Z P(Ak) =1- Z — ) avecle
K=1 I N(N+1)
changement d’indice j = N —k + 1 ce qui donne P(Ap) =1 — % = %

Pour k € [1;N], comme avant, Pa,(By) =

1

0 (pas de boule numéro k dans Up) et Pa,(Bx) =0sik > i
(pas de boule k dans U;) et Pa, (Bx) = N si k < i (une seule boule numéro k parmi N boules dans Uj).

Sik € [[1;N], {A0, A1, -+, AN} est un systéme complet d’événements donc, par la formule des probabilités
N—k+1

N N ) .
totales, P(By) = g:o Pa,(Bx)P(AL) = %E:km(_]\]iﬁ]]) = 1117 j; WT]) avec le changement d’indice
. . N—-—k+1)(N—k+2)
=N — 1d P(Bk) = ( .
] i+ 1 done P(By) INT(N+1)
N
Comme {Bp, By, --,BN} est & nouveau un systéme complet d’événements, P(Bp) = 1 — Y P(By), ainsi
k=1
N N s
N —k+1)(N—k+2) iG+1) N
P(Bo) =1— ( =1— ), —>>——*— avec le changement d’indice j = N —k+1 donc
(Bo) > INI(N 1) ]-; INI(N 1 1) & )
1 N(N+T)2N+1) N(N+41) N(N + 1)(2N +4) 1 N+2
P(Bo) = 1— 7 ( + ):]7 5 =1-— .
INZ(N+1) 6 2 12NZ(N +1) NN+ 1)\ 3

Encore une fois, Pa, o(Any1x) =0 (pas de boule k dans Uo), Pa, (Ant1,k) = # si k < i (une seule
boule numéro k parmi N boules dans U;) et Pa, (Any1,k) =0 si k >1i (pas de boule k dans Us).

On procede par récurrence sur n.

N+1-%k
Initialisation : si n =1, d’apres 1.3, Vk € [1;N], P(Aqx) = P(Ax) = E(T\ij_]; ENL (T\} +1) ( +1 >
s : 1 N+n—k
Hérédité : soit n > 1 tel que Vk € [I;N], P(Anx) = -~ - {An,0,An,1, , An N} est
MIENTNTHL n O ’

un systéme complet d’éveénements donc, par la formule des probabilités totales, si k € [1;N], on a la relation



N N ; N ;
1 1 N+n-—i 1 N+n-—i
P(A = P (A P(A, ;) = — JREN .
(Ant1x) iz::O A Anst ) FAn) N «z:k N*(N+1) < n > NN+ 1) i;k ( n
N+n+1—k
ce qui donne, par la formule des colonnes, P(A SRR E— .
q p ( n-H,k) Nn—H(N—i—])( N )
N —k
Par principe de récurrence, Yn € N*, Vk € [1;N], P(Anx) = N“(l\]l+1)< +: )
Soit n > 1, la famille {An,o,An,1,--~,An7N} est & nouveau un systeme complet d’évenements. Par

addivité, on a P(Q) = P(An,0) + P(An,1) + ... + P(An,Nn) = 1. Alnsi, toujours par la formule des colonnes,

)
Pmm@:1—§fpmmw:1 ‘<N+“_k):1—Nw1<N+“>

—~ CONY(N 1) n N4+1)\n+1
N+ 1 N(N +1 1 1
Pour n =1, P(A; 0)21_+ N :1—Qzl—f:fconformémental.ll.
’ NN+ 2 IN(N+1) 2 2

[PARTIE 2 : ELU/

Si w € Cqp, alors une boule portant le numéro 0 est apparue avant le tirage n, mais comme a partir de

ce tirage on ne tire que dans 'urne 0 puisqu’elle ne posséde quune seule boule numérotée 0, alors w € An o.
Ceci prouve que C, C An 0. Réciproquement, si w € A, o, alors le tirage n donne la boule 0 donc il est

apparu une boule 0 avant le tirage n et on a donc w € Cy, ; ce qui établit I'inclusion An o C Cp.

N
Par double inclusion, Cy, = Ay 0. Ainsi, P(Cpn) = P(Ano) =1— m (n I;L

Il est clair avec les notations de 1’énoncé que C, = Z,, U Cry—1 (selon que I’apparition d’une boule avant

) d’apres la partie 1.

le tirage n intervient pour la premiére fois au tirage n ou avant le tirage n — 1) et que ces deux événements

sont incompatibles. Ainsi, P(Cy,) = P(Zn) + P(Ch—1) et on en déduit d’apres la question précédente que,

N+4+n-—1 1 N+n
ourn>2,ona P(Z,)=P(Cn)— P(Cn_ =1 T o —— .
P - (Zn) = P(Cn) = P(Cn) N“—‘(N+1)< n > N“(N+1)<n+1>
—+ 00
Par construction, Z = U Z, car pour que 0 apparaisse au cours de ’évolution, il est nécessaire et

n=1
suffisant qu’il existe n € N* tel qu'une boule numérotée 0 apparaisse pour la premiere fois au tirage n.
Or ces évenements Z,, étant dénombrables incompatibles deux a deux, on a par o-additivité la relation
+oo +oo
P(z) = > P(Z,) = P(z1)+ . P(Z,). Par conséquent, comme cette série converge, que Z; = Ay avec
n=1 n=2

P(Ap) = % d’apres la question 1.4 de la partie 1 et que Vn > 2, P(Z,) = un — uny1 d’apres la question 1.2

N —1 1 N —1
de la partie 2 avec u,, = % tn = — tn , on obtient par dualité
NI (N +1) n NI (N4+1)\ N-—1
N +1 N(N 41
suite/série la relation P(Z) = P(Zy) + u2 — lim u,. Comme ( i ) = g, on en déduit que
n—+oo 2 2

Sl 1 (N _ 1 NNHD PR .

]P)(Z)2+N(N+1)( 5 TlE;TOOun72+2N(N+‘I) ngrﬂoounfl ngTooun. Or on sait que
N+n-—1 1 N+n—1)(N+n—-2)--- 1 N

NP e B N P U

NI (N4+1)\ N—1 NN+ 1) (N=1)! +oo (N = 1)IN

croissances comparées, comme N > 2, on a nN~! = o(N™) d’out HT un, =0 et on a enfin P(Z) =1.
o0 n—+oo



