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. / X4n , . . M

Pour x € R, par croissances comparées, on a ( ) bornée si et seulement si |x| < 1. Ainsi, par

dn+1/neN
définition d d Rde 3o X R=1. P 41,y " 1
éfinition du rayon de convergence e ,onaR =1 Pourx = =+1, =
Y & o+l Eodn+1 [ EZpdnl
+o0 4an
diverge par comparaison & la série harmonique. Posons g : x — > 4X 7 le domaine de définition de
n=0 M
+0 _4n41 . R
g est donc Dg =] — 1;1[. Pour x €] — 1;1], f(x) = xg(x) = X et on sait d’aprés le cours que f
+o0 1

est de classe C® sur | — 1;1[ avec f'(x) = Y x*" = s Comme 1 —x* = (1 —x)(1 +x)(1 — x?),

n=0 - X
, .. /12 . 1 1 o a b cx +d . .
la décomposition en éléments simples de est = + + . En identifiant par
P P 1—x 1—x T—x  14x  14x% P
1 1 . 1 1 1 1
exemple, on trouve a =b = -, c=0et d = <. Ainsi, Vx €] —1;1 = + + .
P 4 2 ) b T—x' 401 —x) 40 +x) 2001 +x°)
_ _ !/

Ainsi f'(x) = tn(1 4 x) 1 tn(1 = x) + Arct;n(x)] , comme f(0) = 0, en intégrant, sur l'intervalle | — 1; 1],

on aVx €] — 1:1], f(x) = In(1+x) ;ln(l —x) n Arctgn(x).

On en conclut que g(0) = 1 et que Vx €] — 1;0[U]0; 1], g(x) = 4L In (: —l—x) i Arctzan(x)'
X — X X

a. Sion avait lim sin(n®) = 0, on aurait alors lim sin((n + 1)) = 0. Mais comme on sait que
n

—+o0 n—-4o0o
sin((n +1)8) = sin(0) cos(nd) + cos(0) sin(nd), on a sin(0) cos(nd) = sin((n + 1)0) — cos(0) sin(nd) donc
m cos(nf) =0. On

|55
n—-+oo

liT sin(0) cos(n®) = 0. Mais comme sin(8) # 0 puisque 6 €]0;n[ par hypothese,

n——+oo

aurait alors liT (sin?(n0) +cos?(nd)) = 02402 = 0 ce qui est impossible puisque sin?(n6)+cos?(nd) = 1.
n——+oo

On conclut ce raisonnement par ’absurde : la suite (sin(n8))nen ne tend pas vers 0.

b. D’aprés la question a., Y sin(nf) 1™ diverge grossiérement, comme »_ sin(n0)z"™ diverge pour z = 1,

n=0 n=0
on a donc R < 1. De plus, comme |sin(nd)| < 1 et que le rayon de convergence de Y z™ vaut 1, on déduit
n=0
du cours que R > 1. Au final, R=1.
c. Si|z| =1, on a |sin(nd)z™| = |sin(nd)| d’ot > sin(nd)z" diverge grossierement avec a..
n=0
. +oo +oo in® _ _—ind
d. Si|z| <1, Y sin(n@)z" converge absolument car R =1 et S(z) = ) sin(n@)z" = >, &—& "
n>0 n=0 n=0 2i

+oo . +oo .
par la formule d’EULER classique puis S(z) = l( 3 (zet) — 32 (ze‘te)“> avec DE MOIVRE donc on

2i n=0 n=0
i0 -0 .
: _ 1 ( 1 1 )_ (e —e ")z . zsin(0)
obtient S(z) = —— — — — | = i . = )
() 2i\1 —ze® 1 —ze® 2i(1 — (e + e )z +2%) 1 —2zcos(8) +2°
> 1 converge car, par croissances comparées, N - o(i) et que la série exponentielle converge.
nso (3n)! (3n)! 400 \nl
C +fjo ! h(1) = €€ ot quion utilise Us = {1,—1} le calcul d +fjo ! t
omme =c = & Tt et quon utilise U, = {1,—1} pour le calcul de ——, on peu
n=0 (Zn)! 2 n=0 (Zn)!
+o0 1
penser & utiliser les racines troisitmes de 1'unité pour le calcul de S = >, ——=. Comme on sait que



z € e = £ onadéjae = + + once =So+S71+S2en
+oo +oo
1 1

osant S1 = —— et S, = —_.
P ! nZ::o Gniy 2 nZ::O Gn +2)!
M j —FZOO jn -4§0 j3n -FZOO j3n+1 -O-ZOO j3n+2 5 3 D

ais on a aussi ¢ = — = + + =So+3jS1 +3j°Sz car j° = 1. De

+oo .2n .61 +oo  .6m+42 +oo  .om+4 5 4
! =S0+3j“S1 +jSz carj* =j.

2 too
hlS, e] = 1 = J + ) +
P T T X Gl T X Gag ) T2 Gt )
Cela donne un systéme trois équations/trois inconnues mais, comme on sait que 1+ j +j% = 0, il suffit de

. .2 =1 /3 -1 —iV3
etel+e _eteZeZ teZe 2

. . . . .2
sommer ces trois relations pour avoir 3Sp = e+e) +¢e’ donc Sy =

3 3
1 'ﬁzi Ai 'S:+OOL:l( 2 (£)>N1168
car j 2—1—12 j2. Ainsi, So nZ::o Gl 3 e—i—\/gcos 5 ,168.
De méme, on aurait 3S; = e + j%e Jrjejz et 35, = e+ jél Jrjzejz.
xt xt

—e _ O(e\x\t)

a. Pour tout réel x, la fonction hy : t — e~t'sh (xt) est continue sur R et sh (xt) = € 5 ;
o

2 . .
= O0(e™") car lim e " FIXIt** = 0 donc, par comparaison, la fonction

donc e~ sh (xt) = O(e~t"+xIt)
+oo 400 t— 400

hy est intégrable sur R, . Par conséquent, la fonction F est bien définie sur R.

+oo  2n41.2n+1 400 s o0 2n+41,.2n+1 5
b. Vt >0, sh(xt)= > ¥~ donc F(x) = ( f t)dt frote X ot
>0, shixt) nX::O (2n+1)! one F(x) fo nZ::O n{t)Jdt avec fn (n+1)! ¢
e La série de fonctions > f, converge simplement vers hy sur R; (on en vient).

n>0
e Les fonctions f,, et la fonction hy sont continues sur R .

e Les fonctions f,, sont intégrables sur Ry car f,,(t) = 0 (t]—z) par croissances comparées.
o0

+oo —t?
_ 2n41,—t2 . 2n . e 1
e Posons I,, = 0 t e dt,enposantu:t—t""etv:t— — I u et v sont de classe C' sur

R, w(0)v(0) = tEToo u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties, pour

e—t2:|+0<> _ 1
0 2’

+
oou(t)v’(t)dt = nfo Oot2n71eitzdt = nly_;. Comme Iy = [7 5

+
toutn>1,1n:fo

, | . . .. .
par récurrence, Vn € N, I, = n? On aurait aussi pu poser t = ,/u = @(u) avec @ bijection de classe

+
C' strictement croissante de R% dans R? ce qui donne I,, = 1 f OQu“e_uz du = Ln+1) —nl
2Jo 2 2
R x|2™ ! x| oo x| -
A 3 = = < 1 >
insi, [ Ifnl A1) T 2o A ) x X gy dome Jo Il < (n 1)l oA sene
|X‘2n+1

———— converge (série exponentielle).

Par le théoréme d’intégration terme & terme, on a donc l'intégrabilité de h, sur R (on le savait déja) et
. - N T ptoo too 2n+t
surtout le développement en série entiere de F : Vx € R, F(x) = >_ f fn = Y
= Jo o 22n+1)!
On pouvait aussi dériver sous le signe somme, soit f: R x Ry — R définie par f(x,t) = e~t’sh (xt), alors :

e Vt > 0, la fonction x + f(x,t) est de classe C' sur R.
e Vx € R, la fonction hy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry (on vient de le faire).
e Vx € R, la fonction t — g—i(x, t) = te="ch (xt) est continue sur R .

e Soit @ > 0, on a la majoration Vx € [—a;a], Vt > 0, %(x,t)‘ < te’tzch(at) = @q(t) et



@a(t) = o(e‘t) comme avant donc la fonction ¢4 est intégrable sur R, .
o0

“+o0
On en déduit que F est de classe C! sur Ret Vx € R, F/(x) = fo te~t"ch (xt)dt. On pose u(t) = ch(xt) et

2

—t

v(t) = —& 7 alors u et v sont C! sur R, u(0)v(0) = _]E et lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées
+

donc, par intégration par parties, on a F/(x) = fo Oou( )V (t)dt = - Z f h(xt)dt = = —|— XF( ).

Ainsi, F est la solution sur R de (E) : y' = % + %y qui vérifie la condition de CAUCHY F(0) = 0. Comme

2 x2 .
X > XI est une primitive de x — % sur R, on sait d’apres le cours que yo : x — e 4 est un vecteur directeur

de la droite des solutions de 1’équation homogene (Eg) : y' = %y. Par méthode de variation de la constante,

2

x?2 x =t
on trouve par exemple comme solution particuliere de (E) la fonction yp : x %eT fo e 4 dt. Ainsi, il

_tZ

2 xX
existe A € R tel que Vx € R, F(x) =yp +Ayp. Comme F(0) =0=A, Vx € R, F(x) =x — %eXT fo e 4 dt.

On peut a partir de la retrouver un développement en série entiere de F par produit de CAUCHY car

2 400 — 2 X +oo n,.2n 400 x (_1\n42n oo (_q1\n,2n+1
T = Xn et f ert—f ( t )dtz > (f =)™ dt) => ()™
n

4”n‘ o \Jo 4™l o d™l(2n+1)

en intégrant terme & terme sur [0;x] inclus dans lintervalle ouvert de convergence R. Comme les séries
(_])nX2n+1

n
x
tbn = 5
P 4"nl(2n +1)

n 2n—-2k (_])kXZK-H n (_1)k n X2n~H

CAUCHY, 2F cn Sicp = an_xb X = ( ) .
20 = nZO e kZ_:O nokPe T Z::O AR — )42k + 1) éo 2+1\k/)/ 4™l

Par unicité du développement en série entiére deés lors que le rayon est strictement positif (et c’est le cas ici),

2 2n—-2
a1 g DR ) g (D)) 24Tt 2
on adone ¥n € N 55 Bt = 3amal 2 2k 7 Wk ) O 2 21 \k T 2m+1) m\’
2n+1)
n

a. Pour x € R, (an)nen étant bornée, a—T"x = O( ) donc lim 9x™ = 0 par croissances comparées.
n!

+oo n—-+oo n!

précédentes convergent absolument pour x € R, en notant a,, = , par produit de

- ) . a

Ainsi, (a—“x“) est bornée quel que soit x donc le rayon de convergence de ) *'1 x™ vaut +o0.
n! n>0 n>o M

b. Les trois suites suivantes sont bien bornées :

n
o > ’z‘—n converge si et seulement si [x| < 2 donc R = 2 et la série géométrique > an
n>o0 n>0

converge car elle est de raison % €] —-1;1].

e Sia, =

e Sian, =1, Y x™ converge si et seulement si |x| <1 donc R=1et Y an diverge grossierement.

n>0 n=0
. 1 ya Xn . . )
e Sia, = ——, la série —2>  converge si et seulement si [x| <1 donc R =1 et la série de
P T e Gz e M=
RIEMANN Y a;, converge.
n>0
c. Pour x € [—1;1], la suite (anx™)n>0 est bornée car |anx™| = |an|[x|™ < |an| et que la suite (an)n>o est

elle-méme bornée. Par définition du rayon de convergence, R > 1.

d. Soit k € N, la fonction fy : x — x*e™ est continue sur R, et fi(x) = o ] par croissances comparées
* +<>o x

. . ’ +OC p—
donc fy est intégrable sur Ry par comparaison aux intégrales de RIEMANN donc fo x¥e™Xdx converge.

—+o0
On pose Iy = j;) xke~*dx pour k € N. Pour k > 1, les fonctions u : x — x* et v : x — —e ™ sont de classe



C' sur R, avec liT u(x)v(x) = 0 = u(0)v(0) par croissances comparées donc, par intégration par parties,
X—r+00

oo k—1_,—x 4 : Foo —X —x]+o0
onalx = kx e *dx = klx_1. Par une récurrence simple, comme Iy = e “dx = [—e } =1
0 ’ 0 0 ’

+oo
on a Vk € N, Iy = kl. On pouvait aussi dire que Iy = fo T =Te™dx =T(k+1) = (k+1-1)! = k!

d’apres le cours mais le calcul est attendu.

+oo +oo
e. Soit t > 1, d’apres a., f est définie sur R et, pour tout x € Ry, onae *'f(x) = > a—*;“x“e*"t = > un(x)
n=0 M- n=0

a —
en notant un(x) = Zpx"e .
n!

(Hq) La série > u, converge simplement vers x — e~ *"f(x) sur Ry (on en vient).
n>0

(H2) Les uy sont continues et intégrables sur Ry car un (x) = o( 1 ) par croissances comparées.
oo \x?
(H3) x — e *f(x) est continue sur R, puisque f I’est en tant que somme d’une série enti¢re de rayon +oc.

+
(H4) Pour n € N, f [un(x)]dx = fo Oo %x“e"‘tdx et on pose u = xt (facile car t > 0) pour avoir

oo lan| [F n - lan| |a .

o= Al [T urevau = dapres d. et n & . car 1
f;) [in (x)|dx T J, wletdu = apres d. e né:o g7 converge d’aprés c. car le

rayon de convergence de Y anx™ vérifie R > 1 et que % €]o;1[.

n>0
+
Par le théoreme d’intégration terme & terme, g(t) = fo e (x)dx = Z f x)dx or, avec le méme
. +o0 +oo it too an 1 1

calcul que ci-dessus, on a fo un (x)dx = t”'H donc Vt > 1, g(t) = fo e *H(x)dx = HX_:O AT = ¥S<¥>

a. Comme X% — 2ch ()X +1 = X2 — (e¥ + e %)X +1 = (X —e*)(X — e~ %), la quantité x> — 2ch («)x + 1 est

donc strictement positive hors du segment [e~%; e*] reliant les deux racines. Par conséquent, l’ensemble de
définition de fy est D =] — oo;e~*[U]e*; +o0].

b. La fonction f est de classe C' sur D par opérations. Comme fq(x) = %ln(xz — 2ch (e)x + 1) pour

— b () (x/2) = (%/2) + (x/2) = (e%/2) | |
€D f(x) = —X—C - S -
x €D, onafulx) = m i oy x—e(x—e %) 206" — %) 2(e % —x)
— o
donc ,(x) = _eT'] — l_“x - 67.1 —]e“x' Pour tout réel x €] — e~ ;e %[, [e”*x| < 1 et [e*x| < 1 donc
—x +oo o +oo
on a f (x) = ,eT' e )™ — 67. > (e®x)™ grace aux séries géométriques. On a donc la relation
=0 =0
n _n . .
suivante, Vx €] —e~ % e %[, i (x) = Z (emx)™ — % > (e*x)™ qu’on peut regrouper et simplifier
=0 n=0
+o0  (n+1)a 7(n+1)cx +oo
en fi(x)=— > € Jrze E h ((n 4+ 1)x)x™. Les fonctions f/, et fy sont développables
n=0 =
en série entiére sur | — e"%;e”*[. En mtegrant a lintérieur de l'intervalle ouvert de convergence, comme
n+1
fa(0) =0,onaVx €] —e e %[, fx(x) =— Z ch((n+1)a)* 1

.

2 2
16.7) a. Posons an = () >0 pour n € N, alors $ntl — (2n +2)!(n}) 5 — (2n—|—2)(2n2—|— D) _ 22n+1)
n an ) ((n+1)hH m+1) n+1
2
donc lim 284l — 4. D’aprés D’ ALEMBERT, le rayon de convergence R de Y. ( n> x™ vaut R = 1.
n—+4oo an n>0 4

= ~ ~ avec ’équivalent de STIRLING donc
4™ (n!)? +oo 4™ (2mm)n? e +oo (/7 7

2n 2
b. Six = 1 anx™ = (2n>xn 2n)! \/47Tn(2n) Mol
4’

n



n
par comparaison aux séries de RIEMANN, > a, (JI) diverge.
n=0

n+1
Six=—1 la série Z anx™ est alternée et ‘ “+1Xn ’ _2@n+1) _dni2 < 1 d’apres a. donc la suite
(|anx“|)n e st décroissante et tend vers 0 puisqu’on vient de voir que |anx™ | ——. Ainsi, par le critere

\ﬁ

n
spécial des séries alternées, > an< - %) converge.
n>0

L’ensemble de définition de f est donc { — JI; 411 {
c. On a vu en question a. que Vn € N, (n+ 1)an41 = 2(2n + 1)an. En multipliant par x™ et en sommant,

11 +o0 +oo +oo +oo
on a donc Vx € ] -5 [, ST+ Danpx™ = Y 220+ Nanx™ = 4x Y. napx™ " +2 3 anx™ et on
44 n=0 n=0 n=1 n=0

reconnait, puisqu’on est dans 'intervalle ouvert de convergence, f'(x) = 4xf'(x) +2f(x) ou (1 —4x)f'(x) = 2f(x)

donc f est solution sur } - [ de (E) : (1 —4x)y’ —2y=0.

d. On résout classiquement cette équation différentielle linéaire homogene normalisée (E) d’ordre 1 et,
2

— aXx

comme une primitive de a : x — . est A @ x — —Eln(1 — 4x) et puisque f(0) = ap = 1, on a

v 11 —In(1-4x) 1
xe}—f;f[ f(x) =e 2 =
47470 () V1 —4x
a. On calcule a) = a1 +ap =2, a3 = ay +2a1 =4, ag = a3 +3ay = 10, a5 = a4 + 4a3z = 26 et on peut
conjecturer que Vn € N*; 0 < an < 2(n — 1)!. On vient de faire I'initialisation.

Soit n > 1 tel que 0 € ant1 < 2nlet 0 € an < 2(n — 1)}, comme any2 = ant1 + (0 + 1)an, on a
+n+No< a2 < +2m+)n - =2n-Dln+n+1)<2(n—Nnn+1)) =2(n+1)! car
n+1<n? pu1sque n > 1. Par principe de récurrence double, on a ¥n > 1, 0 < an < 2(n — 1)!. Ainsi, pour

1,0 < = donc, par encadrement, (an) converge vers 0.
n! n n!/nen
b. Comme la suite (a—"‘) tend vers 0, elle est bornée, donc par définition du rayon de convergence d’une
n./neN

série entiere, on a R > 1.

c. Les dérivations qui suivent sont valides sur l'intervalle ouvert de convergence. Pour x €] — R;R[, on

+o00 +o00 +oo +oo
a fi(x) = Y Mnyn-1 — 3 Gndlymn o ¢(y) = 3 Mndlyn—1 — §~ Gni2yn - Op pour n € N,
n=1 n! n=0 n! n=1 n! n=0 n!
n n n +oo n +oo n +oo n
Ant2X _ GnipiX (0t Danx™ o 3 Gnd2X ¥ GntlX  §n (0t 1)anx® ) sommant ce qui

n! n! n! n y nl n=o n! n!

n!
] — R; R[ de ’équation dlfferentlelle (B) : y'=(04+xy —y=0.

revient & f/(x) = f'(x) + Z napx® + Z anx = f'(x) + xf'(x) + f(x). Par conséquent, f est solution sur
n= O n!

d. D’apres la question précédente, on a f”(x) — (1+x)f'(x) — f(x) = (f'(x) — (1 +x)f(x))’ = 0. Comme | —R; R|
est un intervalle et que f'(0) — (1 4+ 0)f(0) = a1 — ap = 0, on a donc Vx €] — R;R[, f'(x) — (1 +x)f(x) = 0.
On en déduit en intégrant cette équation différentielle linéaire du premier ordre mise sous forme normalisée

2
sans second membre, comme une primitive de x — 1 4+ x est x — x + X? sur Uintervalle | — R; R[, que l'on a

2
Vx €] — R;R[, f(x) = T puisque f(0) =ap = 1.



+oo . +oo .
Alors Vx €] — R;R|, f(x) = (Z _1x‘> X (Z €1 21). Ces deux séries ont pour rayon +oo donc on peut

iz il j=0 312’

+oo |

effectuer le produit de CAUCHY et obtenir f(x) = > ( 'n' ; )x”. En identifiant (par unicité) les
n=0 “i+42j=n iljl2

coefficients entre les deux expressions de f(x) sous forme de série entiere, ¥n € N, 9o = $° .'_1'2]- donc

i+2j=n bv):
, In/2 |
an= > 'n' ;. Puisque 2j <n et i =n —2j, on a la formule an = - %
i+2j=n Ujl2 j=0 (n—2j)4!2

Pour information : on considére ’ensemble I, des permutations o de [[1;n] qui sont des involutions, ¢’est-a-
dire qui vérifient 0o o = id [1,n] ; et on pose by, = card (I). Alors, pour n > 1, on partitionne les involutions

o de [1;n 4+ 2] en deux catégories :
- celles pour lesquelles o(n +2) =n + 2 sont au nombre de by 17 car il n’y a pas de choix a faire pour
o(n + 2) qu’on impose égal & n + 2, ensuite ¢ induit alors sur [1;n + 1] une involution de [1;n + 1].
- celles telles que o(n 4+ 2) = k # n + 2 sont au nombre de (n + 1)by, car pour les choisir de maniere
bijective, il y a n + 1 choix pour I'entier k qui est 'image de n 4 2 par o et, une fois ce choix effectué,
cela implique que o(k) = o(o(n 4+ 2)) = n + 2 car o doit étre une involution, et on a alors by choix
pour finir de déterminer o qui doit induire sur [1;n + 1] \ {k} une involution de cet ensemble.
Cette partition implique la relation by 42 = byy1+(n+1)by pourn > 1 et, comme by =2 = 141.1 = by +1.bg
en prenant comme convention que bg = 1, on a bien Vn > 0, bp42 = bny1 + (n + 1)b,. On montre alors
par une récurrence double que Vn € N, a,, = by,.
On peut alors expliquer la relation (R) de maniére combinatoire, en constatant qu’une involution o de [[1;n]]
est une application telle que pour tout entier x entre 1 et n, et on a deux choix :
e soit o(x) = x et x est appelé un point fixe de o.
e soit o(x) =y # x et alors, comme 02 = id [1,n], on a forcément o(y) = x.

Ainsi, si 0 € Ay, le nombre f de points fixes de o a la méme parité que n de sorte qu’il existe 2j entiers de

[n/2]
[1;n] qui ne sont pas fixes par o avec f =n —2j avec 0 <j < {TQJ . On peut donc écrire A,, = U An,j ol
i=0

An,j = {0 € A, | 0 admet f =n — 2j points fixes}.

Pour construire une involution o de A, j :

e on choisit les n — 2j éléments de [[1;n] qui sont fixes par o : < " 2,) = (;) choix.
n—=s )

e on choisit 'image y du plus petit élément x qui reste : (2j — 1) choix (et alors o(x) =y et o(y) = x).

e on choisit 'image t du plus petit élément z qui reste : (2j — 3) choix etc...

! 2j)!
Ainsi card (An,j) = n X(2j—1)x(2j—3) x---x3x1 = n X ( .)) en multipliant en haut et en bas
1=y n—2)@) " D)
[n/2] [n/2] |
par les termes pairs qui manquent. On retrouve bien I, = card (A) = > card(An;j) = > n

=0 =0 (n—2))1251°



a. Soit (an)nen une suite complexe, le rayon de convergence de la série entiere > anx™ vaut par définition
n=0

R = Sup ({x € Ry | (anx™)n3o est bornée}) avec par convention R = 400 si cet ensemble n’est pas majoré.

n
b. Pourn € Net t € [0;1], on a % < ] jrtz < t™ donc, par croissance de l'intégrale, on a ’encadrement
< f t— = # < ap < 1 _ f 1 t"dt (1). Comme le rayon de convergence des deux séries
2 n+1) n+1 0

z*—etz

vaut classiquement 1, on peut conclure d’apres le cours que R = 1. Par croissance
nSo2(n+1)  Son+

n+1 n
de lintégrale, sin € N, vVt € [0;1], 0 < ]t+ 2 < ] j_ > donc 0 < ant1 < an et la suite (an)nen est
décroissante. De plus, 'encadrement (1) montre que ILT an = 0. Par critere spécial des séries alternées,
n——+oo
la série > an(—1)™ converge alors que la série )  a, diverge par minoration puisque a,, > — 1 e
n>0 n>0 2(n+1)

+o0
que la série harmonique > —1_ diverge. Ainsi, le domaine de définition de x — > anx™est [—151].
nso M +1 n=o0

1 __a bt
(1 —xt)(1 +t%) 1—xt+1+t2+1+t

c. Dans la relation (R) : 5, pour x # 0, on multiplie par 1—xt et on

x? 5. Dans (R), on multiplie par 1+t et on prend t = i pour avoir 1 — =
+x 1 —ix
1
1+ x
1 _ x2 + xt + 1
O—xt)(1+t%) 0+ —=xt) (T+x)O+t2) (0 +x5)(1+t°)
et cette relation marche encore pour x = 0.

prend t = 1 et on trouve a = ]
X

l—|—1x
1+x

= bi+c donc, comme b et ¢ sont réels,onab = ] _: 5 etc= 5. On peut aussi bien siir procéder

par identification. Alors, Vt € [0;1],

n,n
d. Pour |x| < 1, la série de fonctions (un)neny ol un(t) = ]ert > converge normalement sur [0;1] car
[[unlloo,0:1] < [X|™ et que la série géométrique ) [x|™ converge car |x| < T donc on peut intervertir série et

n>0
intégrale sur le segment [0; 1], puisque les fonctions uy, sont toutes continues sur [0; 1], pour avoir la relation

1/t 1 +o00
Vxel = 151], S (f un(vat) = [ (nzoun(t))dt = [ U_ﬁ?ﬁ car 3% ()" = 5 —

1 1 1
i t| < 1. D’apres c., Vx €] — 1;1], S(x) = —* xdt X tdt ‘ dt
puisque |xt| < apres c., Vx €] [, S(x) ]_|_X2fo 1—xt+1+x2f0 ]—|—t2+]—|—x2fo 1+¢°

o e :
par linéarité de l'intégrale donc S(x) = ] —:XZ [—In(1 - xt)]é + m[m(] + tz)]é + = [Arctan(t)]é
et on obtient donc S(x) = —4xIn(1 —x) +2x1In(2) + s

41 +x )

e. Les fonctions vy : x — unx™ sont toutes continues sur [—1;0] et, pour x € [—1;0], la série > unx™ est
n>0

alternée et la suite (Jvn(x)|)n>0 est décroissante et tend vers 0 car (un)n>o est décroissante, tend vers 0 et

|x| < 1. Ainsi, par le critere spécial des séries alternées, on a |Rp(x)| = +ZOO vic(¥)| € vne1(x)] < unt
donc |[Rn||ss,[=1;0] < Un1 ce qui montre par encadrement que ltm ||Rn||]:j[1+1] o] = 0 et que la série ) v,
converge uniformément vers S sur [—1;0]. Par théoréme, on a donc la continuité de S sur [—1; 0] ce qui rﬁmee
que S(—1) = 2(—1)“% = lim S(x) = @ + %
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16.10 ] Déja, la suite (un)n>o est bien définie car up est donné et la relation un41 = Y, (k) UgUn—1 définit bien
k=0
Un41 connaissant les termes ug, - - -, 1. On peut montrer facilement par récurrence que ¥n € Nyu, € N.

a. Comme ug = 3, on a uy = ué = 9 et uz = 2upu; = 54. Ainsi, on a bien 0 <

o<%=9<16=4‘+‘ et0<%227<64:43+1. Soit n > 3 tel que Vk € [0;n], 0 < Yk L 4k+1,

no/n
alors uny1 = >, <k> UUn_kx = 0 car up,---,un sont positifs. De plus, par hypotheése de récurrence,
k=0
= (T Ukln—k I n+2 Un 1 n+2
Unt1 = Y, )ukunk n! Z < nl Z 4ktlg =(Mn+1)4 donc —2E 1 L 4nt2
k=0 \k o kl(n—x)! K=0 (m+1)!

Par principe de récurrence forte, on a établi que Yn € N, 0 < uT" < 4ntHT
n!

b. Comme Vn € N, 0 < uT" < 4™ d’apres a., et puisque le rayon de convergence de la série entiere
n!

S 4™ vaut % car (4™ 1x™) e est bornée si et seulement si |x| < 4 on en déduit que le rayon R de la

n=0
série entiere > u—’?x“ vérifie R > 411 Ainsi, la fonction f, qui est la somme de cette série entiere, est bien
n>0 n.
oo 1.1
définie sur I :} i [ C] — R;R[.

“+o0 “+o00
) N _ u
c. On dérive terme & terme donc Vx € I, f'(x) = > nu—’?x“ =3 ”"H x™ & l'intérieur de l'intervalle
n. n—=0 TN

+oo n
ouvert de convergence et apres changement d’indice. On a donc Vx € I, f'(x) = > ( %‘.%)x"
k=0 K+ (N — .

n=0

|

car (2) w(Tlik) On reconnait un produit de CAUCHY, valide puisque I C] —R;R[, et on a f'(x) = f(x)?.
n—

/ 2

Par conséquent, f est bien solution sur I de I’équation (E) : y' =y~.

/ !
d. Analyse : supposons que f ne s’annule pas sur I, alors Vx € I, f (X; =1« (1— + x) = 0 donc

f(x)

X f(]ix) + x est constante sur l'intervalle I. Or £(0) = 3 donc Vx € 1, f(17x) +x= 1§ et f(x) = ] —33x'

Synthese : soit g : ] - %,%{ — R définie par g(x) = ) 33 . g ne s’annule pas sur I, g(0) = % et
—3x

gx) = —? = g(x)2. Ainsi, f et g sont solutions du méme probleme de CAUCHY (non linéaire

(1 — 3x)*
donc hors programme) et sont donc égales sur 1. Si on veut rester dans le programme, on décompose

1. “+oo “+o0o
Vx € } -3 g[ g(x) =3 > (3x)™ = Y 3" 1x™. Posons, v, = n!3™*! pour n € N.
n=0 n=0

Par produit de CAucHYy dans} -1 l{ onag(x)= +Z°°(n+1)v“7+1x“ = +Zoo ( S~ Yk _Vnok_ x". Par
unicité du développement en série entiere, il vient ¥n € N, Yntl — i Vi Ynok L i v
P ’ STl T K (n—k)l T nl & k)R

Par récurrence forte, on montre facilement que Vn € N, w, = vy, = n!3™F! car (un)nen et (va)nen ont le
n

o . ~ . . N . n
méme premier terme et la méme relation de récurrence, a savoir vo =3 et VYn € N, v = )vkvn_k.



16.11 | Par récurrence immédiate, puisque up = 1 > 0 et que a > 0, b > 0, on montre que Vn € N, uy > 0
ce qui justifie bien la définition de la suite (vn)nen. Par définition de vy, on peut simplifier vy 1 — vy :
Va1 —vn = n((n+1)°" % 1) —In(n® %uy) = (b—a) ln (1 + l) +1ln (M) Ainsi, d’apres hypothese

n

Un

faite sur (un)n>0, Vnt+1—vn = (b—a)ln (1 —|—l> +1n (m) =(b—a)ln (1 —|—l> +1n (1 +9) —1n (1 —1—2).
n n n n

n+b
On effectue un développement limité & I'ordre 2 et v 1 —vy, = (b-d +a_buo (%) =0 (1—2> . Ainsi,
+o00 n n on n +o0 n
par comparaison et RIEMANN, la série Y (vn41 —vn) converge. La dualité suite-série nous montre alors que

n=0

(vn)n>o converge, disons vers ¢ € R. Par continuité de exp, comme n°~

Gy, = eV, la suite (NP~ %Uupn)n>o0

converge donc vers k = e! > 0. Alors u,, ~ %. Ainsi, > u, converge si et seulement si b — a > 1 par
+oomn n>0
équivalence et critere de RIEMANN.
Un41 kn®—¢ N PR . n
5—a ~ 1 d’aprés ce qui précede. Ainsi, le rayon de convergence de ) unx
+oo k(n+1) +o0 >0

vaut R = 1. Comme ) uy converge et que un > 0. Les séries Y un et > (—1)™uy, convergent absolument.
n>0 n=0 nz0

De plus,

Un

+oo
Ainsi, le domaine de définition de f est I = [—1;1]. On a f(1) = > un.
n=0

Pour n > 0, comme (n +b)uni1 — (n+ a)un = 0 <= nun41 — nuy = auy — bun4q par hypothese, on a la
relation (M +1)un4+1 —NUn = Un41 + aun —bunt1 = (1 =b)upy1 +auy (R). Comme la suite (nup )n>o tend

vers 0 car nun +~ b%a“ avec b—a+1 > 0, la dualité suite-série nous montre que ((n—|— 1) un 41 —nun)
con n>0
+oo
converge et que ». ((n+ 1un41 —nuyn) = —0.up = 0. Ainsi, en sommant la relation (R) pour n € N, on
n=0
obtient (1 —b)(f(1) — up) + af(1) = 0. Par conséquent, il vient f(1) = ﬁ car up = 1.
—a

16.12| Comme la suite (sin (%)) - ne tend vers 0 car par exemple Vn € N; sin (@) = ?, la série
n/
> sin (M) diverge donc le rayon R de Y sin (M)x“ vérifie R < 1 car cette série diverge pour x = 1.
n>0 3 n>0 3
nn)‘

Mais comme 3

< 1 et que le rayon de Y x™ vaut 1, on a aussi R > 1 d’apres le cours. Ainsi R = 1.
n=>0

sin(
400 +©  innm —+o00 im

Soit x €] — 1;1[, on a Y sin (BF)x™ = Im( d>e3 x“) = Im( > (—jzx)“) car e 3 = —j?. Ainsi, il
n=0 3 n=0 n=0

):Im( 1+ jx ):Z( V3x erf:csin(nﬂ)xn.

14 ix +j%x +x* 1—x+x%) = 3

vient Im( ~
T+5x



