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a. Pour n > 0, la fonction f,, : [0;1] — R définie par fn(t) = In(1 4+ t™) est continue sur le segment [0;1]

donc I, est bien défini. De plus, comme Vx > 0, 0 < In(1+x) < x, par croissance de l'intégrale, on en déduit

1 n+1
I'inégalité 0 < I, < fo thdt = [t T ]} = T donc, par encadrement, uT I.n=0=21¢
n n n—-4oo

On pouvait aussi utiliser le théoréme de convergence dominée mais c’est pus long !
b. On considere I'intégrale I,, sur ]0; 1] et on effectue, pour n > 1, le changement de variable t = u!/™ = ¢(u)

avec @ qui est une bijection strictement croissante et de classe C' (c’est pour ¢a qu’on a enlevé 0 de I'intervalle)
1 Tu/M n(1 4 u)
i1 :1]. Ainsi = 1,a/m=-1g,-1 v milrw
de ]0; 1] dans ]0;1]. Ainsi, I, fo In(1 —l—u)nu du - fo " du

1/n
Soit, pour n > 1, la fonction gn :]0; 1] — R définie par gn(u) = M

u
(H1) Comme 1111 u!/™ =1 pour tout réel u €]0; 1], la suite de fonctions (gn)n>1 converge simplement
n—+oo
sur ]0; 1] vers g :]0; 1] — R telle que g(u) = M
u

(Hz) Toutes les fonctions g, et la fonction g sont continues sur ]0; 1].
(H3) ¥n > 1, Yu €]0;1], u’/™ <1 donc 0 < gn(u) < g(u) et g est intégrable sur ]0; 1] car g se prolonge
par continuité en 0 en posant f(0) = 1.

1 1
On peut conclure avec le théoreme de convergence dominée que liT fo gn = fo g, c’est-a-dire que
n—-+oo

1 1
Uum nl, = fo g. Par définition, et comme fo g > 0 car g est continue, positive et non nulle sur ]0; 1], on

n—-+oo
1
en déduit que I, 1 Mdu

oo‘n 0 u
s e s Tin(1+u) SN
c. On considere cette fois 'intégrale 1 = fo ————du sur [0;1] avec g(0) = 1. On sait d’apres le cours
u
400 (_q\yn—1. n 4+oo (_q\yn—1, n—1 +00 (_ 1\P.,P
que Yu € [0;1], In(T4+u) = > 0™ donc g(u) = > (Gl A U > (GlblaTis (ceci est aussi
n=1 n n=1 n p=0 P +1

valable pour u = 0). Or le rayon de convergence de cette série entiere est R = 1 donc on ne peut pas intégrer
terme a terme par le théoreme du cours puisqu’on n’est pas sur un segment inclus dans l'intervalle ouvert

—_1\PyP
de convergence. Posons vy, : u %, alors ||vp||oo,[051] = ﬁ donc on ne peut pas non plus utiliser
P

la convergence normale sur un intervalle borné. Il reste le théoréeme d’intégration terme a terme.

(Hy) La série ) v, converge simplement vers g sur [0;1] (on en vient).
p=0

(Hz) Les fonctions vy, sont continues et intégrables sur [0; 1] et g est continue sur [0;1].

1 p+1 71 1 . 1
(H3) [vp (u)|du = [ i } = et la série de RIEMANN > ———— converge.
fo ’ P+ o (p+1)° pso (p+1)°
Ainsi, g est intégrabl [0;1] (on 1 it déjd) et 1 f1 (u)d Jrfjofl +§ Gl DL
insi, g est intégrable sur [0; 1] (on le savait déja) et I = u)du = vp = ——~—. Posons
) 9 g ) J 9 =0 0 P — (p+])2 ’
Zn: 1 st i (=) Alors S/ i (—1)]“H “z_:] 1 i 1
— et = . ors = — - en séparant
=K = K ™ o k=17 (= (20)°



n—1

indices pairs et impairs. Ensuite, S5, = Z 3

=8 Or on sait que

n ] .
AT AT

(k)

2 2
nLi)Too Sh = nETw Son = % ce qui prouve que nLi)Too Sh, = ﬁ Ainsi, I = nl—l>Too Sh, = 1 et, d’apres la
2
question précédente, on a donc I, ~ Z—
+oo0 121"

a. La suite (un )nen est bien définie et elle est positive car f;, : x — x™ sin(nx) est continue et positive sur le

segment [0; 1]. Par intégration par parties (simple & justifier), il vient u, = 1 cos(mx)dx donc,

+ 1
1
ar l'inégalité de la moyenne, |un| < —2 x"lax = — T Ainsi, la série u, converge
p g Y [un | ano CERICES) , n}}:o n g
absolument par RIEMANN et le théoréme de comparaison car —————— ~ % =0 (1—2)
(n+])(n+2)+oon 400 n

1
Bien siir, la majoration |un| < fo x"dx = _]'_]
n

ne suffit pas pour conclure.

py p=y p=y sin(mx) .
b. Comme ¥x € [0;1], —— = >, x™, ona Y fa(x)= > x"sin(nx) = ———=. Il vient :
T—x n=0 n=0 n=0 T—x
(Hy) La série de fonctions Y f,, converge simplement vers f : x — sin(my)
n>0

(Hz) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur [0; 1] (méme sur [0;1]) et f est continue sur [0;1].

r [0;1].

(H3) > f |fn| converge d’apres ce qui précede (question a.).
n=0

Par le théoreme d’intégration terme & terme, la fonction f est intégrable sur [0; 1] (ce qu’on pouvait voir en
sin(n(1 — x))
X

. ce qui montre que f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 71) et

écrivant f(x) =

1 1 +oo +oo
il vient fo f(x)dx = fo de = Zo Up = Zo f x" sin(nx)dx. Or, par le changement de variable
n= n=

1T—x —
x =1 —% = ¢(u) (cela revient & poser u = 7(1 —x)) avec @ bijection de classe C! strictement décroissante de
) ) Tsin(nx) . 7™ sin(u) T sin(u)
10; ] dans [0;1], on trouve fo ﬁdxf fo Tdu Par conséquent, nzoun = j;) . du ~ 1,85.
. e (b . . .
Comme f est continue sur Ry, hpy 1t — 7 est continue sur R} sin € N*. Comme f est bornée sur
Ry, hn(t) = e _ O(i) donc hy, est intégrable en 0. Comme on a aussi hy (t) = o(e™ ™) = O(e™ ")
+5 Mn \/’E o \/’E n . n oo oo )

par comparaison, h,, est aussi intégrable en +0c0. Ainsi, a, est bien défini pour tout entier n € N* quelle

que soit la fonction f : Ry — R continue et bornée.

a. Pour n € N*, h;, est continue sur R’} et ¢, : t — nt est une bijection strictement croissante de classe C !
+oo e f(u/n)

de R* dans R?, par changement de variable, en posant u = nt = @n(t), on a an = \f f o du
u
u
par linéarité de 'intégrale. On pose gn : u +—> % de sorte que a,, = ﬁ fo gn(u)du.

—u
(Hy) Comme f est continue en 0, (gn)n>1 converge simplement sur R vers g :u+— 87\/]:(0).
u
(H2) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur R .

e “f(u/n)| < e "|flloo, r .
u = Vu

(H3) Pour n € N* et u > 0, |gn(u)] = = @(u) et ¢ est continue et

intégrable sur R+* car ¢(u ) (\%) et o(u) = o(e™™) comme avant.



—+o0
Par théoreme de convergence dominée, on peut conclure que lim f gn(w)du = f g(u)du donc que
n—+oo J 0 0

+ +oo - +
lim > gn(u)du = £(0 f > —du = 2(0) fo e Vv en posant u = P(v) = v? avec { bijection

n—+oo JO

strictement croissante de classe C1 de R% dans R7%. On reconnait I'intégrale de GAUSS et on a donc

—+o0
lim o gn (w)du = £(0)/m # 0 par hypothese d’oti, avec le calcul précédent, que an o £(0) \/?
%) n

n—+oo
b. Pour n € N* comme en a., on a a, = f+oo Lﬂ(u/n)du Pour pouvoir utiliser sin(t) ~t
I ) n f \/a . 0 I
s
terit lutot _ sut(u/n)d 0 N Vue “sin(u/n) d "
on écrit plutét an \F f u/n) u. On pose kn @ u wm e sorte que,

dorénavant, on aura a, = —~— f kn (w)du.
n\/ﬁ 0

(H1) Comme sin(t) T (kn)n>1 converge simplement sur R vers k : u — /ue™ ™

(Hz) Les fonctions ky, et la fonction k sont continues sur R? .

e “lsin(u/n)]
(u/n)

Vt >0, |sin(t)] <t et P est continue et intégrable sur R’ car 1 se prolonge par continuité en 0

(H3) Pour n € N* et w > 0, [kn(w)] = Y2

< Vue™ = P(u) car il est classique que

en posant 1V (0) = 0 et que P (u ) o( —(W/2)) par croissances comparées.

+oo —+o0
Par théoréeme de convergence dominée, on peut conclure que lim kn(w)du = f k(u)du donc
n—+oo J 0 0
+oo too s . .
que liT o kn(u)du = f Vue “du = I. Par intégration par parties, en posant a(u) = /u et
n——+oo
b(u) = —e™™, comme a et b sont de classe C' sur R* et que 1112)1 a(u)b(u) = liT a(u)b(u) =0, on a
—+oo

du = v d’apres a.. Ainsi, si f = sin, an ~ Vn
2 ) )

- f +oo 2ny/n’
a. Pour (p,q) € N2, la fonction fp q : x — xP In9(x) est continue sur ]0;1] et fo q(x) = (In(x))9 = (17)
x

et lim f, q(x) =0sip > 1 par croissances comparées donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN,
x—0t

fp,q est intégrable sur |0; 1] donc I, 4 existe.

1
b. Si q =0, alors I, o = fo xPdx = % De plus, pour q > 1, on effectue une intégration par parties
P
xPH1 1
en posant u: x — (Inx)% et v :x — T u et v sont bien de classe C' sur ]0;1] et llT(T)l u(x)v(x) = 0 et
xX—
1 1 I
= insi - - __9 q-1,p gy — _ d'pg-1
u(1)v(1) = 0. Ainsi, I, 4 fo fp,q(x)dx o1 Jo (Inx)9~ 'xPdx .
— | —1)4q!
AIOYS, pour p € N, Onalpq :_qIP>q—1 — q X (q ])IP»q—Z :...:%Ipo %
’ p+1 pAl p+1 (p+1) (p+1)9

c. La fonction f : x — x* = eX™(®) est continue sur ]0;1], on a lim f(x) = 1 car lim xIn(x) = 0 par
x—0+ x—0+

1
croissances comparées donc f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1. Ainsi, fo f(x)dx existe car f se

xn(x) — %o Xp(lnx)p

prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1]. Comme x* = e en développant

p=0 p:

1 +o0
) . ) N o
I’exponentielle en série entiere, on a I = f x)dx = f Z p,pl

- . f . .
(H1) La série de fonctions 3 -2:E converge simplement vers la fonction f sur J0;1].
p>0 P

(Hz) Toutes les fonctions fp , sont continues et intégrables sur ]0;1] (on vient de le voir) et la fonction



f est continue sur ]0;1].

1 1
(H3) Pourp € N, fo |%E = 1 577 d’apres b. et la série gojl) |£';)—"E| converge par comparaison

(p+1) P
- 1 1 3
aux séries de RIEMANN car u, = —————= < —5 dés que p > 1.
P )Pt T p? P
D’apres le théoreme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et il vient

sz; f(x)dx:f()] v = ST P ()

p=0 ('P + ])P-H B p=1 pp

.on
a. Pour n € N*, la fonction f, : t — w est continue sur }O; %} par opérations et elle se prolonge par

apres changement d’indice.

n
continuité en 0 en posant f1(0) =1 et f,(0) =0 sin > 2 car f,(t) Y tT =+t"" 1. Ainsi, f, étant maintenant
. m n/2 . PP
continue sur le segment [O; E}, Up = fo fn(t)dt est bien défini pour tout n € N*.

b. Utilisons le théoreme de convergence dominée :

);

(H1) la suite (fn)n>o converge simplement vers la fonction nulle sur }O; %[ (attention & t =

N R

(Hz2) les fonctions f,, et la fonction nulle sont continues sur }O; % {,

(H3) Vn € N*, WVt € }0;%{7 comme sin(t) < t, on a [fu(t)] = Shl(t) x sin™ () < 1= @t) et la

fonction @ est clairement continue et intégrable sur }O; % [

, /2
Par conséquent, on a lim u, = fo 0.dt = 0.

n—-+oo
s n+1 son
c. Comme Yn € N* Vt € }0; % [, 0o 3 " (v < smt (t), par positivité et croissance de l'intégrale, on

a0 < unt1 < un donc la suite (un)n>1 est positive, décroissante et elle tend vers 0 d’apres la question

précédente. Par le critere spécial des séries alternées, la série Y (—1)™u,, converge.
n>l

d. Méthode 1 : comme la fonction sin est concave sur [O; %} car sin” = —sin < 0 sur cet intervalle, sa
courbe est en dessus de ses cordes, et on a donc la minoration suivante Vt € [0; %}’ sin(t) > 2t Ainsi,
s

=
/2 (¢ \™M1 2\
> > 2t) g = (2
vn =1, un/fo (71) tdt (7’()

> 1 diverge, par minoration, la série > uy diverge.
n>1n n>1

T2 2\t ]2 - ~
f thldt = <7> {—} = —. Comme la série harmonique
0 e nlo n

Méthode 2 : supposons que la série Y u, converge, comme

n>l
- . in(t) PSP
H1) la série f. converge simplement vers S : t — L sur }O; n [ serie geomeétrique),
( 1) nz}:] n g p t(] — sin(t)) 2 ( g q )
(Hz) les f,, sont continues et intégrables sur }O; %[ d’apres b. et la fonction S est continue sur }0; % {,

/2
(H3) la série > fo |fn(t)|dt converge par hypothese
n>l

/2 +oo
Par le théoreme d’intégration terme & terme, S est intégrable sur }O; %[ et on a fo S(t)dt = > un. Or
n=1

sin(t) ) 2 4 =
Stt) = I = ~ ————— car 1 — cos(u)~ = donc S
(t) t(1 = sin(t) (n/2)- (1 — sin(t)) (1 - cos (g —1)) (n/2)- n(j _ t)z (w) Y

2

n’est pas intégrable en % par RIEMANN. On conclut ce raisonnement par 'absurde, et la série > u, diverge.
n>l

Méthode 3 : beaucoup plus précis mais pas nécessaire si c’est juste pour répondre a la question de ’énoncé,



on peut chercher un équivalent de w,. On pose u = sin™(t) = @n(t) et @y est une bijection C' strictement

croissante de }0; g} dans ]0;1], ce qui revient & poser t = @' (u) = Arcsin(u'/™) et on a par changement

1 (1/n)—1
de variable 1, = 1 . u ° du. Or 1 —u/™ =1 — /MW ~ _215(y) donc on
nJo Arcsin(u'/™) (/1 —y2/n Yoo 1
- . 1 1 u(1/m) —(2/n) In(u) 1 . o
écrit plutot u, = X du. Soit :]0; 1[— R définie par
P " Vo fo Arcsin(u'/™) /1 —2/n V—1n(u) gn 10511 P

w(1/m —(2/n) In(u) « 1
Arcsin(u'/™) /1 —y2/n V—n(u)

(H1) Comme 1 —u?/™ =1 — ¢/MIn(W) f;ln(u) et lim Arcsin(u'/™) = T la suite (gn)n>1
+oo M n—+o00 2 ~

2
my/— In(u

gn(u) = pour n € N*,

converge simplement vers la fonction g : u — sur |0; 1].

(Hz2) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur ]0; 1[.

(H3) Vn € N* Vu€]o;1], Arcsin(u’/™) >ul/m>0et 0 <1 —u?/™=1-—/mMin) ¢ ~2 In(u) donc
n

(1/n) —(2/n) In(u) 1 :
0< U <let u)| € (u) = —————. Or ¢ est continue sur ]0; 1
Arcsin(u”“) \/1 —uz/“ |9n( )‘ (P( ) _1n(u) P ] 9 [
ou elle est intégrable par RIEMANN car lim @(u) =0et @(u) ~ I
w0+ u—=1-+v1—u

1 1
Par le théoréme de convergence dominée, lim f gn(w)du = f g(t)dt = I. En posant u = e~ = ¥ (x),
n—+oo J O 0

0
comme 1 est C', strictement décroissante et bijective de R dans0;1[,onal= S — (—e ™)dx

oo v/ —1In(e™X)
2 [0 eTX 2 2 1 . . .. .
donc I = = fo de. On pose x = v* et, comme v — v- est C', strictement croissante et bijective de
T X

2

+oo
R% dans RY,onal= %fo eV dv= i? (intégrale de GAuss) donc I = ﬁ Ainsi, up ~ —2

et,
+oo /21

par comparaison aux séries de RIEMANN, la série > u, diverge.

n>l
. oo o
Sin=0, fg:t—> % est nulle sur R*} donc Iy = fo > 5111(71‘;) dt existe et Iy = 0.
e — e —
sin(n.t)

Sine N* f, :t— o est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f,,(0) = n car

sin(nt) vt et et —1 Tt De plus, i (t) = O(e™ ") donc, par comparaison, fy, est intégrable sur R7.
oo

+00 i
Ainsi, pour tout entier n € N, I, = fo 5111(11’;) dt existe.
et —

Pour utiliser I'indication de I’énoncé, on peut penser a poser t = % = ¢(u) avec ¢ qui est une bijection
n

+o0 i
1 o . N . - _ sin(u)
de classe C' strictement croissante de R} dans R7. Ainsi, I, = j;) 7n(eu/“ Y

sin(u)

du. On constate que

e/m 1 o M done tim S
+oon n——+oo u
pas utiliser directement le théoreme de convergence dominée. Il faut d’abord effectuant une intégration par
1
n(e*/™ —1)

uBToo a(u)b(u) =0 et ulg& a(u)b(u) =0 car T — cos(u)

. Mais comme cette fonction u — n’est pas intégrable, on ne peut

parties en posant a(u) =1 — cos(u), b(u) = de sorte que a et b sont de classe C' sur R* avec

u2

=5 et n(ew/™ —1) T Ainsi, on a une nouvelle
(1 —cos(u))e™/™
du. Posons, gn(u) = (e 12

+ _ u/n
expression de I,,, a savoir I, = fo - Unz((e:ijglu)_)j)z

_ 1T—cos(u)

* 2u/m _ 1\2 o 4,2 : u/n _ 3 = — "7 =
(Hy) Pour u € R, comme n*(e 1) o et ngTooe 1, HETOO gn(u) 22 g(u).



1 — cos(u)

Ainsi, la suite (gn)n>1 converge simplement vers la fonction g : u +— ————— sur RY.
u
(Hz) Les fonctions gn et la fonction g sont continues sur R .
. . 1 — cos(u))e™/™ 1 —cos(u , .
(H3) Vn € N*, Vu € R%, |gn(u)| = (nz(eu/E‘)—)Uz = nz(eﬁ/h — e(—l)JZn)Z donc on a expression
(1 — cos(u)) o " ( u ) u
= h est R h” =sh >0 R% d h(2=) >+~
lgn (w)] InZsh (u/2n)? r sh est convexe sur R car s s sur RY donesh {5 - ;e
Adnsi (1 —cos(u)) . L X
insi, [gn(u)| < *=5—>-5 = g(u) et g est continue et intégrable sur R car g se prolonge par
4n“~(u/2n)
2
continuité en 0 en posant g(0) = % car 1 — cos(u) Y u7 et g(u) = O(ﬁ)
L, +o0o +o00
Par le théoréme de convergence dominée, lim I, = lim gn(u)du = f g(u)du. Or en posant
n—-+oo n—+oo JO 0
a(u) =1 —cos(u) et b(u) = —1 les fonctions a et b sont de classe C! sur R% et lim a(u)b(u) = 0 car
u u—+oo
u—ot
— . Yoo o
% v % Par intégration par parties, on a donc j;) = g(u)du = fo = smu(u) = % d’apres ’énoncé
. o . . . o0 sin(nt) P
(classique intégrale de DIRICHLET). Par conséquent, lim I, = lim T dt = =.
n—+oo n—+oo J 0 e — 1 2

—n
Pour n € N*| la fonction f, :J0;1] — R définie par f(x) = x~"/" (1 + 1) est positive et continue sur
n
1
10;1] et fn(x) rgx—]/“. Par comparaison avec RIEMANN, fo fn converge si et seulement si n > 2.

(H1) Pour x €]0;1], par continuité de 'exponentielle, on a lim x~ /™ = lim e  M()/M =0 — 7 ¢t
n—+oo n—-4oo

n -n
(1 + 1) = exp ( —nin(1+ 1)) alors que In (1 + 1) ~ X donc lim (1 + 1) =e X
n n n/ +oon n-s+oo n

Ainsi, la suite (fn)n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers la fonction f : x — e *.

(H2) On a vu ci-dessus que les fonctions f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] pour n > 2. De plus,

la fonction f est aussi continue sur |0;1].

(H3) Pourn >2etx €]0;1],ona 0 <x~ /" <x~ /2 = \Lf car In(x) < 0. De plus, 0 < (1 + l) <1
X n
donc [fr(x)| = fn(x) < @o(x) = \% Or ¢ est continue et intégrable sur ]0; 1] par RIEMANN.
X

1 -n 1 1
D’apres le théoréeme de convergence dominée, lim x~ 1/ (l + 1) dx = lim fa(x) = f f(x)dx
n—+4oo J0 n n—+oo0 J0 0

T " ! 1 1
donc lim x~ M/ <1 + l) dx = f e Xdx=[—e X]g=1—e"' ~0,63.
0 n 0

n—-+oo

a. La fonction f : x sh)z ] est continue sur R*, se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1 car
X
2" 1

X

sh(x)~x et on a sh(x) ~ & donc f(x) ~ 26— = o(—) par croissances comparées ce qui montre que f

2
0 +oo 2 +oo X  t+oo \x

est intégrable sur R par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi, I existe.

Six >0, f(x) = =%~ = 2x = e e —io(e_zx)“ = flxe‘unﬂ)x car 0 < e”2¥ < 1
’ T osh(x)  e¥—e X 1—e n=0 i

(série géométrique). Soit, pour n > 0, f, : R* — R définie par fn(x) = 2xe~(n+Dx,

(Hy) go fn converge simplement vers f sur R* (on en vient).
nz
H) Les fonctions f;, sont continues et intégrables sur R* car prolongeable par continuité en 0 par
+

fn(0) =0 et fr(x) +:ooo(><17)' De plus, f est continue sur RY.



67(2n+1)x
2n +1
classe C! sur R, avec li‘lll u(x)v(x) = u(0)v(0) = 0, comme fy, est positive sur Ry, on trouve
X—1+00

(H3) Pour n € N, par intégration par parties, en posant w: x — 2x et v : x — — qui sont de

400 e—(2n+1)x +oo 2 2
f [fn(x)|dx = [— 272] = —=—>5et ), ——=— converge par RIEMANN.
0 (2n+1)% o 2n+1)?2 7 50 @2n+1)
Par théoreme d’intégration terme & terme, la fonction f est intégrable sur R* (on le savait déja) et on a la
+o00 1o ntoo too 2
valeur de I car [ = f(x)dx = fn(x)dx = —c .
Jo o ia= 2 o men = b oy
>~ N, Tp= 3 1 On sait lim Sp=((Q2) =T
b. Sin € N* on note S,, = — et, pour n € N, = — . On sait que Uim = = =.
" 2:21 P TS 2k +1)? A R ST 6
PLESI mil S S
Or Sont1 = >, 2 + > = T“ + Tn. Ainsi, Ty = Sonat1 — Tﬂ admet une limite finie en 400 (on
kl;i!lr kir’:l:p]air
. JEEN . 1 7-[2 2 7-[2 . e 7'[2
le savait déja) qui vaut >, ———5 =T~ — T = T Avec la question précédente, I = T~ ~ 2,47.

a. Pour x € R, gy : t — e~ cos(2tx) est continue sur R et on a gy (t) = o(e~t") = o(e™") donc gy est
o0 o

intégrable sur Ry et f est bien définie sur R. Soit h: R x Ry — R définie par h(x,t) = et cos(2tx).

(H1) Pour t € R, la fonction x ~ h(x,t) est de classe C' sur R et %(x, t) = —2t sin(th)e’tz.

(H2) Pour x € R, gy : t+— h(x,t) et t — %(x, t) sont continues sur R, et gy y est intégrable.

oh

(H1) Pour (x,t) € R x Ry, |57 (%, t)’ < 2tet = o(t). Comme @(t) = o(t]—z) par croissances com-
oo

parées, la fonction ¢ est continue et intégrable sur R, .
+oo
Par théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur R et f'(x) = fo sin(Zx’c)(—Zte_t2 )dt.

t

b. On pose les fonctions w: t — sin(2xt) et v:t+— e~ : qui sont de classe C' sur R, donc, par intégration

par parties et comme on a la limite tli_T u(t)v(t) = 0 et u(0)v(0) = 0, on arrive & la relation suivante :
—T 00
+ + +
f'(x) = f Dou(t)v’(t)dt =— f oou'(t)v(t)dt = —fo > cos(th)e_tz dt = —2xf(x). Ainsi, f est solution
0 0 0
sur R de léquation différentielle (E) : y’+2xy = 0 sur R. Comme on a classiquement f(0) = é (intégrale

, on a facilement Vx € R, f(x) = ?e*"z.

» o . ‘g xtiu)2 2.2 s
c. Méthode 1 : en utilisant la question précédente, on pose by : x > e HY)T = X"y =2y glors

de GAUSS), et qu'une primitive de x — —2x est x — —x?

by est continue sur R et [by(x)| = e Hy? X_):jwoo(e_"z) donc, par comparaison, by est intégrable sur

+ +
R et g(y) existe. De plus, g(y) = f z ey’ cos(2xy)dx + if = ey’ sin(2xy)dx. Mais la fonction
oo .

o0

—+o0
x 5 e =X Y7 sin(2xy) est impaire donc f e " +V” sin(2xy)dx = 0 et, par parité de x — e=* Y” cos(2xy),

— 00
+ +
on a f T ety cos(2xy)dx = 2];) T ey’ cos(2xy)dx = 2e¥"f(y) = /7 d’apres a..
— 00
Ainsi, g est constante sur R et on a Vy € R, g(y) = /7.
Méthode 2 : définissons a : R2 — R par a(x,y) = e~ +iv)*,
2

(H1) Pour x € R, la fonction y + a(x,y) est de classe C' sur R et g—g(x,y) = —2i(x + iy)e~(x+iv)

P = 0(e)

(H2) Poury € R, x — a(x,y) et x — g—S(x,y) sont continues sur R et |a(x,y)| = ey’ —x ;
o0

donc, par comparaison, la fonction x — a(x,y) est intégrable sur R.

(H3) Pour b >0 et (x,y) € R X [—b;b], g—g(x,y)’ < 2|x—|—iy|e‘32_XZ < 2(Jx| —&-b)ebz_Xz =Py (x). Py est




continue et paire sur R et Pp(x) = o(%) par croissances comparées : \{, est intégrable sur R.
oo \x

’ N 7 . . . . p— 1 2
Par théoreme de dérivation sous le signe somme, g est de classe C' sur R et, comme 111;1 e~ (xt)" — 0 on

X— 00
+o00 . . +oo
ag(y)=-i f 2(x—|—iy)e*("+‘9)2dx =—i [e*(xﬂy)z} = 0. Comme R est un intervalle, g est constante
— 00 —00
sur R et vaut donc g(0) = Zf e X dx (par parité) donc Yy € R, g(y) = /7.

—(1+t%)x 1
15.10) a. Soit h: Ry x [0;1] — R définie par h(x,t) = &——— de sorte que f(x) = . h(x,t)dt.

1+t
Hy) Vt € [0;1], x > h(x, ) est de classe C! sur R, par opérations et 9 (x,t) = —e~(1+t)x,
+ ox

(H2) Vx € Ry, t— h(x,t) et t — %(X, t) sont continues donc intégrables sur le segment [0;1].

(H3) V(x,1) € Ry x [0;1],

T (% t)‘ <e ¥ <1 =0(t) et @ est constante donc intégrable sur [0;1].
1
Par le théoreme de dérivabilité sous le signe somme, f est de classe C! sur R et f'(x) = — fo o= (1% g

] —:tz dt = [Arctan(t)]) = Z. De plus, pour x > 0, Vt >0, 0 < e —(4t)x ¢ omx

1 ! —x —x . —x .
et T2 S 1, donc 0 < f(x) < j;) e Xdt=e X et xEToo e 0 donc, par encadrement, xEToo f(x) =0

1
Classiquement, f(0) = f o

X
b. Comme la fonction t — e~t" est continue sur R, la fonction h : x — fo e~ dt est de classe C! sur R

d’apres le théoreme fondamental de 'intégration et h'(x) = e’ De plus, d’apres a., g est de classe C! sur

R, avec g/(x) = 2xf'(x?). Ainsi, la fonction a : x ++ g(x) + h(x)? est de classe C' sur R, par opérations et
1 X
Vx >0, a/(x) = 2xf'(x?) + 2n'(x)h(x) = —2x fo e~ (1H9)x% g4 4 g7 fo e t'dt. Six = 0, a’(0) = 0 et, si
1 x x 1
/ _ —x? —t2x2 —x2 —t? _ —x?2 —t? _ —t2x?
x>0, onaa(x)=—2e fo e xdt + 2e fo e” ' dt =2e (fo e” U dt j;) e xdt). Or par
. . . x 42 T 2,2 o
le changement de variable u = xt, il est clair que fo e tdt = fo e~ * xdt. Ainsi, Vx € Ry, da'(x) = 0.
Comme a’ = 0 sur l'intervalle R, il existe C € R telle que Vx € Ry, a(x) = g(x) +h(x)? = C > 0. Comme

h(0) =0, on en déduit C = g(0) = f(0) = % d’apres a

Comme f est une fonction positive, Vx € R, f(x) = y/f(x)? = % —g(x). De plus lﬁll g(x) = 0 ainsi, on
X—+00

+oo
a la valeur de l'intégrale de GAUss, lim f(x) = Vn qu’on note f e tdt= ﬁ
X—+00 2 0

—tx
15.11 ] a. Pour un réel x, la fonction hy : t — ] e est positive et continue sur R,.

e Six<0,ona tliT hy(t) = +00 donc hy n’est pas intégrable sur R,.
—+00

e Six =0, ho(t) = ] —:tz donc hp est intégrable sur R, car une primitive de hg est Arctan qui
admet une limite finie en +o0.

e Six >0, hy(t) +:ooo(t1—2> ou hy(t) = o(e™ ™) donc hy est intégrable sur R par comparaison aux
intégrales de référence.

Ainsi, le domaine de définition de la fonction f vaut D = R.
—tx
€
1+t
(Hy) Pour t € Ry, la fonction x — h(x,t) est de classe C? sur R.

b. Soit h: R} x Ry — R définie par h(x,t) =

(H2) Pour x > 0, la fonction hy : t +— h(x,t) est continue et intégrable sur Ry (voir ci-dessus). De



—tx
plus, la fonction t — oh X, t) = — te est continue et intégrable sur R car oh x,t) = o(e ™).
ox 1+1¢2 + ox n
o0
2 2 —tx
Enfin, t — 0Th(y ) = Le est continue sur R,.
ox? oY) 1+t2 *
: . 3’h t2e—at —at
(H3) Pour a > 0 et (x,t) € [a; +00[x Ry, on a la majoration )W(x, t)‘ < . <e M =9q(t) et la
fonction ¢4 est continue et intégrable sur R,.
+o0 tZe—tx

Ainsi, par théoréme, la fonction f est de classe C? sur R et f'(x) = f 5dt par LEIBNIZ. Par

0 1+t

+ 2 —tx —tx +
G

c. Les fonctions u: t — sin(t) et v:t+— % sont de classe C! sur [1; 400 et tlil:l u(t)v(t) = 0 donc la nature
— 400

+o0 gi ;
de f cos( dt est la méme, par intégration par parties, que celle de f1 = 51112(t) dt. Or 5”:# = (@) (t]—z)
o0
f+°° cos(t)
1 t

SlTl(t) 51“( )

+
donc t — est intégrable sur [1; +o00[ donc j‘] dt converge, ainsi dt converge aussi.

De méme, u:t+— 1 —cos(t) et v:t— % sont de classe C' sur R* avec lim u(t)v(t) = liT u(t)v(t) =0,
o0

+oo +o0 1 — _
donc 751n(t) dt converge car elle est de méme nature que 7] COS( )dt et lim 1= cos(t) cos(t) —1 et
g q 2
0 t 0 t—0+ t 2
1 — cos(t)

1 . . o N
=0 (—) On en déduit que g est bien définie sur R? .
2 4o \{? aue g +

. t in(t .
d. Comme les fonctions t — cost( ) et t — SU;( ) sont continues sur RY et que pour tout x > 0, on a

+ + + i + i
| > cos(t) 4y — f1 > cos(t) 4y _ f:‘ Lst(t) dt et f > Li(t) at = f1 > sin() gy f1 S”;( ) g, il vient

x t t t

g(x) = cos(x) sinfx) _ <f+oo cos(t) ) )cos( ) — sin(x) cos(x) )COS(X) - <f+oo sin(t )dt) sin(x) par le théoreme

X x x

[e'e] +oo
fondamental de I'intégration donc g'( (f cos( ) cos(x) — (f sin(t )dt) sin(x). De méme,
X

+ in? +
g’ est de classe C! sur RY et g”(x) = cos’ +( > cos( dt) sin(x)+ sin"(x) _ (f ~ sn;( )dt) cos(x)
X X
1

donc ¢”(x) = + — g(x) car cos?(x) + sin ( )=1. Par consequent g est de classe C? sur R* et solution sur
X
R% de (E) : y'4+y= i
e. h = f—g est C2 par opérations et h(x) = f/(x) —g"(x) = —f(x)—!—l—l—g(x)— 1_ —(f—g)(x) = —h(x) donc
X X

h’+h =0 sur R%. On sait qu'alors 3(A,B) € R?, Vx > 0, h(x) = A cos(x) + B sin(x) = VAZ + B2 cos(x+0).
+
Or 0 < f(x) < fo - e ™Xdt = % car 0 < ﬁ < 1. Par encadrement, on a donc liT f(x) = 0. En tant

“ o v s . +oo cos(t) . +oo sin(t)
que “reste” d’intégrales convergentes, on a lim dt = lUim dt = 0 donc, comme

x—4oo Jx t x—+oo Jx

cos et sin sont bornées, on a aussi lim g(x) =0. Ainsi, lim h(x) =0 ce qui impose VA? 4+ B2 = 0 donc
x——+o00 x——+00
A =B = 0. On déduit donc f = g du fait que h = 0.

f. Avec les notations de la question b., comme Vx € Ry x Ry, |h(x,t)| < = P(t) et que P est

_1
1+t2
intégrable sur Ry, la fonction f est continue sur Ry par continuité sous le signe somme car x — h(x,t) est

continue sur Ry. Ainsi, f(0) = [Arctan(t)]g™ = % = ].iTg)’L f(x).
x—

+ 1 +
En écrivant f &(t)dt:f] Oocoii(t)dt—i—f %(t)dt f] Oocoi( dt-i-f cos( dt-i—f
X



. oo cos(t
est bornée sur R, on trouve f cos(t)

T cos(t) — 1
————dt=0(1 t—
comme f - (1) car . .

cos(t) — 1
x t t

dt~—1 .
~—n(x)

Yoo o
Ainsi, lim, gx) =1= f > sin(t) dt = lim f(x) = f(0) = % Avec l'intégration par parties de c., on a
x—0

0 t x—0t
+o0 gi oo 1 — + in?
la relation > sin(t) dt = = %dt = = 2sm7@/2)&:. On pose t = 2u dans cette derniere
0 t 0 t? 0 Z
L qx +oo sin(t) . e 2sin?(u) _pteosin?(t) . x
intégrale, facile a justifier, et on a fo n dt = fo e (2du) = fo 2 dt = >

3 ,—xt
15.12)a. Six € R, gy : t = -—€— est positive et continue sur R et gy(t) o te™*t. Traitons deux cas :
oo

V144

esix <0, Um te ™' =400 donc gy n'est pas intégrable sur R, et f(x) n’existe pas.

t—+oco

e si x > 0, par croissances comparées, gy (t) ol te ™t = o(tlz) donc, par RIEMANN, g5 est intégrable

sur R et f(x) existe.
Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 < x <y,onaVte Ry, e > e ¥!

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .

. , . t3e_Xt “+o0
b. Soit g : R} x R — R définie par g(x,t) = == de sorte que f(x) = J; g(x,t)dt.

VI1+tt

(Hy) Pout t > 0, la fonction x — g(x,t) est de classe C' sur R.

(Hz) Pour x > 0, la fonction gy : t — g(x,t) est continue et intégrable sur Ry (on vient de le voir) et la

fonction t — 29 (x, 1) = =1 oGt conti R
onction x,t) = ——=— est continue sur R,.
0x ™ V144
(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+oo[x Ry %q(x t)’ — et t2a= 9 = @4 (t) avec @4 qui est continue
Y ) ? ) X ) /] + t4 ~X

et intégrable sur R, car a > 0.

Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C! sur R% et, avec la formule de
LEIBNIZ, Vx > 0, f'(x) f+oo tle
> = — P

%g(x, t) < %}%(y, t) et, par croissance de l'intégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f’ est croissante sur R* . La fonction

—xt

dt. Pour 0 < x <y,onaVte Ry, e > e Y ce qui donne

f est donc une fonction convexe sur R7.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement, on

. +o0 et +o0 00 ,—xt e Xt +oo 1 L .
majore 0 < f(x) < fo te *tdt = [— t } + f dt = [— > ] = — par une intégration
x Jo 0 X X 0 X

efxt

par parties avec u:t—tetv:t— — qui sont C' sur R,. Par encadrement, lim f(x) = 0.

1
X——+00

d. La fonction t — t3e™*! est continue sur R4 et tde™xt = o(t]—z) par croissances comparées car x > 0.
+o00

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de Ry dans R, et
x
+oo . 3
i - U o—ugy = 1 _ 3 _ 6
avoir g(x) = fo N du = X4F(4) T AT
o L too [ g3ext 3,—xt - :
Pour x > 0, par linéarité de l'intégrale, on a |f(x) — g(x)| = ‘ f (7 —toe™™ )dt’ qu’on écrit aussi
0 V14t
+oo +o0o A/ 4 _
[f(x) —g(x)| = f t3ext (l - +> dt = f t3ext (L> dt et, avec la quantité conjuguée,
0 V1+t4 0 V14t



_ +oo —xt 1+ 4) —1 — teo —xt
[f(x) —g(x)| = fo tle (\/] +(t4(1t+ i +t4)>dt = fo t’e (\/] T ]+ 7 +t4))dt. Or on

+
minore Vt > 0, V1 +t*(1++1+t%) > 1 donc [f(x) — g(x)| < fo Z e xtdp = LS) = 7% comme ci-dessus.
x x
On a donc f(x) — :o(i):(i): : i f(x) ~ g(x) = 5.
n a donc f(x) — g(x) =0lz)z2ola) 2 o(g(x)), ce qui prouve que f(x) ol g(x) -

1/x +o0 +o0 X
e. Pour x €]0; 1[, par CHASLES, f(x) = fo g(x,t)dt+ f]/ g(x,t)dt > f1/ g(x,t)dt. Or on peut minorer
X X

+o0 +oo 3, —xt +o0 .3 —xt +o00
f1 g(x,t)dt = f1 e  dqt> f e _—aqt= % f1/ te~*tdt car v/1 + t7 < 2t2 puisquesit > 1,
x X

/x /x N1+ 4 1/x /212

comme x < l,onat>1doncl <t* <= 1+t <2t <= V1+t4 < v/2t2. On a donc la minoration

. 400 1 —xt7+o0 1 +oo ,—xt 1 1 —xtq+o0 ﬁ
effective xtdt>—{—te ] +—= € __dt= —|——[—e ] = ¥Y< Comme
f1/X 9(x, t)dt > V2 x J11/x ﬁf]/x X V2ex? V2 x? 1/x ex’
lim i% = +o00, par encadrement, on obtient finalement lim f(x) = +oo.
x—0t ex x—0+

En posant t = ¥ = @(u) pour x > 0, comme ¢ est de classe C', strictement croissante et bijective de R, dans
X

+o00 LL3 e U LLS e U +o00

Ry, f(x) = — 2 € dudonc, en posant h(x,u) = —&—— on a x*f(x) = h(x,u)du :
0= fo S N Js

(H1) Pour tout u € R, on a lim h(x,u) = {(u) = ue ™.
x—0+

(Hz) Pour tout x € R* | la fonction u — h(x, 1) est continue par morceaux sur Ry et { 'est aussi.

we v

wle <
\/u4 + x4 Vu?

(Hz) Pour tout x € RY et u € Ry, [h(x,u)| = = {(u) et la fonction ¢ est continue

et intégrable sur Ry car €(u) = o(—z).

. —+oo +oo
Par le théoréme de convergence dominée & parametre continu, lim x%f(x) = j;) L(u)du = fo ue “du
x—0t

donc lim x%f(x) = T'(2) = 1! = 1. Ainsi, on a méme 1'équivalent f(x) ~ Lz
x—0+t 0 x
15.13)a. Pourx € R, fy : t — %TT;;) est continue sur [0; +o00[ si on la prolonge en posant fx(0) = x en 0 car

Arctan(xt) Tt si x # 0. De plus, fx(t) = 0 (%) car Arctan est bornée donc fy est intégrable sur R par
o0

comparaison aux intégrales de RIEMANN (3 > 1). Ainsi, g est définie sur R et g est impaire car Arctan 'est.
b.SMtf:Rx]Ri—>Rdémm;mrﬂmt%:é§?$%gi

H;) Pour t > 0, la fonction x — f(x, t) est de classe C! sur R et of X, t) = ]
ox

1+ X231 +t%)
(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

S| = |
)| =
Sl P e e

(H3) Pour x € Ret t >0,

<ot) = ] —ltz et ¢ est intégrable sur RY .
oo dt

Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, g est C! sur Ret Vx € R, ¢/(x) = .
g » 9 9( ) fO (]+X2t2)(]+t2)

X n 1 _ x%(1 4 t2) — (1 +x%t?)
=D+ T =X+ =10+t )

c. Six# xlette R, en réduisant au

2 2
éme dé inateur, > + ! = 2] = : )
T GO, (T N1+ 2D (1 - D)1+ (C-D0+ D0 +22) (1 + )1 + 219
“+00 2
. 5o 1
d. Sion prend x > 0 et x # 1, d’apres c., g'(x) = fo ((xz — 1)’(‘] —|—x2t2) + B —xz)(l +t2)>dt donc
400 1 +oo
g (x) = x2x—1 [Arctan(xt)]o + ] [Arctan(t)}o et, comme tgﬂloo Arctan(xt) = %, cela donne



g'(x) = Z(XEM— ) + 20 f s = Z(Z(xz_i):[) = 20 ix) Comme la fonction g’ est continue en 1 d’aprés b.,

onag'(l)= lin% g(x) = % = ﬁ donc ¥x € Ry, ¢'(x) = 2(177_{’_) Comme R, est un intervalle, il
xX— X

existe A € R telle que ¥x € Ry, g(x) = w +A. Or g(0) =0 donc ¥x € Ry, g(x) = w

Par imparité de F, on a Vx € R_, g(x) = —g(—x) = —w d’apres d..

15.14 | Pour x € R, la fonction hy : t — e_t@ est continue sur R*, prolongeable par continuité en 0 en
posant hy(0) = x car sin(xt) St + o(t) donc hy(t) Sx + 0o(1) et hy(t) = o(e™') donc hy est intégrable sur
o0

R* par comparaison a des intégrales de référence. Ainsi, la fonction ¢ est définie sur R.
Soit I'application f : R x R% — R définie par f(x,t) = e_tw.

(H1) Pour tout t > 0, x — f(x,t) est de classe C! sur R.

Hy) Pour tout x € R, hy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (on vient de le voir) et
g +

te= %(X» t) = cos(xt)e " est continue RY.

(H3) V(x,t) € R x R%, %(x, t)‘ = |cos(xt)[e™t < et =1(t) et P est intégrable sur RY.

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, ¢ est de classe C! sur R et, avec la formule de LEIBNIZ,

400 400 .

oo - - 1 1

il vient ¢’(x) = fo cos(xt)e 'dt = Re (fo et tdt) = Re(1 —ix) B Comme R est un

intervalle, g'(x) = ] _: > implique l'existence de C € R tel que Vx € R, g(x) = C + Arctan(x). Or g(0) =0,
X

d’ailleurs g est clairement impaire, donc C = 0 et Vx € R, g(x) = Arctan(x).

15.15) a. Clairement, la fonction fy est continue sur ]0;1] et elle est de signe constant sur |0;1[ : fx est positive

six < 0 et fy est négative si x > 0. De plus, si x # 0, comme t* — 1 = eX™Y) — 1 et que lh? In(t) = 0,
t—1-

onat*—1 ~ xIn(t) donc fx(t) o donc fy se prolonge par continuité en 1 en posant fy(1) = x. Ainsi, la

fonction fy est toujours intégrable sur le segment B, 1].

e Six =0, alors fo = 0 donc fo est intégrable sur ]0;1].
Six > 0, f(t)~——t— et L 1

oo x(Y) o In(t) o In(t)

fx(0) = 0. fx est donc intégrable car elle se prolonge en une fonction continue sur le segment [0; 1].

e Six <0, fx(t) donc fy(t) = o(%) car tll]ggr In(t) = —oo et, d’apres RIEMANN, fy est

= 0 donc fyx se prolonge par continuité en 0 en posant

1

0t *In(t) "‘
intégrable sur ]0; 1] car —x < 1.

Alinsi, fy est intégrable sur ]0; 1] pour tout réel x € D.

b. Soit g : Dx]0; 1[— R définie par g(x,t) = t:n(t)] . Alors :

(H1) Vt €]0;1[, la fonction x ~— g(x,t) est de classe C' sur D.

(H2) Vx € D, la fonction fyx : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0;1] (on vient de le voir) et

t— g%(x, t) = t* est continue sur |0; 1.

%%(x, t)’ =1* < t% = pq(t) et @4 intégrable sur ]0;1[.
1
x+1

(H3) Soit a € D, V(x,t) € [a; +00[x]0; 1],

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, f est C' sur D et ¥Vx > —1, f/(x) = fo t*dt =

Comme D est un intervalle et que f(0) = 0, en intégrant, on a donc ¥x > —1, f(x) = In(1 + x).



