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On suppose choisi un espace probabilisé (€2, A, P) pour modéliser cette expérience de telle sorte que les
ensembles élémentaires Ny (tirage d’un haricot a ’étape k) soient des événements : Vk € N*/ Ny € A.

(PARTIE 1 : PANORAMIX EST REGULIER)

Par définition, on a Vk > 1, Ry = N7 N --- N Ng. Comme une intersection finie d’événements en est encore

un, Vk € N*/ R € A. On en déduit que P(Rx) = P(N7) x Pn, (N2) X« -+ X Pnyaeang 5 (Nk) par la formule
Uo

ug + 1 - n+1
dans le panier pour le tirage 1. Si i € [2;k], le panier contient apres le (i — 1)€ tirage uj_1 haricots noirs et

des probabilités composées. On a P(N7) = car il y a n haricot(s) noir(s) et 1 haricot blanc

. k
1 haricot blanc, d’ott PnyA...an;_, (Ni) = ti] - Ainsi, Vk > 1, P(Rx) = P(N1) x [ PnyaenNg_; (Ni)
i-1 i=2
donc P(Ry) = ﬁ Wil I pRy) = T =Y tj=i—1
onc K e k) = en posant j =1i— 1.
i=1 Ui—1 + 1 j:0 U.J +1

La suite (ux)x>o est arithmétique de raison n avec uy = n donc, par une récurrence simple, on établit que

— 1
|Vk>0, uk:n+kn:(k—|—1)n.| Comme A; = Ny € A, on a ]P’(A1):1—]P’(N1):T. De plus,
n

1
H _:_T T avec 1.1
G n

pour k > 2, Ax = Re—1 NNi € A donc | P(Ay) = P(Rx—1) Pg,_, (Nx) = o
n

et puisque pour le k€ tirage il y a ux_1 = kn haricots noirs et 1 haricot blanc dans le panier.

“+o0
Par définition de G, |G = |_| Ak | (réunion incompatible) donc, par o-additivité, on a P(G) = > P(Ay).
k=1

Deés que n > 2, le calcul par cette methode e%t comphque Mais pour n = 1, par télescopage multiplicatif,

1 ]—|—1 1 1
P(A;) = - et ¥k > 2, P(Ay) Ainsi, Vk > 1, P(Ay) = — — —— et
ona PlA1)=7e ) =7 H]+z k+1) insi, Vi > 1, P(Aw) =5 = 77 et par

too /1 1
tél aditif, |P(G) = (— _ —) —1.
élescopage additi (G) kZ:] T v

Par définition de G, |G = ﬂ Rk | (OBELIX ne goiite jamais la potion si on ne tire que des haricots noirs)

donc G € A. Comme (Ri)k>1 est décroissante pour l’inclusion par théoreme de continuité décroissante,

k 1
— Y1 (1 —) 1.1,
) i; n(1+ ™ avec

P(G) = lim P(Re).| Or ax = P(Re) > 0 donc tn(qi) = z ln( —

1
En notant a; = In (1 + ,—)7 —1n(qk) est la somme partielle d’ordre k de la série Y ai. Or a; > 0 et
in i>1



1 .
ai fodtm donc, par comparaison & la série harmonique, Y a; diverge et on a hm In(qx) = —oo. Ainsi,
oo 1n i1 00

comme g = e™(9%) par composition de limites comme lim e¥ =0, ona lim qg = 0. Par conséquent,
X——00 k—~+o00

P(G) =0 donc |P(G) =1]| et OBELIX goiite presque stirement la potion.

[PARTIE 2 : PANORAMIX SE LACHE|

k—1

Uuj u
Comme au 1.1, pour k > 1, on a qx = [] ) > 0 donc Q1 _ Wk < 1 donc la suite (qk)k>1
j=o 1+ qx U + 1

est strictement décroissante. Comme (qx)i>1 est décroissante et minorée par 0, d’apres le théoreme de la

+oo
limite monotone, (qk)k21 converge vers un réel L = lim qi € [0;1[.| Comme G = m Rk, par continuité

k——+o0

n=1

décroissante comme au 1.4, on a P(G) = lim P(Ry) = lim qx = L. Ainsi, on a I’équivalence souhaitée,
n—-4o0o n—-4o0o

|G est presque sir < P(G) =1 <= P(G) =0<«= L =0.

1
La suite (ln (q—) ) e est & termes strictement positifs car qi €]0; 1[. On sait par dualité suite-série que la
k >

1 1
suite (].Tl (—)) : converge si et seulement si la série <1n ( ) —1n (—)) converge. Mais puisque
qk/ / k= C13

k>1 qr+1
1 1 u 1 1
lim ux = 400 par hypothese, ln( )—ln(—)zln( e )zln( ket ) (1—}——) ~ —
k—r+o0 q+1 qx qk+1 uk +oo Uy
1 1
Par théoreme de comparaison de séries a termes positifs, (In (—)) converge <= > — converge.
gk / / k=1 k>0 Uk

A 1
D’apres la question précédente, G est presque sir <= lim qx = 0 <= lim In (—) = +o00. De
k——+o0 k——+o0 qx

1
plus, si L > 0, la suite (1n (—)) converge vers —In(L) < +oo. Ainsi, d’apreés ce qui précede, on
qx// k=1

peut conclure que |G est un évenement presque sir si et seulement si la série Y, — diverge| (ses sommes
k>0 Uk

partielles tendant alors vers +00).
D’apres 'énoncé, a; = 2 et pour k > 2, on a ax = 8k — 4 (suite arithmétique de raison 8 avec premier

terme 12 & partir du rang 2). Comme Vk > 1, ux = ux—1 +ax et up = 1, ona u; = 3 = 412 — 1

)

uy =15 =4.2% — 1, uz = 35 = 432 — 1. Si on suppose que uy = 4k* — 1 pour un entier k € N*, alors

U1 = U+ appr =4k2 — 148k +4 =4(k2 +2k+1) — 1 =4(k+1)% — 1. Ainsi, par principe de récurrence,
Kk

uo 4) .
Vk > 1, ax = 4k* — 1. Pour k > 0, P(Rx41) = —— x]l_[u]+] = Elej[] 42 . Classiquement,
1 25— 1)) 25 +1) 1 (2k+1).(2K)!.(2K)! L ,
P(Ryxy1) = = 5% ]1_[] )4 =3 7% () . Avec I’équivalent de STIRLING, on obtient

2 2k\2 4k 4 _ ] ]
]P)(Rk) (( k) ) ( T[k) AlIlSl ]P)(G) = lim P(Rk+]) = ; donc ]P)(G) =1- ; ~ 0.68.

I A K400
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[PARTIE 1 : CALCUL D’UNE INTEGRALE|

—t
e
La fonction h : t — —= est continue sur R* par théoremes généraux. De plus, h(t) =

Vi

1
comparaison aux intégrales de RIEMANN, h est intégrable sur ]0;1]. On a aussi h(t) = \/_ = ( ) par
o0

1
— donc, par

%Iﬁ
QI

croissances comparées car lim t3/2e~t = 0 donc h est intégrable sur [1;+oc[ encore par comparaison aux
t—+oo

-t
e +oo
intégrales de RIEMANN. Enfin, |h:t+ —= est intégrable sur R% donc I = j;) h(t)dt existe.

Vi

1
- La fonction ¢ est continue sur R, ¢(t) 7 et ¢f ) S 572 donc, par comparaison avec les intégrales

o
de RIEMANN, ¢ est & la fois intégrable sur ]0;1] et sur [1; +o0[ donc |cp est intégrable sur R .

e—x(] +t)

Posons f: (x,t) —» ——
[1.2.2) 0= v

(H1) pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est continue sur R..
(Hz) pour tout x > 0, la fonction t — f(x, t) est continue par morceaux sur R (et méme continue).
(H3) pour tout t > 0 et tout x = 0, [f(x,t)] = f(x,t) < @(t) car e ** < 1 et @ est continue et intégrable

sur R% d’apres la question précédente.

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, |g est continue sur R, .

+oo e—xt

Par linéarité de lintégrale, Vx > 0, g(x) = e™* fo W
t)vt

+oo
on obtient 0 < g(x) < e ™™ t)dt. Par encadrement, comme lim e * =0, lim =0
g g{x

0 X—+00 X— 00

dt donc, comme ¢ est intégrable sur R7,

On peut bien sur aussi prouver ce résultat avec le théoreme de convergence dominée a parametre continu,

en utilisant la méme domination que pour le théoreme de continuité de la question précédente.
e—x(] +t)

T+ oVt

Hi our tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C! sur R*.
(Hi) p ; , i

Toujours avec la fonction f : (x,t) —

(Hz) pour tout x > 0, la fonction t — f(x,t) est continue et intégrable sur R% (vu en 1.2.2).

—x(14t)
(Hz) pour tout x >0, t — %(x,t) = _QT est continue par morceaux sur R (et méme continue).
) of e—x(H—t) e—a(1+t)
(Hs) si [a;b] € R%, pour x € [a,b] et t > 0, on a ﬁ(x,t)‘ = 7 < 7 = VPqo(t). De

e—a

1
plus, V¥ est continue par morceaux et intégrable sur R% car Palt) et Pqlt) +: 0 (—2> par
oo

0 t

X

croissances comparées car a > 0.



+o00 e—x(1+t)
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, |g est C! sur R% et ¢'(x) = — f —dt.

o VA

—(xt)

+oo e

On a alors ¢'(x) = —e f —
o Wi

C', bijective et strictement croissante de R* sur R donc, par changement de variable, on obtient la relation

. u
dt et, en posant u = xt, comme x > 0, la fonction u — — est de classe
X

+ —u d —X
g(x) = —e"‘f Z L done g (x) =-1Ix £

0 u/x X Vx

el
VA 1+ (V2 20+0ve 2

+oo
e(t)dt = {2 Arctan(\/%)} . donc | g(0) = 7. | On pouvait aussi poser t = u? = P (u)

. Onen

0 : t = Arctan(v/t) est dérivable sur RY et Vit >0, 0/(t)

o0

déduit g(0) = [ "

avec 1 qui est C', bijective et strictement croissante de R% dans R% pour avoir, par changement de variable,
+o0 2u

g(0) = f:oo p(t)dt = fo+oo 2up(u?)du = fo mdu =2 Arctan(u)]+OO =mn

0

—+oo
Comme g est une primitive de g’ et que g admet des limites finies en 0 et +o00, d’apres le cours, f o g'(t)at

+oo oo +oo
converge et fo g'(vat = [g(t)], = tEToo g(t) — g(0) donc fo g'(t)at = —mt| d’apres 1.2.3 et 1.3.1.

+ + —t
Avec I'expression de g’ obtenue en 1.2.4, par linéarité de I'intégrale, fo = g’ (t)dt = —1I f JRE T

—t
. € oL .
On en déduit I = 7 et comme t — —= est positive sur R%, ona >0 puis |I= /7.

Vi

(PARTIE 2 : ETUDE DE F|

2n
, . T

Pour tout réel r > 0, la suite (W
n.

définition du rayon de convergence, |R =+o0 et D = R. |

On raisonne par récurrence :

) est bornée (et tend vers 0) par croissances comparées donc, par

40 1 4°
e Onabien — =1 —— =1 = 1 donc ’encadrement est vrai pour n = 0.
1! (01)? (2.0)!
Soit n € N tel SAR S B hypothese de ré Pinégalité
e Soit n el que , alors, par othese de récurrence, on a I'inégalité
T S @z = @) pat hyb &
4T‘I.+] 4 q4m 4 1 1 s N
= X < 5 X 5 = 5 et, de l'autre coté, il
(n+3)!  (@+3)2n+2) T @n+ 1) T 2m+1))? T () (n+1)!
4n+1 4 qm 4 1 1

ient = X > X = donc 'encadrement est
VY ) T @+ T T 2 ) )2 (e )?

vrai au rang n + 1 aussi.

4n 1
2n+1)! T (a2 T @)l

Par principe de récurrence, |Vn € N|




1 2 2n+1 2 2n 2n 2 2n
Pourx>0,0nad0nc—><(x) = (2¢) < * 2\(X)
2x  (2n4+1)! 2(2n41)! T (n)) (2n)!
2n

par x“™ > 0. En sommant ces inégalités et avec les développements classiques en série entiere des fonctions
sh (2x)
2x

en multipliant ’encadrement de 2.1.4

sh et ch valables sur R, on en déduit I'encadrement |Vx > 0, < F(x) < ch(2x).

sh (2x) e?x e
O‘l“"l : —
2. n a l'¢équivalent ~ et Uim = 400 par croissances comparées donc, par minoration, on
2x 400 4x x—4o0 4x

obtient la limite | lim F(x) = 4oc.

X—r—+00

Comme R = +o00, la fonction F est de classe C* sur R et, en dérivant terme a terme, on a les relations

“+00 “+o00 +o0
F(x) = 3 2nanx®™ " = 23 (k + Dagp1x®FT puis F/(x) = 2 > (k + 1)(2k + 1)axx?*.  Ainsi, pour
k=0

=1 k=0
i +oo +oo +oo
x € R, on a xF’(x) + F(x) —4xF(x) =2x 3. (n+ 1)2n + Danx?™ +2 3 (n+ Dan 1™ —ax 37 apx®™
n=0 n=0 n=0
+oo
quon regroupe en xF’(x) + F/(x) = 4xF(x) = 3 [2(n+1)(2n +1)an + 2(n + Nans1 = dan]x?™ 1. Or

n=0

On+1 (n})? !
2(n+1)(2n +1 2(n+1 —da, =4 1)2ans1 —an] =0 =t = =
(n+1)(2n + Nan +2(n + ants —4an = 4[(n +1)%an41 — an] =0 car an (NP (n41)?

donc on a bien |Vx € R, xF’(x) + F/(x) — 4xF(x) = 0. |

|PARTIE 3 : EQUIVALENT DE F EN +oo|

Déja, les fonctions fr, : t — cos(t)™ sont continues sur le segment [0;7] donc les réels wy, existent pour

tout entier n € N. De plus, pour n € N, les fonctions un : t — cos(t)™*! et v : t = sin(t) sont de classe

C" sur le segment [0;7] donc, par intégration par parties, comme 1, (0) = v(r) = 0, on obtient la relation

w2 = || “un (v (6)dt = [un (V)] T + (n+1) f sin(t)? cos(t)dt = (n+1) [ (1 = cos(t)2) cos(t)™dt

1
d’oti, par linéarité de l'intégrale, w12 = (n+ 1)(wn —wn2) done  |wni2 = n—izwn.
n
On raisonne par récurrence double :
ks (2 O . 7
e Onawgy = j;) cos(t)0dt = O(O' ST et wy = f cos(t)'dt = [stn(t)]o =0.
) (2n)! n+1 n+1 (2n)!
e Soit n € N tel que wy,, = yLYaNI et won41 =0, alors wonyo = mwzn =5 ) X 4“(n!)2 donc
(2n)!(2n + 1)(2n +2) Q2n+1))! 42
w = = et w = w =0.
2n+2 4n(n') (2(n+]))2 4n+]((n+])!)2 2n+3 n+3 2n+1
. , o (2n)!
Par principe de récurrence, on a bien établi que |Vn € N, wy, = o ')2 et wan41 =0.
n!
+oo ™
On sait d’aprés le cours que Vu € R, e* = > —. En prenant u = xcos(t) € R dans ce développement
n=0 Tl.

TSR 12 2%cos(t)"™
en série entitre, on a donc |Vx € R, Vt € [0;7], exp(2xcos(t)) = 3 ————x"
n=0 n.




On pourrait utiliser le théoréme d’intégration terme a terme du chapitre 8 mais comme [0;71] est un
) 2% cos(t)™
segment.... On pose, pour n € N et x € R, la fonction vy, : t +— — X
n!
(H1) Les fonctions vy, sont toutes continues sur le segment [0; 7] par opérations.
_ 2™ cos(t)|™ 2% x|™
- !

x" <
n!

T‘I.|X|T‘I.

(H2) Pourn € Nett € [0;7] on a |vn(t)]
n!

car |cos(t)| < 1 donc vy, est bornée

et la série >

n>o0 ﬂ.'

exp(2]x|)). Ainsi, la série Y vn converge normalement sur [0; 7] vers x — exp(2x cos(t)).
n>0

sur [0;71] et [[vn oo, [0im] < converge d’apres le cours (sa somme vaut

7 +too am
Par le théoreme d’intégration terme & terme sur un segment, fo exp(2xcos(t))dt = > f;) vn (t)dt. Mais
n=0

n,n

s X s
comme fo vp(t)dt = - wn par linéarité de lintégrale, d’apres 3.1.2, on a j;) vont1(t)dt = 0 et

foﬂ von(t)dt =

2man m(2n)! 7T x2m
X d t)dt = .

) () onc fo van (t) n(n!)z
too X2 1

impairs nuls, il reste fon exp(2xcos(t))dt =7 > W = F(x) donc |F(x) = - fon exp(2x cos(t))dt.
n=0 (N

Apres avoir retiré les termes d’indices

7T
Pour t € [g;n} =Tlet x € Ry, on pose a(x,t) = exp(2xcos(t)) de sorte que fi(t) = f " a(x,t)dt qui
s
existe car t — a(x,t) est continue sur le segment [g, n} :
(H)S'te[7T } (t)<0't>nt (ﬂ) 0 U (x,t) =k(t) k(ﬂ) 1
i —;m|, comme cos si —etcos(=)=0,ona lim a(xt)= avec k(= ) =
1 2’ ’ 2 2 ’ X——+o00 ’ 2
, 7
et k(t) =0 sme}z;n}.
(H2) Pour tout x € Ry, t — a(x,t) est continue sur I et t — k(t) est continue par morceaux sur I.

(H3) Pour x € Ry et t €1, |a(x,t)| = exp(2xcost) <1 = @(t) car 2xcos(t) < 0 et la fonction constante

@ : t+— 1 est continue et intégrable sur le segment I.

7T
Par le théoréme de convergence dominée & parameétre continu, on a donc liT f1(x) = f 1 k(t)dt = 0.
X—+00 s

I
Pour x > 0, f2(x) est bien défini car la fonction t — exp(2x cos(t)) est continue sur le segment {0; E} . Avec
l'indication de I’énoncé, on pose t = Arccos (1 - Zi) = @(u) (ce qui revient & u = 2x(1 —cos(t))) avec @ qui
x

Tt
est de classe C', bijective et strictement croissante de ]0;2x] dans }O; ﬂ donc, par changement de variable,

1 —1 1 , 2 ePxu
comme ¢’(u) = (— —) X = , on obtient f2(x) = f ——————du donc
ZX u.2 uz 0 uz
1-(1-=)" 2/ fu-= 2V Ju— —
2x 4x 4x
t ion de f2(x) : [ f2(x) ezxfzx c 4
une autre expression de f;(x) : x) = u.
p 2 2 2 Jo —
v
4x
. wvouou u ) Y v o_u
Six>0etue[0;2x],onau— — — — = — (1 — —) > 0 puisque u € [0;2x] d’ott I'inégalité u — — > —.
4x 2 2 2x u 4x 2

2x
On détermine la limite quand x tend vers +oo de J(x) = 2y/xe 2*f2(x) = f ¢

0 u?
u— —
4x

du d’apres 3.4.1.



+
On écrit plutdt J(x) = fo ~ b(x,u)du en posant b(x,u) = ——siu €]0;2x] et b(x,u) =0 si u > 2x :
u— =
4x
—u —u

(Hy) Pour u € R%, comme b(x,u) = e—uz des que x > ; on a XETOOb(X»U) = eﬁ = h(u).

- —
4x

(H2) ur b(x,u) est continue par morceaux sur R’ pour tout x € R et h est continue sur R .
—u —u
e e

<
uZ
u——
ax

et, si u > 2x, [b(x,u)] = 0 < v/2h(u) car h(u) > 0. On a donc Vx > 0, Yu > 0, |b(x,u)| < v2h(u)

(H3) Six e R et u €0,2x] alors [b(x,u)| = > = V2h(u) d’apres 'inégalité ci-dessus

Vu/2

et h est continue et intégrable sur R’} avec la question 1.1.
+oo
Par le théoréeme de convergence dominée & parametre continu, lhlx J(x) = fo h(u)du = /z d’apres la
X—r+00
V/me?x
oo 24/x

1
Avec la question 3.2.2 et par CHASLES, on a Vx > 0, F(x) = —(f1(x) + f2(x)) or lim f(x) = 0 avec 3.3
7

X— 400
2x

partie 1 ce qui prouve que |f2(x)

Ve

et lim fa(x) = +o0 avec 3.4.2 car lim = 400 par croissances comparées. Ainsi, par somme, on

Xx——+00 xX—+00 Zﬁ
£ f 2x
obtient F(x) ~ f209) car lim a6} = 0 donc, toujours avec 3.4.2, |F(x) ~ ‘< _.
+oo T x—+00 f(x) +00 24/mx

[PARTIE 4 : TRANSFORMEES DE LAPLACE

t(2—x)
La fonction gy : t — 7 est continue sur R* et intégrable sur |0;1] par comparaison aux intégrales
t

1 1
de RIEMANN pour tout x € R car gx(t)~ —=. De plus, si x > 2, alors 2 —x < 0 donc gx(t) = o<—2>

0 \/{ +oo t
par croissances comparées donc gy est intégrable sur [1;+oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN.

et(fo) 1 1 ) )
A > —= donc, comme t — —= n’est pas intégrable sur [1;+oo] par
t

Vi Vi

RIEMANN, par minoration, gx n’est pas intégrable sur [1;+o00[. Ainsi, gy est intégrable sur [1;4o00[ si et

e

Par contre, si x < 2, Vt € R,

seulement si x > 2. Par conséquent, gy est intégrable sur R si et seulement si x > 2. Comme gy est une

+oo
fonction positive sur R% , gx intégrable sur R si et seulement si f;) gx(t)dt converge. Ainsi, le domaine

de définition Dy de Lg vaut |2; +o0] et |Lg(x) existe si et seulement si x > 2.

Si x > 2, comme la fonction ¢ : u

u
5 est de classe C!, bijective et strictement croissante de R%

dans R*, par le ch t de variable t = g(u) = — La() = = [ e’ du gy
ans , par le changemen € variapble t = u)=——,0na X)= —F—= onc
PP 8 ® X2 N 2/mdo\Sux—2)x—2
1 oo g™ Y 1
[g(x) = —/——— —du = ———— et, avec la partie 1, |[Lg(x) = —— pour x > 2.
&) 2¢/n(x — 2) j; Vu 2¢/n(x = 2) ) 2vx -2

Pour tout réel x, la fonction fy : t — F(t)e ™' est continue sur R, par opérations car F I'est. Comme
2t
e
F(t) ~ G(t) =

+o00 2\/E

,on a fy(t) o gx(t) donc, puisque gy est intégrable sur [1; +o0] si et seulement si x > 2
oo



d’apres 4.1.1, par comparaison, fy est intégrable sur [1; +o00[ si et seulement si x > 2. Comme fy est positive
sur R, fy est intégrable sur Ry si et seulement si x > 2. Comme fy est positive sur R, I'intégrabilité de

+oo
fx sur Ry équivaut a la convergence de f;) fx.

Par conséquent, |F(x) existe si et seulement si x > 2 donc D, =|2; +o0[. |

1
Pour n € N, la fonction hy : t — t™e™*! est continue sur R et hy(t) = t™e™** = 0(_2) par croissances
o0 t

comparées car x > 0 donc hy est intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN. Ainsi,

+o0
lintégrale |I,, = j;) t"e*tdt existe pour tout n € N.| Pour n € N* et x > 0, les fonctions un : t — t™

1
et v:tr> ——e ' sont de classe C' sur R, et tliT up(t)v(t) =0 = un(O)v(O) par croissances comparées
X —+o0

: 4 : : oo n,—xt ] n_—xt n—1_,—xt n
donc, par intégration par parties, I, = fo the *tdt = t e o — f t e  *tdt = ;In_p
“+o00 +oo 1 too 1
Initialisation : Iy = f t0extgt = f e Xtdt = [— —e_"t} == —
0 0 X 0 X xo""

n!
Hérédité : soit n € N tel que [, = —g7 bar hypothese de récurrence et la relation trouvée ci-dessus, on a
4T A+l nl (n+1)!
Iy = N Iy = X x Xn+1 - Xn+2 :
. , C +oo n!
Par principe de récurrence, on a bien établi que |vYn € N, Vx >0, [, = j;) theXtdt = T
X
+00 th —+o00
Six>2ette Ry, onacfF(t)e ™ = ) We_"t par définition de F(t). On a donc fx(t) = > an(t)
n=0 (N n=0

2n

(n1)?
1) La série de fonctions > a, converge simplement sur R, vers fy avec ce qui précede.
n>0
Les fonctions a, et la fonction fy sont continues sur R,.

pour tout t € R en posant a,(t) = e ' (pour x > 2 fixé) :

(H

(Hz2)

(H3) Les fonctions an sont intégrables sur Ry d’apres 4.2.2.
(Ha)

1 +00 I (2n)!
— 2n ,—xt — noo_ —
Hy) Vn € N, f lan(t)]dt = e fo t e X dt D2~ B2 on > 0 avec 4.2.2 et
2 2)(2 1 4 4
Intl _ (2n +2)( n+ ) 5 donc lim Intl _ — < 1 car x > 2 d’ou la convergence de la
Xn (n+ )52 Hoox nofoo an o x
série numérique Y f |fn(t)|dt par le critere de D’ ALEMBERT.
n>0
1o ptoo 7T too 2n)!
Par le théoréme d’intégration terme & terme, |Lp(x) = > f OO ——e Mdt= ) % six > 2.
n=0v0 (nl) n=0 (n!)"x

Tt (—1/2
D’apres le cours, si u €] — 1;1[, on a le développement en série entiere (1 —uw)~1/2 = 3 ( / )(—u)“
n=0
= —1)™ (2n)!
— k) = (=1) H (2k+1) = (=)™ @n)! en multipliant au numérateur et au

n
-1
—1/2 173 1
avee ( n ) Y] H (_ 2 2™n! 2™"n! 2™n!

k=0 k=0

1

1T—u

_(@en)t
4™ (nl)?

siul < 1.

dénominateur par les termes pairs qui manquaient donc

+o0
2y




4.2.5) Six > 2al ‘]‘ et dapres 4.2.3 et 424, Lr(x) = 5% ML 8 _@ul 0 47
e 1X > alors Ix < et, apres 4.z2.0 et 4.2.4, Lf(X —n:0 (n!)zxzn+] —n:o4n(n!)2 in"'] onc

1 1
X ——————— qui se simplifie en |L¢(x) = N six > 2.

1
x \/1—(4/x2) x- —4

_l+°° (2n)! (4)“:

LF(X) - X = 4“(11!)2 X_z

L 2v/x —2 2 2 2
Avec4.1.2 et 4.2.5,six > 2, Pl = = et lim ———— = — =1donc |Lg(x) ~ Lg(x).
Le(x)  x2—4 Vx+2 x=2tvx+2 V4 2+

PARTIE 5 : TRANSFORMEES DE LAPLACE
DE FONCTIONS EQUIVALENTES

Les fonctions dj : t + hy(t)e ' et dy : t — hy(t)e ™' sont continues par morceaux sur R* par opérations

car hy et hy le sont. De plus, pour i € {1,2}, di(t) = hi(t)e_"tzzhi(t) car m& e ™' = 1 donc d; est
t—
intégrable sur ]0; 1] par comparaison car h; ’est par hypothése. Enfin dq (t) = hy(t)e™** o ha(t)e ™t = da(t)
oo
car hq(t) I hz(t) par hypothese donc, par comparaison, d; est intégrable sur [1;4o00[ si et seulement si la
o0

fonction d, est intégrable sur [1;+o00[. En regroupant les informations, la fonction d; est intégrable sur
R% =]0;1] U [1; 400 si et seulement dy est intégrable sur RY. Comme h; et h, sont positives sur R

—+oo
par hypothese, les fonctions d; et d, sont aussi positives sur R% donc la convergence de fo hi(t)e™*"dt

équivaut a l'intégrabilité de di sur RY. Par conséquent, on peut conclure que lexistence de Ly(x) est

équivalent & celle de Ly(x) donc |L; et Ly ont le méme ensemble de définition D.

Soit xo € D (qui existe car D # () par hypothese) et x > xg alors Vt > 0, 0 < hi(t)e ™" < hy(t)e *°t car
hi(t) > 0 et exp croissante donc, par théoreme de comparaison, la fonction t — hi(t)e™*" est intégrable sur
R% car t — hi(t)e " Pest et on a x € D. Ainsi, [xo,;400[C D si xo € D. Traitons plusieurs cas :

(1) D est minoré et on sait dans ce cas que « = Inf(D) € R existe :
e Si o € D, alors en prenant xo = o« ci-dessus, on vient de voir que [a; +oo[C D. Mais comme
a est la borne inférieure de D, donc un minorant de D, on a aussi D C [«; +0o] et, par double
inclusion, on a D = [«; +oo[ avec « = Min(D) € R.
e Si o ¢ D, encore une fois, comme « est un minorant de D, on a D C [x;+00[. Mais comme
o ¢ D, on a méme D Cla; +oo|. Par propriété de la borne inférieure, si x > «, il existe un
xo € D tel que &« < xp < x =a+ ¢ et on a x € D d’apres ce qui précede donc ]o; +00[C D. Par
double inclusion, on a bien D =|«; +00[ avec « = Inf(D) € R.
(2) D n’est pas minoré donc, pour tout x € R, il existe un xo € D tel que xo < x et ce qui précéde montre

alors que [xo; +00[C D donc que x € D. Ainsi, D = R =] — o0; +00] (0 = —00).

Dans les trois cas, si D # 0, |D est une demi-droite de la forme [e; +-00[ ou Je; +00]. |

Si x < y sont dans D alors Vt > 0, 0 < hy(t)e”Y" < hy(t)e *! par croissance de I'exponentielle et positivité

—+oo —+oo
de hy sur R%. Ainsi, par croissance de l'intégrale, on a 0 < fo hy(t)e7¥tdt < fo hy(t)e™*tdt (tout

converge), donc 0 < Ly (y) < Ly (x), c’est-a-dire que |I_1 est positive et croissante sur D. |




—+oo
Pour x > «, on ax € D d’apres 5.1.2 donc fo hq(t)e™*tdt converge et, comme Vt > 0, hq(t)e™*' > 0, on

+oo A “+o0 +oo
a fo hy(t)e™*tdt = fo hi(t)e *tdt + fA hi(t)e™*tdt par CHASLES avec fA hy(t)e™*tdt > 0 donc

A +oo
f;} hy(t)e™*tdt < f;) hi(t)e *tdt = L1(x) <M (I) pour x > «.

Pour A > 0 fixé et tout x € R, 'application ey : t — hj(t)e™ " est continue sur ]0; A] avec ej(t) f(\;m (t) donc
A
e1 est intégrable sur |0; A] par comparaison car hy Pest par hypotheése. Ainsi, q : x — fo hi(t)e *'dt est
A
définie sur R. Posons s(x,t) = hy(t)e™*! de sorte que Vx € R, q(x) = fo s(x,t)dt :

(H1) Pour tout t €]0; A}, la fonction x — s(x,t) est continue sur R par opérations.
(H2) Pour tout x € R, la fonction t — s(x,t) est continue par morceaux sur |0; A].
(Hz) Soit [a;b] C R, Vx € [a;b], Vt €]0; A, |s(x,t)] = [h1(t)e ™ = hy(t)e " < hy(t)e " = @q(t) et
@q est continue et intégrable par comparaison sur ]0; A] car h; 'est.
Par le théoreme de continuité sous le signe somme, la fonction ¢ est continue sur R donc notamment en « et

on a donc lim q(x) = q(«). Il suffit donc de passer a la limite (qui existe donc) dans I'inégalité large (I), ce
X—

A A
qui donne fo hi(t)e”*'dt = q(a) = lim q(x) < M car Vx > «, q(x) <M, d’on f hi(t)e™*tdt < M.

x— ot 0

A
On vient de prouver que l'application A > fo hi(t)e” *'dt est majorée sur R%. Comme la fonction
t — hy(t)e”** est continue par morceaux et positive sur R?, cela implique d’aprés le cours I'intégrabilité

de t = hy(t)e"** sur R’ ce qui montre que a € D ce qui est contraire & ’hypothese faite. On conclut

ce raisonnement par I’absurde : L n’est donc pas majorée sur D. Mais comme L; est décroissante d’apres

5.2.1, par le théoreme de la limite monotone, on a lim+ L(x) = +o0.
X=X

Soit x > «, toutes les intégrales qui suivent sont convergentes (mémes justifications). Par CHASLES, on a
+o0 “xt B —xt +oo —xt
L6 = 200l = | [0 () = ha(eetar| = | [ a(e) — na()eae+ [ (ha () — ha(t)eat],
B +
Ainsi, |L1(x) — La(x)] < fo [hi(t) — ha(t)]e *tdt + fB ~ [h1(t) — ha(t)]e”*tdt par inégalité triangulaire
B +
sur les réels et les intégrales. Ainsi, |Lj(x) — La(x)] < fo [hy(t) — ha(t)|e”*tdt + fB “ ey (t)e~*'dt par

I’hypothese faite dans I'énoncé et car x > a donc Vt €]0;B], e™*t < e™*!. Ainsi, par définition de L7 (x) et

B
car t — hy(t)e " est positive sur R%, on obtient ||L;(x) — L2(x)| < fo [hi1(t) — ha(t)le” *tdt + el (x).

B
B étant fixé, fo [h1(t) — ha(t)|e™*'dt est une constante et comme lim Lj(x) = +oo par hypothese, il

X—x

B
existe un réel r > 0 tel que, pour 0 < x — o < 1, on ait fo [hi(t) — ha(t)]e”*tdt < eli(x). Ainsi on a

L1 (x) —La(x)] < 2eLy(x) pour 0 < x— « < T, ce qui prouve (définition de négligeable, ¢ > 0 étant quelconque)

que Li(x) — La(x) = . o(Li(x)) donc que |Lj(x) ~ . Lo (x).

X—x X— X




