DS 5.1 : POTION MAGIQUE

PSI 1 2023/2024 samedi 20 janvier 2024

L’usage des calculatrices est interdit. Séparer les deux devoirs en deux copies

OBELIX voudrait bien pouvoir gotiter la potion magique. PANORAMIX lui propose alors un petit jeu.
Il place dans un panier 1 haricot blanc et n > 1 haricot(s) noir(s). OBELIX tire alors au hasard un haricot.
e S’il tire un haricot blanc, PANORAMIX accepte de lui donner un peu de potion et le jeu s’arréte.

e S’il tire un haricot noir, PANORAMIX replace ce haricot noir dans le panier et y ajoute a; > 1 haricots
noirs supplémentaires. On note alors u; = n + a; le nombre de haricots noirs contenus dans le panier.

Et ainsi de suite... Pour k > 1 :
e Si au k€ tirage, le haricot est blanc, PANORAMIX fait gofiter la potion & OBELIX et le jeu s’arréte.

e Sinon, il replace le haricot noir dans le panier en y ajoutant ax > 1 haricots noirs. On note alors
ug = ug—1 + ax (avec up = n) le nombre de haricots noirs contenus dans le panier et on continue...

On définit, pour k € N*| les évenements suivants :

e N =“OBELIX obtient un haricot noir au k¢ tirage”.

e A =“OBELIX gagne le droit de gofiter la potion & Iissue du k® tirage”.

e R =“OBELIX n’obtient que des haricots noirs au cours des k premiers tirages”.
On pose G =“OBELIX goiite la potion magique”. On pose enfin Yk € N*| qx = P(Ry).

(PARTIE 1 : PANORAMIX EST REGULIER)

Dans cette partie, on suppose que PANORAMIX rajoute a chaque étape n > 1 haricots noirs dans le panier.

k1
Pour k > 1, exprimer Ry en fonction de Ny,...,Ny. En déduire que P(Rx) = [] T
j=0 uj

Uj

Calculer uy pour k > 0. Calculer P(A1) puis P(Ax) pour tout entier k > 2.
Exprimer G en fonction des Ay et, uniquement dans le cas n = 1, déterminer la valeur de P(G).

On revient au cas général n € N*. Exprimer G en fonction des Ry. En déduire la probabilité P(G)

quOBELIX gotite la potion magique. Indication : passer au logarithme dans I’expression de P(Ry).

[PARTIE 2 : PANORAMIX SE LACHE|

On suppose dans cette partie que PANORAMIX rajoute a chaque étape un nombre quelconque de haricots.

Pour tout k € N, on note uy le nombre de haricots noirs contenus dans le panier avant le (k 4+ 1)€ tirage.

On a up = n et la suite entiere (uy)x>o est strictement croissante ce qui montre que klim ux = +00.
—+o00

Montrer que la suite (qi)k>1 est convergente. On pose L = klim qx.-
—+o0

)

Montrer que I’événement G=“OBELIX gofite la potion ” est presque sfir si et seulement si L = 0.

. Loy P . . T
En déduire que G est un événement presque sir si et seulement si la série > — diverge.
k>0 Uk

On suppose dans cette question que n = 1 (on démarre donc avec un haricot noir et un haricot blanc)
et que PANORAMIX rajoute, dans l'ordre, 2,12, 20,28, 36, .... haricots apres les tirages 1,2,3,4,5, ... (c’est une

suite arithmétique a partir du rang 2 : 12,20, 28,36,44,...). Donner I'expression de ay, puis de uy en fonction

de k. Calculer P(Rx41) en fonction de k et 'exprimer avec des factorielles. En déduire la valeur de P(G).
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Pour x € R, en cas de convergence, on pose

+oo XZTI

F(x)= > —.

n=0 (n')

Ce probléme est constitué de cing parties largement indépendantes : la partie I est consacrée au calcul d’une
intégrale dont la valeur sera utilisée dans la suite, la partie II éludie quelques propriétés de la fonction F,
la partie III permet de déterminer un équivalent de F en +o0o et la partie IV s’intéresse a la transformée de
LAPLACE de F (qui sera définie au début de cette partie). La partie V aborde le résultat prouvé a la fin de la
partie IV de fagon théorique.

[PARTIE 1 : CALCUL D'UNE INTEGRALE|

400 gt
Le but de cette partie est de déterminer la valeur de l’intégrale 1 = fo —dt.

Vi

Pour cela, on va étudier la fonction g, définie, lorsque l'intégrale existe, par g(x) = f

+00 e—x(] +t)

Justifier 'existence de cette intégrale 1.

Etude de g
1
Justifier que la fonction ¢ : t — ———
(T+ )Vt
En déduire que la fonction g est continue sur R .

Montrer que lim g(x) = 0.
xX——+00

Montrer que g est de classe C' sur R% et que Vx > 0,g'(x) = —1 X e\/;

avoir prouvé que g est de classe C! sur R*, transformer la valeur de g¢’(x) en utilisant, entre autres, un

est intégrable sur RY.

—X

. Indication : on pourra, apres

changement de variable.

Calcul de I

Déterminer la valeur de g(0).
—+oo
Justifier Pexistence de I'intégrale f . g’(t)dt et déterminer sa valeur.

En déduire que I = /7.

(PARTIE 2 : ETUDE DE F|

2n

X
Déterminer le rayon de convergence R de > W et en déduire le domaine de définition de F.
n>o (n!

Encadrement de F sur R%
4m 1 4m

Montrer que, pour tout n € N, on a encadrement nt ) S ()2 S )l




Rappeler les développements en séries entieres des fonctions ch et sh et en déduire que

sh (2x)
2x

Vx € R%, < F(x) < ch(2x).

Quelle est la limite de F en 400 ?
Montrer que F vérifie, sur son ensemble de définition, I’équation différentielle (E) : xF”(x)+F (x)—4xF(x) = 0.

PARTIE 3 : EQUIVALENT DE F EN +oo|

s
WALLIS : on définit la suite (wn)nen par Vn € N, w,, = fo cos™(t)dt

Déterminer, pour n € N, une relation entre wy 42 et wy,.
(2n)!

4™ (n!)?

En déduire les relations suivantes, valables pour tout n € N, wy,, = et woyn41 =0.

Une expression intégrale de F
Pour t € [0,7] fixé, donner directement le développement en série entiere x — exp(2x cos(t)).

1
En déduire la relation Vx € R, F(x) = — fon exp(2x cos(t))dt.
rr

7T
Déterminer la limite, quand x tend vers +oo, de fj(x) = f P (2x cos(t))dt.
7T
Indication : on pourra utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu.

Dans cette question, on cherche un équivalent, quand x tend vers +oo, de f(x), défini pour x
/2
réel par fa(x) = j;) exp(2x cos(t))dt.

Transformer, pour x > 0, 'intégrale définissant f2(x) avec le changement de variable uw = 2x(1 — cos t).
2
Vérifier que, si x > 0 et u € [0;2x], alors u — Z— > % et en déduire un équivalent de f2 en -+oo.
X
2x

e
Conclure que F(x) ~ .
Fo0 24/mx

[PARTIE 4 : TRANSFORMEES DE LAPLACE|

Si f est une fonction continue par morceaux sur R, intégrable sur 10;1], on définit sa transformée de

+oo
LAPLACE Ly, lorsque l'intégrale converge, par la relation L¢(x) = fo f(t)e *tdt.
2x

24/ 7mx :

Dans cette partie, on va déterminer les transformées de LAPLACE des fonctions F et G : x —

t(2—x)

Le() = fo+oo F(t)e *tdt et Lg(x) = 2% fo+oo e — dt.

Calcul de Lg(x)
Justifier que Lg(x) existe si et seulement si x > 2.
En utilisant le changement de variable u = (x —2)t et la valeur de I trouvée dans la partie 1, déterminer

la valeur, pour x > 2, de Lg(x).

“+o0 in

n=0 (n!)z '

Déterminer le domaine de définition de L. Indication : utiliser le résultat final de la partie 3.

Calcul de L¢(x) : on rappelle que F est définie par F(x) =



n!

n+1-

+o0 +oo
Pour x > 0 et n € N, justifier I'existence de fo t"e~*'dt et montrer que fo the Xtdt =
X

Déterminer I’expression, pour x > 2, de L¢(x) sous la forme de la somme d’une série.
Rappeler le développement en série entiere de la fonction u —

I . .
pr— e‘ eX[)llIIleI leS COeﬁiCleIltS de

ce développement a l'aide de puissances et de factorielles.

En déduire une expression “simple” de Lg(x), pour x > 2.
A-t-on Lg(x) et Lg(x) équivalentes quand x tend vers 2 ?

PARTIE 5 : TRANSFORMEES DE LAPLACE
DE FONCTIONS EQUIVALENTES

Dans cette partie, on considére deux fonctions hy et hy positives, continues par morceaur sur R et
intégrables sur ]0;1]. On supposera que hy et hy sont équivalentes en +oo et tendent vers +00 en 400 :

hi(x) ~ ha(x) et im hi(x) = lim ha(x) = +oo.

+oo X—+00 X——+00

Pour simplifier, on notera Ly et Ly les transformées de LAPLACE de hy et hy

L= [T e ar et L= [

—xt
. N ha(t)e *tdt.

lorsque ces intégrales convergent.
Domaines de définition

Montrer que Ly et L, possedent le méme domaine de définition, que l'on notera D par la suite.

On suppose D non vide. Montrer que D est une demi-droite de la forme |a; +o0o[ (avec &« = —o0
éventuellement dans ce cas) ou [o; +00[ (et « € R dans ce cas).

Dans toute la fin de cette partie, on supposera que D est non vide et que D est de la forme D =]o; +00[ (on

a donc o & D et éventuellement oo = —00).
Limites en «
Justifier que L; est décroissante et positive sur D.
On suppose que L; est majorée sur D, il existe donc M > 0 tel que Vx € D, Li(x) < M. Soit A > 0,
montrer que Vx > «, foA hi(t)e *tdt < M et en déduire que fOA hy(t)e™*tdt < M.
En déduire une contradiction et déterminer la limite de L;(x) quand x tend vers c.

Comparaison de L; et 1,

Soit ¢ un réel strictement positif firé. Comme hy et hy sont équivalentes en 400, il existe B > 0 tel que pour
t> B, on ait [hy(t) — ha(t)| < ehq(t).
Montrer que, pour x > «, on a

1Ly () — La(x)] < (fOB R (1) ~ a()]e=at) + el (x).

En déduire que L1(x) et L(x) sont équivalents quand x tend vers «.



