
� �
TD 18 : ESPACES EUCLIDIENS
PSI 1 2023-2024 vendredi 26 janvier 2024� �� �

18.1� �a. En notant v1, v2, v3 les vecteurs de R3 canoniquement associés aux colonnes de la matrice A, on a

||v1||2 = (a2 + b2 + c2) + a2
(
(a2 + b2 + c2) − 1

)
. Idem pour ||v2||2 et ||v3||3 de sorte qu’en sommant

on obtient : ||v1||2 + ||v2||2 + ||v3||2 = 3d + (d − 1)d en posant d = a2 + b2 + c2. Si A ∈ O(3) alors

||v1||2 + ||v2||2 + ||v3||2 = 3d+ (d− 1)d = 3 donc (d− 1)(d+ 3) = 0 d’où d = 1 car d > 0.

Réciproquement, si a2 + b2 + c2 = 1, les calculs précédents montrent que v1, v2, v3 sont unitaires. De plus,

(v1|v2) = a2(ab − c) + (ab + c)b2 + (ac − b)(bc + a) = a3b − a2c + ab3 + b2c + abc2 + a2c − b2c − ab

qui se simplifie en (v1|v2) = a3b + ab3 + abc2 − ab = ab(a2 + b2 + c2 − 1) = 0 et on vérifie de même que

(v2|v3) = (v1|v3) = 0 donc (v1, v2, v3) est une base orthonormée ce qui justifie que A ∈ O(3).

On en déduit que A ∈ O(3) ⇐⇒ a2 + b2 + c2 = 1.

b. On suppose donc que a2 + b2 + c2 = 1. Alors on vérifie facilement qu’en notant k = (a, b, c) (vecteur

unitaire de R3) et K le vecteur colonne associé, on a AK = K donc 1 est valeur propre de A car k ̸= 0. Si on

oriente la droite Vect(k) par le vecteur k et qu’on note θ l’angle de la rotation A avec son axe ainsi orienté,

on a Tr (A) = 1+ 2 cos(θ) = a2 + b2 + c2 = 1 donc cos(θ) = 0 ⇐⇒ θ = ±π

2
.

Si par exemple k n’est pas colinéaire à e1, [e1, Ae1, k] =

∣∣∣∣∣∣
1 a2 a

0 ab+ c b

0 ac− b c

∣∣∣∣∣∣ = (ab+c)c−b(ac−b) = c2+b2 > 0

donc θ = π

2
. Ainsi, A est la rotation autour de l’axe orienté par le vecteur k et d’angle π

2
(quart de tour).� �

18.2� �a. D’après le cours, il existe une base orthonormale directe B de R3 (adaptée à r) telle qu’en notant

A = MatB(r), on ait A =

 1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

. Soit un polynôme réel qu’on écrit P =
n∑

k=0

akX
k ∈ R[X]

et qui vérifie P(1) = 1 et |P(eiθ)| = 1. On a donc P(r) =
n∑

k=0

akr
k. Or on sait que ∀k ∈ N, Rk

θ = Rkθ

(par récurrence simple en notant Rx =

(
cos(x) − sin(x)
sin(x) cos(x)

)
) donc Ak =

 1 0 0

0 cos(kθ) − sin(kθ)
0 sin(kθ) cos(kθ)

. Ainsi,

MatB(P(r)) =



n∑
k=0

ak 0 0

0
n∑

k=0

ak cos(kθ) −
n∑

k=0

ak sin(kθ)

0
n∑

k=0

ak sin(kθ)
n∑

k=0

ak cos(kθ)

 =

 P(1) 0 0

0 Re (P(eiθ)) − Im(P(eiθ))
0 Im(P(eiθ)) Re (P(eiθ))

.

Or, par hypothèse, P(1) = 1 et, comme P(eiθ) ∈ U, il existe α ∈ R tel que P(eiθ) = eiα donc P(r) est la

rotation de même axe que r (même orientation) et d’angle α car MatB(P(r)) =

 1 0 0

0 cos α − sin α

0 sinα cos α

.

b. On pose B = (v1, v2, v3) une base orthonormée de R3 et r0 telle que A = MatB(r0) =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

.



Comme les colonnes de A représentent la famille (v2, v3, v1) qui est aussi une base orthonormale directe de

R3, on a A ∈ SO(3) et r0 est bien une rotation de R3. Son axe est engendré par le vecteur a = v1 + v2 + v3

(clairement fixe par r0) et on décide de l’orienter par le vecteur a. Son angle θ vérifie Tr (A) = 0 = 2 cos θ+1

donc θ = ±2π

3
. En prenant x = v1, on a [a, x, r0(x)] =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0

1 0 1

1 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 donc sin θ > 0 et finalement θ = 2π

3
.

c. r = P(r0) avec P = 1

3

(
2X2 − X + 2

)
qui vérifie, comme 1 + j + j2 = 0, les conditions de la question a., à

savoir P(1) = 1 et P(e2iπ/3) = P(j) = 1

3

(
2j2 − j+ 2

)
= 1

3

(
2j2 + j2 + 1+ 2

)
= j2 + 1 = −j = e

−iπ
3 donc r est

la rotation autour de l’axe orienté par v1 + v2 + v3 et d’angle θ0 = −π

3
.

Les polynômes P ∈ R2[X] tels que P(1) = 1 et |P(eiθ)| = 1 dans le cas où r = r0 sont ceux qui vérifient

P(1) = 1 et P(j) = eiα avec α ∈ R. Ce sont les P tels que (car P est réel) P(1) = 1, P(j) = eiα et P(j2) = e−iα.

• D’après Lagrange, seul P = P1 = 1

(
X− j

1− j

)(
X− j2

1− j2

)
+ eiα

(
X− j2

j− j2

)(
X− 1

j− 1

)
+ e−iα

(
X− j

j2 − j

)(
X− 1

j2 − 1

)
convient avec P1 = X2 + X+ 1

3
+ eiα

X2 + jX+ j2

3j2
+ e−iαX2 + j2X+ j

3j
ce qui donne après simplifications le

polynôme P1 = 1

3

[(
1+ 2 cos

(
α+ 2π

3

))
X2 +

(
1+ 2 cos

(
α− 2π

3

))
X+ 1+ 2 cos(α)

]
comme seule solution.

• On pouvait aussi chercher P sous la forme P = aX2 + bX + c et résoudre P(1) − 1 = P(j) − eiα = 0 ce qui

donne le système
{
a+ b+ c = 1

aj2 + bj+ c = cos α+ i sin α
⇐⇒


a+ b+ c = 1

−a

2
− b

2
+ c = cos α

−
√
3

2
a+

√
3

2
b = sin α

qu’on sait résoudre.

� �
18.3� �Matriciellement : si M =

a b c

d e f

g h i

 ∈ O(3) est dans le centre de O(3) alors ∀A ∈ O(3), AM = MA par

définition. On prend A =

 1 0 0

0 0 −1

0 1 0

 ∈ O(3) et, après calculs, on a b = c = d = g = 0 et que e = i. On

recommence avec A =

 0 −1 0

1 0 0

0 0 1

 ∈ O(3) et on trouve de même f = h = 0 et a = e. Ainsi M = aI3 et

comme M ∈ O(3), on a a = ±1. Réciproquement I3 et −I3 commutent avec toutes les matrices de O(3). On

en déduit que le centre de O(3) est l’ensemble (et même le sous-groupe de O(3)) C = {I3,−I3}.

Vectoriellement : si E est un espace euclidien de dimension n > 2 (on généralise) et u ∈ O(E) qui est dans le

centre de O(E), alors ∀v ∈ O(E), u◦v = v◦u par définition. Les réflexions étant les plus simples des isométries,

soit a un vecteur unitaire quelconque de E et H = Vect(a)⊥. Comme u commute avec la réflexion sH, on a

u(sH(a)) = sH(u(a)) ce qui montre que u(−a) = −u(a) = sH(u(a)) donc u(a) ∈ Ker(sH + id E) = Vect(a).

Alors il existe un réel λ tel que u(a) = λa mais comme u est une isométrie, λ = ±1 car ||u(a)|| = ||a||.

Supposons maintenant qu’il existe deux vecteurs unitaires b et c orthogonaux tels que u(b) = b et u(c) = −c

et posons d = 1√
2
(b + c), alors d est unitaire donc u(d) = ±d d’après ce qui précède mais par linéarité de

u, on a u(d) = 1√
2
(b− c) qui est différent de ±d, ce qui amène une contradiction.

Si on prend une base orthonormée B = (e1, · · · , en) de E, on ne peut avoir grâce à ce qui précède que(
∀k ∈ [[1;n]], u(ek) = ek

)
ou

(
∀k ∈ [[1;n]], u(ek) = −ek

)
. Ainsi u = id E ou u = −id E. Réciproquement, ces



deux isométries commutent avec toutes les autres donc le centre de O(E) est à nouveau l’ensemble (et même

le sous-groupe de O(E)) C = {id E,−id E}.� �
18.4� �a. Soit C1, · · · , Cn les colonnes de la matriceM. PuisqueM est une matrice orthogonale, B = (C1, · · · , Cn) est

une base orthonormale de Rn. Comme la base canonique B0 est aussi une base orthonormale de Rn pour le

produit scalaire canonique, on sait que, comme M est la matrice de passage de B0 à B, on a mi,j = (ei|Cj).

Par conséquent,
∣∣∣ ∑
16i,j6n

mi,j

∣∣∣ =
∣∣∣ ∑
16i,j6n

(ei|Cj)
∣∣∣ =

∣∣∣ n∑
i=1

(
ei

∣∣∣ n∑
j=1

Cj

)∣∣∣ =
∣∣∣( n∑

i=1

ei

∣∣∣ n∑
j=1

Cj

)∣∣∣ =
∣∣(u|v)∣∣ en

posant u =
n∑

i=1

ei et v =
n∑

j=1

Cj. Les deux vecteurs sont de norme
√
n par Pythagore. Par l’inégalité de

Cauchy-Schwarz,
∣∣(u|v)∣∣ 6 ||u|| ||v|| = (

√
n)2 = n ainsi :

∣∣∣ ∑
16i,j6n

mi,j

∣∣∣ 6 n (I1).

Il y a égalité dans l’inégalité (I1) si et seulement si u et v sont des vecteurs colinéaires. Or comme u et v ont

même norme, ils sont colinéaires si et seulement si v = ±u. De plus, v = Mu. On peut donc conclure que :

il y a égalité dans (I1) si et seulement si u est vecteur propre de M (associé à la valeur propre 1 ou −1).

b. Comme M est orthogonale, on a ∀j ∈ [[1;n]],
n∑

i=1

m2
i,j = 1 (car la norme de la j-ième colonne de la matrice

M vaut 1) donc les coefficients mi,j sont dans l’intervalle [−1; 1] et il vient |mi,j| > m2
i,j. En sommant :∑

16i,j6n

∣∣mi,j

∣∣ > ∑
16i,j6n

m2
i,j =

n∑
j=1

( n∑
i=1

m2
i,j

)
=

n∑
j=1

1 = n (I2).

Il y a égalité dans (I2) si et seulement s’il y a égalité dans les n2 inégalités qu’on a sommé pour obtenir (I2),

c’est-à-dire si ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2, |mi,j| = m2
i,j ou encore si et seulement si M ne contient que des 0, des 1 ou des

−1. Mais ceci ne peut se produire que s’il y a un seul ±1 par ligne et par colonne. Il y a donc 2nn! matrices

pour lesquelles il y a égalité (choix des cases non nulles et des ±1 pour ces n cases). On peut constater que

cet ensemble de matrices constitue un sous-groupe de O(n) : c’est le groupe de l’hyper-cube en dimension n.

c. Pour j ∈ [[1;n]], on définit le nouveau vecteur vj = (|m1,j|, · · · , |mn,j|) et toujours u = (1, · · · , 1). Alors

(u|vj) =
n∑

i=1

|mi,j| 6 ||u|| ||vj|| 6
√
n× 1 =

√
n. Par conséquent :

∑
16i,j6n

∣∣mi,j

∣∣ = n∑
j=1

(u|vj) 6 n
√
n (I3).

Il y a égalité dans (I3) si et seulement s’il y a égalité dans les n inégalités qu’on a sommé pour obtenir

(I3), c’est-à-dire si et seulement si tous les vj sont colinéaires à u, c’est-à-dire si et seulement si tous les

coefficients de la matrice M sont égaux en valeur absolue. Mais comme la somme des carrés des coefficients

d’une colonne vaut 1, cette valeur constante de la valeur absolue ne peut valoir que 1√
n
. Ainsi, il y a égalité

dans (I3) si et seulement si M est une matrice de O(n) qui vérifie ∀(i, j) ∈ [[1;n]]2, mi,j = ± 1√
n

(matrice de

Hadamard). Par exemple, M = H4 = 1

2


1 1 −1 −1

1 1 1 1

1 −1 −1 1

1 −1 1 −1

.

Autre méthode : on se rappelle du produit scalaire canonique dans Mn(R) défini par (A|B) = Tr (ATB)

qui s’écrit aussi (A|B) =
∑

16i,j6n

ai,jbi,j après calculs. Posons J = (ji,j)16i,j6n avec ji,j = 1 si mi,j > 0 et

ji,j = −1 si mi,j < 0. Par construction, on a mi,jji,j = |mi,j| donc
∑

16i,j6n

∣∣mi,j

∣∣ = (M|J) 6 ||M|| ||J|| d’après

Cauchy-Schwarz et ||M||2 = Tr (MTM) = Tr (In) = n et ||J||2 =
∑

16i,j6n

1 = n2 ce qui donne à nouveau



∑
16i,j6n

∣∣mi,j

∣∣ 6 √
n3 = n

√
n. Il y a égalité dans cette inégalité si et seulement M et J sont colinéaires si et

seulement si les coefficients de M sont égaux en valeur absolue, et on retrouve les matrices de Hadamard.� �
18.5� �a. Clairement, 0 ∈ W donc W ̸= ∅. De plus, si (A, B) ∈ W2 et λ ∈ R, alors pour tout entier k ∈ [[2;n]],

on a [A + λB]k,1 = [A]k,1 + λ[B]k,1 = 0 + λ × 0 = 0 et [A + λB]1,k = [A]1,k + λ[B]1,k = 0 + λ × 0 = 0 donc

A+ λB ∈ W. Ainsi, W est un sous-espace vectoriel de Mn(R) donc W est lui-même un espace vectoriel.

Comme A ∈ W ⇐⇒ A ∈ Vect(E1,1, E2,2, E2,3, · · · , En,n) on a W = Vect(E1,1) ⊕ Vect(Ei,j | (i, j) ∈ [[2;n]]2).

Comme cette famille (E1,1)⨿ (Ei,j)(i,j)∈[[2;n]]2 est libre (sous-famille de la base canonique), elle constitue une

base de W et, en comptant, on obtient dim(W) = 1+ (n− 1)2 = n2 − 2n+ 2.

b. v1 =
(

1√
n
, · · · , 1√

n

)
est unitaire dans Rn euclidien canonique donc (v1) est une famille orthonormale.

D’après le théorème de la base orthonormée incomplète, il existe une base orthonormale B = (v1, · · · , vn) de
Rn. La matrice de passage P de la base canonique Bcan à la base B est orthogonale car ce sont deux bases

orthonormales. La première colonne de P contient v1 par définition : P =


1√
n

∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
1√
n

∗ · · · ∗

 ∈ O(n).

c. Méthode 1 : notons f (resp. g) l’endomorphisme canoniquement associé à A (resp. à AT ). Avec la

base B de la question précédente, par formule de changement de base, nous avons B = PTAP = MatB(f)

et C = PTATP = MatB(g) car, comme P est orthogonale, on a PT = P−1. Si u = (1, · · · , 1), la matrice A

appartient à V si et seulement si u est un vecteur propre de f et de g par définition de V. Ceci équivaut

au fait que la première colonne de B = MatB(f) (resp. MatB(g)) contient des termes nuls en dehors de

la diagonale car ceci équivaut au fait que Bu = b1,1u et Cu = c1,1u. Or, un calcul simple montre que

PTATP = C = BT = (PTAP)T donc la première colonne de C est la transposée de la première ligne de B.

Méthode 2 : en notant E1 le vecteur colonne tel que ET
1 = (1 0 · · · 0) et V1 le vecteur colonne tel que

VT
1 =

(
1√
n

· · · 1√
n

)
, si on suppose que U est un vecteur propre de A et de AT , c’est-à-dire, comme

U =
√
nV1, que AV1 = λV1 et ATV1 = µV1, on a PTAPE1 = PTAV1 = λPTV1 = λE1 car PTV1 est le vecteur

colonne tel que (PTV1)
T =

(
||V1||2 (V1|V2) · · · (V1|Vn)

)
= (1 0 · · · 0) (Vj est la j-ième colonne de P). De

même, on trouve PTATPE1 = µE1 ce qui justifie bien que les premières colonnes de PTAP et de PTATP sont

nulles en dehors de la diagonale donc, comme on a PTATP = (PTAP)T , que la première colonne et la première

ligne de PTAP sont nulles en dehors de la diagonale. La réciproque se fait de même.

Ainsi, A ∈ V ⇐⇒ (les premières colonne et ligne de B sont nulles en dehors de la diagonale) ⇐⇒ PTAP ∈ W.

d. La matrice nulle est clairement dans V. Soit (A,A′) ∈ V2 et λ ∈ R, PT (λA+A′)P = λPTAP+ PTA′P ∈ W

car (PTAP, PTA′P) ∈ W2 d’après c.. V est donc un sous-espace vectoriel de Mn(R) donc un espace vectoriel

lui-même. On peut aussi le démontrer en revenant à la définition des vecteurs propres.

L’application f : V → W définie par f(A) = PTAP est bien définie d’après c., clairement linéaire, et bijective

par l’équivalence de la question précédente, un antécédent de B ∈ W par f est PBPT . Par conséquent, f est

un isomorphisme et, en tant que tel, conserve les dimensions des espaces : dim(V) = dim(W) = (n− 1)2+ 1.



� �
18.6� �a. Si A ∈ An(R) et si X est un vecteur du noyau de In + A, alors (In + A)X = 0 donc AX = −X. Alors

XTAX = −XTX = −||X||2 mais on a aussi XTAX = −XTATX = −(AX)TX = XTX = ||X||2. Ainsi, 2||X||2 = 0

donc X = 0. Par conséquent, Ker(A+ In) = {0} donc A+ In est inversible.

b. La matrice M = (In+A)−1(In−A) est bien définie par la question précédente car In+A est inversible. Les

polynômes en A commutent donc (In−A)(In+A) = (In+A)(In−A)(= In−A2). En multipliant par (In+A)−1

à gauche et à droite, on a (In+A)−1(In−A) = (In−A)(In+A)−1. Comme AT = −A et (M−1)T = (MT )−1,

il vient MTM = ((In +A)−1(In −A))T ((In +A)−1(In −A)) = (In +A)(In −A)−1(In +A)−1(In −A). Ainsi,

MTM = (In + A)(In − A)−1(In − A)(In + A)−1 = (In + A)In(In + A)−1 = In. Par définition, M ∈ O(n).

c. Si A ∈ Mn(R) est antisymétrique, alors M = (In + A)−1(In − A) ∈ O(n). Mais on a même M ∈ SO(n)

car det(M) =
det(In + A)
det(In − A)

or In − A = (In + A)T donc det(In − A) = det(In + A) et det(M) = 1.

On a nettement mieux : soit X ∈ Mn,1(R) tel que MX = −X, alors (In + A)−1(In − A)X = −X donc

(In−A)X = −(In+A)X d’où 2X = 0 et X = 0. Ainsi, Ker(M+ In) = {0} et −1 n’est pas valeur propre de M.

d. D’après les questions précédentes, φ est bien définie de An(R) dans SOn(R). Ensuite, si A ∈ An(R) et

M = φ(A), on a (In+A)(M+ In) = (In+A)
(
(In+A)−1(In−A)+ In

)
= In−A+ In+A = 2In donc M+ In

est inversible et −1 n’est pas valeur propre de M (on le savait déjà avec la question c.). L’image de φ est

bien incluse dans l’ensemble {M ∈ On(R) | − 1 /∈ Sp(M)}.

• Soit (A, B) ∈ (An(R))2 tel que φ(A) = φ(B), alors comme les matrices In−A et (In+A)−1 commutent, il

vient : (In−A)(In+A)−1 = (In+A)−1(In−A) = (In−B)(In+B)−1 ⇐⇒ (In−A)(In+B) = (In+A)(In−B)

qui est encore équivalent à A = B en développant. Ainsi, φ est injective.

• En résolvant l’équation M = (In − A)(In + A)−1 pour A ∈ An(R) et M ∈ On(R), on a successivement

M(In + A) = In − A ⇐⇒ (In +M)A = In −M ⇐⇒ A = (In +M)−1(In −M) si −1 /∈ Sp(M).

Ainsi, si M ∈ On(R) et −1 /∈ Sp(M), on pose A = (In +M)−1(In −M) (qui existe) et on vérifie que A est

antisymétrique. En effet, AT = ((In+M)−1(In−M))T = (In−MT )(In+MT )−1 = (In−M−1)(In+M−1)−1

donc AT = M−1(M− In)M(M+ In)
−1 = −(In +M)−1(In −M) = −A (tout commute) et φ est surjective.

Au final, φ réalise une bijection de An(R) sur {M ∈ On(R) | − 1 /∈ Sp(M)}.� �
18.7� �a. Clairement, In ∈ V1 car ∀X ∈ Mn,1(R), InX = X donc tout vecteur non nul est propre pour In associé à

la valeur propre 1 et on a bien SpC(In) = {1}.
b. Comme SpC(M) = {1} et que χM est scindé sur C, on a χM = (X − 1)n. D’après le théorème de

Cayley-Hamilton, on a donc (M− In)
n = 0.

c. Posons M =


1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 (réduction de Jordan), alors on a clairement χM = (X− 1)4 donc M ∈ V1.

Comme M− I4 = E2,3 + E3,4, on a (M− I4)
2 = E2,4 ̸= 0 et (M− I4)

3 = (E2,3 + E3,4)E2,4 = 0.

d. Soit M ∈ Sn(R) ∩ V1 symétrique réelle et vérifiant SpC(M) = {1}, alors comme SpR(M) = SpC(M)

d’après le théorème spectral, 1 est la seule valeur propre de M. Mais comme M est orthosemblable à une

matrice diagonale contenant sur sa diagonale les valeurs propres de M toujours d’après le théorème spectral,



on en déduit que M = PInP
T avec P ∈ O(n) donc M = In.

e. Soit M ∈ O(3) telle que M ∈ V1. Si on avait det(M) = −1, alors det(M + In) = det(M + MTM) donc

det(M+ In) = det((In +MT )M) = det(In +MT )det(M) = −det(In +M) car (In +MT ) = (In +M)T donc

det(M+ In) = 0. Ainsi, −1 serait valeur propre de M ce qui contredit l’hypothèse M ∈ V1. Ainsi, M ∈ SO(3)

mais on sait alors d’après le cours que M = I3 ou que M est une vraie rotation d’angle θ ∈]0; 2π[ dont la

matrice dans une base orthonormée directe adaptée est M =

 1 0 0

0 cos θ − sin θ

0 sin θ cos θ

 = Mθ. Si M = Mθ, alors

χM = (X− 1)(X2 − 2 cos(θ)X+ 1) = (X− 1)(X− eiθ)(X− e−iθ) (après calculs) donc SpC(M) = {1, eiθ, e−iθ}

ce qui contredit encore M ∈ V1. Ainsi, M = I3.� �
18.8� �a. On a P0 = 2, P1 = X, P2 = XP1 − P0 = X2 − 2 et P3 = XP2 − P1 = X3 − 3X. Posons, pour n > 1,

Pn = “Pn ∈ R[X], deg(Pn) = n, Pn est de la parité de n et dom(Pn) = 1”. D’après ce qui précède, les

assertions P1, P2 et P3 sont vraies. Soit n > 3 tel que Pn−2 et Pn−1 sont vraies. Comme R[X] est un

anneau, Pn = XPn−1 − Pn−2 ∈ R[X]. De plus, deg(XPn−1) = 1 + deg(Pn−1) = n > n − 2 = deg(Pn−2)

donc deg(Pn) = Max(deg(XPn−1, Pn−2) = n et le coefficient dominant de Pn ne vient que de XPn−1 qui est

unitaire car Pn−1 l’est donc Pn est aussi unitaire. Comme Pn−1 a la parité de n− 1, XPn−1 a la parité de n

et Pn−2 a la parité de n− 2, donc aussi celle de n et, par somme, Pn = XPn−1 − Pn−2 a la parité de n.

Par principe de récurrence double, ∀n > 1, Pn ∈ R[X], deg(Pn) = n, Pn est de la parité de n et dom(Pn) = 1.

b. Soit z ∈ C∗, pour tout entier n ∈ N, on pose Qn = “Pn

(
z+ 1

z

)
= zn + 1

zn
”. Les assertions Q0 et Q1 sont

vraies car P0

(
z+ 1

z

)
= 2 = 1+ 1

1
= z0+ 1

z0
et P1

(
z+ 1

z

)
= z+ 1

z
= z1+ 1

z1
. Soit n > 2 tel que Qn−2 et Qn−1

sont vraies. Alors Pn

(
z + 1

z

)
=

(
z + 1

z

)
Pn−1

(
z + 1

z

)
− Pn−2

(
z + 1

z

)
donc, par hypothèse de récurrence,

Pn

(
z+ 1

z

)
=

(
z+ 1

z

)(
zn−1+ 1

zn−1

)
−
(
zn−2+ 1

zn−2

)
= zn+ 1

zn
+ zn−2+ 1

zn−2 − zn−2− 1

zn−2 = zn+ 1

zn
.

Par principe de récurrence double, on a bien établi que ∀n > 0, ∀z ∈ C∗, Pn

(
z+ 1

z

)
= zn + 1

zn
.

c. Pour n ∈ N∗, si on prend z = eiθ ∈ C∗ avec θ ∈ [0; 2π[, comme z + 1

z
= eiθ + e−iθ = 2 cos(θ) et

zn+ 1

zn
= einθ+e−inθ = 2 cos(nθ), on a Pn(2 cos(θ)) = 2 cos(nθ). Ainsi, en prenant θ = θk = π

2n
+kπ

n
∈]0;π[

pour k ∈ [[0;n− 1]], on a Pn(cos(θk)) = cos(nθk) = cos(kπ+ (π/2)) = 0. Comme 0 < θ1 < · · · < θn−1 < π et

que la fonction cos est injective et strictement décroissante sur ]0; pi[, les n valeurs cos(θn−1) < · · · < cos(θ0)

sont distinctes et toutes racines du polynôme Pn qui est unitaire de degré n donc on a Pn =
n−1∏
k=0

(X−cos(θk)).

Le polynôme Pn admet donc n racines réelles distinctes, toutes dans ]− 1; 1[.

d. On sait que pour toute matrice A ∈ Mn(R), on a l’unique décomposition A = A+ AT

2
+ A− AT

2

avec A+ AT

2
∈ Sn(R) et A− AT

2
∈ An(R). Soit U ∈ O(n), comme O(n) est un groupe, Uk ∈ O(n)

donc SUk =
Uk + (Uk)T

2
= Uk + U−k

2
car UT = U−1. Comme ∀z ∈ C∗, Pk

(
z + 1

z

)
= zk + 1

zk
, on a

zkPk

(
z + 1

z

)
= z2k + 1 donc les polynômes XkPk

(
X + 1

X

)
et X2k + 1 cöıncident en une infinité de valeurs



d’où XkPk

(
X+ 1

X

)
= X2k+ 1. En notant Pk =

k∑
i=0

aiX
i, on a XkPk

(
X+ 1

X

)
=

k∑
i=0

ai(X
2+ 1)iXk−i = X2k+ 1.

En évaluant ceci en la matrice U, on a donc
k∑

i=0

ai(U
2 + In)

iUk−i = U2k + In. On multiplie par U−k pour

obtenir
k∑

i=0

ai(U
2 + In)

iU−i = Uk + U−k = 2SUk =
k∑

i=0

ai(U+ U−1)i = Pk(U+ U−1) = Pk(2SU). Ainsi, en

posant Qk =
Pk(2X)

2
, on a bien Qk ∈ R[X] (avec deg(Qk) = k et dom(Qk) = 2k−1) et SUk = Qk(SU).� �

18.9� �a. En reconnâıt, pour (M,M′) ∈ E2, (M|M′) = Tr (MTM′) et on sait d’après le cours que cette application

(M,M′) 7→ (M|M′) est bilinéaire, symétrique et positive. De plus, si M ∈ E et qu’on suppose que (M|M) = 0,

alors a2 + 2b2 + c2 = 0 donc a = b = c = 0 donc M = 0 et (.|.) est bien un produit scalaire sur E. C’est le

produit scalaire induit par le produit scalaire de M2(R) dans E.

b. Soit f ∈ G, alors pour tout matrice M ∈ E, on a ||M||2 = Tr (MTM) = Tr (M2) car M symétrique or

χM(M) = M2 − Tr (M)M+ det(M)I2 = 0 par Cayley-Hamilton donc ||M||2 = Tr (Tr (M)M− det(M)I2)

et ||M||2 = Tr (M)2 − 2det(M) = Tr (f(M))2 − 2det(f(M)) = ||f(M)||2 avec le même calcul appliqué à f(M).

Ainsi, f conserve la norme dans E donc f ∈ O(E) d’après le cours. On a donc déjà G ⊂ O(E).

• Si (f, g) ∈ G2 etM ∈ E, comme f ∈ G et g ∈ G, on a Tr (f◦g(M)) = Tr (f(g(M)) = Tr (g(M)) = Tr (M)

cet det(f ◦ g(M)) = det(f(g(M)) = det(g(M)) = det(M) donc f ◦ g ∈ G : G est stable par composition.

• Si f ∈ G et M ∈ E il vient Tr (M) = Tr (f(f−1(M)) = Tr (f−1(M)) car f ∈ G et on a aussi

det(M) = det(f(f−1(M)) = det(f−1(M)) car f ∈ G donc f−1 ∈ G : G est stable par passage à l’inverse.

Comme G ̸= ∅ car id E ∈ G, ce qui précède montre que G est bien un sous-groupe de O(E) pour la composition.

c. (=⇒) Si f ∈ G, on pose F = {M ∈ E | Tr (M) = 0}. Comme F = Ker(Tr ) et que Tr est une forme linéaire

non nulle sur E, F est un hyperplan de E et F⊥ = Vect(I2) car F = {M ∈ E | (M|I2) = 0}. Comme f ∈ O(E)

et F stable par f, F⊥ l’est aussi donc f(I2) = λI2. Or Tr (f(I2)) = Tr (I2) = 2 = 2λ donc λ = 1 et f(I2) = I2.

(⇐=) La réciproque est fausse en prenant l’unique f ∈ L(E) telle que, puisque (E1,1, E2,2, E1,2+E2,1) est une

base de E, f(E1,1) = I2, f(E2,2) = 0 et f(E1,2 + E2,1) = 0. f vérifie bien f(I2) = f(E1,1 + E2,2) = I2 + 0 = I2 et

qui n’appartient pas à G car, par exemple, Tr (f(E2,2)) = 0 ̸= 1 = Tr (E2,2). L’énoncé est donc incomplet !� �
18.10� �a. Si A2 = AT , alors A4 = (A2)2 = (AT )2 = (A2)T = (AT )T = A donc X4 − X = X(X3 − 1) est annulateur

de A. Comme A est inversible, A4 = A se simplifie en A3 = I2 donc P = X3 − 1 est aussi annulateur de A.

b. Mais comme les racines de X3 − 1 sont les trois racines cubiques de l’unité, P = (X − 1)(X − j)(X − j2).

Les valeurs propres de A étant forcément racines de tout polynôme annulateur de A, Sp(A) ⊂ {1, j, j2}. De

plus, comme P est scindé à racines simples dans C, la matrice A est diagonalisable dans M2(C).

c. Comme χA est scindé dans C[X], det(A) =
∏

λ∈Sp C(A)

λmλ(A). On sait aussi que les ordres de multiplicité

de j et j2 dans χA ∈ R[X] sont les mêmes et j2 = j. Ainsi, det(A) = 1m1(A)(j× j2)mj(A) = 1 car j3 = 1.

On peut aussi écrire det(A2) = det(AT ) = det(A) donc det(A) ∈ {0, 1}. Comme A est inversible, det(A) = 1.

d. Comme on sait que Sp(A) ⊂ {1, j, j2}, traitons deux cas :

• Si j (resp. j2) est valeur propre de A, alors j = j2 (resp. j) l’est aussi car A est une matrice réelle et



on a alors χA = (X− j)(X− j2) = X2 + X+ 1.

• Si j n’est pas valeur propre de A, alors j2 non plus et on a χA = (X− 1)2.

e. Comme A3 = I2 et A2 = AT , on a AAT = I2 donc A ∈ O(2). Comme det(A3) = det(A)3 = det(I2) = 1,

on a det(A) = 1 et A est l’une des matrices Rθ du cours. Or (Rθ)
3 = R3θ = I2 implique alors 3θ ≡ 0 [2π]

donc θ ≡ 0 [2π] ou θ ≡ 2π

3
[2π] ou θ ≡ 4π

3
[2π]. Traitons les trois cas :

• Si θ ≡ 0 [2π], alors A = I2.

• Si θ ≡ 2π

3
[2π], on a A = R2π/3 = 1

2

(
−1 −

√
3√

3 −1

)
.

• Si θ ≡ 4π

3
[2π], on a A = R−2π/3 = 1

2

(
−1

√
3

−
√
3 −1

)
.

Réciproquement, ces trois matrices sont bien inversibles et vérifient AAT = I2 avec A3 = I2 donc A2 = AT .


