Correction du DM10

I1

Préliminaires

1'1) fn,pofn,p’(Q> = fn,p(Q<p/X+1_p/)) = Q[p/(pX+1_p)+1_p/] = Q(pp,X""l_pp/) dOIlC‘ fnq,p o fmp’ = fn,pp’

Ona f,(X7) = (pX +1—p) =

I\ MQ.

(e}

(?)pi(l —p) 7 X" donc la matrice de f,, dans B, est A,(p). On en
i

déduit alors | Ay (p) An(p') = An(pp)

1.2) La matrice de f, 4 dans B, est donc A, (q) et ‘An(q)m = A,(q™) ‘ par récurrence sur m > 1.

2'1) On a“ m, k( ) = II()?m]]v Um,k'(Q) = {Ov l}a Tk(Q) =NU {+OO}, XnL(Q) = HO,TL]] et T(Q) =NU {+OO} ‘

2.2) On a ‘ mk ~ B(m )‘ puisque Ny, compte le nombre de succés dans une répétition de m épreuves de

Bernoulli mutuellement indépendantes (obtenir la face 1 & un des tirages sur le dé k)

2.3) De méme, T}, est le temps d’attende du premier succés dans cette suite d’expérience donc | Ty, ~ G(p)

2.4) On en déduit | E(Np k) =mp et E(T}) = —

Espérance de T

1.1) Ona (Th <m) = U (Th = i), les événements étant deux a deux incompatibles, on en déduit
1<i<m
m
. 1—(1—p)™
= PTi=i)= >onli- p>"1=p1(<1p)> do [ P(Ti <m) = 1-(1—p)"
—\=p

i=1

1.2) Ona |(T'<m)= ﬂ(Tk
k=1
produit un 1 avant le lancer m.

N

m)| car on a un yam de 1 avant le lancer m si et seulement si tous les dés ont

n
1.3) Les variables aléatoires (T}) étant mutuellement indépendantes, on a P(T H ) donc

(PT<m)=(1-q")"]
1.4) On en déduit P(T" > m) = 1 — (1 — ¢™)" et par continuité décroissante, (T" > m + 1) C (T' > m), on a
P(T =+x) = l_1>r£ P(T > m); enfin, comme 0 < ¢ < 1, ona‘P(T: +00) :O‘

1.5) Ona (T=m)=(T<m)N(T>m—1)donc|(T=m)=T<m)N(T<m—-1)=T<m)\(T<m-1)
car (T <m-—1)C (T <m).
On en déduit P(T'=m)=P(T<m)—P(T'<m-—1)et P(T:m):(l_qm)n_(l_qm—l)n

2.1) T admet une espérance finie si et seulement si la série ZP(T > m) est convergente (car T' est a valeurs
dans N). Or P(T' > m) = P(T >m—-1) =1-PT <m—-1)=1-(1-¢""H" ~ ng" ! car

m——+0o

0 < ¢g <1donc Ilim ¢™ = 0; comme qu converge, on en déduit ‘T admet une espérance finie | et
m——+00

+o00
T)=> 1-(1—-q¢" "
m=1
+oo
= Z ¢™* donc
m=0

- n (_1)k+1 nLR n k+1 _mk .
Z ek Z Z : (—1)"*q (la somme sur k est finie)

D’autre part, on a T

k=1 I—q k=1m=0
400 n n k+1_mk f |:|. i <n)( q )k] +f [1 (1 q ) ]
_ (71) qm _ o _.m _ - . mAn
m=0 k=1 (k) m=0 k=0 k m=0

ce qui donne bien ( )
— k) 1—¢F




2.2) On trouve E(T) =~ 13.02

3.1) n étant fixé, par linéarité de la limite : lirq E(T)
p—

)(—1)’“ =1—(1—-1)" donc

Il
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EnliS
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k=1 k=0
lim E(T) =
p—1
R p p 1 - 1!
3.2) Del f _— = — li E
) De la méme fagon, avec =0 = p)F ro0 T= (1= kpto@) ro0 & on a nnp Z( )

k=1

H,
puis | lim pE(T) = H,, | On en déduit, comme H, > 0, E(T) ~ — donc|lim E(T) =400
p—0 p—0 D p—0

IIT Etude des X,,

1.1) Si on suppose 'événement (X, = j) réalisé, 'événement (X,,4+1 = j + @) sera réalisé si au (m + 1)-iéme lancer
i dés parmi les n — j qui n’ont pas encore fait de 1 donnent un 1. La probabilité P(X,,+1 = j + | X, = J) est
donc la probabilité d’obtenir i fois la face 1 dans un lancer de n — j dé; il s’agit donc de n — j expériences de
Bernoulli de parameétre p mutuellement indépendantes, le nombre de succes suit la loi B(n —j,p). On en déduit

. . n—=7\ i n—i—j
P =i +ilXn =) = (" )=

1.2) Par la formule des probabilités totales, comme {(X,, = i),0 < i < n} est un systéme complet d’événements,

on a
n

P(Xms1 =) :ZP(Xerl = Jj| X =) x P(Xp =)
i=0

=0 si j<i

J .
On en déduit bien | P(X,,41 = 1) = Z (n ])pij(l —p)"'P(X,, = 7)

2.1) Comme Xy =0, on a YO:t(O ... 0 1)

2.2) La i-iéme coordonnée de Y, 11 est

P(Xpi1=n—1i)= i ( n—J ,)p"—i—f(l —p)'P(Xp = j)

n—11t—
=0 J

(h=n—i) hi: (h ' Z-)ph_i(l —P)'P(Xn=n—h)= Zn: (?)ph""(l —p) P(Xp =n—h)

ce qui signifie que ‘ Yint1 = An(@Q)Ym ‘
2.3) On en déduit Y, = A,(q)"Yy = A,(¢™)Yy, cest-a-dire Y, est la derniére colonne de A,(¢™), ce qui donne

n) ¢ (1—¢™) " ou| P(X,, =) = (n) g1 — ¢™) | car ( " > = <n) 4 nouveau.
i i

1 n-—1

P(X, =n—i) =

7N

3.1) Comme Xy, on a ‘ Go(s)=E(1)=1 ‘
3.2) Avec 3.1.3,0n a

Gmt1(s) =

M= 1M-

=7

<.
Il
o

sz:_ (n B j> s'p' (1= p)" T P(Xpn = j) s i [Sj g (n g j> (sp)"(1 = p)" I P(X,, = j)]

Ssp+ (1= )" TP =) = o+ (=) Y (i) P =)
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car s > 0 donc sp + (1 — p) > 0; ce qui donne bien | G,,11(8) = (¢ +s(1 —¢))" "Gy | ————
p+(1-p)>0;ceq )= 0+ 50 = )G ()




3.3) Il suffit de procéder par récurrence sur m > 0 avec s > 0 : pour m =0, on a (14 s(1 —1))" =1 = Go(s) et si
s n

on suppose G,,(s) = '+ s(1 — alors Gp1(s) = (g +s(1 —g)" ¢ + ————(1 — ¢™ donc
bpose Gi(s) = (¢ + (1 - 4™)" o) =+ — ) (" )

Grm1(s) = (g +s(1 = q)g™ +5(1 = ¢"™)" = (¢ +s(1— g™ )"
Les deux polynémes G, et (¢™ 4+ X(1 — ¢™))™ coincidant sur R™*, donc en une infinité de valeurs, ils sont

égaux, ie ‘ G (s) = (g™ + s(1 —¢™))" pour tout s € ]R‘

n!

(n— )

1
3.5) Les coefficients du polynéme G,, étant EG(}“) (0), on a, en identifiant avec 'expression initiale de G,,, le

1 _. ) .

3.4) Ona|GY)(s) = (L—=q™Y (™ +s(L—qg™)"

3.6) On en déduit | X,, ~ B(n,1-¢")|

4.1) Ona| X, =ZU
i=1

4.2) L’événement (U, = 0) est « le dé k n’a fait aucun 1 pendant les m premiers lancers », ce qui est aussi
(Nom i = 0) done | (U g = 0) = (Nyn = 0) |

4.3) On en déduit P(Uy,,x = 0) = P(Np i, = 0) = (1 — p)™ puisque Ny, ~ B(m,p). On en déduit, en utilisant
Unk(©)={0,1}, PUpnr=1)=1—PUypr=0)=1— (1 —p)™ ce qui signifie que ‘ Un, ~ Bl —q™) ‘

On déduit de 3.4.1, les (Up k) 1<k<n ¢tant mutuellement indépendantes, que ‘ X ~B(n,1—4q™) ‘

5) Ona (T =m) = (X;n =n)\(Xm-1 =n)car (X;—1 =n) C (X, =n)donc P(T' =m) = P(X,, =n) — P(Xp—1 =
m—l)n

puis a nouveau ‘ PT=m)=(1-¢")"—-(1-¢q

6.1) Vp = Q est certain puisque Xo = 0 donc | P(Vp) =1
Vi, est I'événement « un yam de 1 est réalisé » donc V,, = (T = 4o0) et | P(V,) =1

6.2) OnaVy; = U (X, = d). Pour utiliser la o-additivité, on a besoin de rendre cette somme 2 & 2 disjointe. Il

meN*
suffit de considérer les événements (X,, = d) N (X,,—1 # d) =« obtenir d dés égaux a 1 pour la premiére fois
au bout de m lancers ». On a donc |V = U (X =d, Xpn—1 # d)
m2=1
+oo
6.3) On a alors P(Vy) = Z P(X,, =d, X;m—1 # d) puis
m=1

= P(X,, =d) — Pix,,_,—a)(X;n = d)  par la formule de Bayes

Si on suppose 'événement (X,,_1 = d) réalisé alors (X,, = d) signifie qu’au m-iéme lancer aucun des n —d dés
restant n'a fait de 1 donc Prx,, ,—q) (X = d) = ¢" ¢ ce qui donne

P(X = d. X1 # d) = P(Xps = d) — ¢"~P(Xuo1 = d)

d
k
On développe alors P(X,, = d) = (Z) gm= D1 — g™ = Z (Z) (d) (—=1)kgmnth=d) . coci est le terme
k=0

général d’'une série géométrique convergente et, en intervertissant la somme sur k finie avec la somme sur

400 d n k i +o0 h—d) k anrkfd
m X;P(X'rn = d) = Z <d> (d) (—1) Z m(n+ Z( )< ) :[_qm Le méme cacul

k=1 m=1 k=1
= () (K k 1)(n+k—d) k (1"
donne Z P(X;o1 =d) = Z (d) (d) (-1) Z gm—Dn+ Z ( ) (d) T gt En reportant,
m=1 k=1 m=1 k=1

d

k n+k—d _ ,n—d

on obtient | P(Vy) = Z (Z) <d) (‘qul_qﬁ
k=1




