Correction du DS6

Probléeme 1 : (CCP PC 2009 maths 1)

Partie I

1.

On a (MTSM)T = MTSTM = MTSM donc MTSM est symétrique. D’autre part, pour X € M, ;1(R), on a
XT(MTSM)X = (MTX)S(MX) >0 car MX € M,,1(R), donc | M SM € S;7(R)

. Cours
3. A€ S,(R) et X4 = X(X —2) donc Sp(A) = {0,2} C R" et| A € S (R) | par contre 0 € Sp(A) donc | A ¢ S T(R)

Sp(S) € R donc 0 ¢ Sp(S) et S est inversible. On a S = Pdiag(\y, ..., \,)PT avec P € O, (R) et \; > 0 donc,
avec P71 = PT S~! = Pdiag ()\1_1, ceey )\;1) PT: les valeurs propres de S™! sont les inverses de celles de S. On

en déduit Sp(S~') C R et S~ est symétrique donc | S™! € ST (R)

Si A € Sp(S) et X un vecteur propre associé, on a X7 SX = M| X|?> = 0 et || X|| # 0, donc Sp(S) = {0}. Comme
S est symétrique, elle est diagonalisable donc semblable & la matrice nulle donc

.a) Sion pose S =S — S5, ona, pour X € M, ;(R), XTSX >0car S; < Sy et XTSX <0 car S, < S done

XTSX =0, ce qui donne S = 0 avec la question précédente ie

b) Si S = (8 (2)) et Sg=1Io; —1 € Sp(S; — S2) et —1 € Sp(Sy — S1) donc ni So — S7, ni S — Sy n’est positive.

c) Soit X € M,,1(R), on a X761 X < XTS,X doncsia>0,ona XTasSi X < XTaSX et ‘ aS; <aSysia>0 ‘
Sia<0,o0naalS <as;.

d) Ona(S2+58)—(S1+8)=5 -5 €S (R)donc|S1+5<S+S5]

. MTSoM — MTS M = MT(S; — S1)M donc, d’aprés 1.1, comme Sy — S; € S (R), on a M7 (Sy — S2)M € S;F(R)

donc ‘ MTSIM < MTSQM‘

.a) OnaSp(S—1I,) € R" donc comme Xs(\) = det(\,, — S) = det((A— 1)L, — (S —I,,)) = Xs_1, (A — 1), on en

déduit Sp(S) =1+ Sp(S — I,) donc les valeurs propres de S sont > 1 et ‘ S est inversible‘

b) D’aprés 1.4, Sp(S~!) C]0,1] donc Sp(S™* — I,,) = Sp(S™*) — 1 C R~ donc (S™1 est symétrique)

. Fait en cours
10.

Si S; < Sy alors d’apres 7. (M; )T S Mt < (MY TSoM?Y e I, < (M7 )T SoM;t. On en déduit, par 8,
que (M7 )T Sy Mt est inversible donc S, est inversible, et I,, > ((Mfl)TSng bl fo = My S; M. A nouveau,
d’apres 7. on a M7 L,(MTHT > Sy, de| S5t < S7°

Partie 11

1

2.

3.

.a) Ona, pour (i,5) €[1,n]?, pi;\; = pipi; donc, soit p; j = 0 et on a bien p; ; f(N\;) = f(pi)pij, s0it \j = ; et

on a aussi p; j f(A;) = f(pi)pi,j. On a donc bien ’ Pf(D) = f(A)P‘

b) Si S = PDPT = QAQ" alors (QTP)D = A(QT P) et QT P € M,,(R) donc, avec la question précédente, on a
(QTP)f(D) = f(A)(Q"P) donc Pf(D)PT = Qf(A)Q"

On écrit A = PDPT avec P € 0, (R) et D = diag(0,2); on a donc cos(mD) = diag(cos(0),cos(27)) = I, puis

cos(rA) = PI,PT donc | cos(mA) = I,

a) On peut définir g(S) si et seulement si Sp(S) C R™* donc si et seulement si ‘ S est définie positive‘
Dans ce cas, on a, si S = PDP” avec D = diag()\;) alors g(D) = —diag(\; ') = —D~* donc g(S) = —PD~'PT

et|g(S)=—-5""1

Enfin, si S7 et S sont définies positives et vérifient S; < So alors S;l < Sfl d’apres 1.10 puis —Sfl < —S;l

d’apres 1.6.c, donc on en déduit que ‘ g est matriciellement croissante sur R™* ‘
b) On peut définir g(S) si et seulement si Sp(S) C] — 1, +oo[. Dans ce cas, si S = PDP” alors h(S) = Ph(D)P”

Ai
avec h(D) = diag <m) (car 1+ A; # 0); on vérifie alors h(D) = I,, — (D + I,,)~* puis, en multipliant par

Pet PT WS)=1I,+P(D+1,)'PT =1, + (P(D + I,)PT)~! donc \ h(S)=1I,— (S+1,)"*
Si 81 < Ss avec Sp(S1) C] — 1,+00] et Sp(Sa) C] — 1, +o0[ alors (1.6.d), (S1 + I,) < (S2 + I,) donc (1.10)
(So4-I,) "' < (S1+1,) tet (I.6.c), —(S1+1I,) "' < —(So+1,)" ! ;enfin (1.6.d) I,,—(S1+1,) "' < I,,—(So+1,)"*

ce qui signifie que ‘ h est matriciellement croissante sur | — 1, +oo[‘




4. Si X = (x;) alors XTA(t)X = Z a; ;(t)z;x; donc, par combinaison linéaire de fonctions intégrables sur I,

1<i,j<n
(/ a; ;(t) dt) rvix; = X7 (/A(t) dt) X, par
I I

t — XTA(t)X est intégrable sur I et /XTA(t)th =
I

1<i,j<n
définition des coefficients de la matrice / A(t) dt.
I
T X X
5.a) La fonction t — —————— est C° sur R™ car 2 > 0; de plus, on a les équivalents ———— ~ — avec
(14 xt)te (14 xt)t> t—>0 t@
x
a<let ~ avec 1 + o > 1, donc |t — —————— est intégrable sur R™ si z > 0
(1 + 2t)t® t—to0 fita 1+ zt)te &

b) Pour x > 0, la fonction u — u/z est de classe C' strictement croissante et bijective de R™ sur R™*, donc

oo zady . o +oo du ) o
F(z) = ———— puis | F(z) == ———— | La constante C' = F(1) est strictement positive car
o o (1

1+ u)u® + u)u®
1
la fonction u +— ————— est continue, positive et non nulle sur R™*.
(1+uw)ux

¢) Si S = PDPT alors D est inversible (car Sp(S) = Sp(D) C R**) puis S™* + tI, = P(D™* + tI,)PT et
D4 11, = diag(t + A;™}) est inversible car ¢ + A1 > 0. On en déduit | (S~! +11,) € GL,(R)|

Si f(x) = ﬁ (pour t > 0 fixé) alors f(S) = Pf(D)PT et on vérifie que f(D) = diag (f(\i)); on a

vu (II5.a) que t — f(\;) =

m est alors intégrable. Avec le résultat admis juste avant, on en déduit
i

1 teo g
t t—a(S” +tI,)"! est intégrable sur R™ | et F(S) = P(F(D))PT = P (/ t—a(D*1 +tI,)7! dt) PT
0

+001

+oo 1
donc F(S) = / ;P(D—l +t1,,) "' PT dt donc | F(S) = / tfa(s—1 +tl,)dt
0 0

d) Ona B™' < A~ (par 1.10) puis B~ 4 tI,, < A~! +tI,, (par 1.6.d); comme Sp(B~* + tI,,) C R™, on a,
avec 1.10, (A~ +tI,)"* < (B! +tI,)" ! et, enfin, par définition de la relation < et la définition de S, (R)

VX € M, (R), XT(A™ +tI,)' X < XT(B~' +tI,)'X

e) Par division de cette inégalité (entre deux réels) par t* > 0 et intégration entre 0 et +oo, on en déduit,
en utilisant 11.4, XTF(A)X < XTF(B)X. Enfin , par division de cette inégalité par C' > 0, on obtient

XTp(A)X < XTpo(B)X, ie ‘pa est matriciellement croissante sur R™ si o €]0, 1[‘

C 2 xTr)—
6. On a Tr(A(z) — B(x)) = 2ch(z) — ch(z) ™ = thh((aj)l

donc les valeurs propres de A(x) — B(x) sont positives (car réelles) et | A(z) > B(x)
e’ 0 ar 0

L. _ T 1 <1 1 > B <e > T
On vérifie que A(x) = P ( 0 e’””) P avec P = VAR donc ps(A(z)) = P 0 e-ox P’ = Aax).

> 0 et det(A(z) — B(z)) = (ch®(z) — 1) — sh(z) = 0

B(x) étant diagonale, on a directement p, (B(z)) = <8 ch (:(c))*“) Plutot que de chercher les valeurs propres de
h h
Pa(A(z))—pa(B(z)), on peut raisonner ainsi : det(pa (A(z)) —pa(B(z))) = ch?(az)— Zhgig —sh?(ax) = 1— Zhgz)xz

donc det(pa(A(z)) — pa(B(2))) il a(l — oz)x;. On en déduit que si a > 1, det(pa(A(X)) — pa(B(z)) < 0 au

voisinage de 0 ce qui veut dire que p, (A(x)) — po(B(x)) posseéde une valeur propre strictement négative donc n’est

pas positive et comme A(x) > B(x), on conclut ‘ Po N'est pas matriciellement croissante si a > 1 ‘

Probléme 2 : (Centrale PC 2017 maths 2)

Préliminaires
) +oo 1,271 2?2 too m2n
l.a) Siz eR, ch(z) = Z @)l et e = Z S (les deux RCV valent +00).
n=0 ’ n=0 ’
t2/2 o 1 1 2n n,| |
b) Onae'/?—ch(t) =) Tl @)l 2" > 0 car 2"n! = 2x4x---x(2n) < 1x2x3%---x(2n—1)(2n) = (2n)!
v ! !

2. La fonction exp est convexe sur R car exp” = exp > 0 donc | VA € [0, 1], ** =N < \e 4 (1 — N)eb




1
3. On étudie ¢ : t + te " sur R : ¢ est C' et positive; /(t) = e (1 — 4t) donc 0 < ¢(t) < 90(7) ot

¢ est bornée sur R™ ‘

Partie 1
1. On suppose Ze"‘lx"lP(X = z,) ACV. Comme o > 0, az, < a|z,| donc 0 < e** < el*¥ donc, d’aprés le

théoréme de comparaison, comme E(el®X) est finie, | E(e®Y) existe

XN
2.a) e?"MP(X =n)= - (A S donc E( alXly existe pour tout a € R et | E(e*X) = exp (A(e® — 1))
n!
b) e"PY = n) = pe® ((1—p)e®)" " donc X admet un moment exponentiel d’ordre « si et seulement si
(1—ple®| <1 a< —In(l—p)et|E(Ee*™) = % pour a < —In(1 — p)

n

¢) Z(Q) est un ensemble fini donc E(e®?!) existe pour tout a € R et E(e*¥) = Z (Z) (pe®)*(1 — p)"~* donc
k=0

E(e®X) = (1 —p + pe*)" pour tout o € R

Partie IT
1. La fonction ¢ +— te™®" est bornée sur RT, ie il existe C' > 0 telle que Vt € R", ¢ < Ce® donc |z,| < Ce®l*nl puis
0 < X < Ce®X! done, d’apres le théoréme de comparaison (avec e Xl Qespérance finie), | E(X) existe
2. Pour appliquer la loi faible des grands nombres, il faut justifier que X? admet une espérance : t — t2e~*! est bornée

sur RT (méme étude de fonction que pour le préliminaire); il existe donc D > 0 telle que Vt € R*,t? < De®t
puis 0 < X2 < DeXI donc, d’aprés le théoréme de comparaison, E(X?) existe. On en déduit, les X; étant

S V(X
indépendantes, P( = _m| > e) < (72)
n ne
3.a) Silt| < aalors 0 < e P(X = x,) < e*|P(X = z,) donc ¥(t Zem"P Zn) existe. On pose

un(t) = e P(X = x,,) et on applique le théoréme de continuité des séries de fonctions :
H1 : Les fonctions u,, sont continues sur [—a, ]
H2 : |u,(t)] < e P(X = ,,) (indép de t) donc 1nlloo,[—a,a] < ezl P(X = ,), qui est le terme général

d’une série convergente, donc E un, CVN sur [—a, @]

On en déduit ‘ U est continue sur [—a, o ‘

b) On applique cette fois le théoréme de dérivation :
H1 : les fonctions u, sont C' sur | — a, o]

H2 : Zun CVS sur | — a, af par CVN (d’apres I1.3.a)

H3: ul(t) = z,e™ P(X = m,) donc |[ul,(t)] < |zn|e™ P(X = z,); soit [~a,a] C] — a,af, on a donc
[l |loo—aa] < |znle®™ P(X = 2,) = Bn; la fonction t — tel® )" est bornée sur RY, d’aprés le pré-
liminaire, donc 3, < Ce®l®nl et Z By, converge. On en déduit que Z u,, CVN sur tout segment de | —a, o

On en déduit que ¥ est C' sur | — o, af et ¥'( Z e P(X = x,,) donc, par le théoréme de transfert,

U (t) = B(Xe) si |t <

4.a) W(0)=E(1)=1,9'(0)=E(X)=met f.(t) = e ") (¥ () — (m +&)¥(t)), on a

fo(0) =1Tet f(0) = —¢|
b) D’aprés la formule de Taylor-Young, comme ¥ est C' sur | —a, af, on a f(t) o 1—et+o(t) donc fo(t)—1 Kodh —et
— —

donc si t > 0 est suffisamment petit, on a 0 < f.(t) < 1, ce qui justifie 'existence de tg €]0, .

n n
5. On a ¢! = H etXk ; les X; étant indépendantes, les e!Xi le sont aussi donc E(e!*") = H E(et**), ce qui donne
k=1 k=1
bien | B (") — (w(1)"

Sn(w)

n

6.a) Pour t > 0, on a > m+e e tS,(w) = nt(m +¢e) & W > entlmte) — (et("’+5))n donc

Sh n . N . s
P (— >m+ 5) =P (ets "> (et(erg)) ) On peut alors appliquer 'inégalité de Markov a la variable positive
n




n E (e'n) wt) \" S
tS, . tS, t(m+e) _ n n
e’ tona P (e > (e ) ) < (et(m+6))n = (et(m+5)> donc | P (—n > m+s) < (f:(1))

b) 1l suffit de prendre r = f.(to) avec le réel ¢y introduit a la question I1.4.b
7. Comme (%—m >5> =
([ -rf3) (%

n

——-m

n
question précédente a la suite (—Xy)ren+, qui vérifie les mémes hypotheses que la suite (Xj) (en particulier —X
admet elle aussi un moment exponentiel d’ordre «, le méme que X) : comme E(—X) = —m, il existe donc un

réel v’ €]0,1] tel que P (7& > —-m+ s) < (7)™ donc P (& <m—¢e) < ()" Avec ¢ = max{r,r’'} <1, on a
n n
e

m')s) < 2¢" .
Cette majoration est meilleure que celle donnée par la loi faible des grands nombres puisque ¢ = ol —1.
n—-+0oo

S, Sn, L ) : .
— >m+e|U|— <m—¢], les deux événements étant incompatibles, on a
n n

=

m + 5) + P (—n <m— 5). Pour majorer la seconde probabilité, on applique la
n

n

Partie I1I

1. On a 0 < Xl < € donc e®X! est bornée donc admet une espérance finie (théoréeme de comparaison);

‘X admet un moment exponentiel pour tout a € R‘

1 X 1 X
2. a) OnachJrc(l—Y)ffc(i—Q—c)+c(§+2—6)fX.
b) Comme |X| < ¢c,onaY €]0,1], il suffit d’appliquer la question 2 du préliminaire avec a = —c,b=cet A =Y.
1 1 1
3.a) Ona E(Y) = 3~ Q—E(X) =3 et par croissance de 'espérance, E(eX) < e “E(Y) +e¢(1 — E(Y)) = ch(c).
c
b) En appliquant ce qui précede a la variable tX qui vérifie E(tX) = tE(X) = 0 et [tX]| < fc, on obtient

‘ U(t) < ch(et) sit > 0‘

4. On am = 0 donc f.(t) = e =" W¥(t) < e ' ch(ct) et avec la question 1.a du préliminaire, ch(ct) < e 1/2 donc

fo(t) < emerHe

S,
5. On applique IL.6.a, avec m = 0, et on obtient P (—n > 5) < (fe(t)™" < en(—et+ct?/2) pour tout ¢ > 0 et si on
n

. £ . Sy, g2
choisit ¢t = —, on obtient P — > ¢ | <exp N5 )
c n 2c

On applique alors la méme chose & la suite (—X}), qui vérifie & nouveau les mémes hypotheéses que (Xy), et on

. Sn 52 Sn Sn Sn , s
trouve aussi P| — < —¢) < exp —n2—2 . Comme —|ze)=(—2¢e)U|— < —¢], les événements
n c n n

n
£2
> E) < 2exp (—n@>

Sn

étant incompatibles, on a | P (




