TD 20 : VARIABLES ALEATOIRES

PSI 1 2023-2024 vendredi 09 février 2024

a. Notons, pour tout client numéro i € [1;n] et toute vague d’appels j € N*, I'évenement Ry j = “le client

numeéro i répond au cours de la vague j” (avec pour convention que Ry j; = 0 si le client i a déja répondu au

cours des précédentes vagues d’appels donc n’est pas appelé lors de la vague j).

n
Alors, par exemple, (X7 = n,X2 = n) = @ donc P(X; = n,Xz = n) = 0 alors que (X; = n) = ﬂ Ri,1
i=1
(tous les clients répondent lors de la vague 1) donc, par indépendance entre les comportements des clients,
n

n
P(Xy =n) = [[ PRi,1) =phet (X2 =n) = m(mﬂ Ri,2) donc, toujours par indépendance entre les
i=1
clients, comme P(Ri;1 NRi2) = P(Ri,1) X P(Ri2|Ri,1) = (1 —p)p,ona P(Xz =n) =p™(1 —p)™ # 0. Par
conséquent, P(X; =n,Xz2 =n) # P(X3 =n)P(Xz =n).

Bien siir, les variables aléatoires X; et X2 ne sont pas indépendantes.

b. e Fixons le numéro i € [1;n] d’un client, alors Y; est le rang du premier succes dans une suite d’expériences
indépendantes suivant une loi de BERNOULLI de parametre p (le client i répond & la vague i) donc, d’apres

le cours, Y; suit la loi géométrique de parametre p.

e X; suit d’apres le cours la loi binomiale B(n,p) par indépendance des réponses des n personnes car X
compte le nombre de succes dans une répétition (les n appels) d’expériences indépendantes (le client i répond

au premier appel) suivant le loi de BERNOULLI de parameétre p.

e La famille ((X; = j))ogj<n constitue un systeme complet d’évenements donc, par la formule des probabilités
n

totales, P(X2 =k) = > P(X; =j, X2 = k) pour tout pour k € [0;n] car X2(2) = [0;n]]. Comme on appelle
i=0

n — Xj clients lors de la deuxiéme vague d’appels, P(X; =j,X2 = k) =0si n —j < k et, comme la loi de X,

sachant (X7 =j) est la loi binomiale B(n —j,p) pour les mémes raisons que précédemment sin—j >k, on a

P(X> = kX1 =) = (“kj)pk(1 —p)™ %, Comme (“k j) (‘;) _ (’;) <“ . k) pour j € [0:n — K], on a

poa =9 =% (" oo —er = (o —er = (D a—pee S (Mmoo

done Bixz = 1) = (1 )p0-p K0 -9 = (1) (0 =90 =50 -9+ X ~ Bn,p01 )
c. Par construction, pour k > 3, on a Xi(2) = [[0;n] et, si j € [0;n], pour que Pon ait Xy = j, il
est nécessaire et suffisant qu’exactement j clients vérifient Y; = k. On a donc Xy = i My,—x) et les
variables aléatoires (1 y,—x))1<i<n sont indépendantes par hypothese (les clients sont ilrﬂépendants) et,

comme P(Ty,—i) = 1) = P(Y; = k) = p(1 — p)*~!, les variables aléatoires Ty, =k), - M(y,=k) suivent

toutes la loi de BERNOULLI B(p(1 — p)*~1). D’apres le cours, Xy suit la loi binomiale B(n,p(1 —p)*~1).

d. Par définition, pour k € N* on a S$i(2) = [[0;n] et, si j € [0;n], pour que l'on ait Sy = j, il est

nécessaire et suffisant qu’exactement j clients vérifient Y; < k (eus au téléphone avant l'appel k). Ainsi,



n
comme avant, S, = »_ T(y,<x) et les variables aléatoires (T (v,<k))1<ign suivent la loi de BERNOULLI de
i=1

parametre 1 — (1 —p)* d’apres la question b. puisque Y; suit la loi géométrique de parametre p et qu’on a
donc P(T(y, <y =1) = P(Yi <k) =1—P(Y; > k) =1 — (1 —p)* et elles sont indépendantes.
D’aprés le cours, Sy suit la loi binomiale B(n,1 — (1 —p)¥).

e. Méthode 1 : par définition de la variable aléatoire N, on a N = Max(Y1,---, Yy ) de sorte que, pour k € N*|

n
ona (N<k)= ﬂ (Y; < k) donc, par indépendance entre les personnes appelées, on parvient a la relation
i=1

P(Y; <k)=(1— (1 —p)*)™. Comme, pour k € N*, ona (N<k)=N=k)UN<k—1)

=

P(N < k) =

1
(incompatibles), ona P(N=k) = PN<k) = PIN<k—-1)=(1—-(1=p) )" = (1 — (1 —p)—Hm,

Méthode 2 : on a aussi (N < k) = (Sx = n) donc P(N < k) = (1 — (1 —p)*)™ avec la question d. mais
comme (N =k) = (Sx =n) \ (Sk—1 = n) (on a contacté tous les clients & la vague k mais pas avant) avec
(Sxo1=n) C(Sx =n)donc P(N=n)=P(Sx =n) — P(Sx_1=n)=(1—-(1—-p) )" = (1 - (1 —p)c-)m.
e Comme N est a valeurs dans N (car N(2) = N*), d’apres le cours, N admet une espérance finie si et

seulement Y. P(N > k) converge. Or P(N > k) =1 - P(N < k) =1—(1— (1 —p)*)™ qui devient
k>0

n . . n . .
P(N>k) =1= > (—1) (n) (1=p)) = S (=1)! (n) (1 —p)M. Comme toutes les séries géométriques
j=0 ) j=1 )
> (1 —p)¥ convergent pour j € [1;n] car leurs raisons (1 —p) sont dans | — 1; 1], par somme d'un nombre
k>0
fini de séries convergentes, on a la convergence de Y. P(N > k) donc N est d’espérance finie et on a enfin la
k>0

relation E(N) = i ((,1)#1 (;‘) %O(] 7p)kj> _ i <n> (—1)iH!

j=1 k=0 I \j /1= —=p)’
a. La matrice BAT est dans M, (R) et toutes ses colonnes sont proportionnelles & la matrice colonne B donc
rang (BAT) < 1. On distingue alors deux cas :
e Si A =0ouB =0, alors BAT =0 donc rang (BAT) = 0.
e Si A#O0etB #0, alors en notant A = (ax)1<k<n et B = (bx)i<kgn, I(1,3) € [1;n]?, ai # 0 et
bj # 0. Or BAT = (ajbi)1<i,j<n donc BAT n’est pas nulle donc pas de rang 0. Ainsi, rang (BAT) = 1.
b. Traduisons la condition d’appartenance a E. Soit C € My, 1(R) et posons M = BCT, alors M2 = BCTBC.
Or C'B € M;(R) qui contient le réel i ckbx = Tr (BCT) = Tr (M) (en notant C = (cx)1<kgn). Ainsi,
k=1
M? = Tr (M)M, le polynome P = X? — Tr (M)X est donc annulateur de M. Distinguons & nouveau deux cas :
e Si Tr (M) = 0, alors X? annule M donc Sp(M) = {0} (car M est nilpotente donc non inversible et
0 est valeur propre de M et la seule racine de X? est 0) et M est diagonalisable si et seulement si
Eo(M) = R™, c’est-a-dire si et seulement si M = 0.
e Si Tr (M) # 0, alors P = X(X — Tr (M)) annule M et ce polynéme est scindé & racines simples dans
R[X] donc la matrice M est diagonalisable dans M, (R).
On en déduit 1’équivalence : M est diagonalisable <= (M = 0 ou Tr (M) # 0). Ce qui peut aussi s’écrire :

(M =0 ou M non diagonalisable) <= Tr (M) = 0. Ainsi, E = {C € M, 1(R) | Tr (BCT) = 0}.



E C Mp,1(R) et 0€E. Soit (C1,C2) € E2 et A € R, Tr (B(ACy +C2)") =ATr (BCT)+Tr (BC1) =A0+0=0
donc ACy + C2 € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de My, 1(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
Traitons deux cas :

e si B=0, E =My, 1(R) donc dim(E) =n.

esiB #£0, ¢ : Mn,1(R) — R définie par ¢(C) = Tr (BCT) est une forme linéaire non nulle car

@(B) =Tr (BBT) = ||B||> > 0 et E = Ker(¢) donc E est un hyperplan de M 1 (R) donc dim(E) =n—1.
c. D’apres ce qui précede, BX' diagonalisable si et seulement si BXT = 0 ou Tr (BXT) # 0. Or comme B # 0
et X # 0, on ne peut pas avoir BX" = 0. Ainsi, BX" diagonalisable si et seulement si Tr (BX') = i] Xy # 0.

K=

Traitons deux cas :

e si n est impair, comme tous les Xy sont & valeurs +1, donc impaires, Tr (BX") impair donc on ne

peut pas avoir Tr (BXT) =0 et U = Q donc P(U) = 1.

— X1

e si n = 2p est pair, les variables aléatoires By = 3 suivent des lois de BERNOULLI de parameétre

n
15 et sont mutuellement indépendantes donc S, = > By = % + %Tr (BXT) suit la loi binomiale de

k=1
. 1 Ty o oy o (2p (1)?(1)219—10_ 2p (1)2P
arametres n, — donc P(Tr (BX') =0 P(S, =p) = P(U) = - - = - .
b L done B(rr (5x7) = 0) = P(sn =) = @ = () (5)" (5 )5
L _ 2p 1\ 2p
On en déduit donc que P(U) =1— P(U) =1 — (E
P
400
a. Comme X(©2) C N par hypothese, P(Q) =1 = P(X=n)=-—2% _donca=2=1=71-1
n=0 1—(1/e) e e
b. Comme nP(X =n) = n(e;i:]l) = 0(1—2) par croissances comparées, la série Y, nP(X = n) converge
e esl n n>0
+00 oo
donc E(X) existe. D’apres le cours, E(X) = > P(X > n). Comme (X > n) = U (X = k) (réunion
n=1 k=n
incompatible), P(X >n) = +ZOO P(X = k) = Sa_a, 11 g E(X) = +2°° 1 -1
' - K=n e e T 1 —(1/e) e ’ et e—1

a. On dit qu’une variable aléatoire X & valeurs dans {—1,1} telle P(X = —-1) = P(X=1) = % suit la loi de

RADEMACHER. Comme —1 < Xy < 1 pour tout k € [1;n]], on a S € [-n;n]. De plus, Xy étant impair, Sy,
a la parité de n. Ainsi, S, () C {-n,—(n —2),---,(n — 2),n}.

Pour aller plus loin, si By = H_Txk pour k € [[1;n], on a By (2) = {0,1} et, comme (Bx =0) = (Xx = —1)

et By =1)=(Xx=1),ona PBx=0)=PBx=1)= % donc By suit la loi de BERNOULLI de parametre

Comme Xj,---,X, sont indépendantes, Bi,---,B; le sont aussi d’apres le cours, et on sait qu’alors

= =

n
n = Y By suit la loi binomiale de parametres n, % Comme S,, = 2T,, — n, on connait donc la loi de S,
k=1

1\ k T\n—k 1
donnée par les relations Vk € [0;n], P(Sn, =2k —n) = (E) (7) (1 - 7) (n) = P(Sn =n—2k).

2 2/ Tk
b. Soit n € N*, (|Snt1| =1) = (Snt1 = 1) U (Sny1 = —1) done, par incompatibilité de ces évenements,
on a P(|Shy1] =1) = P(Spt1 = 1) + P(Spy1 = —1). Par incompatibilité et indépendance de Sy et Xy41

par le lemme des coalitions, comme (Spy41 = 1) = (Sn = 0,Xn41 = 1)U (Syy = 2,Xn41 = —1), on a la



relation P(Spy1 = 1) = P(S“ZZ 0) + P(S“ZZ 2). Comme on peut décomposer 1'événement (Spy1 = —1)

en (Sny1 = —1) = (Sn = 0, Xn41 = —1) U (Sn = —2,Xpn41 = 1), on en déduit de la méme maniere que
P(S, =0 P(S,, = -2

P(snir = 1) = 2O =0 4 FOn =2 0 (5, = 0) = (Isa] = 0) et ([S] =2) = (S = 2) U (50 = ~2)

ce qui donne P(|Sny1]=1) = P(|Sn| =0) + W

c. Comme avant, (|Sni+1] = k) = (ISn] = k+ 1, Xnt1 = —ent1) U (|Sn] = k — 1, X411 = €n41) en notant

en+1 le signe de Sy, 1 donc, avec les mémes arguments d’incompatibilité et d’indépendance de S;, et X171,

P(Sul=k—1) , P(Sal=k~1)
2 2 ’

on a la relation P|S, 1] =%k) =

n n+1
d. Comme |Sy | est a valeurs dans [0;n]], E(|Sn|) = > kP(|Sn| = k). Ainsi, E(|Snt1]) = X kP(|Snt1] =k)
k=1 k=1

quon écrit E(|Snt1|) = P(|Sny1] = 1) + Z kP(|Sn+1] = k). Or, d’aprés la question précédente, on a
(k—1+1) (|Sn|—k—1) (k4+1—1)P(|Sn| =k +1)

P(|Sni1] =X%) = 3 + 5 sik > 2 donc on a
S (k=D P(|Sy]| =k — 1
E(|Sn+1|) — P(|5n| :O) M—F Z ( ) (‘2n| )
W (P(S, =k —1) “+‘ (k+1)IP’(|Sn| =k+1) "H P(S.|=k+1)
+ + - —bnl T
kgz 2 2 2 kgz 2
Ainsi, E(|Sny1]) = P(|Sn| = 0)+ IP’(|5nz| =2) +E(|§n|) L B(Sal=1) ]E(IZSnD _ ]P’(Isnzl =1)_ IP’(ISnz\ =2)
n+1 1 n+1 _ _ _ _
car " (]P’(|Sn|z—k 1) _kzz P(|Sy| 2_k+1) _ P(|snz| =1)  P(|Sa] ;n+1) _ P(|Sa] ;n+2) ot que

k=2
P(Sn|=n+1) _ P(|Sn] jn +2) _ 0. On en déduit bien que E(|Snt1]) = E(|Sn]) + P(|Sn| =0).

2

e. Par imparité de Syny1, on ne peut pas avoir Syn+1 = 0 donc P(San41 = 0). Par contre, Syn = 0 si et

seulement si il y a autant de 1 que de —1 dans les 2n étapes de cette marche aléatoire. Par indépendance

2\ I\m 1\ (2n)!
d 9 3, d/d t d7 \,1 3 PS :0 — (7> <7> = =
€S pas, on en dedul apres le cours que ( 2n ) (n) > 7 ZZTL (n!)z

f. D’apres la question e., la suite (E(|Sn|)n>1 est croissante et, par dualité suite-série, elle converge si
et seulement si > (E(|Sn41]) — E(|Sn|)) converge. Or E(|Szn+2|) — E(|S2n41]) = P(|Szn+1| = 0) et

n>l
2n)! VA (2n) e 1
(l 211+1|) (| 2T1|) (l 2“' ) ZZn(n!)Z +oo ZZn(znn)nZ‘neZn +oo /7'[T1

>~ —— diverge par RIEMANN, on en déduit par comparaison que Y. (E(|Sn41]) — E(|Sn|)) diverge donc
n>1 Tmn n>l

Sachant que la série

que (E(|Sn|)n>1 diverge, c’est-a-dire que lim E(|Sn|) = +o00.
n—-+oo

g. Jai rajouté cette question, pas str qu’elle fasse partie de l'oral ! D’apres une remarque du cours, si
n n

an > O ~ bn >0etsi Y an diverge, alors > ay e >~ by (c’est hors programme). On Papplique ici avec
n>0 k=0 k=0

E(IS2n+11) = E(IS2n]) ~ ﬁ ce qui, comme k;(E(ISzkHI) — E(IS2k]) = E(IS2nt1]) — E([Sz2[) donne

n
E(|San+1]) ol > \% Par comparaison série-intégrale, on montre classiquement que Z — ~ 2\/ﬁ avec
Tk

=1
la décroissante et la continuité de la fonction t +—> ﬁ sur [1; +oo[ dont une primitive est t Z\f . Ainsi,



2(2n +1 2(2
E(lSani1]) ~ 2 %~ J2EE Comme B(lSonl) = E(lSans1]), on a B(Sanl) 2, /B~ 22

donc la suite (%)n21 tend vers \/?et on a E(|Sn|)+oo n,

n s

Notons pour toute la suite Ty la variable aléatoire qui est le résultat du tirage d’indice k s’il a lieu. Par
construction, X, (2) C [1;n] donc Xy, est bornée et admet donc une espérance finie. On suppose bien sir
aussi que chaque boule de I'urne a autant de chance d’étre tirée & chaque étape.

a. Sin =1, on vide l'urne en un seul tirage X; est constante égale a 1 donc E(X;) = 1.

Sin=2 Xp=1) =M =1e X =2)=(Ty =2,T, =1)donc PXp =1) = P(Th) =1) =

PX;=2)=P(M=2)P(T=1|Th=2)=1x1= % Ainsi, par définition, E(X,) = % x 1+

1
2
b. Pourn>2eti=1,ona (Xn=1)=(T; =1) donc P(anl):%.

n
Pourn > 2eti€ [2;n],ona (X =1 = |_|(T1 = j,Xn = 1i). Cette réunion étant disjointe, on a donc
j=2

n
PXn =1) = Y. P(M = 1{)PXn =1i| Ty =j). Or, quand on a tiré la boule j au premier tirage, on
j=2

enleve les boules numérotées j,j + 1,---,n et on se retrouve au point de départ du probleme définissant

Xj—1, une urne contenant les boules numérotées de 1 & j — 1, avec les mémes regles, sauf qu'on a déja

effectué un tirage. Ainsi, P(Xn, =1 |Ty =j) = P(Xj_1 = i —1). Par conséquent, sin > 2 et i € [2;n],

n n—1
P(Xn=1) =+ S P(X;_1 =i—1) =1 3 P(X) =i—1) en posant k =j — 1.

nj=2 =1

Alors, E(Xn) = > iP(X, =1) = -+ 72 Z PXy=i—-1)=—+— Z > iP(Xyx =1i—1) en inversant

&= n onis & n n =i

n—1k+1
la somme double. Mais P(Xy =i—1) =0 dés que i > k donc E(Xy,) = 141 Z Z P(Xx =i—1). Ainsi,
n onZis
;g el ke e ' k+1
EXn)=~+— > 2(1—1+1) P(Xy =i—1) = ~+— Z (14+ E(Xx)) car E(Xx) = > 1—1)P(Xpe =i—1)
n Ny i=—2 n o ny_j i=2

k+1 1 n—1
et P(Q) =1= > P(Xy =i—1). On a donc bien la relation attendue, E(Xy,) =1+ = > E(Xy)sin > 2.

i=2 k=1
c. Méthode 1 : d’aprés b., on a E(X3) = 1+ %(1 + %) =1+ % + % = % De méme, on obtient

1 3 1,1 1,1 ,1 _ 25 o~ 1
Ea) = T+ 11424100y o 1oyl o B0 g gem E(Xn) = Hp = > 4

(X4) PTURE R tyt3ty =5 semble que E(Xn) n kz::k

pour tout entier n € N*. On a déja réalisé l'initialisation pour n = 1, et n = 2. Soitn > 2 tel q

n—1 k
Vk € [1;n — 1], E(Xx) = Hy, d’apres la question b., on a E(X;,) =1 —|— Z E(Xy) =1 + Z Z ] donc
=1j=1

n—1n— n—1
E(Xp)=1+1 3 Z 1 =1 —|— Z LSS R ( > ]) —n=1 _ . Par principe de récurrence forte,
L j =1 n

on a bien Vn € N*| E(Xn) =Hn donc E(Xn) o In(n) (par comparaison série-intégrale avec x — l).
o0

X
n—1 n

Méthode 2 : d’apres b., pour n > 2, nE(Xy) =n+ > EXy) et (n+ 1) EXnt1) = (n+1)+ > E(Xk)
k=1 k=1

done (n + NEXni1) = 1+ nEXn) + EXn) = (0 + DEXn) + 1 d'ott E(Xni1) — E(Xn) = ﬁ Par

n—1 n—1
télescopage, on a donc E(Xn) = E(X7)+ > (E(Xkt1) — E(Xx)) =1+ 2 kLH = Hn et E(Xy) o In(n).
k=1 k=1 o0



a. e Par définition de X1X2, on a X1X2(Q) C {-1,1} et X3X2=1)= (X3 =1, X2 =1)U (X3 =-1,Xz = —1)
donc, par incompatibilité de ces deux évenements et indépendance de X1, X2, P(X1X2 =1) = p? + (1 —p)?.
De méme, (X1X2 =1)=(X; =1,X2=-1)U (X3 =—=1,X2 =1) donc P(X;Xz =—1) =2p(1 — p).
(<) Si X1X2 et X7 sont indépendantes, P(X1Xz = —1,X; = 1) = P(X;X2 = —1)P(X; = 1) par exemple.
Or (X1X2 = —1,X; = 1) = (X; = 1,Xa = —1) donc P(X;X; = —1,X; = 1) = P(X; = 1,Xz = —1)
donc P(X1X2 = =1,X; = 1) = P(X3 = 1)P(X2 = =1) = p(1 — p) car X3,X2 indépendantes et on a
p(1—=p) =2p(1 —p)p qui équivaut & p(1 —p)(1 —2p) =0 donc p = % car p €]0;1][.

1

(=) Réciproquement, si p = 20 ona P(X1X2 =1) = P(X41X2 = —1) = De plus, pour tout couple

—_ =

(51,52) S {—1,1}2, on a (X] = ¢1,X1X2 = 52) = (X] = €1,X2 = 8182) car ; = €1 puisque &1 € {—1,1}7

ainsi P(X] =¢e1,X1X2 = &2) = P(X] =¢€1,X2 = 8162) = P(Xg = E1)P(X2 = 8182) = % donc on en déduit
la relation P(X7 = ¢1,X1X2 = €2) = P(X5 = &1) P(X1X2 = €2), les variables X7 et XX, sont indépendantes.

Par symétrie entre X; et Xz, X2 et X2X7 = X1X; le sont aussi.

En conclusion, X7 et X1Xz (resp. Xz et X1X2) sont indépendantes si et seulement si p =

N\—‘

b. Ecrivons la loi du couple (X1,X2). Pour (e1,¢2) € {—1,1}2, (X1,X2) = (e1,¢2)) =
donc, par indépendance de X; et Xz, IP’((XI,XZ) = (51,52)) =P(X; =¢e1,X2 =¢e2) = P(Xy = &1)P(Xz2 = ¢2)
donc P((X1,X2) = (1,1)) = p%, P((X1,X2) = (1,=-1)) = p(1 —p), P((X1,X2) = (=1,1)) = p(1 —p) et
P((X1,X2) = (=1,=1)) = (1 —p)%.

X1X2 et (X7,X2) ne sont indépendantes pour aucune valeur de p car (X1X2 = —1,(X3,X2) = (1,1)) = 0 donc

P(X1X2 = —1,(X1,X2) = (1,1)) = 0 alors que P(X1Xz = —1)P((X1,X2) = (1,1)) = 2p3(1 —p) # 0.

—~

X1 =¢e1,X2 = €2)

a. Quand on choisit I'urne U, la probabilité de tirer une boule blanche est de i, et comme les tirages se font
P

avec remise, ils sont indépendants. D’apres le cours, la loi de Ny, sachant A; est la loi binomiale 3(11, i).
P

n i\ k i\n—k
Par conséquent, Po, (N, =k) = (k) (7) (1 — 7> pour i € [0;p] et k € [[0;n].
p p

b. La variable aléatoire N, est bornée car 0 < N, < n donc elle admet une espérance finie et on a
n

par définition E(N,) = > kP(N, = k). Comme {Ag,---,Ap} est un systeme complet d’évenements,
k=0

P
ona P(N, = k) = > Pa,(Np = k)P(A;) par la formule des probabilités totales. Si on suppose que
i=0
i ]PAi (N'P - k).

i=0 p+1

1 n n ik i\n—k
a donc la relation E(N,) = —— > k> <k> (7) (1 - 7> . En inversant cette somme double, on
i p p

P n i\ k i\n—k —1
obtient E(Np) = 1 3k n (l) (1 — l) qui devient, car k R et en posant le
i k/ \p p k k—1
i

N —1 j n—1-j
changement d’indice j = k — 1, E(N,) = Z Z (n ) (f) (1 - 7) . Or, avec le binéme
P +1 =0 P j=0 p P

toutes les urnes ont la méme chance d’étre choisies, P(N, = k) = En reportant, on

n—1 -1 iNJ n—1-j i i\n—1
de NEWTON, on a Y. (n )(1> (1 — l) = (1 . + l) = 1 donc on obtient finalement
j=0 P p



i np(p+1) = I Rien que de trés prévisible car il y a autant de chance en général

] Sor 2p+Tp 2

de tirer des boules blanches ou noires et on tire n en tout.

M'd

E(Np) =

i

P n—k
c. Pourk € [I;n—1],ona P(N, =k) = 1 > <n> (f) (1 ,l) d’apres la question précédente donc
+1{=0\k/ \p P
Ok-l'l’l—k. 1 P k
P(Np =k) = (n> L[ -y (l> (1 ) ] Comme fy : x = x*(1 —x)™ ¥ est continue sur
k/p+1 p p i=1 \p
LR —k P :
le segment [0; 1], et que 1 > ( ) (1 - l) =1=0 > fk<l) est une somme de RIEMANN associée &
Pi=1\P p P i=1
1 & /K —k
cette fonction, par théoréeme, lim - Z (l) (1 — ) = f fi(x)dx. Il est clair que lim P
p—=+oo p =) \p p—+oop + 1
kin—k 1
et lim &1 =0 donc, par somme et produit, lim P(Np =k) = <n> f X1 —x)"kax.
p—+too P p——+oo k 0

a. Par construction, on a X(2) = [2;+00] et Y(Q) = [[1;+00] en convenant que Y = 400 si on n’obtient

jamais pile et X = 400 si on n’obtient jamais la séquence “pile-face”. On a aussi X > Y + 1. En notant

I’événement P, = “on tombe sur pile au lancer k”, on peut écrire, pour des entiers x > 2 et y > 1 tels que
y—1 x—1
x>y, X=xY=y) = ( ﬂ Pi) N ( ﬂ Pi> N Px. On suppose que (Pi)i>1 est une suite d’événements

indépendants ce qui montre d’apres le cours que Py,---Py_1,Py,---,Px_1,Px le sont aussi ce qui donne

y—1 . x—1 .
PX=x,Y=y)= ] P(P;) x H P(P;) x P(Px) = 217 car la piece est équilibrée par hypothese.

i=1

Par encadrement, P(Y = +00).

n
Pourn > 1, (Y = +00) ﬂ donc 0 < P(Y = +00) < 2“

x—1
+oo
b. Soit x > 2, on a (X =x) = |_| (X =x,Y =y) (réunion disjointe) donc P(X =x) = > P(X =x,Y =vy)

y=1
1 = 1
par o-additivité. Ainsi, P(X = x) = XZ;" On sait que Vt €] — 1;1[, > 7! = ﬁ =T 1. On
=2 - -
X too ]
dérive & l'intérieur de I'intervalle ouvert de convergence pour avoir Vt €] — 1;1[, > (x — )t¥ 72 = -2
x=2 -
+oo tz 1 +oo
donc Vt €] — ;1 > (x —1)t* = ——>. En prenant t = -, on a », P(X = x) = 1 donc, comme
x=2 (] - t) 2 x=2
+oo +oo
Q= (X=4oc0)U ( |_| X= x)), il vient P(X = +00) =1 — > P(X = x) = 0 comme attendu.
x=2 x=2
e TP x(x —1) (s . oo 2
c. EX)= > xP(X=x)= ) ——=—. On dérive une autre fois ¥Vt €] — 1;1[, > (x - Nt* = ——
x=2 x=2 2 x=2 (1 - t)
: = 1 2t N = 27 1
pour avoir Vt €] = 1;1[, > x(x—1)t*"' = —“—=douVt €| -1;1[, > x(x—1)t* = —“—5. Avect = =
x=2 (] - t) x=2 (1 - t) 2
a nouveau, on a E(X) =4.
—+o0
a. Comme X(©2) C N, pour n € N,on a (Y =n) = |_| P(X = k,Y = n) (incompatible) donc, par
k=0
+oo n n\ p
o-additivité, on a P(Y = n) = > P(X = kK, Y = n) = >, 5 z—n(l — p)™ d’apres I'énoncé. Ainsi,
= k=0

n
P(y =n) = 2%(1 —p)" kZO (n) = L(1 —p)"(1+1)" = p(1 —p)™. Par conséquent, 1 + Y suit la loi



géométrique de parametre p car (1+Y)(Q) C N*et P(Y+1=n)=P(Y=n—1)=p(1 —p)" "

+oo

b. On sait que ¥x €] — 1;1], % = Y x™. En dérivant cette relation k fois sur l'intervalle ouvert
—x -

de convergence de cette fonction développable en série entiere, on obtient la formule du bindéme négatif

Vx G] _ ]][ k! _ J'io n! ank - 1 _ Jlio n ank
Y (1 - x)k+] n=k (TL - k)' (1 - x)k+1 n=k \k .
+oo
c. ke N, (X =k) = |_| (Y =n, X = k) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on obtient comme
n=0

avant P(X = k) = g P(Y =n, X =k) = p§ <E> (%)“m -p)" = p(?)kg (Z) (1%]3)“—3

s 200 =5 (152 e = () (5 = () (-3 e

2
simplification. Comme en ti 1 + X suit la loi géométri d et _Zp
p . question a., 1+ X suit la loi géométrique de parametre T4y

2 2
PX=Y=0)=p# ]Jj_— = P(X=0)P(Y =0) car p2 #p : X et Y ne sont pas indépendantes.
P

d. Z prend presque siirement ses valeurs dans N d’apres les conditions imposées a X et Y et pour m € N,

+oo +oo k
comme avant, on a (Z = m) = |_| X=% Y=m+k)donc P(Z=m)= > (m;— >am+k(1 —p)™ Ty,
k=0 k=0
k k T /i :
Comme (m+ > = (m+ ) et en posant i = m+k, ona P(Z =m) = > <1>(a(1 —p))'p donc
k m i=m \M

et (o)
2

Ainsi, 1+ Z suit la loi géométrique de parametre %_p—, comme X.
P

e. Comme P(Y =n) = p(1 —p)™ > 0, la loi de X sachant (Y = n) existe pour tout n € N. Si k > n,
P(X = k|Y = n) = 0 par hypothese et, si k € [0;n], P(X =k|Y =n) = W
=n

n
(1/2)"(1 —p)"p n
P(X=k|]Y=n) = <k> _ (n) (%) . La loi de X sachant (Y =n) est la loi B (n, %)

p(1—p)" k

20.10) a. X est le nombre de succes dans une répétition de n expériences (obtenir la face 1 au k-iéme lancer) de

par définition donc

BERNOULLI indépendantes de méme parametre p. D’apres le cours, X suit alors la loi binomiale B(n,p). De
méme, Y ~ B(n, q). Bien slr, puisqu’il n’y a que des faces 1, 2 ou 3, en notant Z le nombre de 3 obtenus, on
aZ=n—X-—Y et, comme avant, Z ~ B(n,r).

b. Notons, pour un lancer m, L, le résultat du m-ieme lancer. Pour (i,j) € [1;n]? tel que i +j < n, on
j

a(X=1Y=j) = | | (h ) (OLbk: ) ( N (Lk:3)>.Par

1<aj<--<aj<n ke[Tn]\I
1<b, <-~-<b,—§n

I={ay,ai}n{by,bj}=0

—.

i
indépendance des Ly, chaque événement ( ﬂ a4 = ) ( ﬂ Ly, = ) ( ﬂ (Ly = 3)) a pour
k= k=1 ke[T;m]\I

1
probabilité ptgdr =+, Orily a () ( ) évenements de ce type, c’est-a-dire de maniere de choisir i

entiers dans [1;n] (les lancers qui vont donner 1) puis j entiers dans les n — i restants (ceux qui vont donner



2), les autres donnant forcément 3.

On trouve donc, si (i,j) € [1;n]]? tel que i +j <n, P(X =1,Y =j) = (n) (n - 1)p“‘“qu”ij.
1 )
Comme (X =n,Y =n) = ) car on ne peut pas avoir n fois 1 et n fois 2 en n lancers, P(X =n,Y =n) =0

alors que P(X =n)P(Y =n) =p™q™ # 0 d’apres a.. Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.
+oo
d. Comme N(f2) = N, on a aussi X(2) = N. Pourie N, (X =1) = |_| (X =1,N =n) car on a forcément

n=i

+oo
X < N. Ces éveénements étant incompatibles, par o-additivité, on a P(X =1i) = > P(X = i{,N = n) donc
oo n=1i
PX =1i) = Y P(X = iN = n)P(N = n). Or, la loi de X sachant (N = n) est la loi binomiale de la
n=i

question a. car on compte le nombre de 1 dans une répétition indépendante de lancers de méme loi. Ainsi,

too . . —)\}\ﬂ —A Izt Hoo yn—ifp _ yn—i —Aiqi —pA i
PX=1)= 3 (n>v‘<1—p>“‘e =22 MO =p)T T eTpA ) - e T (PA)

n! i = (n—1)! il il

n=i
Par conséquent, X suit dans ce cas la loi de POISSON de parametre pA. Par symétrie, Y ~ P(qA).
“+oo
Soit (1,j) € N2, (X =1,Y =j) = || (X =14Y =jN =mn)carona X+Y <N. A nouveau, par
n=i+j
“+oo
incompatibilité de ces événements et o-additivité, on a P(X = i,Y =j) = > PX =1Y =j N =n)
n=i+j
“+oo
donc P(X=1,Y=j)= > PX=1iY =jN=n)P(N =n). En se servant de la question b., on a donc
n=i+j
oo MM\ =1\ i n_iie A e MpigIatt oo n—iojyn—ioj
PX=iY=j)= X} () ( ) >]olq]r"_l_J = — > I —A  quise simplifie
) n=i+j \1 J n! ilj! ey (m—i—j)!
e—Apiini+ieTA e—?\(P-*-Q)piqi)\i-H' e—P?\pi)\i y e—q?\)qu\i

en PX=1,Y=j) = ih! - 5! T ]

carr=1—p—gq. On a

donc V(i,j) € N2, P(X =1,Y =j) = P(X =1i) x P(Y =j) d’apreés d. donc X et Y sont indépendantes.



