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CHAPITRE 14
FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

(© Ce chapitre est consacré a 1’étude des fonctions f de RP dans R. On a parlé de leur continuité dans
le chapitre sur les espaces vectoriels normés et on va maintenant voir leur aspect “dérivable”. Par contre, un
f(Xo +h)— f(xo)

h
va donc considérer des dérivées partielles (en cas d’existence) qui correspondent a la dérivée d’une fonction
vectorielle dans une direction donnée.

taux d’accroissement n’a pas de sens en général pour un vecteur h € RP dés quep > 2. On

Ces notions de dérivées successives des fonctions vectorielles interviennent dans la détermination des
extrema des fonctions vectorielles et dans les équations aux dérivées partielles.

Une équation aux dérivées partielles (abrégé en EDP) est une équation différentielle dont les solutions
sont les fonctions inconnues dépendant de plusieurs variables vérifiant certaines conditions concernant leurs
dérivées partielles. Elle a souvent de trés nombreuses solutions, les conditions étant moins strictes que dans
le cas d'une équation différentielle ordinaire a une seule variable. Les problemes comportent souvent des
conditions aux limites qui restreignent I'ensemble des solutions. Alors que les ensembles de solutions d’une
équation différentielle ordinaire sont paramétrées par un ou plusieurs parametres correspondant aux condi-
tions supplémentaires, dans le cas des EDP, les conditions aux limites permettent de paramétrer les solutions
par l'intermédiaire de fonctions ; intuitivement cela signifie que 1’ensemble des solutions est beaucoup plus
grand (de dimension infinie dans le cas des équations linéaires), ce qui est vrai dans beaucoup de problémes.

Les EDP sont omniprésentes dans les sciences puisqu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des
structures ou en mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation, de 1’électromagnétisme
(équations de MAXWELL), ou des mathématiques financiéres (équation de BLACK-SCHOLES). Elles sont
primordiales dans des domaines tels que la simulation aéronautique, la synthese d’images, ou la prévision
météorologique. Enfin, les équations les plus importantes de la relativité générale et de la mécanique quan-
tique sont également des EDP (équation de champ d’EINSTEIN et de SCHRODINGER).

L’un des sept problemes du prix du millénaire consiste a montrer I’existence et la continuité par rapport
aux données initiales d’un systeme d’EDP appelé équations de NAVIER-STOKES.
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(PROGRAMME]

Les dérivées partielles d’une fonction numérique définie sur un ouvert de R? ont été introduites en

premiére année. L’objectif de cette section est d’approfondir et de généraliser cette étude aux fonctions de
p = 2 variables.

L’étude d’une fonction de RP dans R™ se ramenant a celle de ses coordonnées, cette section se consacre

a I'étude des fonctions de RP dans R. Elle est axée sur la mise en place d’outils permettant de traiter des

applications du calcul différentiel a I'analyse et la géométrie. On se limite en pratique au casp =2 oup = 3.

1 : Fonctions de classe C'

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
Dérivée en un point selon un vecteur. Notation D, f(a).
Dérivées partielles d’ordre 1 en un point d’une fonction Notation aa—)j(a). On peut aussi utiliser 9;f(a).
1

définie sur un ouvert 2 de RP a valeurs dans R.

Une fonction est dite de classe C! sur € si ses dérivées

partielles d’ordre 1 existent et sont continues sur 2.

Opérations sur les fonctions de classe C'.

Une fonction de classe C! sur £ admet en tout point a La démonstration n’est pas exigible.

de 2 un développement limité d’ordre 1. Une fonction de classe C! sur Q est continue sur €.

Différentielle de f en a. Elle est définie comme la forme linéaire sur RP :
P
af(a) = (h1yeo hp) = 30 A (a)his
i=1

Notation df(a) - h.

2 : Reégle de la chaine

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
Dérivée de t — f(x1(t), -, xp(t)). Interprétation géométrique.
Application au calcul des dérivées partielles de : En pratique, on se limite a n <3 et p < 3.
(w1, yun) — f()q (w1, oy un )y ooy xp (W, oy un)). Les étudiants doivent connaitre le cas particulier

des coordonnées polaires.
Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert

convexe.

3 : Gradient

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Dans RP muni de sa structure euclidienne Le gradient est défini par la relation df(a) - h = (Vf(a),h)
canonique, gradient d’une fonction de classe C'. pour h € RP,

Coordonnées du gradient. Notation Vf(a).
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4 : Applications géométriques

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Courbe du plan définie par une équation Lignes de niveau de f.

f(x,y) = 0 ot f est de classe C'.

Point régulier. Le gradient est normal a la On admet que la courbe admet un paramétrage local de classe C'.

tangente en un point régulier. Détermination d’une équation de la tangente en un point régulier.
Lorsqu’il est non nul, le gradient de f est orthogonal aux lignes
de niveau et orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

Surface définie par une équation f(x,y,z) =0

otl f est de classe C'.

Point régulier. Le plan tangent en ce point

est défini comme orthogonal au gradient.

Courbe tracée sur une surface. Dans le cas d’une courbe réguliere, la tangente a la courbe est

incluse dans le plan tangent a la surface.

5 : Fonctions de classe C?2

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES
Dérivées partielles d’ordre 2 d’une fonction définie sur  Notations %aij
un ouvert de RP a valeurs dans R.
Fonction de classe C? sur un ouvert de RP.
Théoreme de SCHWARZ. La démonstration est hors programme.
Matrice hessienne en un point a d’une fonction de Notation H¢(a).
classe C? sur un ouvert de RP & valeurs dans R.
Formule de TAYLOR-YOUNG & lordre 2 : La démonstration est hors programme.

fla+h) =, f(a) + (Vf(a))Th + %hTHf(a)h + o(||h|[?). Expression en termes de produit scalaire.

6 : Extremums d’une fonction de RP dans R

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Extremum local, global.
Point critique d’une application de classe C'.
Si une fonction de classe C! sur un ouvert de RP admet un
extremum local en un point a, alors a est un point critique.
Si f est une fonction de classe C? sur un ouvert de RP et Adaptation & I’étude d’un maximum local.
a un point critique de f: Explicitation si p = 2 (trace, déterminant).

- si He(a) € SFT(R), alors f atteint un minimum

local strict en a;
- si He(a) ¢ S (R), alors f n’a pas de minimum en a.
Exemples de recherche d’extremums

globaux sur une partie de RP.
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[PARTIE 14.1 : FONCTIONS DE CLASSE C°)

REMARQUE 14.1 : Rappels, soit p € N*, un ouvert Q2 de RP, une fonction f: 1 - Ret a € Q :
e f est continue en a si et seulement si Ve > 0, Ja > 0, Vx € Q, ||x — a|| < « = [f(x) — f(a)| < e.

e Cette définition ne dépend pas de la norme employée dans RP car elles sont toutes équivalentes.

e Sif est lipschitzienne sur B(a,r) N Y, pour r > 0 alors f est continue en a.

e Pour h € RP, lapplication ¢n : t € R +— f(a+ th) est définie sur un intervalle | — ;7| et si f est
continue en a, l'application ¢y est continue en 0 pour tout h € E (continuité partielle selon h).

e f partiellement continue (selon toute direction) en a n’y est pas forcément continue.

3 2 2 3
EXEMPLE 14.1 : o f1(x,y) = % + 3xy2 _T_zé Y=Y _ est prolongeable par continuité en (0,0).
x Yy

o f2(x,y) = W "|)|:|J’I|y‘) si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0 est continue sur R?.

o f3(x,y) = ﬁy? n’est pas prolongeable par continuité en (0,0) bien que bornée.

2
o f4(x,y) = Tx_yF? non plus en (0,0) méme si elle partiellement continue en (0,0) et ceci dans

toutes les directions (c’est-a-dire t — f4(ta, tb) tend vers 0 si (a,b) € R? est un vecteur non nul).

[PARTIE 14.2 : FONCTIONS DE CLASSE C'|

REMARQUE 14.2 : On se donne un ouvert ) de RP (muni de n’importe quelle norme) et a € RP :

e Comme () est un ouvert, il existe un réel r > 0 tel que B(a,r) C Q.

e Pour un vecteur non nul v de RP, il existe un réel oo > 0 tel que Vt €] — a; [, a +tv € Q.

14.2.1 : Dérivées partielles et selon un vecteur non nul‘

DEFINITION 14.1 :

Avec ces notations, sif:Q — R et siv#0¢€ RP, on dit que f admet en a une dérivée selon le vecteur

v si la fonction @q,y ] — o «[— R définie par ¢ q(t) = f(a + tv) admet une dérivée en 0. Dans ce cas, on
fla+ tv) — f(a)

note Dyf(a) cette dérivée, qui vaut donc Dyf(a) = lin(1) —
t—

EXEMPLE 14.2 : Soit f: R? — R définie par f(x,y) = x* — y? +x3 +y*, calculer la dérivée de f

en (0,0) selon les vecteurs vi = (1,1) et vo = (1, —1).

REMARQUE 14.3 : Soit f: Q2 — R et a € Q avec v > 0 tel que B(a,v) C Q. Si B = (e1,---,ep) est la
base canonique de RP, pour k € [1;p], s0it @q,k :] —T;7[— R telle que Vt €] —7;7], @qx(t) = f(a+tex).

DEFINITION 14.2 :
Soit f: Q — R et a € Q, avec les notations précédentes, on dit que f admet en a une dérivée partielle

d’ordre 1 par rapport & la k-ieme variable si ¢ i est dérivable en 0 et on définit alors cette dérivée

. p . fla+tex)—f(a
partielle par, notée dyf(a) ou a%((a) par 3xf(a) = %(a) = @ x(0) = ll_?}) ( :) (a)

= D, f(a).
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REMARQUE 14.4 : Dans le cas d’une fonction de deux variables f :

les exercices par f : (x,y) — f(x,y), si a = (a7,az2) € R? :

(91f(a) = 01f(ar,a2) = a?f] (@)=) $(ar,a2) = lim
(azf( ) = azf(a1,a2) aaxfz (a) = ) %(ahaz) = 11_1;%

R? — R souvent introduite dans

((11 +t,ax) — f(a1,az)

((1] ) (12) .

)
t
(a1,a2 +t)
t

(© Par exemple, en dehors de tout point singulier (ou la fonction est prolongée par continuité par exemple),

les dérivées partielles se calculent naturellement en “fixant” une des variables et en dérivant par rapport a

Pautre : pour calculer §1f(a), on fixe az et on dérive par rapport & x (en prenant la valeur finale en (a7, az)).

Soit a € Q et f,g

( ’ ra ’
PROPOSITION OPERATOIRE SUR LES DERIVEES PARTIELLES 14.1 :

e f+ g en admet aussi et Vk € [[1;p], w(a) = aan(
e Af en admet aussi et Vk € [[1;p]], aa(i\z)( ) = ASx k( a).

e fg en admet aussi et Vk € [[1;p], a’()(ii)( ) =g(a %( a) +
e I en admet aussi et Vk ¢ [;el, (a];/]? (

e g of en admet aussi et Vk € [1;p], a(g)fif)(a) =

: 2 — R des fonctions qui admettent des dérivées partielles d’ordre 1 en a
telles que g(a) # 0. Soit ¢ : I — R dérivable en f(a) avec I intervalle ouvert :

99

)+axk

(a)-

aaTk(a) x ¢’ (f(a)).

DEMONSTRATION :

Pour a € ), k € [[];‘p]], notons comme dans la définition ci-dessus les deux fonctions
@ak ] —77[= Ret gk ;] — ;3 r[— R définies par 9ok (t) = f(a + tex) et Yq,k(t) = g(a + tex), elles

2 (@) et W 1 (0) = 2L (a).

Pour les cing points de la proposition, par opérations sur les fonctions dérivables, les fonctions t —> (f —|—g) (a—i—tek),
— (Af)(a + tex), t — (fg)(a + tex), t — (f/g)(a + tex) et t — (@ o f)(a + tex) sont dérivables en 0
car elles sont définies au moins sur } —T; r[ et qu’elles valent respectivement @ q x + Il)a,ky }\(Pa,k, ©a,k X lba,k,

sont, par hypothese, dérivables en 0 avec (p/(1 k(O) =

Lak of @ 0 @q k- De plus, leurs dérivées en O valent bien, respectivement, (plmk(()) + 1])Ia>k(0), ?\(plmk(()),

a,k
(pla,k(o) X 1I”a,k(o) + (Pa,k(o) X 1|)/a)k(0), Pa k(o)lpa’lzl(;)i‘:(g;;ik(o)wa k(O)

((1) 75 0, les valeurs attendues, & savoir a?jk

2 (a)) et L

et @ 1 (0) X @' (9a,x(0)),
99

(a) + 2 (a),

(a) x ' (f(a)).

3

c’est-a-dire, puisque (pa‘k(O) = f(a) et lba‘k(O) =g

g (@) 9(@) R (@) + (@) ). 7l (o) () — @

0Xy 0Xk

(x,y) # (0’ O)

EXERCICE CLASSIQUE 14.3 : Soit f: R? — R définie par f(x,y) = T"% si
x Y

et £(0,0) = 0. Calculer en tout point (x,y) € R? les dérivées partielles d’ordre 1 de f.
REMARQUE 14.5 : Sif: R3 — R est présentée par f : (x,y,z) + f(x,y,z), si a = (a7,a2,a3) € R3 :

. f t —f

(31f(a) =31f(ar, a2,a3) = —aa;c] f(a) =) gi(auaz,as) = lim (a1 + ’az’a3J)[ (a1, a2,03)
. flayj,az +t,a3) — f(aj,az,a

(92f(a) = 32f(a1, az,a3) = —aquf(a) =) %(a1,az,a3) = lim (a1, 3’)c (a1,02,03)
. f t) —f

(33f(a) = 33f(ar, az2,a3) = —aa:g f(a) =) %(ahaz, a3) = lim (a1, 02,03 + *)c (a1,02,03)
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14.2.2 : Classe c', développement limité et différentielle

DEFINITION 14.3 :
Soit f: QO — R, on dit que f est de classe C! sur Q si ses dérivées partielles d’ordre 1 existent et

sont continues sur 2. On note C' (2, R) I’ensemble des fonctions de classe C' sur €.

EXFERCICE CLASSIQUE 14.4 : Montrer que f de I'exercice 14.3 est de classe C! sur R2.

DEFINITION 14.4 :

f:Q — R admet en a € ) un développement limité d’ordre 1 sl existe o1, -- -, xp Téels tels que :
fla+h)=f(a) +arhi +- -+ aphy +o([|h]]) sih=(h1, -+, hp),

c’est-a-dire Ve > 0, Ja >0, Yh € RP, (||h]| < ax eta+h € Q) = ’ (a+h)—f(a)—arhy— - —aphp| < €[h]].

THEOREME SUR L’EXISTENCE D’UN DEVELOPPEMENT LIMITE D’ORDRE 1 POUR
UNE FONCTION DE CLASSE C' SUR UN OUVERT (ENORME) 14.2 :

Soit f: Q2 — R de classe C', alors f admet en tout point a € Q un développement limité :
of of :
f(a+h)§f(a) +hig;(a) +-~-+hpm(a) +o(|[n]]) si h=(hy, -, hp).

DEMONSTRATION : Elle est non exigible.

On va faire la démonstration avec p = 2, le cas général se fait avec les mémes arguments.

Soit B = (61 s ez) la base canonique de Rz, a = ajej+azez. On choisit la norme 1 dans R2. Soit T > 0 tel que
B1(a,1) C Q, pour h = (hy,hy) € R2 si|[h]|; < Tet A =|f(a+h)—f(a) — hy a?f]( ) — hzaaxfz( NE

A < f(a+h) = f(ar+h1,02) ~ha 2 (a) —|—‘f(a1+h1,az)—f(a)—h1aaT1(a)

par inégalité triangulaire.

Par le théoréme des accroissements finis, dc1 € ]C11 ;a1 + hy [, f(a1 + hiq, az) - f(a1 s az) = hy aan](C] N az)

et dey € ]Clz; az —|—h2[ f(a1 + hy,a2 + hz) — f((11 + h],az) = hzaan(a1 + h],Cz) Par continuité de

T CREVE O

Pour ¢ > 0 et &1 et &) associés dans llmphcatlon ci-dessus, si h &€ Rz et HhH] B = Min(r, 1, x2),

%ena(jZ]ouZ) Ve >0, doj > 0, Vk € R?, k|1 < « < e

alors Ay = ’f a+h)—f(a; + hy,a2) — hz ‘ = |hy Egcfz (a1 + hi,c2) — aich (a )‘ < ¢|hz|. On
majore aussi A7 = ‘f a1 + h],az) — f( ) — h1aan1(a ‘ = ‘h] aan](C],az) - h]%(a)‘ < £‘h1| donc
|f(0. + h) - f(a) —hy aaxf ( ) hy aaxfz ( )| < 8‘ |hH1 ce qui est la définition du développement limité attendu.
PROPOSITION SUR UNE CONDITION SUFFISANTE DE CONTINUITE 14.3 :
Une fonction de classe C' sur ) est continue sur .
DEMONSTRATION : Revenons en dimension p quelconque. Soit a € §2. L’application @ : RP — R définie par
o(h) = hy aflf] (a)+---+ hpaan((l) est linéaire donc continue (dimension finie) : rlllﬂ}) o(h) = ¢(0) =0.
—

D’apres le développement limité du théoréme précédent, llm ( ( + h) ( ) — (p(h)) = 0 car, par exemple

pour € = 1, on a |f a+ h) — f( ) (p(h)| < ||h|| des que HhH est assez petit. Ainsi, par somme, comme
fla+h) —f(a) = (f(a+h) — f(a) — ¢(h)) + @(h), }Ein})(f(a +h) —f(a)) = 0: f est continue en a.
—



FONCTIONS DE CLASSE C! 239

REMARQUE 14.6 : Attention : si f admet en tout point de € des dérivées partielles sans qu’elles soient

continues, cela n’implique méme pas la continuité de f sur 2.

THEOREME OPERATOIRE SUR LES FONCTIONS DE CLASSE C' 14.4 :
Soit f,g : & — R des fonctions de classe C' sur Q telles que g ne s’annule pas sur (). Soit
@ :1— R de classe C! sur I intervalle ouvert avec f(Q) C I :

e f+ g est de classe C! sur Q et Vk € [[1;p], a(faftQ) = aa%k + 6%?{
d(Af)

— 3. 0f
0Xk =A :

e Af est de classe C' sur Q et Vk € [1;p],

(%)

fg est de classe C! sur Q et Vk € [[1;p], a(ii) =gx aa—fk +f X %%

T est de classe C! sur Q et Vk € el a(a];/f) = Lz gx b —fx ﬂ)
g9 9
)

¢ of est de classe C' sur Q et Vk € [[1;p], o = oy (¢’ of).

DEMONSTRATION : D’apres la proposition 14.1, avec ces hypotheses, les dérivées partielles de ces fonctions f+ g,

Af, f X g, f/g, @ o f existent et leurs expressions ponctuelles se traduisent globalement sur Q) par les relations

ci-dessus. D’apres ces relations, les p dérivées partielles sont continues sur ) par opérations (somme, multiplication

par une constante, produit, rapport, composée). Ainsi, par définition, ces cinq fonctions sont de classe C! sur Q.

REMARQUE 14.7 :  C' (), R) est donc une algébre.

e Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles (Ia ot le dénominateur ne s’annule pas) et
les composées par des fonctions usuelles sont de classe C' par ces opérations car les applications

coordonnées cy : (x1,"+,Xp) +> xk sont clairement de classe C' sur RP.

_ xyz + Arctan(x>z 4 y*x)

EXEMPLE 14.5 : f: R3 — R définie par f(x,y,z) = —— 5 est de classe C'.
2e¥° Y +sin(z?)

DEFINITION 14.5 :
Sif:Q — R est de classe C' et a € Q, on définit la différentielle de f en a, notée df(a), c’est l'application

P
df(a) : RP — R vérifiant Vh = (hy,---,hy) € RP, df(a)(h) = > hka%(a).
k=1

REMARQUE 14.8 : e On note aussi df(a).h a la place de df(a)(h).

e La différentielle de f en a est donc une forme linéaire sur RP.

14.2.3 : Regle de la chaine et gradient‘

THEOREME DIT REGLE DE LA CHAINE (ENORME) 14.5 :

Soit f : 2 — R de classe C', I un intervalle de R, des fonctions X1, +,xp de I dans R de
classe C' telles que Vt € I, x(t) = (x1(t),--,xp(t)) € Q. Alors la fonction g : I - R définie par
g(t) =f(x1(t), -+, xp(t)) est de classe C' sur I et on a :

Ve e, g/(t) = X ()2 (x(t) + -+, (t)a%(x(t)).
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DEMONSTRATION : A nouveau, on ne le montre que pour p = 2, on adapte si p > 2. Pour tg € [ et
te I\ {to},onag(t) —g(to) = f(x1(t),x2(t)) — f(x1(t),xa(to)) + f(x1(t),x2(t0)) — f(x1(to),x2(t0))-

A nouveau, on utilise le théoréme des accroissements finis qui nous donne l’existence de c2 € [Xz (to);xz (t)]

tel que f(X] (t),xz(t)) — f(X] (t),xz(to)) = (Xz(t) — Xz(to))%()ﬂ (t),CZ) et de c1 € [X] (to);)q (t)]

tel que f(X1 (t),xz(to)) — f(X] (to),xz(to)) = (X] (t) — X1 (tO))aan](C])XZ(tO)) (ceci fonctionne méme si
X1 (to) = X1 (t) ou si X2 (to) =X2 (t) grace aux segments qui ont remplacé les intervalles ouverts).

Ainsi, g(t) — g(to) = (Xz (t) — Xz(to)) aanz (X] (t), Cz) + (X] (t) — X1 (to)) aan] (C],Xz (to)). Par le théoreme

des accroissements finis g(t) — g(to) = (t — to)x/z (tz)% (X] (t), Cz) +(t— to)x'] (t1 )aan] (C1 y X2 (to)) avec
of

t1 et t2 dans ]?;)\,:[, qu’on a intérét a écrire %‘?O(t()) = Xlz (tz)m (X] (t), Cz) + X/1 (t1 )aan] (C1 y X2 (to)).
of

’ 0X)

Par continuité des fonctions X1, X/1 et X/Z sur | et de a@ff sur U, comme lim t7 = to, lim t; = to,
X1 t—=to t—to
lim xq (t) =X (to), Um ¢ = xq (to), Um cp =x2 (to), ce qui implique (par les coordonnées en dimension
t—=to t—to t—to
finie) tli;T (C1 ,Xz(to)) = (X] (to),xz(to)) = X(to), tll‘l][l (X] (t), Cz) = (X] (to),xz(to)) = X(to), on a aussi
0 0

les limites a_l}i;&o) aan](a) = aaT]:(x(to)) et a_l)ixT?.[O) aanZ(a) = aanz(x(to)), on obtient finalement la dérivée

s . t) —g(t
soutaitée g'(t0) = tim 98D — i (10) 2L (x(t0)) + ) 10) B ()

EXEMPLE 14.6 : Soit x(t) =1+ cos(t), y(t) = sin(t), z(t) = 2sin (%), f(x,y,2) = x2 +y? + 2%

Calculer ¢'(t) si g(t) = f(x(t),y(t),z(t)). Quelle interprétation donner a ce résultat ?

REMARQUE 14.9 : La régle de la chaine permet la dérivée d’une quantité physique (température,

altitude, pression, ...) le long d’une courbe paramétrée de classe C' donnée par t — (x1(t), -+, xp(t)) qui

représente un point en fonction du temps donc une “trajectoire” ponctuelle.

THEOREME DE CHANGEMENT DE COORDONNEES (ENORME) 14.6 :
Soit © et I des ouverts de R? et x,y :  — R de classe C', f: ' = R de classe C', le tout vérifiant
V(u,v) € Q, (x(u,v),y(u,v)) €. Alors g: Q — R définie par g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) est de classe

C! sur Q avec les relations :

V(w,v) € Q %&(u,\)) = () (x(u,v), y(w,v)) + %(u,\))%(x(u,v),y(u,v))
, ’ %%(u,v) = g%(u,v)%i(x(u,v),y(u,v)) + %%(u,v)g—;(x(u,v),y(u)v))

DEMONSTRATION : D’abord, g est bien définie avec les conditions imposées ci-dessus.

Par définition, g est de classe C! si et seulement si g admet des dérivées partielles par rapport a U et a v et si

celles-ci sont continues sur §2. g admet une dérivée partielle d’ordre 1 par rapport & U en (u,v) si et seulement
sier:t—=gluttv) = f(x(u +t,v),y(u+ t,\))) est dérivable en 0 et on aura alors %&(u,v) = (p/1 (0).
Posons donc p : t — (X(u + t,v),y(u + t,v)) = (p1 (t),pz(t)) de sorte que @1 = f o p. D’apres la régle de

la chaine, comme f, p7 et p2 donc p sont de classe C' par hypothese, la fonction @1 est elle-méme de classe C1

0
et ona 0 (t) = Py ()L (P(V) + PA(OFL(P(1) = Fx(utt,v) F(p(1) + § (1w +,v) §(p(1)). On
prend maintenant t = 0 dans cette formule et (p/(O) = g%(u,v) = g—ﬁ(u,v)%(p(O)) + %(u,v)%(p(()))

ce qui est la relation attendue sachant que ‘p(O) = (x(u, V), y(u, V))

On fait de méme pour la seconde dérivée partielle qui vaut, si elle existe, %(u,v) = (p/Z(O) avec la fonction

@2 1t glu,v+t) = f(x(u,v+1),y(u,v+1t)) =foq(t)avec q : t = (x(u,v+t),y(u,v+1)).
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REMARQUE 14.10 :

e Comme on écrit (méme en mathématique) rarement les pomts en lesquels on calcule les dérivées

npa
. ro 7o ) u u 0x u Jy
partielles, ces deux formules s’abrégent en : { 3¢ oxof N dy of -
ov. —  0Ovox ' dvoy
e En trois variables, si g : (u,v,w) — f(x(u,v, w),y(u,v,w),z(u,v wy> (toutes les fonctions étant C'
99  _ axaf_i_laf_’_azaf
ou ~ duodx ' Oudy ' Ouodz
sur des ouverts idoines), cela se transforme sans peine en %vq = g%% + % glj + gi g;
99  _ axaf_‘_iaf_i_azaf
ow ~—  Owox ' Oowoy ' 0owOoz

REMARQUE FONDAMENTALE 14.11 : Coordonnées polaires :

e Le passage en polaires correspond & la fonction ¢ : (,0) — (r cos 0,1sin0) définie sur RZ.

e Ainsi ¢(r,0) = (x(r,0),y(r,0)) avec x(r,0) = rcos0 et y(r,0) = rsin 6. ¢ n’est pas du tout injective.

e Si on se donne f: R> — R, on pose g = f o ¢ ce qui revient & : g(r,0) = f(rcos e,rsinﬁ).

e Les fonctions f et g représentent la méme quantité physique (température, enthalpie, pression,...)

mais pas avec les mémes coordonnées : f(1,1) = g(ﬂ, E).

4

e Si f est de classe C1 sur R?, alors g est aussi de classe C' sur R? par le théoréme précédent, on obtient

{

of @ _ sin0dg

%rq = cose + smeay Siv ox — ¢cosb . 00
ir # 0, on peut inverser en .

%g = frswmeg +rcoseglj % = sin9J+C0:e%

DEMONSTRATION : @ On constate qu’en maths, a priori, on peut tolérer des rayons négatifs pour les coordonnées

polaires. On dit juste quun point M = (X,y) € R? admet des coordonnées polaires (T,G) six = 1cos(0) et
y=r Sin(e), ce qui équivaut géométriquement au fait que OM = TE en posant € = (COS(G)) Sin(e)),

® @ n’est pas injective car (p(O,G) = (0,0) quel que soit 'angle O choisi dans R. De plus, pour un point
Mo = (x0,Y0) € R? \ {(0,0)}, en notant Tg = 1/Xé —I—yg > 0 et Op Pargument de zg = Xo + iyp dans
] — ’rt} (par exemple), on a Yk € Z, ¢(ro, 90 + 2km) = @(—70,00 + 2kn + 1) = (x0,Y0)-

® Puisque toutes les fonctions sont de classe C! , on utlhse la formule du changement de coordonnees du theoreme

.99 _ 9xof | dy of 99 _ oxof , 0y of _
146 57 = 57 ox + or 0y —cose +stneay et 35 = 30 dx + Wy — T51n9 +Tcos€

eSir #0, onremplacecoseﬁg—@yg = cose(coseaf+5m9 6f)_sin6( rsmeaf—krcoseg;)
T

T oy
qui se simplifie, étant donné que cosZ 0+sin? 0 = 1, en cos 9—9 _sin® —g af On fait de méme avec ’autre
T
formule et sinf)éq + COTSG% = mn@(coseaf + 51n9 ) 4 cos (—rs1nea +rcoseaalj) = E%

ORAL BLANC 14.7 : En passant en polaires, déterminer les f : R x R — R de classe c!

solutions de 'équation aux dérivées partielles (E) : Xax +ys- = /%2 +y2.

PROPOSITION SUR UNE CONDITION SUFFISANTE DE CONSTANCE 14.7 :

Soit f

: C — R de classe C! oi1 C est un ouvert convexe.
Alors :

f est constante sur C <~ (Vk €[], ai% =0 sur C).

DEMONSTRATION : (:>) si f est nulle, ses dérivées partielles sont clairement nulles dans toutes les directions.

(<:) soit (a,b) S Cz, on crée le chemin @ : t — a + t(b - a) qui est de classe C! car affine, et vérifie

©(0) = act (1) = b : on se déplace sur le segment [a;b] C C car C est convexe. Alors, on a la relation

f(b)—f( ) () g()mg:t}—)f((p(t)). Sionécritaz(a1,---,ap)etb=(b1,~--,bp),a10rs

g(t) = f(ar +t(br — a1),-

[0:1] et ¢’ (t) = (b1 —a; )667( () 4+ (bp — ap)aanp((p(t)) = 0 donc g est constante sur cet intervalle
9

y yap + t(bp — ap)) donc, avec la regle de la chaine, la fonction g est dérivable sur

X

[0; 1] et on a bien g(0) = g(1) donc f(a) = f(b). Ainsi, f est bien constante sur C.
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DEFINITION 14.6 :
Soit f: Q2 — R de classe C', pour tout a € Q on définit le gradient de f en a, noté Vf(a) ou grad f(a),
par la relation Yh € RP, Va € Q, df(a).h = df(a)(h) = (grad’f(a)|h) = (Vf(a)|h).

( ’
PROPOSITION SUR LES COORDONNEES DU GRADIENT 14.8 :

P
Avec ces notations, Va € Q, Vf(a) = grad'f(a) = > %(a)ek.
k=1

N

DEMONSTRATION : Avec la définition 14.5, comme on travaille avec le produit scalaire canonique sur RP, on a
—
par pour tout vecteur h = (hy, - - ,hp) € RP, df(a)(h) = Z hy axk( a) = (grad f(a)|h).

99 _  2xof , 0y of
REMARQUE HP 14.12 : Avec les notations de la remarque 14.10 T 0udx T oudy g o
e ane =A% Y09 o axaf | dyaf
ov ~—  0vox ' 0voy

of 99 x - 9y
définit les vecteurs colonnes X = %X etY=| QU | alorsonaY=]Xenposant]= | o4 Qu | |y

of 99 x dy

ay v v v

matrice jacobienne du changement de variables (u,v) — (x(u,v),y(u,v)). Méme chose en dimension 3.

REMARQUE FONDAMENTALE 14.13 :
Soit  : R?\ {(0,0)} — R une fonction de classe C'. On pose donc g = fo ¢ ou g(r,0) = f(rcos 6,1sin 0)

avec g : RY x R — R (on peut imposer le rayon v > 0 ce qui permet d’avoir au moins unicité de r dans
les coordonnées polaires). On pose e, = (cos 0, sin 9) et eg = ( — sin 0, cos 6) et alors la base (e, ep)
est aussi une base orthonormale directe de R?. Alors, on peut exprimer le gradient grad f(x,y) (pour

(x,y) € R%\ {(0,0)}) en coordonnées polaires avec la relation classique : Vf = %ger +1 ﬁgee

DEMONSTRATION : Pour (x,y) € R?\{(0,0)} avec (r,0) € R x R tel que x = rcos(0) ety = 15in(0),

Vix,y) = %(x,y)m + g—;(x,y)ez par la proposition 14.8. Avec g(r,0) = f(rcos0,1sin0) = f(x,y),
ﬂ—cosegg sin 6 99 —smei+°039

h ¢ d données, ot Ainsi, lacant,
par changement de coordonnées, 7 or . 00 a insi, en remplagan
on a Vf = (COS Gj %)m + (stn 9#q + M)ez ce qui devient en regroupant les termes :

T
0 0 . 0 0
Vf= ﬁ?(cos Beq + sin Sez) + %7‘1( — sinBeq + cos Gez) = gg(r, 0)er + %%(r,e)ee

~

( ’
PROPOSITION OPERATOIRE SUR LE GRADIENT 14.9 :
Soit f,g: Q2 — R sont de classe C' sur (2, g ne s’annulant pas sur Q, ¢ : I — R de classe C! sur I
intervalle ouvert avec f(Q2) C I, alors :

e Si (A\,n) € R? alors grad (Af + pug) = Agrad f + pgrad g.

e grad’(fg) =f x grad'g + g X grad’f.

e grad (f> = 1*2(9 X grad f — f X grad g).

g
9
e grad (¢ of) = (¢’ o f)grad’f.

DEMONSTRATION : Passer par les coordonnées du gradient dans la base canonique, c’est-a-dire les dérivées

partielles avec la proposition 14.8 dont on connait les expressions avec le théoréme 14.4.
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[PARTIE 14.3 : FONCTIONS DE CLASSE C2)

’14.3.1 : Définition et propriétés‘

DEFINITION 14.7 :

Soit f:Q — R, a€Q et(i,j) € [1;p]%, on dit que f admet en a une dérivée partielle d’ordre 2 par
rapport aux variables x; puis x; si 6an ezriste sur un voisinage de a et aan admet une dérivée partielle
j j

2
d’ordre 1 par rapport a xi en a, on note alors afjf(a) ou 87?- an. (a) cette valeur.
b 1 ]

REMARQUE 14.14 : e Il y a donc a priori p> dérivées partielles d’ordre 2 différentes.

e Sii=j, on note 32f(a) ou 0%f (a) a Ia place de 9% f(a) = % (a)
- t axiz p Lt T 0xi0%4 .

e On se restreint en pratique a p =2 oup = 3 ce qui fait 4 ou 9 dérivées partielles a considérer.

DEFINITION 14.8 :

On dit que f est de classe C? sur Q si toutes les dérivées partielles d’ordre 2 existent et sont continues sur
Q. On note C*(Q, R) l’ensemble des fonctions de classe C* de 0 dans R.

PROPOSITION SUR LA LUTTE DES CLASSES 14.10 :

Une fonction de classe C? est de classe C'.
-

DEMONSTRATION : Soit f de classe C2 sur ), alors par définition, toutes ses dérivées partielles d’ordre 1 existent

en tout point de §2 et admettent elles-mémes des dérivées partielles qui sont elles aussi continues sur €). Ainsi, pour

k € [[1 ; 'p]], la dérivée partielle a?:; est de classe C! sur donc, d’apres la proposition 14.3, les fonctions

axk
sont continues sur §). Mais cela est la définition du fait que f est de classe C!sur Q

THEOREME OPERATOIRE SUR LES DERIVEES PARTIELLES D’ORDRE 2 14.11 :

Soit f,g : & — R des fonctions de classe C? sur ) telles que g ne s’annule pas sur ). Soit
¢ :1— R de classe C? sur I intervalle ouvert avec f(Q) C I :

. % (f + 02f o2
e f+gest C2sur Q et V(i,j) € [1;p]?, aSc-lax]-g) = %05 axiang .
2 s 2 9%(A) %f
o Af est C~ sur Q et V(i,j) € [1;p]°, o Aaxiax]- .
. 9% (fg) ) d 2 22
2 T2 9) _ (909 \(.of of (99 o f g
° fg est C sur () et V(l,)) < H]’p]] ’ aXian - (axi> (ax]') + (axi) (an> + gaXian +faXian .

o fet ¢ o f sont aussi de classe C? sur Q.
9

REMARQUE 14.15 : L’ensemble C%(, R) est donc une sous-algébre de C'(Q, R) qui contient les

fonctions polynomiales et les fonctions rationnelles (1a ot elles sont définies).
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14.3.2 : Schwarz et changement de coordonnées‘

THEOREME DE SCHWARZ (ENORME) 14.12 :

; 2 s 2 _d°f %f
Si f:Q —F de classe C* sur un ouvert  alors V(i,j) € [1;p]*, =—— = .
0x10%;j 0% 0%

DEMONSTRATION : hors programme.
EXERCICE CLASSIQUE 14.8 : f de I'exemple 14.3 est-elle de classe C2 sur R27?

REMARQUE 14.16 : Changement linéaire de coordonnées :
e On considére f : R? — R de classe C%, ¢ : (u,v) = (au+ bv,cu + dv) oit (a,b,¢,d) € R*. On pose

alors g : R* — R définie par g(u,v) = f(¢(u,v)) = f(x,y) si on pose (x,y) = @(u,v).

1

e ¢ € GL(R?) si et seulement si ad — be # 0 et alors f = go @' avec les mémes propriétés.

2
979 _ 29°f f 29%f
ol ox? T2 Caxay T2
%& = ax Ty . ) 9% 2%f o%f ’ 2%f
e Par exemple % _ Lof Lot puis { 3y = abﬁ + (ad + be) 3%y + cday—2 avec la
0 - 0 0
v * Y ﬁﬁ — bzﬁ—l—Zbdaf +d2ﬁ
' ox? 0x0y ay2
régle de la chaine en remplacant f par gi ou glj
, u = x4y , .
ORAL BLANC 14.9 : Avec le changement de coordonnées v = x—y’ déterminer les fonc-
. 2 2 . 52 . e s . azf azf
tions f : R — R de classe C* solutions de ’équation aux dérivées partielles (E) : o2 ol 0.
x Y

REMARQUE 14.17 : Soit f: P — R de classe C? ott P = R?\ {(x,y) € R? | y =0 et x < 0}.
e Soit ¢ : U= R% x] — m;n[— P définie par ¢(r,0) = (r cos 0,1 sin 6). Le passage en polaires est enfin
bijectif. Si (x,y) = (rcos0,15in0) pour (x,y) €P : v = /x? +y? et 8 = 2 Arctan (J;)

x —|— +y
%g = cosS + stnea
e Soit g : (r,0) € U g(r,0) = f(rcos0,7sin0) = f(x,y). Alors, | 3 U
Té! = —rstne —|—rcose
2
a—g = cos Ga f+251n6coseaaa];+sin ea—g
e Encore : g; ox %y 5
%g = —rcoseiTf —rstn@a + 12 sin? Ga +r cos? 9 y —Zrzsinecose%
REMARQUE HP 14.18 : On définit le laplacien de f par Af = % + g—‘z’
x Yy
2
Ce qui donne en polaires : Af = —9 +1 99 + lza—%
T or T° 00
DEMONSTRATION : Avec les relations de la remarque précédente,
%9 109 1% _ 2907 f 4 2sin0coso +sin290°f 4 cos00f , 5indof
or> ror  r2o0? ox’ a ay dy oo r 0x r 0y
2
—@% — 81:‘6 glj + sin Ga f + cos 6§y —ZSU’LGCOSGa?(aZ
2%f |, 0°f
= ==+ == = Af.
ax? ayz
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14.3.3 : Matrice hessienne et développement limité‘

DEFINITION 14.9 :
Soit f: Q — R de classe C? sur Q et a € Q, on appelle matrice hessienne de f en a, qu’on note H¢(a),

2
la matrice He(a) = (axaif € Mp(R).
1

a
0% ( ))ngp

REMARQUE 14.19 : D’aprés le théoréme de SCHWARZ, la matrice H¢(a) est symétrique.

DEFINITION 14.10 :

On dit que la fonction f : Q@ — R admet en a € Q un développement limité d’ordre 2 donné par la relation

f(a+h) ?f(a) + (ulh) + (Ah|R) + o(|[n]|?) avec un vecteur w € RP et une matrice carrée A € M, (R) si on

aVe >0, 3a >0, Vh € RP, ||h]| < «a = [f(a +h) — f(a) — (u[h) — (Ah|h)| < €||n||2.

N

PROPOSITION SUR LE DEVELOPPEMENT LIMITE D’UNE FONCTION (2 14.13 :
Sif:Q — R est de classe C? et a € (, alors f admet en a un développement limité d’ordre 2
donné par f(a +h)=f(a) + (Vf(a) Th + %hTHf(a)h +o(|[n]|2).

DEMONSTRATION : hors programme.

REMARQUE 14.20 : Avec des produits scalaires, f(a 4+ h) if(a) + (Vf(a)|h) + %(h\Hf(a)h) + o(|[n||?).

(PARTIE 14.4 : EXTREMA)

[14.4.1 : Définitions et condition nécessaire

DEFINITION 14.11 :
Soit f: Q2 — R et a e, on dit que f admet en a :
(i) un maximum (resp. minimum) local si 3r > 0, Vx € B(a,1), f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)).
(#) un extremum local si f posséde en a un mazimum local ou un minimum local.
(#) un maximum (resp. minimum) global si Vx € Q, f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)).

(iv) un extremum global si f posséde en a un mazimum global ou un minimum global.

~

( ’
PROPOSITION SUR UNE CONDITION NECESSAIRE D’PEXTREMUM LOCAL 14.14 :
Soit © un ouvert de RP, f: Q) — R de classe C' sur Q et a € (2, si f admet un extremum local en

a alors grad'f(a) = 0, c’est-a-dire Vk € [[1;p], %(a) =0.

DEMONSTRATION : On a vu avant que, pour k € [[1;]9]}, comme {) est un ouvert, il existe Tx > 0 tel que
Vvt 6] —Tx; Tk[, a+tex € Q (si (61 YUy ep) est la base canonique de RP). Comme f admet en a un extremum
local (par exemple un maximum local), il existe & > 0 tel que Vb € €, Hb — (1|| < 0= f(b) < f(a). Ainsi,
en notant o = Min(Tk, oc) > 0, on a Vt 6} — Xk; ock[, b=oa+tex € Qet f(b) < f(a). Par conséquent,
la fonction fy :] — Xk} Ock[—> R définie par fk(t) = f(a + tek) est de classe C!' car f l’est et admet en O un

maximum local. On sait alors, par le lemme précédent le théoreme de ROLLE, que f&(O) = % ((1) =0.
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REMARQUE 14.21 : Il y a des extrema locaux selon les axes canoniques a partir de a.

DEFINITION 14.12 :
Sif:Q— R est de classe C' sur Q, on dit a € Q) est un point critique de f si Vf(a) = 0.

REMARQUE 14.22 : e Cette propriété est fausse sur un ensemble non ouvert.

e Ainsi, avec ces conditions : (f admet un extremum local en a) o (a est un point critique de f).
e La réciproque de cette implication est fausse.

EXEMPLE 14.10 : Soit f : (x,y) + sin(x) + cos(y) définie sur [0;7]?.
Quel est son maximum absolu 7 son minimum absolu 7 Ses points critiques ?

]14.4.2 : Recherche pratique des extrema\

EXERCICE 14.11 : Trouver les extrema sur R? de f : (x,y) = x% + 2y — 2xy — 2y +5.

THEOREME SUR UNE CONDITION SUFFISANTE D’EXTREMALITE D’UNE FONC-
TION EN UN POINT CRITIQUE 14.15 :

Soit 2 un ouvert de R?, f: Q — R une fonction de classe C? et a un point critique de f :

(i) si He(a) € SJT(R), alors f admet en a un minimum local.
(i

(iii

i) si He(a) € S, 7 (R) (—H¢(a) € STT(R)), alors f admet en a un maximum local.

i ¢ S§(R), alors f n’a pas de minimum local en a.
(iv

(v

si He(a

)

) (a)

) si He(a)

) siHe(a) €S, (R) (—H¢(a) € S{(R)), alors f n’a pas de maximum local en a.
) (a) € (SF(R)\S{T(R)) U (S, (R)\S,~(R)), alors on ne peut rien dire.

DEMONSTRATION : Les cing cas recouvrent ’ensemble des possibilités pour la matrice symétrique Hf(a).

(i) Si Hf(a) est définie positive, son spectre est inclus dans Ri, notons A = Min(Sp(Hf(a)) > 0 la plus
petite des valeurs propres de Hf(a) et A1,y 7\p les valeurs propres de Hf(a) (éventuellement répétées). Comme

Vi(a) = 0, pour € € }o; A [ il existe a > 0 tel que Vh € B(0, ), [f(a+h) — (a) = ThTH (a)h| < el 0|2
1
2
une base orthonormée de vecteurs propres de Hf(a) associés aux valeurs propres A1, - - -, 7\-p respectivement, on

P P P
a He(a)h = Y hidevi et RTHe(a)h = (h|H¢(a)h) = D Akh? > A > hZ = Al[h||? (avec la norme
k=1 k=1 k=1

P
ce qui implique que f(a + h) = f(a) + hTHf(a)h — EHth. Or, si h = Z hyvik ol (V],' .- ,Vp) est
k=1

cuclidienne). Ainsi, Yh € B2 (0, &), f(a+h) > f(a)—l—%hTHf(a)h—eHth > f(a)—&—%HhHZ—eHhHZ > (a)
avec la minoration précédente. Par conséquent, f admet en @ un minimum local.
(iii) Si Hf((l) n’est pas positive, il existe une valeur propre strictement négative A de Hf((l), soit V un vecteur

2
propre unitaire associé & A. Alors f(a + tv) ?f(a) + %(tv“‘lf(a)(t\))) + O(Hthz) ?f(a) + % + O(tz).

Comme avant, pour t assez petit et non nul, f(a + tv) — f(a) < 0 donc f n’admet pas en a de minimum local.
(ﬁ.) et (iv) se montrent avec (1) et (iii) en remplagant f par —f.

(v) est le complémentaire de la réunion des quatre cas précédents.
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ORAL BLANC 14.12 : Centrale PSI 2012

Soit D = {(x,y) € R? | —1<y<x<1}etf:D— R définie par f(x,y) = (x —y)> + éxy.
Prouver que f admet un maximum et un minimum sur D et calculer explicitement ces valeurs.

REMARQUE 14.23 : Supposons que f :  — R (avec Q ouvert de R?) admette un point critique en

0 ] ions de M o ok _ f _ %y .
a € Q, avec les notations de MONGE : 1 = W(G)’ S = 33y (a), t= 617((1) :

(i) Sitt—s?>0etr>0 (out>0), fadmet en a un minimum local,
(ii) Sirt—s?>>0etr <0 (out<0), fadmet en a un maximum local,
(iii) Sirt—s% <0, f admet en a un point selle (ou point col).

(iv) Sirt —s?> =0, on ne peut pas conclure.

DEMONSTRATION : H¢(a) = (; i) et xn = X2 — (r+ )X + 1t — 52 = (X — A1) (X — A2) si A1, A2
sont les valeurs propres de H(a) donc det(H¢(a)) = AMAy =1t — s% et tr(He(a)) =A1 + A2 =1+ t.

(i) sitt—sZ > 0etT > 0, alors A7A2 > 0 donc A1 et A2 ont méme signe strict. Puisque —s2 < 0, on a forcément
t > 0. Ainsi, tr(Hf(a)) =r+t=A1+A2 >0doncA1 >0et A2 >0et Hf((l) est définie positive. D’apres

le théoréme 14.15, f admet en a un minimum local. Idem pour (ﬁ).

(iﬁ) sitt —s? < 0, alors det(Hf(a)) =AMA2 =71t — s2 < 0 donc A1 et A ont des signes stricts opposés donc

f n’admet en a ni un maximum local ni un minimum local d’apres le théoreme 14.15.

EXERCICE 14.13 : Trouver les extrema sur R? de f : (x,y) = x* +y% — 2(x —y)?.

EN PRATIQUE : Soit f: Q — R de classe C' ot1 Q est un ouvert de RP :

e On calcule les points critiques, les extrema, s’ils existent, sont parmi ces points.

e Au voisinage des points critiques, on détermine si c’est un extremum local avec la matrice hessienne.
Soit f: K — R de classe C' ot K est un fermé borné de RP :

e On sait que f est bornée et atteint ses bornes sur K.

e On parameétre avec une seule variable le bord de X et on étudie la fonction.

e On cherche les points critiques a 'intérieur du compact, le fait qu’on sache qu’un extremum existe
peut nous éviter de faire I'étude de la hessienne en ces points.

[PARTIE 14.5 : APPLICATIONS GEOMETRIQUES

[14.5.1 : Courbes]

REMARQUE 14.24 : Soit Q un ouvert de R?, f:Q — R de classe C' et I' = {(x,y) € Q | f(x,y) = 0}.
Si (x0,yo) € T et Wf(xo,yo) # 0 alors il existe un paramétrage local de T' de classe C' au voisinage de
(x0,yo) : il existe r > 0 tel que B(Mo,r) C €2, un intervalle ouvert I contenant 0, x : 1 - Rety: 1 — R de
classe C! telles que (x(0),y(0)) = Mo et V(x,y) € B(Mo,1), (x,y) €T < (3t €, x =x(t) et y = y(t)).

1l s’agit du théoréme des fonctions implicites explicitement hors programme.

Ceci signifie, en voyant f comme une fonction altitude, que si f est de classe C', les cotes (altitude 0)
forment une “gentille” courbe au voisinage des points qui ne sont pas des points critiques.
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DEFINITION 14.13 :

Soit Q un owvert de R?, f: Q1 — R de classe C' et la courbe I' définie par I' = {(x,y) € Q | f(x,y) = 0}
(équation implicite). On dit qu’un point My = (x0,yo) de T' est un point régulier si grad'f(Mo) # 0.

_>

[PROPOSITION SUR LE RAPPORT GRADIENT / LIGNES DE NIVEAUX 14.16 :
En M, d’une ligne de niveau Ny = {(x,y) € Q | f(x,y) = A}, si grad f(Mo) # T, ce vecteur est

orthogonal a N, (& la tangente en My & N,) et orienté dans le sens des valeurs croissantes de f.

-

J

DEMONSTRATION : o En un point régulier Mg d’une courbe de niveau N3 dont I’équation peut étre réécrite

g(X,y) = 0 en posant g(X,y) = f(X,y) — A, on peut paramétrer localement au voisinage de Mg la courbe Ny
par X = x(t), Yy = y(t). Puisque Vt € I, g( ( ),y( )) = 0, d’aprés la régle de la chaine, on a la relation

Yee 1, (g(x(0 (1) = 0 = (98 (1) u(v) + () 2L (x(1), y(1)).

1l suffit de prendre maintenant t = O dans cette relation pour avoir x'(0) gx( 0) +y'(0 )ay (M) = 0 qui
traduit que (x'(0),y/(0)) L grad f(Mo). Ainsi, grad f(Mg) est orthogonal au vecteur dérivé (x'(0),y’(0))
qui dirige une tangente & N au point Mg : on dit que 91‘Td>f(M0) est orthogonal & N en M.

® A partir du point M de Ny, évoluons dans la direction du vecteur Wf(Mo) et regardons ce qui se passe

localement au voisinage de M g. Posons donc ¢ : t —> f(Mo +tgrad f(Mo) et étudions sa dérivée en 0. Comme

Vte], o(t) = f(Xo + tgx (Mo),yo + tag M )), @ est dérivable sur ] (intervalle ouvert et 0 € J) d’apres la

régle de la chaine et Vt € J, @ ( )= gi (Mo)% (Mo +tgrad f(Mo)) —l—%( 0) glj (Mo +tgrad f(Mo))
—

On a donc '(0) = (%(Mo)) + (@(Mo)) = |lgrad f(Mo)||? > 0.

Ainsi, @ est localement croissante (car (p/ est continue sur | puisque f est de classe c! par hypothese) au voisinage

de O ce qui signifie que f croit dans la direction grad f(Mo) au départ de M.

REMARQUE 14.25 : Soit u unitaire et @, : t — f(Mo + tu), alors |}, (0)| = |us a1:( Mo) + o ay (M0)|

dy

done, d’apres 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, ¢!, (0)| < \/( of (Mo)> + (af (Mo)) et @7, (0) devient

maximal si on prend u colinéaire de méme sens avec le vecteur gradient : a partir de My, si on voit la

fonction f comme la fonction altitude, la direction grad f(My) est la ligne de plus grande pente.

PROPOSITION SUR UNE EQUATION DE LA TANGENTE AVEC LE GRADIENT 14.17 :

Le vecteur grad f(My) # 0 est donc un vecteur normal a la tangente a I' au point My ce qui

fait que la tangente & I' en My a pour équation : (x — xo)%(xo,yo) + (v —yo)g—;(xo,yo) =0.

DEMONSTRATION : Mo € T est donc un point régulier de la courbe et on a vu & la proposition précédente

(pour A = 0) que la vecteur dérivé v = (x'(0),y’(0)) (qui est un vecteur directeur de la tangente Top en Mo &
I' = Ny) est orthogonal & grad f(Mo). Ainsi, pour un point M € Rz, on a équivalence suivante :

of
M € To <= (MoM,73) est liese=> MoM L grad f(Mo) <> (X XO). <ax( Y )> =0 1

y—vo/) "\ 5 (x0,v0)
suffit de calculer ce produit scalaire pour avoir M € Ty <= (X — Xo)%ﬁ(xa,yo) + - yo)g—lj(xo,yo) =0.

EXFERCICE 14.14 :

Quels sont les points réguliers de la cardioide C d’équation implicite (x2 +y? —x)? — (x> +y2) =0 7?

En I'un de ces points My, donner une équation cartésienne de la tangente a C en M.
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|14.5.2 : Surfaces|

DEFINITION 14.14 :

Soit Q un ouvert de R3, f: Q1 — R de classe C' et la surface S = {(x,y,z) € Q | f(x,y,z) = 0} (équatio

7.

3

implicite). On dit qu’un point Mo = (x0,Y0,20) de S est un point régulier si grad f(My) #

EXEMPLE 14.15 : Soit S d’équation S : x% +y? —z2 — 1 = 0. Tous ses points sont réguliers.

DEFINITION 14.15 :
Soit une surface S d’équation f(x,y,z) = 0 avec f: Q — R de classe C', T un intervalle, x,y,z : I — R trois

fonctions de classe C' telles que Vt € I, (x(t),y(t),z(t)) € S.

En notant T' = {(x(t),y(t),z(t)) | t € I}, on dit que la courbe I est tracée sur la surface S.

EXEMPLE 14.16 : Soit la terre d’équation x? +y? 4+ z2 — 1 = 0 (assimilée & une spheére) :

e La courbe d’équation x(t) = sint, y(t) = cost, z(t) = 0 représente I’équateur.

e La courbe d’équation x(t) = sint, y(t) =0, z(t) = cost représente le méridien de GREENWICH.

REMARQUE 14.26 : Pour une surface S d’équation explicite z = g(x,y) (le “graphe” d’une fonction de
R? dans R), les courbes coordonnées sont les courbes d’équation :

o x(t) = x0, y(t) =t, z(t) = g(xo0,t) (x =x0 est fixé et c’est y qui bouge).
o x(t) =t, y(t) = vyo, z(t) = g(t,yo) (y =yo est fixé et c’est x qui bouge).
EXEMPLE 14.17 : Pour la surface d’équation z = x> — y2 <= x? —y? —z = 0 (un paraboloide

hyperbolique), les courbes coordonnées sont :
e x(t) = x0, y(t) =t, z(t) = xo — t* (c’est une parabole).

e x(t) = t, y(t) =yo, z(t) = t> —yo (c’est une parabole).
D’autres courbes sont tracées sur cette surface :
e x(t) = ch(t), y(t) = sh(t), z(t) =1 (c’est une hyperbole).
t—1

o x(t) = %, yt) = %) z(t) =t (c’est une droite).

REMARQUE 14.27 : Soit une surface S : f(x,y,z) =0 avec f : Q@ — R de classe c'. Les tangentes en

un point Mo régulier de S aux courbes de classe C' tracées sur S sont orthogonales a grad f(Mo).

DEMONSTRATION : Soit une courbe I' paramétrée par g:telw— (X(t),y(t))z(t)) de classe C' tracée
sur la surface S, ce qui signifie que Vt € I, (X(t),y(t),z(t)) €S < f(X(t),y(t),z(t)) = 0 par hypothese
puisque S est définie implicitement. On dérive avec la régle de la chaine car f est aussi de classe c! par hypothese.

Ainsi, Vi € I, x'(£) §(g(1)) -l—y’(t)g—;(g(t)) +2(1) 8 (g(1) = 0. i Mo = g(to), prenons t = to

dans la relation précédente : X/(to)%(Mo) + y/(to)%(Mo) + Z/(to)%;(l\/lo) =0 (R). Le vecteur dérivé
W = (X/(to),y'(to), Z'(to ) (supposé non nul) engendre la tangente Tg & la courbe I' en M. Alors, la relation
(R) montre que \@ 1 grad f(Mo) donc la tangente Tp est orthogonales & grad f(Mo) comme attendu.

DEFINITION 14.16 :

Le plan tangent a la surface S en un point régulier My est le plan orthogonal ¢ grad’f(Mo) passant par M.

DEMONSTRATION : La remarque précédente montre que toutes les courbes “régulieres” tracées sur la surface S

—
ont en Mo € S un vecteur dérivé (donc une tangente) orthogonal(e) & grad f(Mg). Il est donc logique de définir
comme plan tangent en M & la surface S le plan contenant toutes ces tangentes, donc le plan contenant le point

—
My et de vecteur normal grad f(Mo).
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REMARQUE 14.28 : Soit deux surfaces S et S’ définies par S : f(x,y,z) =0 et S’ : g(x,y,z) =0 avec
f,g:Q — R de classe C'. Si un point My appartient &4 SNS’ et que mf(Mo) et mg(Mo) ne sont
pas colinéaires, alors SN'S’ est localement (au voisinage de My ), une courbe I' tracée a la fois sur S et sur
S’. La tangente a cette courbe I' en My est alors engendrée par le vecteur ngd>f(M0) A ngd>g(Mo).

DEMONSTRATION : La définition précédente montre que les deux plans tangents Pg (3 S en Mg) et P6 s

en M) ont des vecteurs normaux non colinéaires donc sont sécants (pas paralleles) selon une droite D = Po M PE)

qui est donc orthogonale aux deux vecteurs grad f(Mo) et grad g(Mo) non colinéaires. On admet que ceci
implique, localement au voisinage de Mg, que I’ensemble I' = S N S’ est une courbe de classe C' (comme f et
g) : c’est une version du théoréme des fonctions implicites. Cette courbe I' est donc tracée & la fois sur S et sur
S’ donc un vecteur tangent (non nul) Valen M est donc, d’aprés la remarque précédente, & la fois orthogonal
a grad f(Mo) et & grad g(Mo). D’apres les propriétés du produit vectoriel, on sait que V est colinéaire &
—

grad f(Mo) A grad g(Mo) qui est donc bien un vecteur tangent & I' en Mo (c’est un vecteur directeur de D).

PROPOSITION SUR UNE EQUATION DU PLAN TANGENT A UNE SURFACE 14.18 :
Ce plan tangent 4 S en My point régulier a pour équation :

(x = x0) 8% (x0,Y0,20) + (4 — yo) §F (x0,v0,20) + (z = z0) §F (x0,v0,20) = 0

DEMONSTRATION : Par définition, en notant Pg ce plan tangent & Mg & S, on a, pour un point M € R3,
VM | arad PN (FTr
Péquivalence M € Py <= MoM L grad f(My) <= (Mo |g‘rad f(Mo)) = 0 ce qui nous permet d’avoir

I’équation : M € Py <— (X — XO)%(XO,}}O)ZO) + (y — yo)%(xo,yo,Zo) + (Z — ZO)%(XO)UO)ZO> =0.
EXEMPLFE 14.18 :

Trouver une équation du plan tangent P au Hy (hyperboloide & une nappe) d’équation cartésienne

S : x> +y?—2z2 —1 =0 en un point de S. Montrer que PN S contient exactement deux droites.

(COMPETENCES|

e Etablir Iexistence des dérivées partielles et les calculer dans ce cas.

e Montrer qu’une fonction est de classe C' en étudiant la continuité des dérivées partielles.

e Connaitre les différentes opérations algébriques sur les fonctions de classe C'.

e Savoir par cceur la regle de la chaine et la formule de changement de coordonnées.

e Déterminer le gradient d’une fonction scalaire et sa différentielle.

e Montrer qu’une fonction est de classe C? en étudiant la continuité des dérivées secondes.

o Connaitre les différentes opérations algébriques sur les fonctions de classe C2.

o Utiliser le théoreme de SCHWARZ pour prouver qu’une fonction n’est pas de classe C2.

e Maitriser le passage en coordonnées polaires, les dérivées partielles, le gradient, le laplacien associés.
e Connaitre les différentes notions d’extrema (locaux, absolus) de fonctions scalaires.

e Trouver avec le gradient les points critiques ot on a éventuellement un extremum local sur un ouvert.
e Etablir si on a bien un extrema en un point critique avec la matrice hessienne.

e Montrer I'existence d’'un extrema de f sur une partie fermée bornée par la continuité de f.

e Utiliser le gradient pour trouver les points réguliers d’une courbe définie de maniere implicite....

e ... et déterminer une équation de la tangente a cette courbe en un point régulier

e Utiliser le gradient pour trouver les points réguliers d’une surface définie de maniere implicite....

e ... et déterminer une équation du plan tangent a cette surface en un point régulier



