SOLUTIONS EXERCICES CORRIGES 13
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

[13.1 Equations linéaires scalaires d’ordre 1}

a. La continuité en 01 impose « > 0, aspect C! et la nullité en 0 imposent « > 1. On peut le justifier en
tracant les graphes de ces fonctions ou en calculant les limites en 07 avec le théoreme de prolongement C'.

X
b. Si k convient et f associée, en posant F(x) = fo f(t)dt, on a F de classe C! et F(0) = 0. En dérivant :

Vx = 0, xf(x) = kF(x) + kxf(x) et avecy =F: (1 —k)xy’ =ky. Sik =1,y =0donc f =y’ =0 et ¢a ne
convient pas. Si k # 1, en posant o« = ﬁ D Vx >0, y = Ae* () = A\x* avec A € R*. Mais y est de classe

C! sur R, par hypothese, on a « > 1 d’apreés a. donc k € B 1[etf—F’—y = Aoex® T = Aaex T-K .

Réciproquement, pour k € B;l [et en posant p = Zlk o >0eta=p+1= ﬁ >1et f(x) =xPsix>0
1

et f(0) =0si k> % et f(0) =1sik= z ona bien f continue sur R, et on vérifie bien que :

oc+1 X a+1 x]x x
_ X _ koatl [t } _
>0, f tf(t)dt = Lx 1] = T W = kx <o —kxj; f(t)dt.

Ainsi les valeurs de k recherchées sont tous les valeurs comprises dans l'intervalle B, 1 [

x go—1 o
a. Classique : y = x’“(kJr fo ﬁdt) avec k € R car t — J]‘_’_t est intégrable en 0. Six > 0 :

1 —a X tOL*T —a X to¢71 x 1 1 —cx( x tcx71 ) 1
—— = dt < dt < t dt—*d i dt ==
o1+ x) * fo THx o 7 fo i f Ouxj& * fo T4+t o

X 0(
et k = 0 est nécessaire pour prolonger en 0. Ainsi : yo(x) = x*“(‘/;) T tdt> six>0etyo(0) = 1
x

—+oo
b. Méthode 1 : si x €]0;1], alors yo(x) = x=* fox ( > (71)“‘5“*1*“) dt or la série de fonctions converge

=0
" —+o00 (7])“)6“
normalement sur [0;x] donc yo =x~% E f e ngr = 3 2=
n=0 n=o N+«
+o0o (_])n
Méthode 2: siy = Z anx™ sur J0; R[ avec R > 0 et en identifiant dans xy’'+ay = > (=1)™x": an = n
n=0 n &

et R=1 avec d’ ALEMBERT cette fonction est bien solution de (E) continue en 0, ga ne peut étre que yo.

On distingue deux cas : y >t et y < t et on trouve deux types d’expressions : y = Aet +t+1siy >tet

y=2Ae '+t—1siy <t Commey’ =f(t,y) avec f continue en t et localement lipschitzienne en y, on a le
résultat du théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ et les solutions sont de cing type :

ey=2Aet+t+1>tavec\>0.

ey=1t-+1.
ey=Aet+t+Tsite]—oo;—In(—A)]ety=-A"Tet+t—1sitec[—1In(A);+oof avec A < 0.
ey=t—1.

ey=2Ae '+t—1<tavecA<O0.



Les solutions de (Eo) sur les trois intervalles | — 0o;0[, ou ]0; 1], ou ]1; +oo[ ou I’équation est résolue sont

lesy:t— % avec A € R qui dépend bien str de l'intervalle considéré. Par variation de la constante, y est

1

solution de (E) sur I'un des trois intervalles si et seulement si A" = On prend par exemple A = In [t —1|

t—1
. . A, Injt—1]
et les solutions de (E) sur chacun des intervalles sont les y : t — " + —
Si on veut raccorder les solutions en 0, il faut impérativement choisir A = 0 a gauche et a droite de 0 car
lim (-t = —1 et lim 2 n’est finie que si A = 0. Ainsi, seule la fonction y :] — co;1[— R définie par
t—0 t t—0t
In(1—t) . . .
yt) = — it # 0 et y(0) = —1 peut étre solution de (E) sur | — oo; 1].
De plus, cette fonction est bien solution car elle est DSE sur | — 1; 1] ou elle est donc de classe C*° (donc y
+0 ,n—1
est de classe C™ sur | — oo; 1[) avec Vt €] — 1;1], y(t) = — >, +—.
n=1 N
. o , : A+ Int)t?
13.5) Apreés avoir décomposé — ——2—— = 2 + B L, les solutions de (E) sont les y = (A Inft])t” avec
P P tt2—1) t t+1 t—1 (B) k t2—1
A € R sur chacun des quatre intervalles Iy =] — oco; —1[, I =] — 1;0[, I3 =]0; 1[ et 14 =|1; +00[ ou I'équation

peut étre mise sous forme résolue.

2 2
Sur | — 1; 1], les solutions sont y = QA 1n )7 site€]—1;0,y= (2 £ 1n [t))t7 sit€]o;1[ et y(0) =0

2 2
t°—1 e —1
(avec I’équation par exemple) et ceci pour toutes les valeurs de (A1,A2) € R? (vérifier pour Paspect continu
et dérivable en 0 par DL). Ainsi 'espace affine des solutions de (E) sur | — 1;1] est de dimension 2.
2
1 7 Int|

Sur ]0; +00[, on doit avoir y(1) = 5 avec I’équation et ceci impose que y(t) 2 sit # 1 (voir les limites

—1

en 1). Réciproquement, par DL, cette fonction est bien solution car elle est dérivable en 1 avec y'(1) = 1

Ainsi l'espace affine des solutions de (E) sur ]0; +oo[ est de dimension 0.

2
On fait de méme sur | — 0o; 0] et sur R pour voir que seule la fonction définie par y(t) = ttzlin|t| est solution.

(1+h)?  n(1+h)
2+h h
C® sur | — 1;+00[ et par parité de classe C* sur R.

De plus, en posant t =1+h, on ay(1+h) = donc y est DSE sur 0;2[ donc de classe

Soit f une solution, en prenant x =y = 0, on a f(0) = 0. De plus, pour h # 0, on a le calcul suivant :

— x h _ h
f(X—Fh]z' f(X) — e f(h) + ehf(X) f(X) — eXf(Th) + %f(x) N f/(o)ex 4 f(X) Ainsi, f est solution de

y’ =y + Ce*. On trouve f(x) = Cxe* qui réciproquement sont solutions.

t
a. Les solutions y sont y = ()\ + fo h(u)eudu>e_t. Ve >0, Jto € R, Vt > to, |h(t)] < ¢ donc, en
. to t t .
écrivant y(t) = (7\ + f h(u)eudu>e_t + f h(u)e" *du, comme on a ‘f h(uw)e" tdu| < e et aussi

0 to to

t
lim (?\ + fo ’ h(u)eudu)e_’c =0, on a bien le résultat.

t—+oc

b. 1l suffit d’écrire que f est solution de (f — ¢)’ + (f —€) = ' + ' — £ qui tend vers 0 donc f — ¢ aussi.
a. En distinguant selon que y =1,y > 1 ou y < 1, on trouve les solutions y =1,y =1+ Ax avec A > 0 et

y=1+ % avec u < 0 sur RY ; les deux derniers types ne valent jamais 1.

b. Avec ces notations, on a : Vx < 0, xy’(x) = (—x)z/(—x) = |z(—x) — 1] = |y(x) — 1|. Ainsi, on obtient les
graphes des solutions sur R* en effectuant une symétrie orthogonale d’axe (Oy) de celles sur R* . La seule
fonction solution de (E) sur Rest y = 1.



2, -1
a. On trouve classiquement : y = % avec a € R sur I ne contenant ni 0 ni 1.

b. On peut prolonger en 0 sans condition sur les constantes donc l'espace affine des solutions de (E) sur
] — 00; 1] est de dimension 2. Pour le prolongement en 1, on doit avoir a = —1 des deux cdtés et on trouve
h

e —1

en posant x = 14+ h que y(x) =2+ h — donc y est bien solution DSE sur R : l'espace affine des

solutions de (E) sur R ou sur |0; +oo| est de dimension 1.

(13.2 Equations linéaires scalaires d’ordre 2 a coefficients constants}

a. Classique : g(x) = 1) + (=) et h(x) = ) = (=) conserve la classe.

2 2
b. Avec f = g+h, on a: (f solution de (E)) <= (g”(x) + g(x) = x* et h’(x) — h(x) = —sin(x))
car g” est paire et h” impaire. Ainsi, g(x) = ajcos(x) + az sin(x) + x> — 2 mais ay = 0 car g paire et
h(x) = azch (x) + asash (x) + % sin(x) avec a3 = 0 car h impaire. Par conséquent les solutions de (E) sont les

1

x> acos(x) + Bsh(x) +x% —2 + 2 sin(x), («, B) € R2. L’espace affine des solutions est de dimension 2.

[13.3 équations linéaires scalaires d’ordre 2}

13.11]a. Siy: I — R est solution de (E), posons z : —I — R définie par z(x) = y(—x). Alors par composée, z est
deux fois dérivable (comme y) sur —I.
De plus, Vx € —1, xz”(x) — 2/ (x) —x*z(x) = xy”(—x) + y/(—x) — x*y(—x) = —(ty”(t) —y'(t) — t*y(t)) =0 en
posant t = —x € 1. z est bien solution de (E) sur I’ = —I.

b. Soit y : R} — R une fonction deux fois dérivable sur R, soit alors w : R7 — R définie par la relation
vt € R, w(t) = y(vt) <= ¥x € R}, y(x) = w(x?) (cela revient & poser t = x* mais en définissant une
nouvelle fonction). Comme y’(x) = 2xw’(x?) et y”(x) = 2w/ (x?) + 4x*w" (x?), alors :

y solution de (E) sur RY <= Vx >0, xy”(x) —y/(x) — x’y(x) =0
= Vx>0, x(2w/(x2) + 4x2w”(x2)) — 200’ (x%) = 3w(x?) =0
<= Vx>0, 4w”(x2)) —w(x?) =0

1
= Vt>0, w(t) — Zw(t) =0

Alors : 3(a, B) € R2, Vt > 0, w(t) = ae'/2 + pe~t/2. Donc I(a, B) € R2, Vx > 0, y(x) = ae® /2 + pe=*"/2.
c. Les solutions de (E) sont aussi les y : x — olex’ /2y ﬁ’e”‘z/z sur R* d’apres la question a..

Si y est solution de (E) sur R, alors il existe («, o, B, ') € R* tel que Vx > 0, y(x) = weX /2 4 [367"2/2 et
Vx < 0, y(x) = a’eX’ /2 + p’e=*"/2_ Ces fonctions étant DSE, comme y(x) ~+(oc +B) + oc%ﬁxz + o(x?) et

0
! !

y(x) (;j(ocl +B') + %Xz + 0(x?), on a par TAYLOR : fg(0) = o’ — " et f3(0) = « — B. En identifiant :
o+ B = o + B (continuité en 0) et « — B = o’ — B’ (deux fois dérivable en 0). Par conséquent o = o et
B = p’. Ainsi les solutions de (E) sur R sont aussi les y : x — ae* /2 + pe=*"/2 avec (a, p) € R2.

13.12] On trouve w'(t) = %w(t). Ainsi : y,(t) = tin(t) par exemple.



13.13| a. Résoudre une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants avec la condition de

Caucny f(0) = /(0) = 0 pour la séparation de N. Le reste est classique.

b. Soit f € E, on pose g = f + 2f' + f” qui est continue et on utilise la méthode de variation des constantes

(voir équations différentielles du second ordre plus tard dans année) pour avoir (avec f(0) = f'(0) = 0) :
x x

VYx € [0;1], f(x) = (x fo g(t)etdt — fo tg(t)etdt)e_". On majore ensuite brutalement |x| < 1, [e¥] < e et

| <1 et g(t)] < [fglloe pour avoir : [£(x)| < 2ellg]lo d'ot

[f]]loo < 2e N(f) (certainement pas optimal).

13.14 ) a. On remplace y par t* dans (Eo) et par calculs : a(ax—1) —a—3 = (ax—3)(x+1) =0 donc « = —1 ou
1
t
b. Comme y_; et y3 sont linéairement indépendantes (clairement), elles constituent un systéme fondamental

de solutions et les solutions de (Eo) sur R% ou R* sont donc les yq,p : t — at® + % ot (a,b) € R? (car sur

« =3 : les fonctions y_1 : t = — et y3 : t ~> t3 sont solutions de (Eo).

ces deux intervalles I’équation est résolue donc le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ s’applique).

En notant So 1 I’ensemble des solutions réelles sur I de (Ep), on a donc dim(So g+ ) = dim(So,R:) =2etsi
y est une solution sur R, on a y|rx = ya,,b, €t y|R*+ = Ya,,b, avec (a1,az, by, b2) € R* d’apres Pétude
précédente. Mais I’étude en 0 montre que by = by = 0 (puisque y est continue en 0) donc lesy : R — R
solutions de (Eq) sont définies par y(t) = a1t® si t < 0 et y(t) = at® si t > 0. Réciproquement, toute
fonction y : R — R définie par y(t) = a1t3 si t < 0 et y(t) = axt® si t > 0 est de classe C2 sur R (avec
y/(0) = 0 et y”(0) = 0 par théoréme de prolongement C') et est solution de (Eo) : on a encore dim(So, g) = 2
car toute solution de (E) sur R est de la forme y = ajzy + azzz avec z1(t) = t3 sit <Oet zy(t) =0sit >0
et zp(t) =0sit<Oetzp(t) =t3sit>0.

c. Sile degré de yo est n, alors le degré de t?y” —ty’ — 3y est inférieur ou égal & Max(2+n—2,14+n—1,n) =n
donc cherche avec n =4 : on trouve yo : t — t*. Les solutions de (E) sur R} ou R* sont donc (par structure

affine) : yqp : t =t +atd + % oit (a,b) € R%. Et sur R, les solutions de (E) sont les fonctions y : R — R

définies par y(t) = t* + a1t3 sit <0 et y(t) = t* + axt si t > 0 car t > t* est solution de (E) sur R. Ces
solutions sont "indépendantes” entre R* et R*, passent par (0,0) avec une dérivée nulle et sont asymptote
a la courbe y = t* en +o0.

d. @7 et @, sont des applications de Sk dans R?. @1 n’est pas bijective (ni injective ni surjective) car
©1(yo +a1z1 + azz2) = (1+ az,4 4 3az) (donc Im (1) est la droite d’équation y = 3x + 1) et par contre @3
est bijective car ¢2(yo + a1z1 + azz2) = (1 — a1,1 4+ az).

13.15| On pose g = f + " > 0 et on résout f’ + f = g. Les solutions de I’équation homogene sont les fonctions

x — acos(x) + bsin(x). On utilise la méthode de variation des constantes, on doit résoudre le systeme
linéaire a’(x)cos(x) + b’'(x)sin(x) = 0, —a’(x)sin(x) + b’(x) cos(x) = g(x) : ce qui donne apres calculs

f(x) = acos(x) + bsin(x) + fox g(t) sin(x — t)dt. On a donc f(x + ) + f(x) = f:*” g(t) sin(x + 7 — t)dt > 0.

+oo +oo
13.16)Sir > 0 et y :] — r;1[— R est DSE et solution de (E), on I’écrit y(t) = Y. ant™ donc y'(t) = > napt™~!
n=1

=0
+oo +oo "
puis y”(t) = > n(n—Napt™ 2 = 3 (n+2)(n+ ani2t™
n=2 n=0

Ainsi, en reportant dans y” (t) + t2y” (t) + 4ty’(t) + 2y(t) = 0, on a :

400 +o00 400 +oo
Sn+2)(n+Nanat™+ > n(n—1Napt™+4 > napt™+2 > apt™ =0
n=0 n=0 n=0 n=0

+o0
qui équivaut a » ((n +2)(n+ Nany2 +n(n —1an + 4nan + 2an>t“ = 0. Par unicité des coefficients :
n=0

Vne N, (n+2)(n+1)any2+n(n—1)an+4nan +2an <= (n+2)(n+1)(ant2+an) < any2 = —an. Alors

+oo +oo + t
vne N, azn = (—1)"ag, azni1 = (=1)™as. Ainsi y(t) = ap >, (=1)™"t2" + a7 > (—=1)"t2H! = %.
n=0 n=0

4



aotait o

Le rayon R de cette série entiere au moins égal a 1 ce qui justifie les calculs. On vérifie que t — )

solution de (E) sur R d’out (y1 Tt %:j’yz Tt ] —:t2> est une base du plan de solutions.

On aurait pu constater & nouveau que : (E) : ((1 +t2)y(t))// =0 <= (1+t%y(t) = at+b avec (a,b) € R?.

13.17] a. Sur J, on constate que la condition fg = 1 implique f'g + fg’ = 0 et g+ 2f'g’ + fg” = 0.

Or 4xf"” + 2f' +f = 0 donc 4xf”g + 2f'g + fg = 0. Mais aussi 4xg” + 29’ + g = 0 donc 4xg”f + 2g'f + gf = 0.
En sommant, on obtient 4x(f"g + ¢g”'f) + 2(f'g + ¢'f) +2 = 0 donc —8xf'g’ +2 = 0.

/ 12
Or, par exemple ¢’ = ,:7 donc 8?2 +2=0<=&f? + 2 =0.

f/Z

Or f ne s’annule pas sur ] donc f2 > 0 d’out 4xf'? < 0 ce qui implique que x < 0 : ] C R*.

/N 2 /
Comme ( - 2’? ) =1, que x — _Zfo est continue, ne s’annule pas et que son carré vaut 1, cette fonction

vaut soit tout le temps 1, soit tout le temps —1 sur J.

Soit Vx € J, 2¢/=xf(x)+f(x) = 0, soit Vx € J, 2¢/—xf'(x)—f(x) = 0. On résout donc (Eq) : 2¢/—xy’+y =0et
(E2) : 2y/—xy’—y = 0 sur R* et on trouve classiquement, pour solutions de (E;) les fonctions y : x > AeV ™%
(avec A € R) et pour solutions de (E;) les fonctions y : x — Be™ V=X (avec B € R).

Réciproquement, en posant f(x) = eV~ et g(x) = e~V=* on a bien f et g de classe CZ sur R* , 4xf’2+f2 =0
et 4xg’? + g% = 0. On dérive 4xf'? + f2 = 0 pour avoir f/(4f' 4 8xf”" 4+ 2f) = 0 et comme ' ne s’annule pas :
4xf" + 2f' + f = 0. Méme chose pour 4xg” + 29’ +g = 0.

Comme f et g ne sont pas colinéaires, et que I’ensemble des solutions est un plan d’apres CAUCHY-LIPSCHITZ,
les solutions de (E) sur R* sont les fonctions y : x — AeV ™%+ pe™V~=% avec (A, n) € R%. On peut changer de
base et affirmer que les solutions de (E) sur R* sont les y : x ~— ach (y/—x) + psh (y/—x) avec («,B) € R2.
e Sur R* , on vérifie comme attendu que les solutions sont les y : x — acos(y/x)+p sin(v/x) avec (a, B) € R?.

e On pouvait aussi chercher les solutions développables en série entiere et on trouve classiquement que
n,n

+oo (L
y(x) =ao Y. (D™ ce qui donne y(x) = ap cos(y/x) si x > 0 et y(x) = apch (v/—x) si x < 0.
n=0

(2n)!
b. Par exemple sur R, si y est de classe C2, on peut définir z : R% — R par z(x) = y(x?) qui I'est aussi,
ce qui donne z/(x) = 2xy’ (x?) et 2" (x) = 2y’ (x?) + 4x2y" (x?).
y est solution de (E) sur R* <=Vt € R%, 4ty”(t) + 2y’(t) + y(t) = 0 qui se transforme en posant t = x? :
Y € Sg <= Vx> 0, %y"(x?) + 2y’ (x?) +y(x?) = 0 <= V¥x > 0, 2" (x) + z(x) = 0 <= z € Vect(cos, sin).
On trouve donc comme solutions de (E) sur R* lesy : x — z(y/x) = Asin(y/x) + B cos(y/x) avec (A, B) € R?.

13.18] a. Si on avait ¢7(to) = 0 alors ¢; serait une solution de (E;) vérifiant le probleme de CAUCHY avec
f(to) = f'(to) = 0 donc @7 serait la fonction nulle (par unicité). Ainsi ¢’(to) # 0.

e Par définition lim @(t) — o(to) @(t) — o(to)
t—to t—to t — tg

o(t) — cp(to)‘ > o' (to)] > 0. Ainsi si
t—to -2

= ¢'(to). On en déduit que im ‘ = |¢’(to)| > 0. Par les

Sto
propriétés de la limite : Ja > 0, Vt € I\ {to}, |t — to| € &« =

t€to—oa;to+of \ {to}, @(t) — @ (to) #O0.
e Si tp n’était pas un zéro isolé, on pourrait par exemple construire une suite (tn)nen d’éléments de I
qui convergerait en décroissante strictement vers to, alors en appliquant le théoreme de ROLLE sur chaque
intervalle [tn41;tn], 1 existerait une suite (un)nen strictement décroissante et tendent vers to telle que
Vn € N, ¢}(un) = 0. En passant a la limite quand n tend vers 400 dans ¢’(un) = 0, on obtiendrait par
continuité de ¢’ : @’(tg) = 0 ce qui est faux.




b. La fonction w est de classe C! par construction car @1 et @, sont de classe C2 comme solution de (Eq)
et (Ez). On calcule w' = @{92 — 9591 = (d1 — q2)9192. Comme a et b sont deux zéros consécutifs
de ¢1, la fonction @1 garde un signe constant (par le TVI) sur ]a;b[ (disons strictement positif). Si ¢2
ne s’annulait pas sur [a;b], alors elle garderait un signe constant (par continuité encore) sur [a;b] (disons
strictement négatif). Alors on aurait w' = (q7 — q2)@1¢@2 positive sur [a;b] donc w croissante sur [a;b].

Or ¢(a) = lim, M > 0 (elle ne peut pas étre nulle d’apreés a.). De méme ¢ (b) < 0. Alors
t—a —a
w(a) = —g2(a)ei(a) >0 et w(b) = —@2(b)e)(a) < 0. C’est contradictoire avec la croissance de w.

Fin du raisonnement pas ’absurde : ¢, s’annule sur [a;b].

c. On prend qi(t) =1 et q2(t) = €', alors q7 < q2 sur Ry, soit a € Ry, la fonction @7 : t — sin(t — a) est
une solution de (Eq) et a et a+ 7 sont deux zéros consécutifs de @1, on en déduit d’apres la question b. que
@ étant solution de (E;) s’annule au moins une fois sur 'intervalle [a; a 4 7.

+oo
13.19] Si y est DSE et solution de (E) alors il existe > 0 tel que Vt €] — r;7[, y(t) = >, ant™. On a donc aussi

n=0
—+oo —+oo +oo
ty'(t) = 3. nant™, t2y”(t) = nn—1Nant™ et y'(t) = > (n+2)(n 4+ 1)ans2t™. En reportant dans
n=0 n=0 n=0
+oo
(E), on trouve Y (4(n+2)(n+ Nant2 —4n(n — 1)an —4nan + an)t™ = 0 ce qui donne, par unicité des
n=0
(2n —1)(2n +1)

coefficients : Vn € N, anyo = an. On prouve alors par une récurrence classique que :

Mm+2)(n+1)
1

1
vn € N* ax, = (2271) ap, Vn e N, arynyq = <2n2+1)a1.

+o0 l “+o00

Ainsi y(t) = ap Y, <22 )tzn +ar > (2 A ]>t2"+1 =a(Vi+t+vV1i—t)+ar(vV1+t—+1—1t)quon
n=0 n n=0 n

peut encore écrire y(t) = (ap + a1)v/1+t+ (ap — a1)v/1 —t.

Ainsi : les solutions de (E) sur | — 1; 1] sont les y : t = ay/T + t + by/T — t avec (a,b) € R2.

11 suffit de vérifier que les solutions de (E) sur |1; +oo[ sont les y : t ++ ay/t + 1 4+ by/t — 1 avec (a,b) € R2.

On controle encore que les solutions de (E) sur | —oo; —1[sont les y : t = ay/—1 — t+by/T — t avec (a,b) € R2.

N[—=

(13.4 Systemes différentiels linéaires|

13.20 | Soit une base orthonormée directe B = (u,v,w) dans laquelle on exprime x par ses coordonnées (x1,%2,%3).

On remplace dans 1'équation x’ = u A x et on obtient le systeme x} =0, x, = —x3 et x5 = x2 ce qui montre
que xj = —x2 qu’on sait résoudre.
Les solutions sont x7 = ay, x2 = az cos(t) + a3 sin(t), x3 = —az cos(t) + az sin(t) avec (ay, az,a3) € R3.
2 -1 2
On traduit ceci par X' = AX avec X = (xyz) et A= [ 10 —5 7 |. On trouve xa = —X*(X +1).
4 =2 2
—1 est valeur propre simple donc E_1(A) est une droite, on calcule (on résout AU = —U ou on cherche une

combinaison linéaire nulle des colonnes de la matrice A +13) et on trouve qu’elle est engendrée par le vecteur
vi = (—1,1,2). A n’est donc diagonalisable que si Eg(A) = Ker(A) est un plan mais on trouve par calcul
(on résout AU = 0) que Eo(A) est la droite engendrée par le vecteur v, = (1,2,0). Comme xa est scindé
dans R, on peut tout de méme trigonaliser A et on cherche un dernier vecteur v tel que la matrice de f

-1 0 O
canoniquement associé & A dans la base B = (vq,v2,v3) soit T = 0 0 1 ]. On trouve en résolvant
0 0 O
AV3 =V, (car d’apres T on doit avoir f(v3) = v2), v = (0,1,1). Alors par les formules de changement de
-1 1 0
base : A = PTP~! en posant P = 1 2 1].OnposealorsY=P "Xetona:
2 0 1



X=AX<=Y =T (y) = —yrety, =ysety; =0) <= (y1 =ae tety, =ct+betys =c)
avec (a,b,c) € R3. On remplace dans X = PY et on obtient finalement les solutions du systéme qui sont les :

—et 1 t
Xt)=a| et | +b| 2| +c|2t+1 ] =aetvi +bvy+ctva +ves avec (a,b,c) € R3.
2t 0 1
0o 2 2
On traduit ceci par X’ = AX avec X = (x yz) et A= [ =1 2 2 |. On trouve xa = —(X —2)%(X —1).

-1 1 3
1 est valeur propre simple donc Ej(A) est une droite, on calcule (on résout AU = U ou on cherche une
combinaison linéaire nulle des colonnes de la matrice A —13) et on trouve qu’elle est engendrée par le vecteur
vi = (2,0,1). A n’est donc diagonalisable que si E2(A) est un plan mais on trouve par calcul (on résout
AU = 2U) que Ez(A) est la droite engendrée par le vecteur vy = (2,1,1). Comme xa est scindé dans R, on
peut tout de méme trigonaliser A et on cherche un dernier vecteur v tel que la matrice de f canoniquement

1T 0 0

associé a A dans la base B = (vy,v2,v3) soit T= | 0 2 1 ]. On trouve en résolvant AVz = 2V3 + V5
0 0 2

(car d’apres T on doit avoir f(v3) = 2v3 +v2), v3 = (—1,0,0). Alors par changement de base, A = PTP~! en

2 2 -1
posant P=[0 1 0 | :;onposeY=P 'Xet:

1T 1 0
X' =AX =Y =TV <= (y; =1, v5 = 2y2 +y3, y5 = 2y3) <= (y1 = ae’, yo = (ct + b)e®!, y3 = ce?)
avec (a,b,c) € R3. On remplace dans X = PY et on obtient finalement les solutions du systéme qui sont les :

2¢et 2¢e%t (2t —1)e?t
Xt)=a| 0 | +b | e?* | +¢ te?t = aetvy + be?tvy + cte?tv, + cv3 avec (a,b,c) € R3.
ot o2t o2t

[13.5 Exercices aux oraux des étudiants de PSIl]

13.23 | a. Comme ’équation (E) s’écrit aussi y”' — 1 fxzy =0=y"—ay —by=0aveca=0et b:x+— Tl
qui sont continues sur R, le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ nous permet de conclure qu’il existe une unique

solution y de (E) telle que y(0) =1, y'(0) = 0 et que cette fonction y est définie sur R en entier.

La question est de savoir si y est polynomiale. Effectuons une recherche par analyse/synthese.

n
e Siy:x— > apx® avec an # 0 est une fonction polynomiale de degré n solution de (E), alors le terme
k=0

en x™ dans (14 x?)y” — 2y est (n(n — 1) — 2)a,. Comme (1 +x?)y” —2y = 0 et an # 0, cela donne
n?—n—-2=0=(n—-2)(n+1)<=n=2o0un=—1. En écrivant y(x) = ax? + bx + ¢ et en injectant dans
(E), on trouve : ¥x € R, (1+x?)(2a) —2(a? +bx+c) = 0 ce qui impose, en identifiant, 2a = 2a, —2b =0 et
2a —2¢ = 0. Ainsi, y(x) = a(1 +x?). Mais comme y(0) = 1 et y’(0) = 0, on trouve a = 1 donc y(x) = 1 +x2.
e Réciproquement, il est clair (et d’ailleurs on aurait pu le dire tout de suite tellement c’est visible) que
y :x = 1+ x? est solution du probleme de CAUCHY de ’énoncé.

b. Méthode de LAGRANGE : on effectue une variation de la constante pour obtenir une seconde fonction
solution de (E) non proportionnelle & y; =y donc on pose y = y1z = (1 +x%)z dans (E) olt z: R — R est
deux fois dérivable sur R. En reportant dans (E), comme y” = 2z+4xz’ +(1+x?)z" par LEIBNIZ, on obtient y

solution de (E) si et seulement si (14x?) (22+4xz’+(1 —|—x2)z”) —2(14x2)z =0 <= (F) : (1+x?)2"+4xz' = 0.

Comme une primitive de a : x — ] j_x est A x> 2In(1 +x2), 2/ = Ae=2n(1+x) —

5 5 avec A € R.
X

A
(1+x%)



. x X4t x (142 —t%)at

Ainsi, (0 = 200) + [ 0at =7 [ 8y = [ RS 4w en posant = 2(0) € B

Avec l'indication de 1’énoncé, cela donne z(x) = A Arctan(x) — % [Arctan(x) 3 _z 2] + p et on en déduit
x

donc que y(x) = (1+x?) (?\ Arctan(x) — % [Arctan(x) 3 _;‘ 2} + u) = wy1 (x) +Ay2(x) en posant la fonction
X

y2 x> (1 +Xz)(Arct(21n(x) - 0 thz))' En posant a = p et p = %, les solutions sur R de (E) sont donc

toutes les fonctions y : x = a(1 +x?) + p ((l +x2) Arctan(x) + x) avec («, B) € R2.

13.24] a. Tout d’abord, g = ®(f) est de classe C* si f € E. De plus, la linéarité de ® est claire par linéarité de la
dérivation. Ainsi, ® est un endomorphisme de E dont on va étudier le spectre.
e Soit A € C, cherchons f € E tel que ®(f) = Af, c’est-a-dire tel que ¥t € R, f'(t) + tf(t) = Af(t). On sait

par CAUCHY-LIPSCHITZ que les solutions de y’ + ty = Ay <=y’ = (A — t)y forment une droite de solutions
t2 —t? 2
sur R engendrée par la fonction yp : t — MTT = eMeT2 car t > At — % est une primitive de t — A — t.

Ainsi, il existe des fonctions non nulles vérifiant ®(y) = Ay pour tout complexe A ce qui prouve que tout
A € C est dans le spectre de ®. Ainsi Sp(®) = C et VA € C, Ex(P) = Vect(ya).

b. e Pour le spectre de ®2, on peut calculer, pour f € E, ®2(f) = (f + tf)’ + t(f +tf) = "/ + 2tf' + (1 + t?)f.
Encore une fois, si A € C, d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ, on sait que l'ensemble Ex(®?) des
fonctions de E qui vérifie ®2(y) = Ay est un plan donc A est une valeur propre de ®2. On a donc Sp(®?) = C.
e Toujours pour le spectre de ®2, soit A € C et u une racine de A (il en existe dans C), alors il existe d’apres
ce qui précede y # 0 telle que ®(y) = py ce qui donne ®2(y) = &(P(y)) = ®(ny) = ud(y) = p?y = Ay et A

est bien une valeur propre de ®2 car y # 0. A nouveau et indépendamment, on en déduit que Sp(®?) = C.
_t2
e Soit A = 0, alors y € Ker (®?) <= ®(y) € Ker(®) <— (Eoc eC y+ty= oceT> d’aprés a.. Les
2

—t

solutions de 1’équation homogene y’ + ty = 0 sont les fonctions y : t = e 2 . On fait varier la constante
2 42

en écrivant y = Ae” 2 avec A dérivable et, en remplacant dans y' +ty = «e 2 , on obtient A’ = « donc

_t?
A =at+ B avec p € C. Par conséquent, y € Ker(d?) <= (3(06, B) € C2 y=(at+ B)eT>. Alors le plan
2 2
vectoriel Ker(®?) peut s’écrire Ker(®?) = Eo(P?) = Vect(t —> e 2 ,t+> te 2 ).

e Si A € C*, il possede deux racines carrées complexes p et —u. Mais si y € E,(®), alors ®(y) = py donc
®2(y) = p?y = Ay. Ainsi E,(®) C Ex(P?). De méme, E_,(®) C Ex(®?). Comme ces deux sous-espaces
propres sont en somme directe car p # —p, le plan E (®) + E_,(®) est inclus dans le plan Ex(®2). On en
déduit par inclusion et égalité des dimensions que E, (®) @ E_,(®) = Ex(®?). Par conséquent, les solutions
de y” +2ty’ + (1 +t?)y = Ay sont les y : t > (e + Be_”t)e_th avec («,B) € C2. Alors le plan vectoriel

2 i t?

—t
Ker(®2 — Aid g) peut s’écrire Ker(®? — Aidg) = Ex(®?) = Vect(t > e =7 Jt—e 2.

c. Y+ + (x* — Ny =0<=y" +2xy' + (1 +x*)y =2y <=y € E2(®?) = E 5(®) BE__5(®) donc les

—t2
solutions de cette équation (E) sont les y : t — (oce‘ﬁt + Be_ﬁt)eT avec («,p) € C2.

13.25) a. Comme une primitive de x — ﬁ =14 1 1 est x In(x) — In(|1 — x|), les solutions de (Eo)
X — X X — X
sur Iy =]0; 1] ou sur Ip =]1;+oo] sont les y : Iy — R définies par yy(x) = 7‘—7‘1 avec A € R. Variation de



la constante : x(x — NN —%*— = In(x @A':m:—(i—l—x) L oe—a=_1_InX Ajpg les
( )X_] (x) 2 72 )t 2 S ;

solutions de (E)

(A—l—ln—x) avec A € R.
X X

—1
Si y est solution de (E) sur R alors elle est de la forme précédente sur I; et I, et la continuité en 1
impose que la constante Ay = Ay = 1. Ainsi, si f convient, c’est la fonction f : R} — R définie par

f(x) = x%l (1 - i - thx) =1+ % si x # 1 et f(0) = 0 (prolongement ou voir I’équation (E) en 1). f est

oo (_1\k—1pk—T
de classe C* car elle est DSE au voisinage de 1: Vh €]—1; 1], f(1+h) = 1—@ =1-3 (1)%
k=1
(E) admet donc une unique solution dans R* qui est f définie ci-dessus.

b. Sin > 1, par croissance comparée, f,, : x — x™ In(x) est continue sur [0;1] en posant le prolongement

par continuité f,(0) = 0. Pour n = 0, on a fo : x — In(x) continue sur ]0;1] et In(x)= = o(\[) donc fo
x

est intégrable sur ]0;1] et I, existe donc bien pour n € N. On sait que Ip = [xInx —x]} = —1 (le crochet
converge en 0). De plus, si n > 1, par une simple intégration par parties avec le crochet qui converge et les
n+1
. In(x)q1 T xd 1
deux fonctions de classe C! : I, = [~ X _CX — _ .
n=l n+1 Jo fo n+1 (n+1)*

1

Vx
Inx =

I—1—|—f01 nx dx-l—i—f (Zx”ln(x))dxcarsixE]OH[,ona
n=0

En posant g, .]0, 1[— R définie par};n(x) =x"1In(x). Ona > gn qui converge simplement vers f—1 qui est
n>0

1
c. f est continue sur |0;1] et f(x) fgln(x) = o( ) donc f est intégrable sur [0;1] et I = fo f(x)dx existe.

Ex

]—X n=0

1
continue sur |0; 1[. De plus la série fo |gn| converge d’aprés RIEMANN et la question b. donc, d’apres le

n>0
+oo 1 +oo 1 2
TITT, f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) etonal=1+ 3 fo gn=1—> ———==1-— %
n=0 —o(n+1)
ot t —t
13.26 | Sur I = R% ou I = R*, on trouve y = )\ﬁ. Par variation de la constante : y = A+ Z(e] + tt3|—23e
— —e
Si on veut prolonger en 0, il faut imposer A1 = A2 = —5 et y se prolonge par DL avec y(0) = g

En posant (sur R%) y(t) = z(e*), on définit z :]1; +00[— R qui vérifie (F) : (u—1)uz’(u)+(14+u)z(u) = 34+2u.
13.27] a. X; est I'unique fonction vectorielle (définie sur R) qui vérifie le probleme de CAUCHY X|(t) = AX;(t)

avec Xj(0) = ej : Xj est donc bien définie sur R par le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire.

b. Soit to € R et (A1,---,An) € R™ tel que Z AXx(to) = 0. Posons alors Y = Z AkXk. Y est dérivable
k= k=T

comme combinaison de fonctions dérivables et Y = Z M Xh = Z AMAX = A( > ?\ka> = AY. Ainsi, Y
vérifie Y = AY et Y(to) = 0. Par le théoréme de CAU(k}?Y—LIPSCH];I:‘Z1 linéaire & nou];z;u et comme la fonction
nulle vérifie ces conditions, Y = 0. Ainsi Y(0) =0 = i A Xy (0) = i Akex == A1 = -+ = A, = 0 par liberté
de (1, en). Ainsi (X1 (to), - Xn(to)) est une base de K™ d'of det(X(to)) £ 0 : Ve € R, det(X(t)) #0.
c. Posons f = det(X) = det(Xy,- -+, Xn), on sait que f' = det(X}, X2, -+, Xn)+---+det(Xq, -, Xn_1,X},) (1)
(somme des n déterminants ot l'on a dérivé une seule colonne et laissé les autres intactes). En posant
B(t) = X(t)"TAX(t), on obtient X'(t) = X(t)B(t). Construire B(t) va nous permettre de travailler sur les
colonnes de X plutot que sur les lignes avec A. Notons B(t) = (by,j(t))1<i,j<n. Pour tout k € [1;n], on a
X (t) = b1aXq(t) + b2,k X2(t) + -+ + bn kXn(t) en identifiant la k-ieme colonne dans ’équation X' = BX.
Ainsi, det(Xq, -, Xe—1, Xy Xier 1+ Xn) = det (X1, -, Xie— 1, b11X1 4 b2 kX2 + -+ + b Xy Xier 1, - -+ X )



est le k-ieme déterminant de la formule ( ), qu’on peut transformer par multilinéarité du déterminant

en det(Xq,- -, Xx—1, X}, Xk 1, -+, Xn) = Z bidet(Xq, -+, Xx—1,Xi, Xx41,- -+, Xn) et, par alternance du
déterminant, on a det(X1,---,Xk,1,Xk,X1:r1, “,Xn) = brdet(Xy, o, X1, Xiey Xicg 1, -+, Xn) = bk
Par conséquent, f' = (b1,1+---+bnn)f = Tr (B)f. Mais comme A et B(t) sont semblables, elles ont la méme
trace donc '(t) = Tr (B(t))f(t) = tr(A)f(t) ce qui s’écrit encore (det(X (t))) =Tr (A)det(X(t)).

d. Si Tr (A) = 0, notamment si A est antisymétrique, alors t — det(X(t)) est constante car elle est définie
sur lintervalle R et que sa dérivée est nulle d’apres c.. Comme X(0) = (X7(0),---,Xn(0)) (par colonne) donc
X(0) = I, par hypothese, on a det(X(0)) =1 et on en déduit donc que Vt € R, det(X(t)) = det(X(0)) = 1.

a. Bien stur que non, on a vu dans le cours un contre-exemple.

b. Avec sin(x —t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de l'intégrale, comme toutes les fonctions sont
X X
continues sur le segment [0;x] : Vx > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fo cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fo sin(t)a(t)f(t)dt.

La dérivée de x — [ " cos(t)a(t)f(t)dt est x — cos(x)a(x)f(x), et ( fo" sin(t)a(t)f(t)dt) = sin(x)a(x)f(x),
donc ¢'(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. On recommence pour obtenir :

g’ (x) = " (x) —sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x )fox sin(t)a(t)f(t)dt+cos?(x)a(x)f(x) +sin?(x)(x)f(x) donc

g"(x) = (x) + f(x) — 9(x) + a(x)f(x) = —g(x) done ¢” + g = 0 sur R;.

c. On sait résoudre cette équation différentielle : I(A,B) € R?, Vx > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc
X

lg| < |A|+]|B| = C par exemple et g est bornée. Comme on a la relation f(x) = g(x) ffo sin(x —t)a(t)f(t)dt,

x>0, 1) < lg()] + [ [sin(x = v)lla(0)[[f(D]dt < C+ [ a(v)f()]dt car | sin| <1

d. Posons h : x fox la(t)f(t)|dt, on a h dérivable sur R, et h'(x) = |a(x)|[f(x)| < Cla(x)| + |a(x)|h(x)

d’apres la question c.. En notant A(x) = fox la(t)|dt, on a (e‘A(X)h(x))/ < Cla(x)|e= A = c(— e_A(X))/.

On integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir : e_A(X)h(x) < C(l — e_A(")) <C

Alors Vx > 0, h(x) < CeA™ et comme a est intégrable, A est croissante et possede une limite finie en +oo
donc A est bornée, d’ot1 h est bornée et enfin f < C + h donc f est aussi bornée.

13.29 ] Les solutions réelles de (Eo) : xy’ 4+ py = 0 sur R} sont les ya : x = Ax™* avec A € R. Variation de

la constante, une solution particuliere de (E) de la forme y = Ax™ " avec A qui est maintenant une fonction
1 X tp,L—1

dérivable : alors A vérifie xA'x™" = T =A= o dt. Les solutions de (E) sur R* sont les
X
YA DX — (A + f —dt)x H ou la constante A parcourt R.
Premier cas : p = 0, alors les solutions de (E) sont les ya : x — A + fx . Comme 1 ~ l,
(1+1) t(1+1t) ot
Sy VT at X dt -
I'intégrale f diverge clairement par RIEMANN et on a lim = —o00. Ainsi, aucune des
0 t(1+41t) x—0+J1 (1 +1)
fonctions ya n’admet une limite finie en 0 car on a VA € R, hgh ya(x) = —oo.
X—>
T 1 1 -l . )
Second cas : u > 0, alors ~ —— donc f dt converge d’apres RIEMANN et les solutions ont
T+tot ™H 01+t
1 tp—]
donc aussi pour expressions zg : x —> (B + f —dt)x H ol B parcourt R (avec B = A — f dt).
o1+t
X fH— 1 X tu—] x 1
De plus, pour x > 0, on ’encadrement : ( dt)x*“ < ( dt)x*“ < (f e dt)x*“ or
0 1T+4+x 0o 1+t 0

10



f thldt = [ﬁ] = * done —1L < zo(x) < 1 Par encadrement : lim zo(x) = 1 On en déduit
o r(1+x) n x50+ m

que seule zo posséde une limite finie en 0, les zg pour B # 0 tendent vers +oco ou vers —oo en 07,

R H-l Tgn-l . R .
Troisieme cas : w < 0, alors J]‘th th%u donc fo ﬁdt diverge d’apreés RIEMANN. Par conséquent

u—1
dt = —oco. On "remplace” J]c? par son équivalent t*~! en majorant 1’écart, soit x €]0;1],

() ()
— —th t - t
f1 <1+t d f1 1+t d

1
e Sip=—1,x"" f thdt = —x In(x) qui tend vers 0 en 0T,

x tu71
im
x—=0tJ1 141t
x tp.—]
1T 1+t

=x"H" —x M

xH

x 1
dt—x*”f1 thTat gx*“f thdt.
X

A —n_ .
oSiu7£f1,x*”f thdt = xr 1 =X =X X qui tend vers 0 en 07.
pt1 pt1
X px no_ - pn— 1
Commex_“f t“_‘dt:x_“[t—] =x X =1 1 X " tendvers Lenot: lim x_“f L = 1
1 pli vl v vl v x—0+ 114 t
Comme 1112)1+ Ax~H = 0 pour toute valeur de A, toutes les fonctions ya admettent pour limite 1 en o+,
xX— 2%

13.30] L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene est (E.) : z2 44z +4 =0 = (z + 2)%. Donc les

solutions de 1’équation homogene sont les y : t + (at + b)e ™2t

Méthode de LAGRANGE : siy : R — R deux fois dérivable, posons u(t) = y(t)e?t <= y(t) = u(t)e~2, alors
u est aussi deux fois dérivable par produit et on calcule y'(t) = e 2%/(t) — 2e~2tu(t) puis
y”(t) = e 2t/ (t) —4e =2t/ (t) +4e 2 u(t). Par conséquent : y solution de (E) est équivalent &, en reportant :

—2t
e 2t (t) — de 2t/ (1) + de2tu(t) + 4(e (1) — 2e2tu(t)) + 4(u(t)e %) = T = u'(t) = ] —:tz'
On continue : u”(t) = . —:tz <= U/(t) = Arctan(t) + A < u(t) = tArctan(t) — 1 In(1 +t2) + At + p.

Les solutions de (E) sont donc les y : t = te ™2t Arctan(t) — % In(1+t2)e 2t + (Mt +mu)e 2t avec (A, 1) € R2.

On pouvait aussi multiplier (E) par et pour avoir (E) : (eZty(t))H = = (eZty(t))l = Arctan(t)+a

1y
2

1
14+t
donc le systeme (E) est équivalent & (E) : e?*y(t) = t Arctan(t) — = in(1 +t?) + at + b avec (a,b) € R?.

13.31] a. A est symétrique réelle donc diagonalisable. De plus il est clair que A; = 4 est valeur propre avec le

vecteur associé vi = (1,1,1). Le plan orthogonal & Vect(v{) contient donc les autres vecteurs propres et si
v = (x,y,2z) vérifie x +y+z = 0, alors Av = v donc Sp(A) = {1,4} et E4(A) = Vect(vy) et E1(A) = Vect(vy)~*
Une base de vecteurs propres est donc B = (vq,v3,v3) avec v = (1,—1,0) et v3 = (1,0, —1).

1 1 1
b. Si 'X(t) = (x(t) y(t) z(t)), alors X’(t) = AX(t). Posons P= [ 1 —1 0 | et Y(t) = P~"X(t), alors (S)

1 0 -1
4 0 O
se transforme en X'(t) = PDP™'X(t) <= Y/(t) = DY(t) en posant Y(t) = P~ 'X(t)et D= [0 1 0 |. Si
0 0 1
tY(t) = (a(t) b(t) c(t)), le systéme est simple & résoudre Vt € R, a(t) = ae?t, b(t) = Be' et c(t) = ye' avec

(e, B,v) € R3 ce qui donne, puisqu’on a la relation X(t) = PY(t) ; les solutions de (S) sont de la forme :

I(x, B,y) € R3, Vt € R, x(t) = xe*t + (B +v)et, y(t) = ae*t — et et z(t) = et — yet.

13.32]a. Pour n € N*, on a U, = (X2 — 1)™ donc U/, = 2nX(X? — 1)~ puis (X? — 1)U, = 2nXU,, qu’on écrit

AU/ —2nBU, = 0 avec A = X? — 1 et B = X. On dérive maintenant n 4 1 cette derniere relation fois avec
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n+1 1 n+1 1
la formule de LEIBNIZ pour avoir Y. (n]—: >A<““k>u£l<+‘> —2n Y (n: )B(““k)u;k) = 0. Mais
k=0 k=0
A0) =05sj>3et BO) =0sij>2 Ilne reste donc plus que cing termes dans la relation précédente, &

savoir (X2 — 1)U$1n+2) +2(n+ 1)XU.£F+1) +nn+1) ) nxult - nn+1) (M = 0. Cette équation

se réduit apres simplifications qui se réduit & ¥x € R, (1 —x?)P(x) — 2xP% (x) +n(n + 1)Pn(x) = 0 ce qui
montre bien que Py, est solution de Ep(nq1) sur R.

b. Si u est solution de (Eq(n1)) sur un intervalle I, on a Vx € I, (1 —x?)u”(x) = 2xu/(x) — n(n + 1u(x)
mais on a aussi Vx € I, (1 —x%)P2(x) = 2xP/ (x) —n(n + 1)P, (x) d’aprés la question précédente. Puisque les
fonctions u,u’, Py, P), sont dérivables sur I, 'application W = u/P;, —uP/, est dérivable sur I par opérations et
W = u'Pp+u'Pl —uPl —uP! = u'P, —uP”. Ainsi, (1—x*)W'(x) = (1 —=x?)u” (x)Pn (x) — (1 —=x%)P (x)u(x)
pour x € Idonc (1—x*)W'(x) = (2xu/(x) —n(n+1)u(x))Pn(x) — (2xP} (x) —n(n+1)Pp (x))u(x) = 2xW(x). Par

conséquent, W est la solution sur I de 1’équation (F) : (1 —x?)y’ —2xy = 0. On résout (F) sur Iy =] —oo; —1]

2x

] 5 est
— X

ou I =] — 1;1[ ou I3 =]1;400[ et on obtient classiquement, comme une primitive de x —

x = —In(|1 = x?|), que les solutions complexes de (F) sur Iy sont les fonctions y : x ] Ai ~ avec A € C.
— X

c. Si u est solution C? de (En(ns1y) sur [=1;1], par opérations, W = u'P,, — uP} est de classe C! sur

[-1;1]. En particulier, W est solution de (F) sur | — 1;1[ donc il existe d’aprés b. une constante A = A, € C

telle que Vx €] — 1;1[, W(x) = 1 _7‘X2. Ceci impose, par continuité de W en +1, que A soit nulle. Ainsi,
W = u'P, —uP), = 0. Sur les intervalles I C]—1; 1] sur lesquels P,, ne s’annule pas, on a donc (ﬁ)/ = Pﬂz =0
donc ﬁ est constante sur I'intervalle I, u et P, y sont donc colinéaires. P, étant un polyndéme de degrg n, il
existe un nombre fini d’intervalles ouverts Jq,- -, ], de | — 1; 1] disjoints deux & deux (entre les racines de Py,
de ] — 1; 1] qui sont au maximum n) tels que [—1;1] = LTJ Jx sur lesquels P, ne s’annule pas. En fait, r =n

k=T
comme on l'a vu avec les polynomes orthogonaux puisque les P,, sont, a une constante pres, les polynomes

de LEGENDRE. D’apres ce qui précede, Vk € [1;7], Tk € R, ¥x € Jk, u(x) = axPn(x).

I faut montrer que ces ay ne dépendent pas de k pour que u et Py, soient proportionnels sur [—1;1].
Sip€]—1;1] et Pn(B) =0, alors P, (B) # 0 car sinon, par CAUCHY-LIPSCHITZ, la fonction P, et la fonction
nulle seraient solutions du méme probléeme de CAUCHY donc seraient égales : NON ! Par conséquent, toutes
les racines de P, sur | — 1;1[ sont simples ; ce qu’on savait aussi avec les polynémes orthogonaux.

Soit donc B €] — 1;1] 'une des bornes communes & deux intervalles Ji et Ji41 pour un entier k € [1;1 — 1]
Comme Vx € Ji, u/'(x) = axPi(x), en faisant tendre x vers B dans Ji, on a u'(B) = oP, (B). On fait de
méme en faisant tendre x vers B dans Jx41 dans la relation u'(x) = ax41PL(x) vraie pour x € Jx41, on
obtient u/(B) = ax4+1PL(B). Par conséquent, ax = ot1. On pose donc o« = a1 = -+ - = an.

On a donc bien u = aPy, sur | — 1; 1] donc sur [—1; 1] par continuité de u et Py, en 1 et —1. On conclut bien

que seules les fonctions aPy,, pour « € C, sont solutions de classe C? de I’équation (En(ns1y) sur [=1;1].
13.33) a. Comme (E) est une équation différentielle linéaire sans second membre, ’ensemble S des solutions

contient la fonction nulle et, par linéarité de la dérivation, est stable par combinaison linéaire. De plus, si y
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est solution de (E), y est au moins deux fois dérivable sur R et, comme y” = —qy et que q est continue sur
R, y” est continue donc y est de classe C2 sur R. Ainsi, S est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel
des fonctions de classe C? sur R : c’est donc lui-méme un espace vectoriel. En considérant par exemple le
probleme de CAUCHY en t = 0 , si (yo,yh) € R? est fixé, il existe une unique solution de (E) sur R qui
vérifie de plus y(0) = yo et y'(0) = yj. Ainsi, I'application ¢ : S — R? définie par ¢(y) = (y(0),y’(0)) est
linéaire (clair) et bijective, c’est donc un isomorphisme. Par conséquent, dim(S) = dim(R?) = 2.
b. D’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ, il existe une unique fonction f : R — R solution de (E) sur
R qui vérifie cette condition de CAUCHY f(0) = 1 et /(0) = 0. En fait, f = ¢~ 1(1,0) (voir a.).
Supposons que f s’annule en xp € R. Si on avait f'(xg) = 0, alors la fonction f vérifierait f + qf = 0 avec
f(x0) = f'(x0) = 0. Or la fonction nulle est aussi solution de (E) et elle vérifie aussi la condition de CAUCHY
0(x0) = 0'(x0) = 0. Par l'unicité au probléme de CAUCHY, on aurait donc f = 0 qui est contredit par le fait
que f(0) =1 # 0. Par I'absurde, on a donc établi que '(xo) # 0.

_ f'(x0)

e Prenons par exemple f/(xo) > 0, comme f est C' sur R, ' est continue en xo donc,si ¢ = > 0,

/ / / /
B >0, Vx Elxo — Bsxo + B[, [F'(x) — F'(x0)| < f(zﬂ = 0< 1“(240) < f(x) 3t (2"0) sie=" (;0) >0. La

fonction f est alors strictement croissante sur Uintervalle |xo — B;xo + B[, elle y est donc injective, et elle ne
s’annule donc qu’en xo sur cet intervalle, ce qui est la définition d’un zéro dit isolé.

c. Puisque f est de classe C? en tant que solution de (E), on sait que f? est convexe si et seulement si
(f2)" = 0. Or (f2)" = (2ff') = 2f'2 + 2ff" = 2f'? — 2qf* car f’ = —qf. Or q est négative, ainsi (f>)” > 0. On
a bien montré que 2 est convexe sur R.

d. Posons g = f2, alors ¢g” > 0 d’aprés la question précédente. Ainsi, la fonction g’ est croissante, or
g’(0) = 0 donc g’ est négative sur R_ et g’ est positive sur R,. Par conséquent, g est décroissante sur R_
et croissante sur R, ce qui montre, comme g(0) = 1, que Vx € R, g(x) = f2(x) > 1 = g(0). Comme f ne
s’annule pas car f2 > 1, f garde un signe constant par le théoréme des valeurs intermédiaires, or £(0) = 1

donc f est positive sur R. On en déduit bien que Vx € R, f(x) = /f%(x) > 1.

13.34 | e L’espace vectoriel S des solutions réelles sur R de I’équation homogene y””/ —y = 0 contient évidemment

la fonction y7 : t — e'. On s’inspire de la variation de la constante pour trouver toutes les solutions.

Soit y : R — R trois fois dérivable, alors on pose z : t — y(t)e™" de sorte que y = zyj. Avec LEIBNIZ,
y"” =2"et +3z"e' +37/e* +zet, y € S = u” + 31 + 3u =0 en posant u = z/. L’équation caractéristique
—3%1\/5 et ay = &7 = _3%1‘/5 Ainsi, les solutions

complexes de u” + 3u’ + 3u = 0 sont les u : t — Be0=Dt 4 Ce(°=Dt avec (A,B) € C2 donc les solutions
complexes de 2/ 4+ 32" + 32 = 0 sont les z : t — « + pel—Dt 4 vel? =Dt avec (o, B,y) € C3. Les
solutions réelles de z"”' + 3z"” + 3z’ = 0 sont donc les parties réelles des fonctions précédentes : ce sont les

z:t— a4+ (b cos (@) + csin (@))e’y‘/z avec (a,b,c) € R3. Enfin, les solutions y € S sont les

(Ec) : x> +3x+3 = 0 a pour solutions o; =

y:t— aet + (b cos (@) +csin (@))eft/z avec (a,b,c) € R3.

e En notant S l'espace des solutions complexes sur R de I’équation homogene y””/ —y = 0, I'application
@ : S — C3 définie par ¢o(y) = (y(0),y’(0),y”(0)) est un isomorphisme d’apres le théoréeme de CAUCHY-
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LipscHITZ donc dim(S) = 3. L’équation caractéristique associée & (Eq) est z3> —1 = 0 dont les solutions sont
1,j et j2. Les fonctions f1 : t > et, f2 : t > et et 3 : t — ¢t forment une famille libre de vecteurs de $ car
ce sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres distinctes 1,j,j2 de ’endomorphisme D : y +— y'.
Comme dim(g) = 3, on en déduit que (f1,f2,f3) est une base de S. Il suffit de passer aux parties réelles des

fonctions aet + pelt + yel 't (avec (o, B,y) € C3) pour trouver une base (g1,92,93) de S avec g7 : t +— et,

gzthcos(\[t)e et g3 : tHstn(@)e’t/z.

pt . . s . .
3e ] est solution particuliere de 1’équation.

e si p # 1, il est clair que la fonction t —

esip =1, en posant z = ye~' comme avant, y"’ —y =el = u "+3u +3u=1en posant u = z’. On trouve

1 te

donc u = 3 comme solution particuliere donc z = § et t — est solution particuliere de y"”' —y = et.

Par structure affine des solutions, les solutions de cette équation sont les :
pt
Yyt aet + (bcos (ﬁ) +csin (@))e‘t/z + —% T sip # 1 avec (a,b,c) € R3.
Pl -

t
y:t— aet + (bcos (\[t) +csin (%))e‘t/z—&—% sip=1avec (a,b,c) € R3.

a. Comme 'équation (E) : —y” + cy = f est linéaire du second ordre et qu’elle est sous forme résolue,
que c et f sont continues sur [0; 1], le théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ nous apprend qu’il existe une unique
solution deux fois dérivable sur [0;1] de (E) qui vérifie y(0) = 0 et y'(0) = A : cette solution est notée wu,.
Comme u} = cup — f est continue par hypothese et par opérations, u est bien de classe CZ sur [0;1]. Tl
existe donc bien une unique solution de (2) qui appartienne & C2([0;1], R), elle est notée u.

b. Soit yj (resp. yz) l'unique solution de (Eo) : —y” 4+ cy = 0 qui vérifie y1(0) = 0 et y;(0) = 1
(resp. y2(0) = 1 et y4(0) = 0). Clairement y; et y> ne sont pas proportionnelles donc (y1,y2) est une

base de 'espace vectoriel des solutions de (Eg) : —u” 4+ cu = 0. Si on note yp, la solution particuliere de
(E) @ —u"+cu = f qui vérifie y, (0) = y;,(0) = 0 (elle existe et elle est unique d’apres le théoreme de CAUCHY-
L1PsSCHITZ), alors on sait par le théoréme de structure que les solutions de (E) sont les y = a1y1 + x2y2 +yp
avec (a1, 2) € R2. Avec les conditions du probleme (2), ux = x1y1 + azys + yp avec ap X 1+0 =0 et
a1 X 140 = A donc up = Ayy + yp. Par conséquent, A — ux(1) = Ay1(1) + yp(1) est bien affine.

Supposons y1(1) = 0, posons z = Inf({x €]0; 1] | y1(x) = 0}) (qui existe car y; s’annule en 1). Par continuité
de y1 en z et caractérisation séquentielle de la borne inférieure, yi(z) = 0. Puisque y7(1) =1 > 0, la fonction
Y1 est strictement positive (et méme strictement croissante car y; est de classe C') sur un intervalle du type

10; o] avec o €]0;1]. Ainsi, par minimalité de z, la fonction y; reste positive sur [0;z] et 0 < a < z. Comme
yy = cyi1, on a donc Vt € [0;z2], ”( ) = 0 donc y’1 est croissante sur [0;z], ainsi Vt € [0;z], y5(t) > 1. En

intégrant, ¥Vt € [0;z], y1(t) =y1(0) + f y (u)du > t ce qui contredit yi(z) = 0.

Ainsi, y1(1) # 0, la fonction affine A — u (1) est non constante et s’annule pour une unique valeur A € R.
La fonction u,, est donc 'unique solution du probléme (1) comme attendu.

c. Supposons que u prenne des valeurs strictement négatives sur ]0;1[, par exemple en u(t) < 0 avec
t €]0;1[. On pose o« = Sup({x € [0;t] | u(x) = 0}) et B = Inf({x €]t;1] | u(x) = 0}). Comme avant,
en détaillant, on montre que 0 < o < t < B < 1, u(a) = u(p) = 0 et u reste négative sur [;p]. Or
Vx € [o; B, w”(x) = e(x)u(x) — f(x) < 0 donc u est "concave” sur [o; B] ce qui semble contradictoire. Plus
élémentairement, u” < 0 donc u’ est décroissante sur [«; B]. Or d’aprés ROLLE, il existe y €]o; B[ tel que

u(y) =0 ; et forcément u(y) < 0. Par conséquent, u’ est positive sur [«;y] et négative sur [y; p] ainsi u est
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croissante sur [o;y] et décroissante sur [y; B] ce qui contredit ce qui précede. Tout ceci est absurde. On en

déduit que u ne prend aucune valeurs strictement positive donc u reste positive si f > 0.

13.36 ) a. Siy est bornée sur R, alors Vt € Ry, [g(t)y(t)] < |[y]|oo,r, |g(t)| donc gy est intégrable sur R, par
. 1 Foo R x

théoréme de comparaison et on en déduit que fo g(t)y(t)dt converge. Ainsi, fo y”’(t)dt = fo g(t)y(t)dt

admet une limite finie quand x tend vers +o0o. Mais comme foxg”(t)dt =1y’(x) —y'(0) ceci implique que y’

admet une limite finie en +00. Sion avait par exemple HT y'(t) = € > 0, alors Ixg > 0, Vx = %o, y'(x) = %
X—>+00

On obtiendrait alors par le théoréme des accroissements finis : Vx > xo, y(x) > %(x —x0) +y(x0) ce qui
amenerait XETOOy(x) = 400 ce qui est absurde. De méme, on ne peut pas avoir XETOOy(x) < 0. Par
conséquent, si y est une solution bornée de (E), alors y’ tend vers 0 en +oo.

b. Avec ces hypotheses, posons la fonction z = yi1y5 — yoy). Alors z est dérivable sur R par produit. On
dérive z' = y1y5 +yjv5 —vivh —y2yf = gy1y2 — gyr1y2 = 0. Comme R est un intervalle, z est constante
sur R. Or d’apres la question a., yi1, y» sont bornées donc y} et y’ tendent vers 0 en +o0. Par produit et
somme, z tend donc vers 0 en +o0o ce qui implique que z = y1y5 — Y2y} est nulle sur R.

c. Supposons que (E) n’admette que des solutions bornées. Comme on sait que 'ensemble des solutions est
un espace vectoriel de dimension 2, il existe une base (y1,y2) constituée de solutions bornées de (E). Alors,

d’apres la question b. : Vt € R, yi(t)y5(t) —y2(t)y5(t) =0 (c’est le wronskien de ces deux solutions). On

y1(0) y2(0)
y1(0) y5(0)

(y2(0),y5(0)) sont colinéaires. En effet, si on avait (y1(0),y}(0)) = (0,0), alors y; vérifierait y” + gy; =0

en déduit par exemple que

’ = 0 ce qui implique que les vecteurs non nuls (y1(0),y;(0)) et

avec y1(0) =y (0) et ce serait la fonction nulle d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ : NON |
Il existe donc une constante A € R* telle que (y2(0),y5(0)) = A(y1(0),y5(0)). Par conséquent, y = y2 — Ayj
est solution de (E) et vérifie y(0) = y’(0) = 0 ce qui implique y = 0 d’apreés I'unicité dans CAUCHY-LIPSCHITZ.
Or y, = Ay; est contradictoire avec le fait que (yi1,y2) est libre.
Par ’absurde, on a donc montré 'existence de solutions de (E) non bornées. Mieux, on vient de montrer que
les solutions bornées de (E) constitue tout au plus une droite dans le plan des solutions de (E).

Le systeme équivaut & X' = AX si *X = (x y z). Or, aprés calculs, on trouve xa = X(X + 1)(X — 2).

Ainsi, comme xa est scindé & racines simples, A est diagonalisable dans M3z (R). Il est clair que Avy = 0

sivi = ey —e3, Avy = —vy si vo = e; — ez et on trouve par calculs que Avs = 2v3 si vz = 2e7 + ez + 3es.
0o 0 0 0 1 2
Par conséquent A = PDP~ ' avecD = | 0 —1 0| et P = 1 =1 1|. Enposant Y =P~ 'X, on a
o 0 2 —1 0o 3
Y =P 1X et X' = AX <= X' = PDP™'X <= Y’ = DY. En posant 'Y = (a b ¢), on doit donc résoudre le
ad= 0
systéme découplé (S') : {b’ — _p dont les solutions sont a = «, b = e~ !, ¢ =ye?t.
= 2
X Be t+ ZVCZt
Enfin, les solutions de (S) sont les X = [ y | = [ « — et +vye?t | avec («,8,v) € R3.
z -0+ 3ye2t

13.38 ) a. e Si n est impair, det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A) donc det(A) = 0. Comme A

n’est pas inversible, il existe un vecteur non nul Xo dans Ker(A). Si on pose X : t — Xp, alors X est constante
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et, comme Vt € R, X'(t) = 0= AX(t) = AXo = 0, X = Xp est solution constante non nulle de (S) sur R.
e Pour suivre l'indication de 1’énoncé, changeons de base. Comme Xy # 0, en posant e, = Xp, on peut

n
compléter (en) en une base orthogonale (e1,---,en_1,en) de R™ En écrivant X : t — > xx(t)ex, alors
k=1

X = AX < (Vk e [1;n], X (t) = i S()x (t)). Or AX € Im(A) et Ker(A) L Im(A) ; en effet, si
&

AV =0 et W = AZ € Im (A), alors (V|W) = (V|AZ) = VI(AZ) = (ATV)TZ = (-AV)TZ = —(AV|Z) = 0.
Ainsi, comme X'(t) = AX(t) € Im(A) n’a pas de composante selon le vecteur ey, € Ker(A), on en déduit que

x1 (t) = 0 donc, comme R est un intervalle : x,, est constante sur R. Mais plus simplement :

e Si X est une solution de (S), alors ((X|Xo))" = (X'|Xo) + (X|Xj) = (AX|Xo) = XTATXo = —XTAXO =0 car

Xo € Ker(A). Ainsi, il existe A € R tel que Vt € R, (X|X0) =A= )\(‘>|()(<)|>‘(|g) = <X(t) 2XO)XO) 0.

‘2 Xo + (Vect(Xo))*+

[IXol|
Ainsi, Yt € R, X(t) € H) ou Hy est ’hyperplan affine

e Mais plus généralement (si A est seulement non inversible et pas forcément antisymétrique) :
Comme A n’est pas inversible, dim(Ker(A)) > 1 donc dim(Im (A)) < n — 1 par la formule du rang. Soit
donc H un hyperplan qui contient Im (A) (il y en a une infinité si rang (A) < n — 2). Soit un vecteur non

/
nul N normal & H. Soit X une solution de (S) sur Rsi ¢ = ]cgﬂ >0, 3B > 0, Vx €]xo — B;xo0 + B,

f/(xo) f/(xo) 3f,(xo) caz s fp s
— —0< — < f(x) € — considérons 'application ¢ : R — R définie par

o(t) = (X(¥)N) = é Rk
i N Xy

(1) = (X'(1)|N) = (AX(t)|N) = 0 car AX(t) € Im(A) et N € Im (A)*. Ainsi,

[#(x) — (x0)| <
(t) (avec des notations évidentes). On dérive ¢ car X est dérivable sur R, et

on obtient ¢’(t) =
k=1

@ est constante sur l'intervalle R et il existe donc A € R tel que ¥Vt € R, (X(t)|N) = A ce qui revient &

n n
Vte R, > nixx(t) = A Ainsi, Vt € R, X(t) appartient & I'hyperplan affine d’équation > nyxk = A.
k=1 k=1

n
b. Soit X et Y des solutions de (E), on définit ¥ : R — R par $(t) = X(t)TY(t) = 3 xk(t)yx(t). On dérive
k=1
car X et Y sont dérivables et on obtient ¥/(t) = (X'(t))TY(t) + X(t)TY/(t) = X(t)TATY(t) + X(t) TAY(t) = 0
car AT + A = 0. Ainsi, ¥ est constante sur I'intervalle R. Soit X une solution de (S), alors XX = [|X||? est

constante d’apres ce qui précede en prenant Y = X. Ainsi, X est de norme constante donc bornée.

1
13.39 ) Pour f :]0;1] — R continue, t — f(t—t) est continue sur [1 — x;1] si x €]0; 1] donc 'intégrale f1 %t)dt

existe et le probleme est bien posé. Par linéarité, I’ensemble des fonctions f solutions est un espace vectoriel.
. T f(1) (t) .
Analyse : soit f :]0;1] — R telle que Vx €]0;1], f(x) = f Tdt’ comme t - est continue sur
f(1 —x)

1—x
1).
1—x (1)
Ainsi, la fonction f est de classe C! sur ]0;1[. On dérive I'expression (1 —x)f'(x) — f(1 — x) = 0 pour avoir
—f'(x) + (1 —x)f"(x) + /(1 —x) = 0. Or l’équation (1) évaluée en 1 — x donne xf'(1 — x) = f(x) (car

I'intervalle ]0; 1], le théoréme fondamental de l'intégration montre que Vx €]0; 1], f'(x) = —(—1)

1— (1 —x) = x) qu'on reporte dans la précédente pour obtenir ’équation du second ordre vérifiée par f :

(B) : —xf'(x) +x(1 = x)f" (x) + xf'(1 — x) = x(1 —x)f"(x) — xf'(x) + f(x) = 0.

Supposons que y solution de (E) soit développable en série entiere, alors il existe r €]0;1] tel que lon ait
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—+ 00 —+o0 “+o0
Vx €)0;7[, f(x) = Y. anx™. On dérive terme & terme : xf'(x) = > napx™ et x*f/(x) = Y. n(n — 1)anx™
n=0 n=0 n=0
+oo
et xf’'(x) = Y. (n+ T)nant1x™. On reporte dans (E) et on identifie les coefficients (car r > 0) et on a
n=0

apo =0et Vn € N* nany1 = (n—1)an donc Vn > 2, an, = 0. On trouve donc que f(x) = ajx (ce qu'on

pouvait voir instantanément). On effectue une variation de la constante pour trouver les solutions de (E) non

développables en série entiere : y = Ax avec A deux fois dérivable sur |0; 1[. On reporte dans (E) et on obtient

Vx €]0;1], x(1 —x)A” + (2 = 3x)A" = 0. Comme x — x(1 — x) ne s’annule pas sur |0; 1] et qu’une primitive
2-3x _200=x)—x _ 2 1

dea:xHX(]_X)f 0= f;f1_xsur}O;][estA:x+—>21n(x)+1n(1fx),onad’aprésle
cours : A = qe 20— — & __ ayec x € R. Comme 1 =l-x+x 14,1
* x*(1 —x) * (1 —x) x*(1-x) x* x(1-x)

a1
2

donc ! = 1l—x+x

x*(1—x) x(1 —x)
Vx €]0;1[, A = aln(x) — & — aln(1 —x) + B avec («, ) € R2. Les solutions de 1’équation homogene linéaire
x

=141 4 %, on intégre (sur 'intervalle ]0;1[) et on trouve la relation
x —x

du second ordre (E) sur ]0;1] sont les y : x — a(xIn(x) — 1T —xIn(1 —x)) + Bx = ayi(x) + Pyz(x) avec

(o, ) € RZ et y7 : x > x1In (1 X ) — 1 et yz : x = x. La fonction f est donc de cette forme mais elle est

—x
continue en 1 donc, comme lir? y1(x) = —o0 et lin11 y2(x) =1, cela impose o = 0. Ainsi, f : x — Bx.
X— 1= X— 1=
. . . (1) L
Synthese : si f : x — Bx, alors f est continue sur |0; 1] et f] Tdt = f] Bdt =pB(1—(1—x)) = px = f(x)
—x —x

pour tout réel x €]0;1], donc f est solution.

Conclusion : les solutions cherchées sont donc toutes les fonctions proportionnelles & x — x.

13.40] Le systeme équivaut & X’ = AX si 'X = (x y). Or, apres calculs, on trouve xao = (X — 1)?. Ainsi 1 est

2
-2
de 1 vaut 1. Ainsi, A n’est pas diagonalisable. Comme x est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans
1
0

vecteurs vq et v2 tels que B = (v1,v2) est une base de R?Z et Avi = vi et Avy = vy + vo. Apres calculs

d’ordre algébrique 2 dans A alors que, comme A — I, = ( _22 est de rang 1, la multiplicité géométrique

N . 1 . . N
M2 (R). On cherche une matrice inversible P telle que A = P < : ) P~! ce qui revient & chercher deux

Avi = vy avec vi = 2e1 — 2ep et Avy = vy + v avec vo = e;. Comme vi et v, ne sont pas colinéaires,

-2 0 0 1
Y=P'X,onaY =P X et X = AX «= X = PTP"'X <= Y’ = TY. En posant 'Y = (a b), on

r_
doit donc résoudre le systéme plus simple (S’) : {‘S’ B g—«—b. Orv =b <= (3 € R, b = Be') et

a =a+pet <= (Ju € R, a = xe' + Bte'). Enfin, les solutions de (S) sur R sont les fonctions X = <;)

telles que 3(«, ) € R?, Vit € R, X(t) = (X(t)) _ <(20€+ B)et +2|3tet>.

- 2 1 1
B = (v1,v2) est une base de R?. Ainsi A = PTP~! avec P = ( ) et T = ( ]>. En posant

y(t) —20cet — 2Btet
-1 2 =3
13.41)a. (S) <= X' =AX avec 'X=(xyz)et A= | =1 2 —1].Onaxa=(X—1)?(X—2) par calculs.
1 -1 3
-2 2 =3
b. Comme A—I3=| —1 1 —1 | est derang 2, on a dim(Ker(A —13)) = 1 par la formule du rang donc

1 -1 2
A n’est pas diagonalisable. Mais comme xa est scindé dans R, la matrice A est trigonalisable dans M3(R).
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c. La somme des deux premiéres colonnes de A — I3 est nulle donc Ker(A —1I3) = Vect(vy) avec vi = (1,1,0).

-1 1 =2
On trouve par calculs que (A —13)> = 0 0 0 | quiest de rang 1 donc Ker((A — I13)?) est un plan
1T -1 2

par la formule du rang, il est d’équation cartésienne x —y +2z = 0. On sait que Ker(A —13) C Ker((A —13)?),

et les dimensions font que Ker((A —13)%) \ Vect(vy) # 0 : wy = (0,2,1) est par exemple dans cet ensemble.
-3 2 =3

d. Par une résolution de systéme ou en écrivant A —2I3 = | —1 0 —1 |, on a Ker(A — 2I3) = Vect(vs)
1 -1 1

avec v3 = (—1,0,1). La aussi, une résolution de systéme montre que les vecteurs v = (x,y,z) tels que

Avy = vy + vy vérifient z — 1 =y — x — 2 = 0, on peut donc prendre par exemple v = wy = (0,2,1). La

1 0 —1
famille B = (vy,v2,v3) est une base de R3carP= |1 2 0 | est de déterminant 1 donc inversible. Par
0o 1 1
1 1 0
construction, si f est 'endomorphisme canoniquement associé a A, Mats(f) =T =0 1 0 | caron a
0 0 2
f(v1) = v, f(v2) = va +v1 et f(v3) = 2v3. Par formule de changement de base, Mat 5__, (f) = A = PTP~ .
Y1
Comme X' = AX <= X' = PTP7'X <= Y’ = TY en posant Y = P~'X, il suffit de poser Y = [ y, | et le
Y3

systéme équivaut & y} = y1 +y2, y = y2 et y; = 2y3 dont les solutions sont y» = Aze!, y3 = Aze?t et
y1 = (A2t +2Aq)et en résolvant vy =y + et avec la méthode de variation de la constante. Les solutions de
(E) sont donc (on a raisonné par équivalence), comme X = PY, les vecteurs colonnes X tels que 'X = (x y z)
avec x = (A2t +A1)et —Aze?t, y = (Aat+ A7 +2A2)et, z = Azet +Aze?t et (A1,A2,A3) € R3.

Questions de cours :

- que peut-on dire de l'ensemble E des solutions de (S) : on sait que c’est un espace vectoriel de dimension
3 car avec CAUCHY-LIPSCHITZ, I'application ¢ : E — R3 telle que @(X) = X(0) est un isomorphisme.

- que se passe-t-il si les coefficients dépendent du temps ? Peut-on résoudre ? Qu’arrive-t-il a E 7 : dans ce
cas, ’espace des solutions est toujours de dimension 3 mais on ne sait en général pas résoudre.

- que dire du polynéme caractéristique et du polynéme minimal d’un endomorphisme ? : pour une matrice
carrée A de M, (R), le polynéme caractéristique xao = X™ —Tr (A)X™* T 4.4 (—1)"det(A) est réel, de degré
n, unitaire. Ses racines sont les valeurs propres (complexes) de A. Le polyndéme minimal est celui unitaire
de plus petit degré parmi tous les polynoémes annulateurs de A. Il divise tous les polynémes annulateurs de
A (mais cette structure d’idéal est hors programme). Ses racines sont aussi les valeurs propres (complexes)
de A. Tl est scindé & racines simples dans R si et seulement si A est diagonalisable dans M, (R).

- discuter le cas d’une matrice de passage non constante : on ne peut plus résoudre le systeme différentiel
avec la méme méthode classique en posant Y = PX car Y = P’X + PX’ et P’ #£ 0.

13.42] a. On reporte les expressions proposées dans I’équation et on a aC1t*~ " = 3CtP 2 et BCtP~T = 2C 1t

On doit donc prendre « = B — 1 (pour les puissances de t) et, comme xBCs = 6C3, si on veut avoir des
solutions non nulles, il convient de prendre af = 6. Ainsi, ap = B(p — 1) = 6 donc B2 —PB —6 =0 ce qui
montre que p = 3 ou B = —2. Par conséquent, les fonctions f1 : t — (3t%,2t3) et f2 : t — (t%, —t]—z) définies
sur R* sont des solutions (on le vérifie réciproquement) de (S) sur RY.

b. Comme (E) est un systéme linéaire sans second membre, ’ensemble E est un espace vectoriel. De plus,
par CAUCHY-LIPSCHITZ, 'application ¢ : E — R? définie par ¢ (y1,y2) = (y1(1),y2(1)) est un isomorphisme

donc dim(E) = 2. La famille (f1,f2) (c’est clair) de solutions de (S) constitue donc une base de E.
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c. Les fonctions g7 : t +— (3t%,2t3) et g2 : t > (3—3, 73—2) définies sur R* sont solutions de (S) sur R*. En
notant E’ ’espace vectoriel des solutions de ($) sur R* | ¢ : E/ — R? définie par ¢(y1,y2) = (y1(—1),y2(-1))
est un isomorphisme donc dim(E’) = 2. La famille libre (g1, g2) est donc une base de E’.

13.43]a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions de I’équation homogene (Eq) : y” —9y = 0 sont les fonctions
y:t = Ae3t + Be 3t avec (A,B) € R? d’aprés le cours. Il est clair que les fonctions fq : t + _atT:i—b et

fa:t—

at9—  sont respectivement solutions particulieres de 'équation (E) sur R} et R*. Soity: R — R

une solution de (E) sur R, il existe d’apres ce qui précede quatre scalaires réels Aj, A2, B1,B2 tels que
VE> 0, y(t) = Are®t +Bre Pt — SR ot Vi< 0, y(t) = Aged 4 Bre T + AL,

9
Par continuité de y en 0, y(0) = lim y(t) = A1 +B;1—2 = lim y(t) = A,+B,—2: A;+B; = A,+B, (1).
t—0+ ?  t—0- 9
Par continuité de y’ en 0, on a y'(0) = lim y/(t) = 3A7 —3B7 — & = lim y'(t) = 3A2 — 3B2 + ¢ donc
t—0+ 9 t—0- 9

A1 —B1 =A;—By+ %l (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Ay = Ay — % et B, =By + %.

Réciproquement, soit (A7,B1) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = Ay + By — b, par

9
Yt >0, y(t) = A1e3t + Bre 3t — ‘“TH’ et Vt < 0, y(t) = (A1 + z%)e3t + (131 - %)e*3t + atfjb. Ce
qui précede prouve que y est une solution de classe C* de (E) sur R% et R*. De plus, comme il vient
lim y(t) = Um y(t) =y(0) = A1 +B; — by est continue en 0. lim y/(t) = lim y'(t) =3A; —3B; — &
t—0+ t—0- 9 t—0+ t—0— 9

donc y est de classe C' sur R avec y/(0) = 3A7 — 3By — %. Enfin, Vt > 0, y”(t) = 9A7e3' + 9B1e 3t et

vt < 0, y'(t) = 9(/\1 - i)e“ + 9(131 + i)e*St donc lim y”(t) = Um y”(t) = 9A7 + 9By et y est
27 27 t—0+ t—0-

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué & y’) avec y”(0) = 9A7 + 9B7. Ainsi

y”(0) +y(0) =9A1 + 9B — 9(/\1 + By — g) = b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (A7,B7) € R, y(0) = A7 +B7 — g,

V>0, y(t) = Ajet +Bre 3t — ij et Vt <0, y(t) = (A1 + 2¥“7)e3t + <B1 - %)e“”t—l— L;b.

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il
est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu’on ait A7 = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu'on ait By — £ = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = £ — b

27 T2z 9
Vt >0, y(t) = %673t - atT—i—b et Vt <0, y(t) = Z%e3t + atT—b est I'unique solution de (E) sur R dont le
graphe posséde des asymptotes en +o00, respectivement les droites d’équations y = _axf?l—b ety = (”(97_13.
13.44 ) On résout cette équation sur les trois intervalles Iy =] — co; —1[, I =] — 1;0[ et I3 =]0; +o0o[= R*. Les
solutions de (Eo) : 2t(1+t)y'+ (T+t)y =0<=y'+ thy = 0 sur chacun de ces intervalles sont, puisqu’'une
—1In(|t)
primitive de t — 1 et t ln(\t|)’ les fonctions y : t — Ae™ 2 = -2 avecre R.
2t VIt
Méthode 1 pour trouver une solution particuliere :
I
Sur I3, par variation de la constante, on obtient 2t(1 + t A —1e=N=—-1 Onpeut prendre
P ( )\/‘E 2vt(1 +t) peut p
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avec A € R.

A = Arctan(y/t). Les solutions de (E) sur I3 sont donc les y : t — Arctan(vt) + A
A/

Vi
Sur 17,1, avec la méme méthode, 2t(1 +t)—2= = 1 donc N

_ 1 = 1
e T+ /(- (V=)

on peut prendre par A = 1 ln ’1 + \/L (il vaut mieux connaitre la fonction Argth). Ainsi, les

et

solutions de (E) sur Iy ou I, sont les fonctions y : t »—> ( ‘] + ‘ + 7\) avec A € R.
Méthode 2 : on pouvait aussi chercher une solution particuliere y sur R qui soit developpable en série entiere,

“+ o0
c’est-a-dire Vt €]—r;1[, y(t) = > ant™avecr < 1 (car —1 est exclude Iy, 12, I3). On dérive terme & terme et
n=0

+oo —+oo +oo “+oo
on remplace dans (E), ce qui donne 2t 3 nant™ 142t 3> (n—1)an_1t" 24+ 3 ant™+t > ap 1t =1

n] n=2 nO n=1

ou encore, en mettant tout en t™ : Z Inant™ 4+ Z 2(n = Nan_1t™ + Z ant™ + Z an—1t™ = 1 puis,

n=0 n=0 n=1
en regroupant les termes : ap + Z (2nan +2(n — 1)an—1 + an + an—1)t" = 1. Ainsi, puisque v > 0 par

n
hypothése, on identifie et on a ap = 1 puis, pour tout n € N*| (Zn+1)an +(2n—1)an_1 = 0. On montre par

o e e
gy doneu(t) = 2230 n+ 1

entiere vaut clairement 1 (par D’ALEMBERT par exemple), les calculs précédents se remontent et prouvent

une récurrence simple que Vn € N, a,, = . Puisque le rayon de cette série

que y est bien solution de (E) sur | — 1;1[. Comme y(0) =1, il reste & exprimer y avec les fonctions usuelles

pour t €] — 1;1[\{0} et on distingue deux cas selon que t <O out >0 :

o n 2n+1
sty = I ¥ GO Aren(h),
n (LYY
. _ +o00 (\/ft)Zn-H B +o0 (_Un(\/jt)n +00 (\/jt)n B ]—\/jt
sitel, y(t)_\/%n:o A+ —2\/1_7(2 + X )— e

Méthode 3 : on pouvait enfin, sur I3 par exemple, associer a y : I3 — R dérivable, la fonction z : I3 — R

2(V) (VY z(VH)

définie par z(u) = uy(u?) ou ==* = y(t). z est aussi dérivable sur I3 et Vt > 0, y'(t) =

A 2t 2tvt

n=1 n n=1

!/
Ainsi, y solution de (E) sur I3 équivaut & ¥Vt > 0, t(1 +1t) (%\/{) - %) +(0+ t)z(\\//g) =1 c’est-a-dire
az (Vi) = ] —]ﬁ-t ouVu € I3, Z/(u) = ] _: 5> <= I € R, Vu >0, z(u) = Arctan(u) + A. On conclut en
u

yt) = z(\\//g) _ ArCtan\(fl/{> 2y

Raccords : on va traiter les raccords en 0 et en —1.

remplagant que Vt € R,

Eno0 : soit y :] — 1;+o00[— R solution de (E), alors y(0) = 1 en prenant t = 0 dans (E) et il existe
Arctan(v/t) 4 A

d’apres ce qui précede des constantes A et p réelles telles que Vt > 0, y(t) = e et
Yt €] —1;0], yt) = ( ’1 v ‘ + u) Comme y est continue en 0 et que si si A # 0 et
. A

Oona Um 5= = lm = +o00, on ne peut avoir que A = p = 0. Ainsi, y ;| — 1;+o0[— R
n# Ry \[ R \[ P q H y i [

o Arctan(v/t) 1 14++/—
est définie par y(0) =1, Vt > 0 t) = ———2 et Vt €] —1;0 t) = (171‘ )

par y(0) » y(t) T ] [ y(t) Wi —

Réciproquement, cette fonction est solution de (E) sur | — 1;4+00[ et elle est développable en série
entiere sur | — 1;1[ donc elle y est de classe C*°. Comme elle est aussi de classe C> sur R* par
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opérations, elle est de classe C*™ sur | — 1; 4+00[ donc 'unique solution de (E) sur | — 1; +o0][.
En —1 : soit y : R* — R solution de (E), alors en prenant t = —1 dans (E), on obtient 0 = 1 qui est

absurde.Ainsi, il n’y a aucune solution de (E) sur R*.
Il n’y a donc aucune solution de (E) sur R.

13.45) a. Pour x € R% et k € N, o(fi)(x) = x*fi (x) + 2ifi(x) = x* (k7! — 21 k)ex +2inke X donc, en
x*

simplifiant @ (fx) = kfx+1. Sin € Net (Ao, --,An) € C™ vérifie > Aify = 0, alors en divisant par eX,

i=0
on obtient Vx € R%, Z Aixt = 0 donc le polynome Z AiX' est nul car il a une infinité de racines :
i=0 i
Ao =+ = An = 0. Ainsi, pour n € N, la famille (fo, - - fn) est libre.

A 2i

Soit f € Ker(g), alors x*f'(x) + 2if(x) = 0. Comme une primitive de x — —=% est x — =% la fonction f
X

Séerit £:x > ae® = afo(x) donc Ker(p) = Vect(fo) # {0} et @ n’est pas injective.

b. L’application ¥, est bien définie d’apres la question a.. Comme on sait que (fo, - - -, fim ) est une base de Fy,
toujours d’apreés la question a., on sait que Im (P, ) = Vect((fo), - -, Wm (fm)) = Vect(f2,2f3, -, mfinmi1)
donc Im (P ) = Vect(f2, -+, fm+1). Alnsi, par liberté de la famille (f2,- -, fmy1), rang ($m) = m.

On pouvait aussi utiliser le théoreme du rang car Ker(ym) = Vect(fo) donc, comme dim(Fn) =m+1,0n a
& nouveau rang (P ) = dim(F ) — dim(Ker(ym)) = m.

c. Sin > 1, comme x — e 3 est de module 1 donc bornée et que x — x* tend vers 0 quand x tend vers 0,

on a lugJr fi(x) = 0 donc on peut prolonger fy par continuité en 0 en posant fi(0) = 0. Par contre, fo n’est
X—

pas prolongeable par continuité en 0 car x — e * n’admet pas de limite finie en 0.

d. Les fonctions f, sont de classe C*° sur R* par opérations.

f1 (X) — 1 (0)

. -~ 2i . .
La fonction f{ n’est pas dérivable en 0 car =X n’admet pas de limite finie en 0.

x—0
_ 2i
Pour n > 2, la fonction f,, est dérivable en 0 car lim () = (0) _ lim x™'eX = 0 donc f,(0) = 0.
x—0+ x—0 x—0+
] 2i 2i
Sin>3, Vx>0 fi(x)=(mx""" — %;xn)e% = (nx —2i)x""2e* donc lim £(x) =0 = 7,(0) donc fy est

”
de classe C! sur R,. Par contre, f, n’est pas de classe C! sur R car Vx > 0, f5(x) = (2x — 2i)eX donc fh
n’admet pas de limite finie quand x tend vers 0.

—3 —6 4

(13.46)a. (S) <= X' =AX +B(t)si 'X=(xyz),A=| 2 3 —2|et'B=(-t—64 —1).
o -1 1
b. Apres un calcul brutal, on trouve xa = (X? +1)(X — 1) qui est scindé & racines simples dans C. Ainsi A
1 2i —2i
est diagonalisable et s’écrit A = PDP™! avec D = diag(1,i,—i) et P= |0 1—1i 141 | en résolvant les
1 1 1
trois systemes linéaires AX = X, AX = iX et AX = —iX.

c. Ce systeme (S) est linéaire & coefficients constants et le second membre est polynomial de degré 1 donc,

comme 0 n’est pas valeur propre de A, on peut chercher une solution particuliére sous la méme forme,
c’est-a-dire avec trois fonctions affines pour coordonnées : X, = (at + b,ct + d,et + f). On trouve apres

identification que X, est solution de (S) si *Xp(t) = (t —1,0,t +1).
d. Comme X' = AX <= X' = PDP"'X <= Y’ = DY avec Y = P~ X et que les solutions complexes de Y/ = DY

sont les t — (Aet, Azett, Aze ™) avec (A1,A2,A3) € C3, on en déduit que les solutions complexes de I’équation
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homogene X’ = AX sont, comme X = PY, les fonctions t — (x,y,z) avec x(t) = Ajet+2irzett —2iAze 1t y(t) =
(1 —)Azett + (1 +1)Aze ™ et z(t) = Aet +Azett +Aze™ ™ avec (A1,A2,A3) € C3. Par théoreme de structure,
les solutions complexes de (S) sont donc les fonctions t + (x,y,z) avec x(t) = Ajet + 2iAzett — 2iAze™
y(t) = (1 — )aze!t + (1 +)Aze ™ et z(t) = Aet + Azett + Aze ™ avec (A1,A2,A3) € C3.
On prend les parties réelles de ces fonctions pour obtenir toutes les solutions réelles de (S), ce qui donne, en
posant A7 = a7 +1ib7, A2 = az +1iby et A3 = a3 +1ibs, x(t) = arje* +2(b3 —bz) cos(t) —2(az + a3) sin(t) +t—1,
y(t) = (az+az+ba—b3) cos(t)+(az+az—ba+b3)sin(t), z(t) = aje'+(az+a3) cos(t)+(b3—bz) sin(t)+t+1
ce qui revient & écrire x(t) = aje’ —2az cos(t) — 2z sin(t) +t—1, y(t) = (02 + «3) cos(t) + (x2 — a3) sin(t),
z(t) = aret + az cos(t) — az sin(t) +t+ 1 avec (o1, 002, 3) € R3 avec a1 = a7, a2 = a2 +az et &3 = by —b3.
a. Comme 1 —x s’annule en x = 1, on résout cette équation sur Iy =] — oo; 1] ou Iz =|1; +00[. Comme une

1
x —
avec A € R (la valeur absolue passe dans le signe de A).

primitive de x — ; est x = In(|x—1|), les solutions de (Eo) sur I; ou I, sont les fonctions y : x — A(x—1)

+00 oo
b. SiVx €] — 1], y(x) = X anx™ alors y'(x) = Y. nanx™ ! en dérivant terme & terme, il vient donc
n=0 n=1

+oo +oo
xy' (x) = > nanx™ et y'(x) = Y. (n+ 1)any1x™. En reportant dans (E), pour x €] — Min(1,r); Min(1,1)],
=0 =0
nJroo nJroo +oo +oo
on trouve > (n+ 1ant1x™ — > nanx™ + > anx™ = > bupx™ dong, en identifiant les coefficients dans
n=0 n=0 n=0 n=0

ce DSE : ¥n € N, (n+ 1)an41 — nan + an = by, Pour n = 0, on trouve a7 = by — ap et pour tout

entier n > 1, on a (n+ 1)ant1 — (n — 1)an, = bn. En multipliant par n cette derniére équation, on a

n—1 n—1
nn+1)ant1 —n(n — 1an = nby. Alnsi, sin > 2, > (k(k + T)axyr — (k — 1kax) = by ce qui se
k=1 k=1
n—1 1 n—1
simplifie par télescopage en n(n — 1)an = Y kby et enfin en a, = ——— kby.
K=1 nn—1) =

n—1
c. On multiplie I'inégalité par [t|™ si [t| < 1 ce qui donne Vn > 2, |ant™| < ﬁ > k|by|[t|*~! par
nn—1) k=1
inégalité triangulaire car |t|™ < [t|*~'. Mais comme le rayon d’une série dérivée est le méme que celui de la

série initiale, la série Y. kbyt*~! converge absolument pour |t| < 1 par hypotheése donc les sommes partielles
k>1
n—1
Sn_1 = Y. k|bi|[t|<"" sont bornées (par M). Ainsi, la suite (ant™)n>o est bornée (elle tend méme vers
k=1
M

nn— 1))

oo ,mn—1

qui montre que la fonction yp : x — box + > ( > kbk)ﬁ est solution particuliére (pour ap par
n=2 k=1 nmn -

exemple) de (E) sur | — 1;1[. Les solutions de (E) sur | — 1;1[ sont donc les y : A(x — 1) + yp(x) avec A € R.

0 avec la majoration |an| < Par conséquent, R > 1 et les calculs précédents sont valides ce

d. Comme le rayon de convergence du développement en série entiere de x — In(1 —x) vaut 1, celui associé
—+o0

n
a la fonction g vaut 2 et on Vx €] —2;2[, g(x) = > % dolibp=0etVn =1, by = % On a d’apres la
—1 n n
" 400 ,n—1 1 n
question précédente comme solution particuliere de (E) la fonction yp : x — > ( > —k) —X . Pour
n=2 k=1 25/ n(n—1)
400 n +oo n +0 n +oo n +oo n
1 X X X X x

G*]'], — (], ) — — S 4 — .Onen

* ] ’ [ yP(X) ngz Zn_l TL(Tl - ]) n§2 n—1 ngl n ngz nzn—l ngz (T‘L - ])Zn_]

déduit que yp(x) = —xIn(1 —x) — (—x —In(1 —x)) +2(— % —1In (1 - %)) +x1In (1 - %) Ainsi, les solutions
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de (E) pour g(x) = —In (1 - %) sont les fonctions y : x = A(x — 1) + (1 —=x) In(1 —x) + (x = 2) In (1 - %)

13.48) a. La fonction z : R — R définie par Vu € R, z(u) = y(e“)e /2 est bien définie car Vu € R, e* € R}
y(v)

et, en posant u=1In(t) sit >0, on a ¥Vt > 0, z(In(t)) = s de sorte que y(t) = z(In(t))v/.

z(In(t)) | Z/(In(t)) ey z(ln(t) | 2’ (n(t))
2\/{4— i ety(t)——4t\ﬁ+ "

que Vt > 0, t2 (— Zin(t)) + 2/(in(1)) ) +2z(In(t))v/t = 0 ce qui se simplifie en Vt > 0, z”(ln(t))—&-w =0.

at\/t tvt

Mais comme t — In(t) est une bijection de R* dans R, on a donc (E') : Vu € R, z"(u) + 2(47u) =0.

b. On reporte dans (E) et, puisque y’(t) = , on trouve

c. Les solutions de (E’) sont les z : R — R définies par z(u) = A cos (%) + Bsin (%) avec (A,B) € R

Les solutions de (E) sont donc de la forme y : t — \/’E(A cos (@) + Bsin (mzﬂ)) avec (A,B) € R2.

Réciproquement, si y est I'une de ces fonctions, en remontant les calculs ou en dérivant deux fois et en

remplagant, on vérifie que y est bien solution de (E) sur R . Ainsi, les solutions de (E) sur R* sont toutes

les fonctions de la forme y : t — \/‘E(A cos (lnzﬁ) + Bsin (@)) avec (A,B) € R2.

13.49) a. Méthode 1 : posons g : t — f'(t) — af(t) de sorte que f est solution du probléme de CAUCHY :
(E) : vy —ay = g avec y(0) = f(0). On résout cette équation (E) de maniere traditionnelle. Les solutions

de I’équation homogene sont les fonctions y : x — Ae**. Comme la solution est donnée, on vérifie que
la fonction yo : x — fox(f’(t) — af(t))ex* Vat = eox fox g(t)e”*'dt est solution particuliere de (E). En
effet, comme g est continue sur R, puisque f y est de classe C', la fonction h : x fo : g(t)e >tdt est
de classe C' sur I'intervalle R, par le théoréme fondamental de 'intégration et h/(x) = g(x)e~**. Comme
yo(x) = e**h(x), yo est de classe C! sur R, par produit et yj(x) = e**h’(x) + ae**h(x) = g(x) + ayo(x) de
sorte que yj(x) — ayo(x) = g(x) comme attendu. Par structure de I'ensemble des solutions d’une équation

différentielle linéaire du premier ordre, les solutions de (E) sur R, sont les fonctions y : x — Ae®* + yo(x).

La fonction f est parmi ces solutions celle qui vérifie en plus y(0) = f(0), ce qui impose A = f(0). Ainsi, on a
xX

bien Vx € Ry, f(x) = f(0)e™ + fo (F/(t) — af(t))exxVat.

Méthode 2 : comme f est de classe C' sur [0;x], et par théoréme fondamental de lintégration, on a
[F(D)e % = f(x)e~o* — £(0) = fox(f(t)e*“t)'dt -/ (F(t) — af(t))e~®tdt. Il suffit de multiplier par

e pour avoir le résultat de ’énoncé.
xX
Méthode 3 : dans l'intégrale fo (f/(t) — of(t))e**~Vdt qui existe car les fonctions sont continues sur [0;x],
X X x
on utilise CHASLES pour avoir j; (f'(t) — of(t))eXx "Vt = fo /(t)e*x~Y gt — cxfo f(t)e**~Ydt et on
effectue une intégration par parties dans la premiére en posant u = f et v : t — e~ **~Y qui sont de classe
X X
C'" sur [0;x] pour obtenir fo /(t)exxVat = [f(t)e **Y]x 4 « fo f(t)e”*(=Ydt ce qui donne la relation.
b. Si Re(x) < 0, on a [f(0)e*| = \f(O)|eRe(°‘)X donc liT f(0)e®* = 0. Soit ¢ > 0, comme par hypothese
X—+00

lim g(t) = 0, il existe xo € R4 tel que Vt > xo, |g(t)] < |Re(«)]

£, Pour x > xo, en décomposant
t—-+oo 2
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fox g(t)eXxYat = foxo g(t)eXx—Yat + fxz g(t)e**~Ydt, on peut majorer par inégalité de la moyenne

x X0 x
UO g(t)ea(xmdt’ < Je| fo |9(t)67“t|dt+|Re(“)|§fxo eRe () (x—1) gy

Re (x)x Re (x)x =0

avec lim e

xo . X
Comme f |g(t)e~**|dt est une constante relativement & x, que [e®*| =e
0 X—>—4-00

X
il existe x1 = x¢ tel que Vx = x1, 0 < |e°‘xf X fo ° [g(t)e™*tdt < % De plus, avec le changement de variable
t=x—u= ¢@(u) (facile a justifier), on trouve
X Re(a)(x—t) 45 — [T Re(a)u T Re(uqy, 1
< - < =1
0< ‘o e dt fo e du < fo e du |Re (oc)|

On arrive donc a Vx > x1,

x ax—t) g¢| < & € . ¢ i x x(x—t) g 0
j;) g(t)e t) < 5+ = & ce qui montre que Jim fo g(t)e t=0.

c. (=) Supposons qu'il existe une racine « de P avec une partie réelle positive ou nulle. Posons alors

Re (x)x

fix— e®, comme [f(x)] =e ,ona Um |[f(x)|=1siRe(a) =0et lim |f(x)] =400 siRe(«) > 0.
X—>400 X—>+00

Toujours est-il que f ne tend pas vers 0 quand x tend vers +oo. Par contre, comme f est de classe C* sur

n
R, et que Vk € N, f = «*f on a P(D)(f) = < > akock)f = P(«)f = 0 ce qui montre que l'assertion
k=0
Vf € C(Ry, C), lim P(D)f(x) = 0 = lim f(x) = 0 est fausse (la fonction f la contredit). Par
X—+00 X——+00

contre-apposée, on a bien montré la premiere implication.
(«<=) On montre cette implication par récurrence sur le degré n de P.

-Sin =1, alors P = a;(X — «) avec « = —90 Punique racine de P supposée de partie réelle strictement
ai
négative. Soit f : Ry — C de classe C! telle que lim P(D)f(x) = 0, alors lim (f'(t) — «f(t)) = 0 en
x——+00 t—+oco

divisant par a; et on conclut avec la question b. que 1111 f(x) = 0 car Re («) < 0, ce qui clot initialisation.
X—+00

- Sin > 2 et qu'on suppose l'implication vraie pour tous les polynémes de degré n — 1 ayant toutes leurs

n

racines de parties réelles strictement négatives. Soit maintenant P = 3 apX* € C[X] tel que deg(P) = n
k=0

(ie an # 0) et dont toutes les racines ont des parties réelles strictement négatives. Soit f € C™ (R, C) telle

que lhll P(D)f(x) = 0. Il s’agit de montrer lim f(x) = 0! Tout d’abord, on montre par récurrence sur
X—100

X—+00
n—1
n que si P(D)(f) = 0 sur Ry, alors f y est de classe C> car on peut écrire f(™) = -1 3 apf®. Comme
Gn k=0

C est algébriquement clos, il existe une racine o de P ce qui permet d’écrire P = (X — «)Q et Q est de degré
n — 1 avec toutes ses racines (qui sont parmi celles de P) de parties réelles strictement négatives. Posons
g = Q(D)(f), alors g est de classe C! sur R, car f y est de classe C™ et que Q(D)(f) fait intervenir au
maximum la dérivée (n — 1)-ieme de f. De plus, en notant D ’endomorphisme de E = C*(R., C) défini
par D : f+— f, on aP(D) = (X — «)Q)(D) = (D — «idg) o Q(D) d’apres la relation fondamentale sur les
polynémes d’endomorphismes, ce qui montre que P(D)(f) = (D —«id £)(Q(D)(f)) = (D —«id g)(g) = ¢’ — ag.
Ainsi, par hypothese, on a XETOO(Q/(X) — ag(x)) = 0 et la question b. montre encore que xEToo gix) =0

car Re («) < 0. Puisque Q € C[X] est de degré n — 1 avec toutes ses racines de parties réelles strictement
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négatives, que g = Q(D)(f), que f € C" (R, C) et lim g(x) = 0, on conclut par hypothése de récurrence

X—>+00

que lim f(x) =0 comme attendu. L’hérédité est établie.
X—>400

On a donc prouvé par principe de récurrence que pour tout P € C[X] de degré n > 1 dont toutes les racines

sont de parties réelles strictement négatives, on a Vf € C* (R, C), uTll P(D)f(x) =0 = lm f(x)=0.
X— 100 X—

400

Par double implication, on conclut a ’équivalence de 1’énoncé.

13.50] a. Puisque c’est ce qu’'on doit majorer, définissons G : [a;b] — R par G(t) = F(t) exp ( f O(s )
Puisque ¥ et y sont continues sur I'intervalle [a;b], la fonction F est de classe C' sur [a;b] par le théoreme

t
fondamental de 'intégration, comme la fonction t — f U(s)ds pour la méme raison. Ainsi, par composée
a

et produit, la fonction G est de classe C' sur [a;b] et on a, pour t € [a;b] :

G'(t)=F exp( f U(s ds)—F() exp( f U(s ds): U(t)(y(t) — F(t) exp( f\I’ ds)

Or, par hypotheése, ¥Vt € [a;b], y(t) — F(t) < ®(t) donc, comme U(t exp( f U(s ds) > 0, il vient

t
G'(t) S T(t)P(t) exp (— f ‘I/(s)ds). Par croissance de l'intégrale, pour t € [a; b], comme attendu :
a

[Fe/(s)as =6 - G(a)ze(t)<ft\p(s)é(s)exp(—f:\p(u)du)ds.

a

t
b. En multipliant 'inégalité de la question a. par exp ( f \I/(s)ds) > 0, on obtient par linéarité de l'intégrale
a

et I’équation fonctionnelle vérifiée par la fonction exponentielle :

YVt € [a;b], F(t) < exp (f: ‘Il(s)ds) f: U(s)d( exp( f U(u du)
f:\Il(s)<I>(s) exp (f: U(s)ds — fa U(u du) ds
fat U(s)P(s) exp (f: \Il(u)du)ds

t
Ainsi, comme y(t) < ®(t) + F(t), on a bien Vt € [a;b], y )+ f U(s ) exp (f \I/(u)du) ds.
S
c. Puisque, par hypothése, on a l'inégalité Vt € [a;b], y(t) ) + f U(s)y(s)ds, il s’agit d’établir
t t
que Vt € [a;b], ¢ + f U(s)y(s)ds < cexp (f \I!(s)ds), ce qui revient & montrer la nouvelle inégalité
a
t
— <
Vt € [a;b], (c—i—f\lf )exp( fa\Il(s)ds)\c
t
Soit H: t — (c + f U(s)y(s ds) exp (— f \I!(s)ds>, cette fonction est de classe C' sur [a;b] comme avant
a a

t
car ® et y sont continues sur [a;b]. De plus, H'(t) = (y(t) —c— f U(s)y(s)ds ) ) exp ( f U( s)ds)
a

donc H'(t) < 0 par hypotheése. Ainsi, H est décroissante sur 'intervalle [a;b] et, comme H(a) = c, on a
t

Vt € [a;b], H(t) < ¢ ce qui montre bien que Vt € [a;b], y )+ f U(s)y(s)ds < cexp (f W(s)ds).
a

d. Comme f et g sont continues et positives sur R, on peut appliquer le résultat de c. avec ¢ =0, b > 0

t
quelconque et en remplagant y par f, ¥ par g, ce qui montre que Vt € [0;b], f(t) < Oexp (j; g(s)ds) =0.
Comme f est a la fois positive et négative, elle est nulle sur R .

e. D’abord quelques considérations simples :
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- si a = 0, on utilise la question d. et f =0 sur R,.

-sim=1,Vt >0, f(t) < % tf(s)g(s)ds = tf(s)g](s)ds en posant gi(s) = g(_s) et comme g7 a les
1—adJdo 0 1—a

mémes propriétés que g, on conclut avec la question d. que f est nulle.

- en prenant t = 0, on a f(0) < af(0) donc f(0) < 0 car a < 1 donc on conclut f(0) = 0 car f est positive.

t
-sim =0, on adonec Vt >0, f(t) < fo f(s)g(s)ds et on conclut & nouveau avec d. que f est nulle.

On a donc f(0) = 0 et on suppose dans toute la suite que (a, m) €]0; 1[%.

Pour n € N*, t € R, et k € [1;n — 1], on applique I'inégalité de I’énoncé en remplacant t par m*t ce qui
t t

donne f(m¥*t) < af(m**t1t) + fo f(s)g(s)ds donc a®f(m¥kt) — a**t1(mk+1t) < ok fo f(s)g(s)ds car a* > 0.

On somme toutes ces inégalités pour k € [0;n — 1] et il vient

n—1 n—1 t n—1 t
f(t) — a™f(m™) = 3 (akf(mkt) — dFTEmTY) < 3 (ak [ f(s)g(s)ds) = ( ) ak> [ f(s)g(s)as.
k=0 k=0 0 k=0 0
Or lim m™ = 0 et f est continue en 0 donc lim f(m™t) = f(0) = 0. De plus, lim a™ = 0 d’ou,
n—-+oo n—+oo n—+oo
par produit, liT a™f(m™t) = 0. De plus, puisque 0 < a < 1, la série géométrique converge et on a
n—-—+0oo
n—1 400 1
lim Y af a¥ = ——. En passant & la limite quand n tend vers 400 dans I'inégalité précédente,
e =0 1—a
1

t
on trouve f(t) < fo f(s)g(s)ds et se ramene au cas m = 0 ci-dessous.

S1—-a
Dans tous les cas, on peut conclure que ces hypothese entrainent f nulle sur R .

13.51| a. D’abord, puisque I’équation est linéaire, on vérifie que I’application v¢ est bien linéaire. En effet, soit

n)2 5 | ; . e S .
) ?
(Y1,Y2) € (R™)“ et A € R, alors en notant X7 et Xz les solutions respectives des deux problemes de CAUCHY
(X4 (t) = A(1)X;(t) avec X1(0) = Y1) et (X5(t) = A(t)X2(t) avec X2(0) = Y2), alors X; + AX; est de classe C'

par combinaison linéaire et on a
(X1 +2AX2) (1) = Xj (1) + AX5(t) = A(1)X71(t) + AA(t)X2(t) = A(t) (X1 (t) + AX2(t))

avec (X1 + AX2)(0) = X1 (0) + AX2(0) = Yq +AY,.

Ainsi, par définition, v¢(Y1 +AY2) = (X7 +AX2)(t) = X1 (t) + AX2(t) = vi(Y1) + Ave(Y2) comme attendu.
Sit > 0, par définition X(t) = v¢(Y) = v¢(X(0)) (en vecteurs de R™). Ainsi, comme R(t) est la matrice de
vy dans la base canonique et que la colonne X(0) représente les coordonnées du vecteur X(0) dans la base
canonique, on a X(t) = R(t)X(0). (en vecteurs de My 1(R)).

b. Pour t =0, on a vo(Y) = X(0) = Y par construction donc vy est I'identité de R™ d’ott R(0) = I,.

En prenant X(0) = Y = Ej pour j € [1;n], la solution Cj associée a ce choix de position initiale donne
I'équation Cj(t) = R(t)Ej qui est la j-itme colonne de R(t). Comme Cj est de classe C' sur Ry d’apres
CAUCHY-LIPSCHITZ, la fonction matricielle R est elle aussi de classe C' sur R,. Pour Y € R™ quelconque,
avec X(0) =Y, on dérive la relation Vt > 0, X(t) = R(t)X(0), d’ott X'(t) = R'(t)Y = A(t)X(t) = A(t)R(1)Y.
Comme cette relation est vraie quel que soit le vecteur Y € R™ choisi, en prenant successivement les vecteurs

E; de la base canonique, on obtient comme attendu Vt > 0, R'(t) = A(t)R(t).
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c. Suivons ’énoncé en écrivant W(t) = det(L1(t),...,Ln(t)) (notation). Les lignes (composées des cases) L;

sont de classe C! d’apres la question précédente. On dérive W(t) = det(R(t)) avec la formule du cours,

o

W/(t) = det(h (t), sy Lioa (t)> L/i(t)v Lit1 (t))> T Ln(t))

i=1

en adaptant I'expression quand i = 1 ou i = n. Or R'(t) = A(t)R(t) ce qui donne L{(t) =

o

ai,j(t)L;(t)
1

j
donc, par multilinéarité et alternance du déterminant, on obtient

det(Lq(t), -, Li—1(t), L:L(t)> Lit1(t)), -+, La(t)) = det(Li(t), -+, Li—1(t), i] aij (t)Li (t), -+, Ln(t))
j=

= > aij(t)det(Ly(t), -+, L1 (t), Li(t), -, Ln(t))

=1
= ]ai,i(t)det(u(t),--,Li_1(t),Li(t),---,Ln(t))

car seul le terme j = 1 apporte une contribution éventuellement non nulle.
n

n
Ainsi, W/(t) = Y ayi(t)det(Li(t), -+, Li—1(t), Li(t),- -+, Ln(t)) = ( > ai,i(t)>w(t) =Tr (A(t))W(t).
i=1 i=1
En notant H la primitive de t — Tr (A(t)) sur Ry qui s’annule en 0, I’équation différentielle ci-dessus se

résout, comme W(0) = det(I,) = 1, en Vt > 0, W(t) = e"(t) £ 0 donc R(t) est bien inversible.

d. Soit Y € R"™ et X la solution de (E) telle que X(0) = Y. Soit aussi X7 la solution de (E) telle que
X1(0) = X(1) et X2 : t = X(t +1). Les deux fonctions X; et X, sont de classe C' sur R, vérifient
X1(0) = X(1) = X(0+ 1) = X2(0). Puisque la fonction A est 1-périodique, X, est aussi solution de (E) car
Vit >0, X50t) =X (t+1) = At +1)X(t+1) = A(t)Xz2(t). Ainsi, X; et X, sont des solutions du méme
probleme de CAUCHY, ce qui nous permet de conclure que X; = X3.

Par conséquent, ¥Vt > 0, Xi(t) = R(t)X7(0) = R(t)X(1) = R(H)R(1)Y = R(t + 1)Y = R(t + 1)X2(0) = Xz(t).
Comme R(t)R(1)Y = R(t + 1)Y pour tout vecteur Y € R™, on a bien R(t)R(1) = R(t + 1).

e. o Supposons que 1 € Sp(R(1)), alors il existe un vecteur Y # 0 tel que R(1)Y = Y. Soit X la solution de (E)
telle que X(0) =Y. D’aprés a. et d., pour t >0, on a X(t+ 1) = R(t+ 1)Y = R(t)R(1)Y = R(t)Y = X(t) donc
X est effectivement 1-périodique, de classe C! ar solution de (E) et non identiquement nulle car X(0) =Y # 0.
e Soit X une solution de (E) non identiquement nulle, de classe C' et 1-périodique, posons Y = X(0). Si on
avait Y = 0, alors Vt > 0, X(t) = R(t)Y = 0 et X serait nulle : NON ! Ainsi Y # 0. Comme X est 1-périodique,
on a X(1) = R(1)X(0) = X(0) d’apres a. donc R(1)Y =Y et 1 est bien une valeur propre de R(1) car Y # 0.
Par double implication, on a bien I’équivalence de ’énoncé.

f. Soit t > 0, par définition Q(t + 1) = R(t + 1)PA(t + 1)P~!. Or, d’aprés la question d. et 1’énoncé, on
a R(t+1) = R(t)R(1) = R(t)PDP~ " et A(t+1) = dmg( t1+1, )\t1+1) = D'A(t) par les propriétés de
I'exponentielle. Comme DP~'PD~! =1, on a Q(t + 1) = R(t)PDP~ ?PD*‘A(t)P*1 =R(t)PA(t)PT = Q(t)
donc Q est bien 1-périodique.

g. On constate d’abord que Z est bien définie car Q est bien inversible puisque A l’est clairement et R d’aprées

la question c.. De plus, ces fonctions matricielles étant de classe C', la fonction t — Q(t)~' 'est aussi (par

exemple avec l'expression de I'inverse avec comatrice et déterminant). Ainsi, Z est de classe C' sur R,.
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On effectue d’abord quelques calculs. 11 vient A’(t) = —DoA(t) car (A7")" = —n(A1)A7". De plus, il vient
Q'(t) = R'()PA()PT+R(t)PA ()P~! = A(t)R(t)PA(t)P~ " —R(t)PDoA(t)P~" = A(t)Q(t) —R(t)PDoA(t)P .
e Supposons maintenant que X'(t) = A(t)X(t), c’est-a-dire que X est solution de (E). Les calculs sont
similaires mais allons-y ! Comme X(t) = Q(t)Z(t), on a X'(t) = A()X(t) = Q'(t)Z(t) + Q(t)Z'(t) ce qui
donne, avec les calculs précédents :
A(D)X(t) = [A()Q(t) — R(t)PDoA(t)P“]Z(t) +Q(t)Z'(v).
Or A(t)Q(t)Z(t) = A(t)X(t), donc apres simplification, il reste
Q(t)Z'(t) = R(t)PDoA(t)P~ ' Z(1).
Mais comme Q(t)~' = P(A(t))"'P~'(R(t))~", on obtient finalement, puisque P~ (R(t)) "'R(t)P = I,,,
Z'(t) = P(A(t) TP (R(1) T'R(HPDoA(t)P Z(t) = P(A(t)) T "DoA(t)PT ' Z(t) = B(t)Z(t).
e Réciproquement, supposons que Z'(t) = B(t)Z(t), alors, comme X(t) = Q(t)Z(t), on a

X() = QOZ(t)+QWZ()
= [A(MQ) ~ RWPDoALPT|Z(1) + Q(UB(1)Z(1)
= A[M)X(t) + [Q(t)B(t) — R(t)PDOA(t)P*‘]Z(t).

—~

Or Q(t)B(t) — R(t)PDoA(t)P~" = R(t)P[A(t)P~'P(A(t)) " "DoA(t)P~! — DoA(t)P~'] = 0 apres simplification
ce qui montre bien qu’on a X'(t) = A(t)X(t), X est solution de (E) comme attendu.
Par double implication, on a : X est solution de (E) <= Z/(t) = B(t)Z(t).
t t
13.52 ) a. Pour avoir la majoration, il suffit de montrer que Vt € [a; +00], C—i—f u(s)v(s)ds < Cexp (f v(s)ds).
a a
t
C+ fa u(s)v(s)ds

Cexp (f:v(s)ds) .

sont continues sur [a; 400, par le théoreme fondamental de l'intégration, la fonction f est dérivable sur

u(t)v(t)Cexp (f:v(s)ds> —(C+ f: u(s)v(s)ds)Cv(t) exp (f:v(s)ds>

C? exp (2 fa v(s)ds)

. D’apres l'inégalité de 1’énoncé, on en déduit

e Si C > 0, définissons donc la fonction f : [a;+oo[— R par f(t) = Comme u et v

[a;+oo[ et on a Vt > a, f/(t) =

v(o)(u(t) - (c+ I u(s)v(s)ds) )

Cexp (fa v(s)ds)

que YVt > a, f'(t) < 0 donc f est décroissante sur [a; +o0o[. Mais f(a) =1 donc Vt > a, f(t) < 1 ce qui montre
t t

bien que Vt > a, u(t) < C+ f u(s)v(s)ds < Cexp ( v(s)ds).
a

e Pour C =0, d’apres ce qui précede, comme on a Vt > a, u(t) < f
a

qu’on simplifie en f'(t) =

a
t

t
u(s)v(s)ds < C’' + f u(s)v(s)ds pour
a
t
tout réel C' >0, on a Vt > a, u(t) < C’exp (f v(s)ds). Il suffit ensuite de faire tendre C’ vers 0 & t fixé
a

pour avoir Vt > a, u(t) < 0. Or comme u est positive par hypothése, on en déduit que Vt > a, u(t) = 0.
b. Pour utiliser la question précédente, posons u : t — [|X(t)||, C = ||X(a)|] € R4 et v : t — k, alors u et

v sont bien positives et continues sur [a;4o00[ car X et v — [|v|| sont continues. Par inégalité triangulaire,
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YVt = a, |X()]] = [|X(t) = X(a)+X(a)]] < [IX(t) =X(a)||+]|[X(a)]]. Or X(t f X'(s)ds (on integre co-
ordonnée par coordonnée) et ||X(t) —X(a f [IX'(s)]]ds < ft k[|X(s)||ds : avec X(t) = (X1 (t),- -, Xn(t)),

t
I - j < ( j >< ( I )
||f X ds” Il/lkagn(’fax Sds) Zlaé f ’Xk(s)|ds \1]\<Akaéxn faHX (S)Hds f ||X Hds
u(s)v

ce qui montre la majoration u(t) < C + f

. Grace a la question a., on peut donc conclure que
t

Vi > a, u(t) < Cexp ( [ v(s)ds), ce qui séerit aussi [[X()]] < |[X(a)]|[eXt—).
a

c. Par linéarité de 1'équation (E), comme X et Y sont des solutions de (E), alors Z = X — Y l'est aussi.

M=

En notant A = (ai,j)1<ij<n, comme Z' = AZ, on a Vi € [1;n], Zi(t) = aijZ;(t) donc, par inégalité

1

n n
triangulaire, [Z{(t)] < 3 lai;||Z;(t)] < (z |ai,j|)||Z(t)||. Comme |Z/(1)]| = Max |Z{(t)], en notant
j=1 j=1 isn

—.

n
k = 1]\4'(? (Z |ai,)~|> > 0, on a donc Vt > a, ||Z'(1)|] < X||Z(t)||. Ainsi, d’apres la question b., on peut
SIST V=1

conclure que Vt > a, [|Z(1)]] < ||1Z(a)[[eX(t~ ), Cest-a-dire : Vi = a, [[X(t) — Y(1)|| < |IX(a) — Y(a)||eX(t= 9.

13.53| a. Le domaine de définition de f : t — % est R% et f est continue sur cet intervalle R* . De plus,
f(t) Y Vtcar In(1+1t) Tt donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Ainsi, f est une fonction
continue sur R, donc, d’aprés le théoreme fondamental de I'intégration, la fonction F est de classe C' sur
R, : c’est la primitive de f qui s’annule en 0. Alors, le domaine de définition de F est R,.

b. Comme f(t) ~ 3 ~/t, on s’attend & avoir 1’équivalent F(x f Vidt = [ t3/2} . %x3/2, ce qui équivaut a

F(X)_§X3/2§O<x3/z). Or, pour x > 0, F(x)—%x”z _ fox 1n(1 +t dt— f Jidt = f (% \/{)dt.

Ainsi, F(x) — %xs/z = fx Mdt. Définissons g : t — M = f(t) — v/t sur [0;1]. Comme

0 Vi Vi

In(1+t)=t — 2 + o(t?), on a (t)w—ﬁ donc h : t — 9(t) est continue sur le segment [0;1] en
35 7 ) g N 5 : 372 g 5

posant h(0) = f% donc h est bornée sur le segment [0; 1] par le théoréme des bornes atteintes. Ainsi, on a

Pexistence d’un réel M > 0 tel que ¥x € [0;1], |h(t)] < M. Par conséquent, pour tout réel x € [0;1], on a la
X X X
majoration ‘F(X) - %Xs/z‘ < fo g(t)|dt = fo /2[h(t)|dt < Mfo t3/2dt = %XS/Z. On en déduit donc

que F(x) — %XS/Z ?o<x3/2) (car 5/2 > 3/2) et on a bien F(x) Y §x3/2.

c. L’équation homogene (Eo) associée a (E) est (Eo) : 2xy’ 4+y = 0 dont les solutions réelles sur R* sont

les fonctions x — \L/ avec A € R car une primitive de x — —zi sur R% est x — —w. On fait varier la
X X
constante pour avoir une solution particuliére ce qui ameéne I’équation 2/x A" = (1 +x) et on peut prendre
Foa. . . " A F(x) ( In(1 —|—t )
A = =. Ainsi, les solutions de (E) sur R% sont les fonctions — A ——dt ).
2 ) ( ) Ya o x \/>+2\/> 2\/‘ +f

Si y est une solution de (E) sur Ry, elle 'est a fortiori sur R* donc de la forme ci-dessus et il existe

a =2\ € R tel que Vx > 0, y(x) = 2\[< —l—f ln1—|—t dt). De plus, 0.y’(0) +y(0) = In(1+0) =

R . xIn(1+ ) .
donc y(0) = 0. D’apres la question b., U (2?\ + e t) = 0 car 3/2 > 1/2. De plus, si
y(0) p q , tim 5 \[ f \/{ /2> 1/ p
a#0, lim = 4o00. Ainsi, par continuité de y en 0, on a forcément a =0 et y : x — F(—x) Comme

x—0+ 2\[ 2v/x
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F(x) ~ ;XS/Z, on a y(x)~ %X donc y(x)

N 3 = %x + o(x) ce qui garantit qu'on a y’(0) = % une fois prolongée la

fonction par continuité en posant y(0) = 0. La fonction y : x — % étant dérivable sur R, elle est 'unique
X
solution de I’équation différentielle (E) sur R..
1
4oo (__1\n+1 n—>x
d. vt €)0;1], f(t) = w S Gl

- et cette relation est vraie aussi pour t = 0 car f(0) = 0.
n=1 n

1
_ n+1 Tl*z
Posons, pour n € N*, f,(t) = (])% Soit x €]0; 1] fixé.

(H1) > fn converge simplement vers f sur [0;x] (on en vient).
n>l
(Hz) Les fonctions f, sont continues sur [0;x] donc y sont intégrables.

(H3) f est continue sur [0;x] (déja vu).

x x n—1 n-1 n-J
2 2 - 2
(H4> Pour n 2 17 ‘l;) |fn(t)‘dt = fo t - dt = % et la série n§1 % converge par
nol
comparaison aux séries de RIEMANN car 2x_ 2 _ ¢ (%)
n2n+1) +o \n

x +oo x
Par le théoréme d’intégration terme & terme, j;) f(t)at = > fo fa(t)dt = > Th@ntl)
n=1 n=1 TN

. . . R ()T
fonction y de la question précédente vérifie Vx € [0;1], y(x) =
“+o00 (_])n n—1

WA 2 nn ) qui s’écrit aussi
X

x) = ~—~ - et y est bien développable en série entiere sur [0;1].
y(x) n; nong 1) Y pp [0;1]

13.54)a. (E) : y” = ay’ + by est sous forme normalisée, d’ordre 2 avec a : x — % etb:x— % continues sur

l'intervalle R et on impose les valeurs de y(0) et de y’(0). D’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, il y
a existence et unicité d’une fonction y vérifiant —2y” + xy’ +y = 0 sur R avec y(0) = /7 et y’(0) = 0.

b. Analyse : supposons que cette unique y : R — R est développable en série entiere sur | — r; [ avec r > 0,

+oo
alors Vx €] —1;7[, y(x) = >_ anx™. On peut dériver terme & terme dans l'intervalle ouvert de convergence et
n=0

“+oo +oo too too
y'(x) = 3 napx™! donc xy’(x) = nanx™ et y”’(x) = 3. n(n—1anx™ 2 = Y (n+2)(n+1)an2x™.
n=1 n=0 n=2 n=0
+oo
En reportant dans (E), on a Vx €] —r;r[, > (—2(n +2)(n 4+ 1)any2 + nan + an)x™ = 0 donc, par unicité,
n=0
Vne N, 22(n+2)(n+1)ant2+nan+an =0d0l ant2 = 2(]7—&—2)(1“' Comme on impose ap =y(0) = /7
n
et a1 =y’ (0) = 0, la relation précédente montre, par récurrence, que Vn € N, azn11 =0 et azy = 22111 '\/E.
n!
400 2 n 2
x“/4 x-
On a donc y(x) = \/Enzo% =./me#.
2

2 2 2
X TTX X
= e 4 +\/; e 4 donc

2
Synthese : y :x — ﬁeXT est bien C*™ sur R avec y'(x) = @ T et y"(x)

S

2y (0 + () y(x) = e (- v YIS L VS LY 6 avee y(0) = v et y(0) = 0.

2
2
Ainsi, 'unique solution du probléeme de CAUCHY de la question a. est la fonction y : x — /7 =
+
c. Soit g : R? — R définie par g(x,t) = e~ de sorte que f(x) = f = g(x, t)dt.
—o0
(H7) Pour t € R, la fonction x + g(x,t) est de classe C2 sur R.

(Hz) Pour x € R, t > g(x,t) est continue et intégrable sur R car e+ = o(e~t/2) = o(tlz> par
o0 o0
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. ) . 2 . . L
croissances comparées. La fonction t — %q(x, t) = te™ ™" est aussi continue et intégrable sur R car

X

2

2 2 2 .

on a encore tet*~* = o(e7t/2) = o(t]—z). Enfin, t — g—g(x, t) = t2e™* " est continue sur R.
oo e e} X

2
%g(x, t)‘ < tZedlti—t* = ©a(t) avec @, qui est continue et
X

intégrable sur R par croissances comparées comme avant.

(H3) Pour @ > 0, x € [—a;a] et t € R,

“+oo
Par théoréme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C2 sur R et f'(x) = f te™ =t dt et
—00

f(x) = eroo t2e™~"dt. On a bien f(0) = f+oo e~t"dt = /n (intégrale de GAUSS classique) et aussi
- —00

oo

/ +oo 2 . sz / e too : 4
(0) = f te™'" dt = 0 par imparité ou car f'(0) = [— 3 ] = 0. De plus, par croissances compardées,
— 0 —o0

1 / _ 2 tx—t? tx—t2 tx—t? _ [yetx—t?] T _ Ao
—2f (x)+xf(x)+f(x)—f (—Zt et fxte™ Tt 4™ )dt—[teX | " =0 donc f vérifie (E).

— 00

—+oo

2
X
D’apres les questions précédentes, on peut conclure que Vx € R, f(x) = /me 4.

Une derniere méthode consistait & écrire f(x) = f

— 00

+oo s T Xntne—tz .. . .
( 7')dt et a intervertir terme a terme en
n!

n=0

re ~ N . ’ . . . ’ +m — 2
calculant par récurrence, grace a une intégration par parties, les intégrales I, = f the " dt.
o0

Ce n’est pas demandé mais on pouvait trouver toutes les solutions de (E) par la méthode de LAGRANGE en
2

—x
posant, pour une fonction y : R — R de classe C2 sur R, la fonction z : R — R définie par z(x) = y(x)e 4 .

2 2
La fonction z est aussi de classe C% sur R et y(x) = z(x)eXT donc, en calculant y'(x) = (xzzﬁ +z'(x)) e ot

XZ

2
y'(x) = (z(%) +xz' (x)+2" (x)+ Xzﬂ) e 4 et en reportant dans (E), on a ’équivalence (les z(x) s’éliminent) :

2 2
(y solution de (E) sur R) <= (Vx € R, —2(@ +x2(x) +2"(x) + Z(X)> +X ZZ(X) + xz/(x) + z(x) = 0).
Ainsi, (y solution de (E) sur R) <= (z est solution de (F) sur R) ot (F) : 2Z” +xz’ = 0). On résout

facilement (F), et 3\, u) € R?, ¥x € R, z(x) = A+ “fox e 4 dt.

2 2 x —t2
Par conséquent, les solutions de (E) sont de la forme y : x — Ae'T + pe 4 fo e 4 dt, elles forment un plan

(on le savait) engendré par les deux fonctions développables en séries entieres sur R (ce qui fait que toutes
2

x? x2 px —t?
les solutions de (E) le sont) y1 : x — e 4 (paire) et y2 : x —> ¢4 fo e 4 dt (impaire).

13.55] A faire.

+oo
13.56 | a. Analyse : soit v > 0 et une fonction f :] —r;7[— R solution de (E) telle que Vx €] —r;7[, f(x) = > anx™.
n=0

+00 +oo T
Ainsi, il vient f'(x) = Y (n 4+ 1)anp1x™ et xf'(x) = 3. na,x™ alors que I'on a x*f(x) = Y n(n —1)anx™
n=0 n=0 n=0
+oo
et xf’(x) = > (n+1)nan1x™ donc, en remplacant dans (E) : x*”(x) — xf” (x) +4f'(x) + xf'(x) — f(x) = 0,
=0
n o
on obtient Vx €] — i1, Y. (n(h—1)an — (n+ 1)nant1 +4(n+ 1)ant1 +nan — an)x™ = 0. Par unicité du
n=0

développement en série entiere, V¥n € N, n(n—1)an — (n+1)nan41 +4(n+1)an4+1 +nan —an = 0 donc, en
simplifiant, (n4+1)((n—4)an4+1—(n—1)an) = 0. Pourn =0, ona ap = 4a;. Pourn = 1, il vient 3a, = 0. Pour
n =2, 2a3+a, =0donc a3 = 0. Pour n = 3, a4 + 2a3 = 0 donc a4 = 0. Ainsi, a; = a3 = a4 = 0. Comme

n+1#0,ilvient Vn =25, (n—4)ant1 = (n—1)an donc (n—2)(n—3)(n—4)an+1 = (n—1)(n—2)(n—3)an
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= 2)(n —3)(n—4)
m=—2)n—-3)(n— 4)(1

ce qui montre que la suite ( ) est constante. On en déduit donc, pour tout entier
n>=5

n—2
n>>5 onaa, = 5 = < 3 )a5. Comme a, est polynomiale en n, le rayon de la

6
série entiere Y anx™ vaut R = 400 si a5 = 0 (c’est méme un polynéme) et R =1 si as # 0. Par conséquent,
n=0
1o m—2 51 m—2 5
Vx €] —1;1] (au moins), on a f(x) = aj(x+4) +as Y ; x"=ai(x+4)+asx’ Y 3 x" 7. Or
=5 =5
Tt m—-2 5 1t y )
pour x €] —1;1[, > 3 XY = . > p(p—1)(p—2)xP~3 en posant p = n — 2. On reconnait la dérivée
n=5 p:3
1 " 400 " +o0 6 5
troisieme (i) = ( > xp) =Y pp—1(p—-2)xP3 = —2—r donc f(x) = a1 (x +4) + a5 —*—.
X p=0 p=3 (1 - X) (] - X)

5
—X__ alors f est développable
(1—x)*
— X

en série entiere sur | — 1; 1] et, en remontant les calculs, f est solution de (E).

Synthése : réciproquement, si f est définie sur |—1; 1] par f(x) = a1 (x+4)+as

Ainsi, les solutions de (E) développables en série entiere sur | — 1;1[ forment le plan Vect(fq,f2) avec les

X5

(1—x)*

e Ces fonctions fi et f, respectivement polynomiale et rationnelle sont de classe C* sur tout intervalle

fonctions f1 et fy définies sur | — 1; 1] par f1(x) = x+4 et f2(x) =

I qui ne contient pas 1. La fonction fy est clairement solution de (E) sur R car f{ = 0 et elle vérifie

donc I'équation Vx € R, (x* — x)ff(x) + (x + 4)fj(x) — f1(x) = x +4 — (x +4) = 0. Si I ne contient

/ _ (5 - X)X4 1" 2083 . .. s, .
pas 1, on a f5(x) = (e et f5(x) = G- donc f, est solution de (E) car elle vérifie 'équation
—x —x
T R - TP
e e L (= () (15 — o) = LB Z oy
—x
Ainsi, si I} =] —o00;0[, I =]0; 1] et I3 =]1; +00[, d’apres le cours, comme (E) est normalisée sur Iy (k € [1;3]),

Pensemble des solutions de (E) sur Iy est un plan engendré par les fonctions f; et fa (restreintes a Iy).

b. Pour répondre a cette question, cherchons a raccorder les solutions en 0.

Analyse : soit y :] —o0o; 1[— R une solution de (E). D’apres ce qui précede, il existe quatre constantes réelles
A1,A2,A3, Aq telles que Vx €] —00;0[, y(x) = Aq (x+4)—|—?\2L4 et Vx €]0; 1], y(x) = As(x+4)+2A4

-

Par continuité de y en 0, on a forcément 47\ = y(0) = 4A3 donc A; = A3. Gréace au x

X5
(1—x)*

5 en facteur, aucune

condition n’est imposée & A1,A3 et A4 en ce qui concerne I'aspect dérivable et deux fois dérivable de y en 0.
Synthese : réciproquement, soit (a,b,c) € R3 et la fonction yq,p,c :] — 00;1[— R définie par la relation

5 5
y(x) = a(x +4) + b—>—4 pour x €] — 00;0[, y(x) = a(x +4) + c—=>—7 pour x €J0;1[ et y(0) = 4a.

(1—=x) (1—=x)

Alors, y est C™ sur | — 00;0[ et ]0; 1[ par opérations et, comme 11%1 y'(x) = ]iT(I)ler/(X) = a (calcul), on en
x—0— X—
déduit que y est de classe C! sur | — oo; 1] avec y/(0) = a par le théoréme de prolongement C'. De méme,

lim y”(x) = lim y”(x) = 0 donc y est de classe C? sur ] — oo; 1] avec y”(0) = 0.
x—0~ x—0+

Par conséquent, les fonctions y solutions de (E) sur | — oo; 1] forment l’espace vectoriel Vect(g1, g2, 93) avec

g1(x) = x+4, g2(x) = 7 sl x €] —o00;0[ et gz(x) = 0 sl x €]0;1] et g3(x) = 0 si x €] — 00;0] et

N
(1—x)
e

g3(x) = —2>— si x €]0; 1[ (car la fonction y ci-dessus s’écrit y = agy + bga + cg3).

(1—x)
Pour répondre & la question posée, il existe des solutions de (E) non développables en série entiere sur | —1;1],

ce sont les fonctions y = agy + bgz + cgz avec b # ¢ car les ba,, different des can dés que n > 5 dans ce cas
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(y est alors développable en série entiere sur | — 1;0] et sur [0; 1] mais avec des coefficients différentes de part

et d’autre de 0).

Pour étre complet, I'espace vectoriel des solutions de (E) sur R et R est la droite engendré par la fonction

5
g1 car aucune fonction avec du —>*— ne peut “passer” 1.

(1-%)
+oo

13.57 a. Soit r > 0 et une fonction f :] — r;r[— R solution de (E) telle que Vx €] —r;7[, f(x) = > anx™. Alinsi,
n=0

+oo +oo +oo
il vient (x) = 3. (n 4+ Danp1x™ et xf'(x) = Y nanx™ alors que I'on a x2f’(x) = Y n(n — 1)ax™ et
n=0 n=0 n=0
—+o0
xf’(x) = 3 (n+ 1)nan.1x™ donc, en remplacant dans (E) : xf”(x) — x*f”(x) + '(x) — 3xf'(x) — f(x) = 0,
n=0
[ee]
on obtient Vx €] —r;1[, Y (n+ )nant1 —n(n—1)an + (n+ 1)ant1 — 3nan — an)x™ = 0. Par unicité du
n=0

développement en série entiere, Vn € N, (n4+1)nany1 —n(n—1)an + (n+1)an+1 —3nan —an = 0 done, en

simplifiant, (n+1)%(an11 —an) = 0. Comme n+1 # 0, il vient Vn € N, an41 = an doncVn € N, a, = ao.

Alors f(x) = ao ix“ = ]leox_ Réciproquement, en remontant les calculs ou en injectant dans (E), on
vérifie que f ains?aéﬁnie est bien solution de (E) sur | — 1;1][.

Les solutions développables en série entiere de (E) sont les fonctions f : x — 3 i avec A € R.

b. L’équation (E) est sous forme normalisée sur les trois intervalles Iy =] — 00;0[, I =|0; 1] et I3 =|1; +o0|

car x(1 — x) ne s’y annule pas. On effectue une variation de la constante (méthode de LAGRANGE) pour

avoir les autres solutions de (E) sur ces trois intervalles. Soit y : Iy — R deux fois dérivable et z : Iy — R
2(x)

1—x’

Pest et on a z(x) = (1 — x)y(x) donc z/(x) = (1 — x)y’'(x) — y(x) et 2’(x) = (1 —x)y”(x) — 2y’(x) donc

xz" (x) = x(1 —x)y" (x) — 2xy’ (x) ; ainsi y est solution de (E) sur Iy si et seulement si (F) : xz”’(x)+2'(x) = 0.

Ceci équivaut a z/(x) = % ou encore & z(x) = A + pIn(|x|) donc les solutions de (E) sur Iy sont les fonctions

définie par y(x) = Ainsi définie, la fonction z est deux fois dérivable sur Iy si et seulement si y

. A + Bk 1n(|x|)

yix : avec (A, k) € R2. On a bien un plan de solutions de (E) sur Iy car (E) est linéaire
—x
homogene et ce plan est engendré par les fonctions x — % et x — T(ﬁ (qui n’est pas développable en
- —x

série entiére au voisinage de 0).
c. A faire.

13.58] a. Comme t — Min(x,t)f(t) est continue sur [0;1], la fonction T(f) est bien définie. De plus, en notant

g: (x,t) = Min(x, t)f(t), on a g continue sur le compact [0; 1]? donc elle y est bornée et on note M = {Xlﬁ)zc(g).

Comme x — g(x,t) est continue sur [0;1] pout t € [0;1], que t — g(x,t) est intégrable sur [0;1] pour tout
x € [0;1] et qu’on peut dominer |g(x,t)] < M avec t — M intégrable sur [0; 1], le théoréme de continuité sous
le signe somme permet d’affirmer que T(f) est bien continue sur [0;1].

On pouvait se passer de la continuité sous le signe somme en constatant que T(f)(x) = f OX Min(x, t)f(t)dt +
f: Min(x,t)f(t)dt = fox tf(t)dt + x f: f(t)dt et en utilisant le théoreme fondamental de 'intégration pour
conclure que T(f) est de classe C! donc a fortiori continue sur [0;1].

La linéarité de T provient naturellement de la linéarité de 'intégrale : T est une endomorphisme de E.

N X 1 x 1
b. A nouveau, T(f)(x) = fo Min(x, t)f(t)dt + f Min(x, t)f(t)dt = fo tf(t)dt + xf f(t)dt. D’apres le
X X
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1
théoréme fondamental de l'intégration : g'(x) )+ f t)dt — xf(x) = f f(t)dt d’ou g”(x) = —f(x).
X

Soit A € R, avec la notation précédente : T(f) = Af <= T(f) = AT(f)”. Posons g = T(f).
e SiA=0,g=0doncf=—g”=0.0n’est donc pas valeur propre de T.

e SIAA0, T(f) =AM < g” g et on distingue deux cas :

>‘\—‘

e SiA>0,g(x) = Ach(\%)—i—Bsh(ﬁ) et g(0) =0 et g’(1) = 0 fournissent A =B =0: NON !

e SiA <0, g(x) =Acos (

+ Bsin (L) et les conditions g(0) = 0 et g’(1) = 0 fournissent
) Nem 9(0) g(1)
A=0et 1}\ (2n+ 1)2 avec B # 0 (sinon ce n’est un vecteur propre).

Le spectre de T est donc I’ensemble { - ’ n e N} et le sous-espace propre associé a chaque

4
(2n +1)°

valeur propre A, = —% est la droite engendrée par la fonction ¢ : x — sin (M)
nc(2n+41) 2
“+ o0
13.59] a. Soit r > 0 et une fonction f :] — r;r[— R solution de (E) telle que Vx €] — r;7[, f(x) = > anx™. Alnsi,
=0
+oo +oo +oo "
il vient f'(x) = 3. (n 4+ anp1x™ et xf'(x) = Y nanx™ alors que I'on a x2f’(x) = Y n(n — 1)ax™ et
n=0 n=0 n=0
—+o0
xf”’(x) = Y (n+ 1)nay.1x™ donc, en remplacant dans (E) : xf”(x) — x*f”(x) + '(x) — 3xf'(x) — f(x) = 0,
=0
n oo
on obtient Vx €] —r;1[, Y (4 1)nantt —n(n—1)an + (n+ 1)ant1 — 3nan — an)x™ = 0. Par unicité du
n=0

développement en série entiere, Vn € N, (n+1)nant1 —n(n—1)an + (m+1)an41 —3nan —an = 0 donc, en

simplifiant, (n+1)?(an11 —an) = 0. Comme n+1 # 0, il vient Vn € N, an41 = an doncVn € N, an = ao.

—+oo
Alors f(x) = ag Y, x™ = 1(10 . Réciproquement, en remontant les calculs ou en injectant dans (E), on
—x

vérifie que f ainsi définie est bien solution de (E) sur ] —1;1].
A

Les solutions développables en série entiere de (E) sont les fonctions f : x — 3 avec A € R.

b. Comme ’équation (E) est sous forme normalisée sur ]0;1[ car x(1 — x) ne s’y annule pas, que (E) est
linéaire et sans second membre, on sait que I’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension
2. On a trouvé une droite de solutions développables en série entiere a la question précédente, il y a donc
forcément d’autres solutions.

c. Ainsi définie, la fonction z est de classe C? sur |0; 1] si et seulement si y l'est et on a z(x) = (1 — x)y(x)

(

donc 2/ (x) = (1 —x)y’(x) —y(x) et 2’ (x) = (1 —x)y" (x) — 2y’ (x) donc xz"(x) = x(1 —x)y”(x) — 2xy’(x) ; ainsi
y est solution de (E) sur ]0; 1] si et seulement si (F) : xz’(x)+2z'(x) = 0. Ceci équivaut & z’(x) = % ou encore
A+ pin(x)

T avec (A n) € R2.

1 et x n(x) (qui n’est
1T—x 1T—x

a z(x) = A+ pln(x) donc les solutions de (E) sur |0; 1] sont les fonctions y : x —

On a bien un plan de solutions de (E) sur ]0; 1] engendré par les fonctions x —

pas développable en série entiere sur ]0;1[).
13.60) a. Comme Tr (A) = 2 et det(A) =1, 0on axa = X2 —2X +1 = (X —1)? donc Sp(A) = {1}. Si A était

diagonalisable, A serait semblable a I, donc égale a I ce qui n’est pas. Ainsi, A n’est pas diagonalisable.

A -2 —4 . .
On peut aussi dire que rang (A — ;) =1 car A — [, = ( 1 3 > donc Ker(A) est de dimension 1 avec la
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formule du rang et cette dimension n’est pas égale a I'ordre de multiplicité de 1 dans xa.

b. Comme xA est scindé dans R, A est trigonalisable dans M;(R). Comme A — I, = <12 24>, le

sous-espace Ker(A) est la droite engendrée par le vecteur vi = (2, —1) (on le voit ou on résout AX = X). On
prend par exemple vo = (1,0) et Avy = (—1,1) =v; —v;. La famille B = (v1,v3) est clairement une base de

1

R? et, comme Avy = vy et Avy = —vq +va, Mat g (f) = <O

1 . . . Lo
1 > =T est bien triangulaire supérieure.

c. Le systeme (S) s’écrit X’ = AX. Comme, par formule de changement de base, A = PTP~! en notant

P= ( _21 é) la matrice de passage de la base canonique de R? & B, en notant Y = P~'X, on a I’équivalence

b
! __
a et b sont dérivables et Y = TY <— {“ = A7b Orp = b e (3B € R, Vt € R,b(t) = Bet) et

b= b
d=a—Be' < (Ja € R, Vt € R, a(t) = xe' — Bte") (par variation de la constante). Par I’équivalence qui

(S) : X' =AX <= X' =PTP X <= P~ X' = (P7'X) = T(P7'X) <= Y’ = TY. Or, en notant Y = <a>

précede, comme X = PY, on en déduit que les solutions du systeme (S) sont, avec («, ) € R?, les fonctions
t= (x(1),y(t)) = (2a(t) +b(t), —a(t)) = (2(xe* — pte’) + pe’, —(xe* — pte’)).

13.61 ] a. L’équation (E) peut étre mise sous forme normalisée sur les quatre intervalles I} =] —oo; —1[, I, =]—1;0],
2

t(1 —t%)

en éléments simples. Comme ses poles sont —1,0,1, que son degré vaut —3 < 0 et qu’elle est irréductible,

I3 =|0;1[ et 14 =]1;+00[. On résout I’équation homogene en décomposant la fraction rationnelle

on sait qu'il existe trois constantes a,b,c réelles telles que Vt ¢ {—1,0,1}, ﬁ = % + % + n Jcr T
Par identification, technique classiques (de MPSI) ou par I’astuce habituelle 2 = 2t? +2(1 — t?) ce qui donne
2 2
2 2t +2(1 —t7) 2t 2 _ t+1—-(01—-1t) 2 . 2 2 1 1
= = + %= —————— 1+ = on obtient == - .
t(1 — t%) t(1 —t%) -t (0-t90+t) t t1—t%) t 11—t 1+t
On retient que 2 =2t 42 et, comme une primitive de la fonction a : t — 2t 2 g
TE—) 17— Tt P ¢ 1T—t% ot
At 2n(]t]) — n(]1 — t2|), les solutions de I’équation homogene (Eq) : t(t? — 1)y’ 4 2y = 0 sur chacun
At?

des intervalles Iy sont les fonctions y : t — v (les valeurs absolues sont absorbées par la constante A

qui parcourt R). On fait ensuite varier la constante en cherchant une solution particuliere de (E) sous la

2
formey : t— tz}\t ] avec A dérivable sur Ix. En substituant, on trouve A'(t) = % et on prend par exemple

2 n((t])
2

A = In(|t]) pour avoir comme solution particuliere yo : t — donc les solutions de (E) sur chacun

2
des quatre intervalles sont les yp : t — w

2
b. e Siy est une solution de (E) sur |—1; 1], alors il existe A, et A3 telles que Vt €]—1;0[, y(t) = w
t2(A3 + In(]t]))

et ¥t €)o; 1], y(r) = SR

. On a forcément y(0) = 0 (en remplacant t par 0 dans (E) par exemple

_ (A + In(Jt])

ou par prolongement). Réciproquement, siy :]—1;1[— R est définie par Vt €] —1;0], y(t) o

et Vt €]0; 1], y(t) = w

une limite de taux d’accroissements (par croissances comparées) quelles que soient les constantes Az et As.

et y(0) = 0, on constate que y est dérivable en 0 avec y’(0) = 0 en faisant

Par conséquent, les solutions de (E) sur | —1; 1] sont de la forme précédente : ’espace affine S, 3 des solutions

de (E) sur |—1; 1] est de dimension 2 car les y solutions s’écrivent y = yo+A2y2+Azys ouyz :]—1;1[— R vérifie
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2
Vt €] —1;0[, ya(t) = tzt - et Yt € [0 1], y2(t) = 0 et ys ] = 1;1[— R est définie par ¥t €] — 1;0], y3(t) =0

2

et Vt E}O;][, y3(t) = tzt— ] ;82,3 = Yo —|—V€Ct(y2,y3).

e Siy est une solution de (E) sur |0; +o0[, alors il existe A3 et A4 telles que Vt €]0; 1], y(t) = M
t2 (s + In([t]))

t2—1

1

Yt €]1; 400, y(t) = . Or on doit avoir y(1) = Sen remplagant t par 1 dans (E) et la continuité

2
de y en 1 impose que A3 = A4 = 0 car lim zt ;= +o0o. Réciproquement, la fonction yo :J0; +oo[— R

t—1t
définie par Vt # 1, y(t) = ttzlir_t\;d et y(1) = 15 est solution de (E) sur |0; +o0[ car elle est dérivable en 1
(effectuer un développement limité) avec y'(1) = %
Ainsi Pespace affine S3 4 des solutions de (E) sur ]0; +00[ est de dimension 0 ; S3 4 = {yo} =yo + {0}

2
On fait de méme sur | —0o; 0] et sur R pour voir que seule la fonction définie par y(t) = ttzliﬂﬂ est solution

de (E) sur ces intervalles.

13.62] a. Analyse : soit T > 0 et y :]0;7[— R (avec r > 0) solution de (E) et développable en série entiere qu’on

“+oo —+o0
éerit Vx €]0;1], y(x) = D anx™ = > an_2x""? avec v > 0 . On sait d’apres le cours que y est de classe
- —:oo +oo
C> sur J0;r[ et que Vx € R, y/(x) = Y. nanx™ et y”’(x) = Y n(n — 1)anx™ 2.
= n=2

Pour x €]0; [, y est solution de (E) donc x?y” (x) —6xy’ (x) + (124+x?)y(x) = x?y" (x) —6xy’ (x) +12y(x) +x?y(x)

+o0 —+o0 —+o0
quon écrit Y n(n—1anx™—6 > nanx™+12 > anx™+ > an_2x™. Ainsi, en isolant les deux premiers

n=2 n=1 n=0 n=2
+oo
termes, x%y” (x) —6xy’ (x)+ (12+x?)y(x) = 12a0+12a1x—6arx+ > [n(n—1)an—6nan+12an+an_2]x™ = 0.
n=2
Par unicité du développement en série entiere, ap = a; =0et Vn > 2, n(n—1)an, —6nan +12an +an_2 =0
donc (n—3)(n—4)an = —an—2. Porn=2,onaa; =0. Pourn >5, a, = (n—_;)ﬁ donc les termes
azn pour n > 2 dépendent de as et les termes azn1 pour n > 1 dépendent de a3.
_ 1 \yn+1
On montre par une récurrence simple que Vn > 2, azn = % et que Vn > 1, arn41 = ﬁ.
400 (7])11 2n 7])n+1X2n+1 400 (7])“)62“73 400 (7])n+1X2n72
Ainsi,y()—cuE +a32—:a4x327+a3x32—
2 (n—3)! (n—-2)! n=2 (2n—3)! n=1 (n-2)!

et on reconnait des développements usuels d’ott y(x) = agx3 sin(x) + azx> cos(x).

Synthese : siy: R% — R est définie par y(x) = A3 sin(x) 4+ ux> cos(x) avec (A, 1) € R?, posons la fonction

Z:ix % = Asin(x) + pcos(x) qui est C? sur R* et qui vérifie classiquement z” +z = 0. Calculons

= 0 ce qui,

2(x) = Y0) 300 o iy — 00 _ v )sz( %) done ¥ () 614( )+12y( x) +y(3)

x X x x* x>
en multipliant par x°, devient x?y” (x) — 6xy’(x) + (12 4+ x?)y(x) = 0 et y est bien solutlon de (E) sur R%.

Conclusion : Les solutions réelles de (E) sur R7 sont les y :— Ax3 sin(x) + ux3 cos(x) avec (A,p) € R2.
Comme les fonctions x — x3 sin(x) et x — x3 cos(x) définies sur R’ forment une famille libre, et qu’on sait
que I'ensemble des solutions sur R de cette équation différentielle (E) linéaire normalisée homogene est une

plan vectoriel d’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, on a trouvé toutes les solutions de (E) sur RY,
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elles sont donc toutes développables en série entiere.

b. De méme, les solutions réelles de (E) sur R* sont les y :— N'x3 sin(x) + /x> cos(x) avec (\, 1) € R2.
Analyse : si y est solution réelle de (E) sur R, alors ses restrictions & R*% et a R* sont solutions de (E)
done, avec ce qui précede, il existe (A, A, 1) € R? tel que Vx € R, y(x) = A3 sin(x) + px3 cos(x) et
Vx € R*, y(x) = N'x3 sin(x) + w/x3 cos(x). On a aussi y(0) = 0 en prenant x = 0 dans (E).

Synthese : soit (A, i, A, 1) € R? ety : R — R définie par y(0) =0, Vx € R%, y(x) = A3 sin(x) + px> cos(x)
et Vx € R*, y(x) = A'x3 sin(x) +u'x3 cos(x), alors y est bien deux fois dérivable sur R avec y’(0) = y”(0) = 0
(avec les taux d’accroissements ou parce que y est développable en série entiere sur R, et R_ et que ceci
donne les dérivées successives a droite et a gauche en 0) donc y est solution de (E) sur R.

Ainsi, l'espace des solutions réelles de (E) sur R est de dimension 4, il s’agit de Vect(y1,y2,y3,ya) avec

3 3

y1(x) =0six =2 0et yi(x) =x>sin(x) si x < 0, y2(x) =0 si x >0 et y2(x) = x> cos(x) si x < 0, yz(x) =0 si

3 3

x <0 et ya(x) = x> sin(x) si x > 0, ya(x) = 0 si x <0 et y4(x) = x> cos(x) si x > 0.

13.63)a. Avec sin(x—t) = sin(x) cos(t) —cos(x) sin(t) et la linéarité de l'intégrale, comme toutes les fonctions sont

X

continues sur le segment [0;x] : Vx > 0, g(x) = f(x) +sin(x) fo

X

cos(t)u(t)f(t)dt — cos(x) fo sin(t)u(t)f(t)dt.
Par le théoreme fondamental de lintégration, la dérivée de la fonction x fox cos(t)u(t)f(t)dt est la
fonction x — cos(x)u(x)f(x), et , avec I’abus de notation classique, (fox sin(t)u(t)f(t)dt)/ = sin(x)u(x)f(x),
donc ¢'(x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)u(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)u(t)f(t)dt. On recommence pour obtenir
g"(x) = £"(x) =sin(x) [

g"(x) =f"(x) + f(x) — g(x) + u(x)f(x) = —g(x) donc (F) : ¢’ +g=0sur R,.

cos(t)u(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)u(t)f(t)dt+cos? (x)u(x)f(x)+sin?(x)(x)f(x) donc

b. Les solutions sur R de cette équation différentielle (F) sont les fonctions g : x — A cos(x) + Bsin(x)
pour lesquelles |g| < |A| + |B| = ¢ donc ces solutions g sont bornées sur R..

Comme Vx >0, f(x) = g(x) — fox sin(x — t)u(t)f(t)dt, en passant aux valeurs absolues avec 'inégalité de la
moyenne, on a Vx > 0, [f(x)] < |g(x)| + fox | sin(x — t)]Ju(t)]|f(t)]dt < ¢ + fox [u(t)f(t)|dt car |sin| < 1.

c. Posons h: x — fox [u(t)f(t)|dt, alors h est dérivable sur Ry et h/(x) = |u(x)||f(x)| < clu(x)| + [u(x)|h(x)
d’apres la question b.. En notant U(x) = fox lu(t)|dt, on a (e UMh(x)) < clu(x)]e U0 = ¢ — e~ UM)",
On integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir Vx > 0, e_u(")h(x) < 0(1 — e_u(")) < ¢ par croissance de
lintégrale. Alors Vx > 0, h(x) < ce¥™) et comme u est intégrable sur R, U est croissante et possede une
limite finie en 400 donc U est bornée sur R .

Alinsi, h est bornée sur Ry et enfin, comme on a |[f| < ¢ + h, la fonction f est aussi bornée sur R.
13.64 | a. Comme f et g sont continues, le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ permet d’affirmer qu’il existe une

unique solution au probleme de CAUCHY y’' + fy = g avec y(a) = b. Si on note F une primitive de f, les
solutions sur R de I’équation homogene (Eo) : y’ + fy = 0 sont les fonctions y : x + Ae™ " avec A € R. Par

xX
variation de la constante, les solutions sur R de (E) sont lesy : x — (A + fo g(t)e"®dt)e F™) avec A € R.
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Parmi celles-ci, I'unique solution qui vérifie y(a) = b est telle que (A + fa t)efMdt)e (@) = p dont
A =bef(®) foa g(t)e"®dt. Cest donc la fonction yo : x + (be" (@) — f g(t)eF®Mat+ f t)efMat)e T
ce qui se simplifie par CHASLES en yo(x) = e T f g(t)efWat + peF(o)- F(").

b. En prenant f: x — —x et g = h, f et g sont continues sur R donc, d’apres a., les solutions sur R de (E)
sont les fonctionsy : x — (7\—i—foX h(t)e”*tdt)e®*. D’abord, comme ¥t > 0, |h(t)e™**| < ||h|[oo, ke ™" = @(t)
et ¢ est intégrable sur Ry d’apres le cours donc, par comparaison, f;m h(t)e”**dt converge. Pour avoir
y bornée sur Ry, comme lim e** = 400 car « > 0, on doit forcément avoir une indétermination et avoir

X—+00
—+oo

A+ fo h(t)e~*'dt = 0. La seule fonction candidate est yq : x — —e® f h(t)e~*tdt. Pour x > 0, par

X
+
I'inégalité de la moyenne, |y1(x)| < ||h||oo,r €** fx - e tdt = [[h]|oo, e[~ ¥ 1 = |[h]|o0, R
+oo

Par conséquent, (E) posséde une unique solution bornée sur Ry qui est yy : x — —e** f h(t)e~*tdt.
x

13.65 | a. Comme f est développable en série entiere sur R, d’apres le cours, f y est de classe C* ainsi que toutes

+o0 —+o0
ses dérivées avec Vx € R, f'(x) = 3 nanx™ et f/(x) = Y n(n — 1)anx™ 2.
= n=2
b. Pour x € R, x*(1 — x)f"(x) — x(1 + x)f'(x) + f(x) = x*F"(x) — x3f"(x) — x*f'(x) — xf'(x) + f(x) qu’on
—+oo +oo —+o0 “+oo +o0
éerit > n(n — Danx™ — 3. n(n — Danx™ — 3 nanx™ — 3 napx™ + Y anx™ Or n(n — 1) est
n= n=2 n=1 n=1 n=0

nul pour n = 0oun =1 et n est nul pour n = 0 donc on peut faire commencer toutes ces sommes a

n = 0. Dans la seconde et la troisieme, on effectue le changement d’indice p = n + 1 ce qui permet d’écrire
+oo

xz(l —x)f" (%) =x(1+x)f' (x) +f(x) = ap+ > [n(n—])an —(n—=1(n—-2)an-1—(n—1)an_1 —nan —|—an]xn.
n=

“+o00
Par conséquent, on a Vx € R, x*(1 — x)f"(x) — x(1 + x)f'(x) — f(x) = ap + Y. bn(an — an_1)x™ avec

n=1

bp=Mn—1)72puisque n(n —1) —n+1=m—-1) et (n—1)n—-2)+n—-1)=(n—1)7=2
c. Soit f une solution développable en série entiére de (E) sur | —1;1[, d’apreés la question précédente, ap = 0

et Vn > 2, an = an—1 donc f(x) = >, a1x™ = ]ai (série géométrique). Réciproquement, si on pose
—x
1 " 2
,onavy)(x) = et =
n a yi(x) (1 —x)? y7(x) 1 —x)7°
2
(1-x)°

(1-x)? )
21— )y (x) = x(1 + )y (x) + 1 () = 2 "‘((]+_X)X)’§X(1 —) _ 0 y; est solution de (E) sur ] —1:1].

y1:X|—>]X = -1+ doncpourtoutréelxe]—l;l[,on

—x 1 —x

obtient x?(1 —x)y (x) — x(1 +x)yj (x) + y1(x) = x*(1 — x) x —x(14+x) x

=0 d’ol
- X

X

d. On vient de voir qu’en fait yq : x +— : est solution de (E) sur chaque intervalle o (E) est sous

forme normalisée, & savoir 11 =| — 00;0[, I2 =]0; 1] et I3 =|1; +oo[. Effectuons une variation de la constante,
Ao
1—

intervalles Ij.. En remplacant dans (E), x*(1 — x)A”(x)y1(x) + 2x2(1 — x)A (x)y} (x) — x(1 + x)A'(x)y1(x) = 0

cherchons les solutions de (E) sous la forme y : x — = A(x)y1(x) avec A deux fois dérivable sur I'un des

car yj est solution de (E) donc les A(x) s’éliminent. Comme yj(x) = ] X et yi(x) = (1]7)2, apres
—x —x
simplifications, la fonction A vérifie (F) : xA”(x) + A’(x) = 0. Les solutions sont les fonctions A telles que

X) = = avec a & onc x) = aln(|x|) + avec (a, S . €S solutions de sur L'un des trois
A a R donc A 1 b b RZ. L lutions de (E l'un des troi
X
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x(ax In(|x]) + by)

T avec (ax,by) € R?.

intervalles Iy sont les fonctions yy : x —

A détailler mais en terme de raccord, I'équation (E)

bx

e admet comme solutions les fonctions y : x — ] avec b € R sur | — oo; 1[.

aln(x)

: avec a € R sur ]0; +o0].
— X

e admet comme solutions les fonctions y : x —

e admet sur R seulement la fonction nulle.

La dimension de l'espace des solutions de (E) sur I est donc :

0 25 1= — 00;0[ ou 1 =J0; 1[ ou 1 =J1; o]
e 1sil=]—o0;1[oul=]0;+o0].
e 0sil=R.

13.66) a. Comme les deux fonctions t — cos(t)e™Vt et t — sin(t)e~ V" sont continues sur R, par le théoréme

fondamental de l'intégration et par opérations, la fonction yo est de classe C' sur R, et on a I’expression
yp(x) = cos(x) j;)x cos(t)eVidt + sin(x) fox sin(t)e Vit + sin(x) cos(x)e™V* — cos(x) sin(x)e"V* donc
yo(x) = sin(x) fox sin(t)e~Vtdt + cos(x) fox cos(t)e"Vtdt. De méme, yh est de classe C! sur R, et on a
Yy (x) = —sin(x) fox cos(t)e™Vldt + cos(x) fox sin(t)e Vit + sin(x)e V™ + cos?(x)e VX = —yo(x) + e V¥
donc yo est bien solution sur R de I'équation différentielle (E).

b. Les solutions sur R* de I'équation homogene (Eo) : y” +y = 0, comme les solutions de I’équation
caractéristique z2 4+ 1 = 0 sont z = +i, sont les fonctions y : x ++ acos(x) + bsin(x) avec (a,b) € R?. Par
théoréme de structure, comme on connait une solution particuliere de (E) d’apres a. et que, par linéarité de
Pintégrale, yo(x) = fox(sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t))e Vidt = fox sin(x — t)e~Vtdt, les solutions de (E) sur
R sont les fonctions y : x — acos(x) + bsin(x) + fox sin(x — t)e~Vtdt avec (a,b) € R2.

c. La fonction g : t — e~V est continue sur R par opérations et que g(t) = o(%) car lim ue % =0
—+o0 t u—-+o0

par croissances comparées, la fonction g est intégrable sur Ry par comparaison aux intégrales de RIEMANN.
d. Bien siir, si {g = £, = 0, il est clair que f : x — a(x)cos(x) + b(x)sin(x) tend vers 0 en +oc.

Réciproquement, si f : x — a(x) cos(x) +b(x) sin(x) admet une limite finie £ en 400, comme liT f(nm) = ¢,
n——+oo

ona Um (—1)"a(nm) = ¢ ce qui prouve que {q = { = 0. De méme, comme lim f(mr + E) ={ ona
n—4oco n—-+oo 2

nl_i}g_loo(—U“b (mr + %) = { ce qui prouve que {, = { = 0. Par double implication, on a bien montré que
pour deux fonctions a,b : Ry — R ayant des limites finies {4 et {p respectivement en +oo, la fonction
f:x — a(x)cos(x) 4+ b(x) sin(x) admet une limite finie en +oo si et seulement si £, = {p = 0.

e. Les deux fonctions f; : t — cos(t)e"VE et £, : t > sin(t)e” V! sont continues sur R, et, comme
1f1(t)] < eVt et [f2(1)] < e VY, on en déduit que f; et f, sont intégrables sur R, par comparaison avec
la question c.. On peut écrire y : x — (a - fox sin(t)e"ﬁdt) cos(x) + (b + fox cos(t)e*‘ﬁdt) sin(x)
les solutions de (E) et les fonctions x — a — fox sin(t)e Vidt et x — b + fox cos(t)e~Vtdt admettent

+
respectivement pour limite {q = a — fooo sin(t)e Vidt et ¢, = b + fo OOcos(’c)e"/{dt en +oo. D’apres

la question d., la fonction y admet une limite finie en 400 si et seulement si £, = ¢, = 0 c’est-a-dire
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+
si et seulement si on a a = fooo sin(t)e"Vidt et b = —fo Occos(t)e_\/{dt. Ainsi, la seule fonction y
solution de (E) sur R* qui admet une limite finie en +o00 est la fonction y; dont l'expression est donnée par
a Vi * Vi e Vi * Vi
Y1 x — (fo sin(t)e"Vtdt — fo sin(t)e” tdt) cos(x) — (fo cos(t)e”Vtdt — fo cos(t)e” tdt) sin(x)

+
qui se simplifie en y7(x) = cos(x) foo sin(t)e”Vidt — sin(x) f > cos(t)e Vidt = foo sin(t — x)e~Vidt.
X

x x
Pour u : [0;1] — R continue, si |[u||; = f; lu(t)|dt, on sait que ||.||7 est une norme sur C°([0;1], R).
L’exercice demande de minorer ||f' — f||; sur le sous-espace affine V = {f € C'([0; 1], R) | f(0) = 0, f(1) =1}.
Comme ce n’est pas une norme euclidienne et qu’on n’est pas en dimension finie, on ne peut pas utiliser les
projections orthogonales et autres outils euclidiens.
Soit g : [0;1] — R définie par g(t) = '(t) — f(t). Alors g est continue sur [0;1] et f est solution de
(E) : y' —y = g. Les solutions de I’équation homogene (Eo) : y’—y = 0 sont les fonctions y : t — Ae® avec
A € R. Par la méthode de variation de la constante, les solutions de (E) sont les fonctions y, : [0;1] — R
telles que ya(t) = (?\—|— fot g(u)e‘“du) e'. Comme f(0) =0, Vt € [0;1], f(t) =yo(t) =" fot g(u)e *du. On
aurait aussi pu constater que Yu € [0;1], g(u)e ™ = (f'(u) — f(u))e ™ = (f(u)e™™) et intégrer sur [0;t].
Or £(1) = 1, d'oit la majoration 1 = ¢ [ g(t)e~tat <e [ lg(t)le~tat <e [ la()lat=e [ |f'(t) — r(t)|at

1
. Si on avait Pégalité \]; [f'(t) — f(t)|at = 1
e

1
car Vt € [0;1], et < 1 d’ou la minoration J; [f'(t) — f(t)]dt >
. . 1 1 \ . 1
pour une fonction f € V, on aurait donc f lg(t)[e"tdt = e f [g(t)]dt, c’est-a-dire f [g(t)|(1 —e Hdt =0
0 0 0
mais, comme t — [g(t)|(1 — e~ ") est continue et positive sur [0;1], on aurait Vt € [0;1], |g(t)](1 —e™*) =0
donc Vt €]0;1], g(t) = 0. Par continuité de g en 0, on aurait donc Vt € [0;1], g(t) = 0 ce qui est impossible

car alors on aurait f(t) = Ae' avec A € R. Dans ce cas, f(0) =0 et (1) = 1 serait compliqué & réaliser.

1
Ainsi, Vf €V, fo IF/(t) — £(t)|dt > i ce qui implique que d = Inf ||’ —f[|; > i

13.68) a. Comme f(a) = 0, si on avait aussi f'(a) = 0, la fonction f et la fonction nulle seraient toutes les deux

solutions de (E) sur R avec les mémes conditions de CAUCHY en a : c’est absurde d’aprés le théoréme de
CAUCHY-LIPSCHITZ qui s’applique ici puisque les fonctions p et q sont continues sur R. Ainsi, f'(a) # 0.
Puisque ' est continue car f est au moins deux fois dérivable donc de classe C' sur R en tant que solution de
(E), il existe un réel n > 0 tel que Vx € [a—n;a+n], f(x) # 0. Soit x € [a —n;a+n]\ {a}, par le théoréme
des accroissements finis, il existe ¢ € m C [a—m;a+n] tel que f(x) —f(a) = (x —a)f'(c) = (x — a)f(c) # 0
d’aprés ce qui précede. On a bien établi que Vx € [a —n;a+1]\ {a}, f(x) #0.

b. Comme f et g sont deux fois dérivables sur R, par opérations, W est dérivable sur R et on a, pour t € R,
W(t) = f(t)g'(t) +(t)g"(t) = F'(t)g'(t) — " (t)g(t) = f(t)(=p(t)g'(t) — a(t)g(t)) — (=p(O)F'(t) — q")f(t))g(t)
donc W'(t) = —p(t)(f(t)g'(t) — f'(t)g(t)) = —p(t)W(t). Ainsi, W est solution sur R de (F) : y' +py = 0.

t
Pour tp € R, notons P : t — ft p(u)du la primitive de p qui s’annule en to, on sait que les solutions sur
0

R de (F) sont les fonctions y : t + Ae () avec A € R. En évaluant en to, on a bien siir A = W(to) car
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P(to) = 0 donc Vt € R, W(t) = W(to)e "),
f(t1)  g(ts
f(t1)  g'(ts

sont liées ce qui montre P'existence de (A, 1) # (0,0) tel que A (:,((? )) ) +u (3,((? )) ) = 0. Posons h = Af+ug,
1 1

comme ’ensemble des solutions de (E) est un espace vectoriel puisque (E) est linéaire et homogene, la fonction

c. Supposons qu'il existe un réel t; tel que W(ty) =

)) ‘ = 0. Alors les colonnes de cette matrice

h est solution de (E) sur R. De plus, h(t;) = h/(t1) = 0. L’unicité de la solution & un probléme de CAUCHY
montre que h = 0. Ainsi, comme (A, 1) # (0,0) et Af + ug = 0, la famille (f,g) est liée contrairement &
I’hypothese de I’énoncé. Par ’absurde, on en déduit que W ne s’annule pas sur R.

d. Comme f est continue sur ]a; b[ et qu’elle ne s’y annule pas, elle y garde un signe constant, supposons par

exemple que f est strictement positive sur Ja; b[. Ainsi, f'(a) = lim ) = fa) >0 car f(x)—f(a) = f(x) > 0
x—a

et x—a > 0si x €]a;b[. De méme, f'(b) < 0. Si on avait f'(a) = 0, comme en a., f serait la fonction nulle ce
qui n’est pas le cas. Plus précisément, on a donc f'(a) > 0 et f'(b) < 0.

Comme W ne s’annule pas sur R, par continuité, W garde aussi un signe constant. Ainsi, W(a) = —f'(a)g(a)
et W(b) = —f'(b)g(b) sont de méme signe, ce qui impose & g(a) et g(b) d’étre de signes différents. Par le
théoreme des valeurs intermédiaires, puisque g est continue, il existe ¢ €]a; b[ tel que g(c) = 0.

Supposons que g s’annule au moins deux fois sur ]Ja;b[, en ¢ et en e et supposons par exemple que e > c.
Posons d = Inf(A) avec A = {x €]c;e| | g(x) = 0} ; d existe car A est non vide puisque e € A et A est
minorée par c. Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, il existe une suite (an)nen d’éléments

de A telle que 1111 an = d. Comme Vn € N, g(an) = 0, par continuité de g, on a donc g(d) = 0 par
n——+oo

passage a la limite et caractérisation séquentielle de la continuité. Ainsi, d = Inf(A) = Min(A). D’apres la

question a. appliquée & g, il existe n > 0 tel que ¥x € [c —n;c+n] \ {c}, g(x) # 0 donc A C [c +7;e] ce
qui prouve que d > ¢ +1 > c. Par construction, g(c) = g(d) = 0 et g ne peut pas s’annuler sur |c;d[. Par
symétrie des rdles joués par f et g, on a prouvé précédemment que f s’annulait alors sur |c; d[C]a;b], ce qui
contredit I'’hypothese faite initialement sur f.

Par ’absurde, on a donc montré que g s’annulait une fois et une seule sur ]a; b|.
+oo x
13.69 ] a. Pour f € E, par CHASLES, Vx € R, F(x) = e fo e Hf(t)dt —e® J; e 'f(t)dt. Comme g:t— e “f(t)
x
est continue sur R, par le théoreme fondamental de l'intégration, la fonction G : x +— fo e tf(t)dt est
“+oo
de classe C! sur R en tant que primitive de g qui s’annule en 0. En notant I = fo e 'f(t)dt, on a

F(x) = Ie* — e¥G(x) donc F est de classe C' par opérations.
De plus, pour x € R, on a F/(x) = [e* —e*G(x) — e*G’'(x) = F(x) — e*g(x) = F(x) — e*e *f(x) = F(x) — f(x)
et on a bien la relation Vx € R, F(x) = F/(x) + f(x).

b. Soit par exemple f : t — [t], alors f € E car g : t > [tle”" est continue sur R et g(t) = o(t]—z> donc g est
oo

intégrable sur tout intervalle [x; +o0o[. D’apres la question a., on ne peut pas avoir f = ¢(h) pour h € E car
f n'est pas de classe C' et @(h) I'est. Par conséquent, ¢ n’est pas surjective car Im (@) C C'(R, R).

c. Analyse : soit f € E un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A € R.
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e SiA =0, 0ona ¢(f) = 0.f = 0 donc, avec la question a., f = F —F = 0 ce qui est impossible pour un
vecteur propre. Ainsi, 0 n’est pas valeur propre de ¢ ce qui montre que @ est injective.
e Si A # 0, alors @(f) = Af donc, avec la question a., on a Vx € R, Af(x) = Af'(x) + f(x) donc f est

(A=T)x
solution sur R de I’équation E) : y' = %y donc Jax € R*, Vx € R, f(x) =ae A  (car f #0).

+o0 —t
Mais comme f € E, f e~ 'f(t)dt converge pour tout x, or e~'f(t) = xe A ce qui impose A > 0.
x

A=Dx —t
Synthése : soit A > 0, la fonction f: x +> e A  est continue sur R et e7'f(t) = e donc t — e "f(t) est

—~

+oo
intégrable sur [x; +oo[ pour tout x € R car A > 0 donc f e 'f(t)dt converge. Ainsi, f € E\ {0} et, pour
X

“+oo
x

|
A

" —t
x € R, on a ¢(f)(x) = e~ f eXdt=e*[—AeXA |~ =eAe A = Af(x) donc f est un vecteur propre de
x
@ associé a la valeur propre A.
(A=)t
Ainsi, Sp(@) = R et VA € RY, Ex(@) = Vect(fa) avec fy:tr>e A

d. Pour x € R, la nature de f:oo e '/(t)dt est la méme que celle de f;oo e~ 'f(t)dt par intégration par
parties car les fonctions u = f et v : t + e~ ! sont de classe C! sur [x; +oo[ et que tLiToou(t)v(t) = 0 car
f est bornée sur R. Mais comme f € E, I'intégrale f:oo e 'f(t)dt converge donc f:oo e 'f'(t)dt converge
aussi et, comme f’ est continue, ceci assure que f' € E. De plus, par I'intégration par parties précédente, en
notant F = o(f) comme avant, o()(x) = ¢ [ e (1)t = e ([ete(v)] 1™ - f:oo(—e*t)f(t)dt) d'on
e(f)(x) = —eXe f(x)+e* f:oo e 'f(t)dt = —f(x)+F(x) = F/(x) d’aprés a.. On a donc bien ((p(f))l = @(f).
e. Par intersection de sous-espaces vectoriels, F est un sous-espace vectoriel de E car ’ensemble des fonctions
bornées en est un et celui des fonctions de classe C' aussi. Soit f € F, on sait d’aprés la question a.
que @(f) est de classe C! sur R. Comme f € F, f est bornée sur R et on peut définir ||f|joo,g € Ry.

+
Pour x € R, par inégalité triangulaire sur les intégrales, |o(f)(x)| = |F(x)| < e* f * e 'f(t)|dt donc on
x
+
a la majoration [F(x)| < e"f OOe*t||f||0<,,Rdt = |[flloo, RE*[—€7F = |[f]loo, r€¥ e = ||f||oc,r. Ainsi,
X

@(f) € F ce qui justifie que F est stable par ¢. Comme les vecteurs propres de ¢ sont a fortiori des vecteurs

propres de @, et que la fonction f) n’est bornée sur R que si A = 1 car 1 est la fonction constante égale

a 1, on en déduit que Sp(er) = {1}. On peut dire aussi que @r est 1-lipschitzienne (pour ||.||so,r) donc
continue. Question de cours : si les séries entiéres > anx™ et > bnx™ sont respectivement de rayons R
n=0 n>0
n
et R’, alors la série entiere > cnx™ avec ¢, = Y axbn_x est de rayon R” > Min(R,R’) et on a la relation
n>0 k=0
+oo n +oo —+oo
Yx €] — Min(R,R'); Min(R, R))[, 3 ( ) akbn_k)x“ - ( ) anx“) X ( > bnx”).
n=0 *k=0 n=0 n=0

13.70]a. Le couple (a,b) € R? est fixé. Les solutions de I’équation homogene (Eq) : y” —9y = 0 sont les fonctions
y 1 x = AeX 4+ Be 3% avec (A,B) € R? d’apres le cours. Il est clair que les fonctions fy : x — —w et

—b

fa x> axT sont respectivement solutions particulieres de I’équation (E) sur R et R*. Soity: R — R

une solution de (E) sur R, il existe d’apres ce qui précede quatre scalaires réels Ay, A2, B1,B2 tels que
Vx>0, y(x) = A1e3* + Bre 3% — ‘”‘TM et Vx < 0, y(x) = Aze3* + Bre 3% + %.
Par continuité de y en 0, y(0) = lim y(x) = A1 +B; —g = lim y(x) = A2+Bz—§ : A1+B1 =A2+By (1).

x—0+ x—0—
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Par continuité de y’ en 0, on a y’(0) = li%1+y’(x) =3A; — 3By — % = lim y'(x) = 3A2 —3B2 + % donc
x—

x—0~

A;—By=A,—By+ é—; (2). En additionnant et en soustrayant (1) et (2) : Ay = Ay — % et B, =By + %.
Réciproquement, soit (A1,B1) € R? et la fonction y : R — R définie par y(0) = A7 + By — %, par

Vx > 0, y(x) = A1e3* + Bre 3% — L‘;'b et Vx < 0, y(x) = (A1 + %)e“ + <B1 — 2%)6_3X + L‘;b.

Ce qui précede prouve que y est une solution de classe C* de (E) sur R et R*. De plus, comme il vient
lim y(x) = lim y(x) =y(0) = A1 +B1— 2 : yest continue en 0. lim y'(x) = lim y/(x) =3A; —3B; — 2
x—0+ x—0— 9 x—0+ x—0— 9

donc y est de classe C' sur R avec y/(0) = 3A7 — 3By — %. Enfin, Vx > 0, y”(x) = 9A1e3* + 9Bje 3% et

Vx < 0, y'(x) = 9(A1 - %)eﬁ +9(B1 + %)e_3X donc lim y”(x) = lim y”(x) = 9A; + 9B et y est

x—0+ x—0—

donc deux fois dérivable en 0 (théoréme de prolongement C' appliqué & y’) avec y”(0) = 9A1 + 9B7. Ainsi

y”(0) +y(0) = 9A7 + 9B — 9<A1 +B — g) =b = a|0| + b. Finalement, y est bien solution de (E) sur R.
Les solutions de (E) sur R sont donc les fonctions y : R — R définie par (Aq,B1) € R%, y(0) = A1 +Bq — b

9

Vx>0, y(x) = A1e3* + Bre 3 — ‘”‘T“’ et Vx < 0, y(x) = <A1 + %)63’(4* <B1 - Z%)e*“w a"ffb.

b. Si une solution y de (E) sur R a l'expression ci-dessus, pour que y admette une asymptote en +oo, il

est clair qu’il est nécessaire et suffisant qu'on ait A; = 0 et pour que y admette une asymptote en —oo, il

est nécessaire et suffisant qu’on ait B; — % = 0. Ainsi, la fonction y : R — R définie par y(0) = 2¥‘7 — g,
Vx>0, y(x) = Le 3% — ax+b o vy <0, y(x) = Le3x 4 ax = b st "unique solution de (E) sur R dont le

27 9 Y 9

graphe possede des asymptotes en +0o, respectivement les droites d’équations y = _axfﬁrb ety = %.

a. vtel, W<t) = ‘:5/((?) :I)I)/((tt))

par hypothese, w est dérivable sur I et on a Vt € I, w'(t) = ¢’ (t)V'(t) — @” () (t) + e (1)V”(t) — ¢’ (1)’ (1)
donc w'(t) = —(a(t)e’(t) + b(t)e (1)) (t) + @(t) (a(t)’(t) + b(t)h(t)) = a(t)w(t). Ainsi, la fonction w est

= o(t)P'(t) — @’ (t)¥(t). Comme ¢ et P sont deux fois dérivables sur I

solution sur I de I’équation (F) : y’ = ay.

! / li
b. Si ¢ ne s’annule pas sur I, la fonction ¥ st bien définie et dérivable sur I et on a (i) = M =W,
® ® ®
c. Supposons qu’il existe une fonction y développable en série entiere qui soit solution de I’équation (E),
“+o00 “+ o0
alors 3R > 0, Vt €] — R;R[, y(t) = Y. ant™. Alors, par théoreme, Vt €] — R;R[, y'(t) = > (n+ an41t™
) =0
+o0 " +o0 "
et Vt €] — R;R[, y"(t) = 3 (n+ nan1t™ " done ty”(t) = > (n+ Dnay1t™.
n=1 n=0

Ainsi, Vt €] — R;R], JFZO:O (2(n + )nang1 + (n+ 1)angr — an)t™ = 0 et par unicité des coefficients (comme
R > 0), on parvient anlzorelation Vne N (n+1)2n+1antt = an.

Réciproquement, si ap € R* et si la suite (an )nen vérifie cette propriété, le rayon de convergence de la série
entitre 3 ant™ est infini par D’ALEMBERT car lim o4l

n>0 n—+oo  an

YVt e R, 2ty”(t) +y'(t) —y(t) = 0 donc y ainsi définie est bien solution sur R de ’équation (E).

= 0, et les calculs précédents montrent que

— An-1 — An-1 an-2 — .. = ao
Pourm € N an = 06 79 T nn—1) X = 1)(@n —3) - —3) 11
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(Zn)(Zn — 2) ---2.a90 2"
nl(2n)! )t

Ainsi, les fonctions solutions sur R de ( ) et développables en série entiére sont proportionnelles & la fonction

rajoutant au dénominateur les termes pairs qui manquent a,, =

y: R — R définie par Vt € R, y(t) = Z ant™ = ap Z ( ) 11 existe donc une unique fonction ¢ solution

de (E), développable en série entiére et vérifiant @ (0) =1, il s’agit de @ : t — Z %;n;
n=0 :
On distingue selon le signe de t :
400 Zn(\ﬁ) 400 (\/ZTE)Zn
esit>0,ona¢(t)= = S = ch (V/2t).
Ry Y
nong /_r\2n oo (_1\N(./_91)2n
esit<0,ona¢(t)= ~ ()2 (V) ZZMZCOS(\/—Z’[).
n=0 (Zn)' n=0 (Zn).

On vient de voir que I’ensemble des solutions sur R de (E) et qui sont développables en série entiére constitue
la droite Vect(e).

d. Comme (E) est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 sous forme normalisée sur R* et
R* | on sait que I'ensemble de ses solutions sur chacun de ces deux intervalles est un plan. On se sert du
wronskien pour trouver une autre solution non proportionnelle & ¢.

Sur R* : soit ¢y : R} — R une solution de (E) sur R, comme ¢ ne s’annule pas sur R, on sait d’apres
!/ /

la question b. que (9) =W Tei, w' = - donc w: t — & avec A € R. Ainsi, (Q) SR S—

© 02 2t Vit ® Vit(ch (V2t)?

On reconnait, comme R est un intervalle, L V2Ath (v/2t) + 1 avec 1 € R. Comme on veut } non
®

proportionnelle & ¢, on peut prendre u = 0 et A = % pour avoir P(t) = th (v/2t)e(t) = sh(yv/2t). Par

théoréme de structure, les solutions de (E) sur R* sont les t — ach (v/2t) + bsh (\F) avec (a,b) € R2.

) d’ou y(t) = z(v/2t). Par

Pour y : RY — R deux fois dérivable, soit z : R} — R définie par z(u) = y( >

2 u2
composition, z est aussi deux fois dérivable sur R et on a z'(u) = uy/(u?) et 2'(u) =y ( ) +u y( )

Ainsi, y est solution de (E) sur R équivaut a vt > 0, 2ty”(t) +y’(t) —y(t) = 0 ou, en changeant de variable,
2 2 2
avu >0, uzy”(u?) +y’<u7) -y (%) =7z"(u) —z(u) = 0. Or 2’ = z si et seulement si z est combinaison

linéaire de ch et sh et on retrouve bien les solutions ci-dessus.
2
Sur R* : y: R* — R deux fois dérivable, soit z : R} — R définie par z(u) = y( — %) ce qui revient a

2
y(t) = z(v/—2t). Par composition, z est aussi deux fois dérivable sur R et on a z'(u) = fuy’( - %) et
2 2
2" (u) = -y’ (u?) +u?y (u?) Ainsi, y est solution de (E) sur R* équivaut a vVt < 0, 2ty” (t)+y’(t)—y(t) =0

2 2 2
ou, en changeant de variable, a Yu > 0, —uzy”( %) —l—y'( — u7) — y( — u7) =—z"(u) —z(u) =0. Or

Z" + 2z =0 si et seulement si z est combinaison linéaire de cos et sin et les solutions de (E) sur R* sont les
t = acos(y/—2t) + bsin(y/—2t) avec (a,b) € R2.

e. Analyse : soit y : R — R solution de (E). D’apres la question précédente, il existe (a,b,c,d) € R* tel
que Yt > 0, y(t) = ach (v/2t) + bsh (v/2t) et Vt < 0, y(t) = ccos(v/—2t) + dsin(y/—2t). La continuité de y

en 0 prouve que a = ¢ avec y(0) = a = c¢. La dérivabilité de y en 0 impose b = d = 0 car, par exemple, si

t>0, y(t) Iy(O) _ a(ch (v21) :_ bsh (V2t) b\‘[f qui tend vers oo quand t tend vers 0. Ainsi, y = ae.
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Synthese : si on pose y = a@, on a vu en question c. que y est bien solution de (E) sur R.

Conclusion : on en déduit que les solutions de (E) sur R sont les fonctions proportionnelles a ¢.

13.72] a. Clairement, y : x = x? est une solution polynomiale de (Eo). Si on ne la voit pas, en notant n le degré

n
d’une solution polynomiale y : x — > axx* de (Eo) avec a,, # 0, en identifiant les termes en x™ dans (Eo),
k=0

on an(n—1)ay —2a, = 0 donc, comme ap # 0, il vient n(n —1) =2 =n? —n—2 = (n—2)(n+1) = 0 donc

n =2 car n € N. Ainsi, 8’il existe une solution polynomiale de (E¢), elle est forcément de degré 2. Ensuite,

en notant y(x) = ax? +bx+c et en reportant dans (Eo), il reste ¥x € R, 2ax? —2(ax?+bx+c) = —2bx—c = 0

donc b = c =0 et on a bien y(x) = ax?.

b. C’est la méthode de LAGRANGE. Si on se donne une fonction v de classe C? sur R% ou R*, en
v(x)

posant z(x) = —57, la fonction z est aussi de classe C% et v(x) = x?z(x) donc v/ (x) = 2xz(x) + x*z'(x) puis
x

V' (x) = 2z(x) + 4xz’ (x) + x>z (x). Ainsi, v est solution de (Eo) sur I = R* ou I = R* si et seulement si
Vx € 1, 2x%z(x) + 4x32/(x) + x2"(x) — 2x%2z(x) = 0 ou encore (F) : xz”(x) +4z/(x) = 0. Classiquement, z’

vérifie (G) :xw’ +4w = 0 sur I si et seulement s'il existe A € R tel que Vx € I, 2z/(x) = % et les solutions
X

de (F) sont donc les fonctions z : x — % + B avec («, p) € R?. En prenant « = 1 et f = 0, on trouve donc
X

z(x) = % donc v : x — + est une solution de (Eo) sur R% ou R* et elle est bien indépendante de w.
X X

c. Comme (Ep) est linéaire d’ordre 2, homogene et normalisée , d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ
linéaire, I’espace vectoriel de ses solutions sur R* ou R* est de dimension 2, il est donc engendré par u et v
d’apres les deux questions précédentes. Les solutions de (Eq) sur R* ou R* sont donc toutes les fonctions

yix i &4 px? avec («,B) € R2.
X
3
On constate, comme en a., que yp, : x > XT est solution de (E) sur R. Par structure affine des solutions, les

3
solutions de (E) sur R% ou R* sont toutes les fonctions y : x — & + px? + XT avec (o, p) € R2.
X

d. Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, ainsi y est deux fois dérivable sur R. Les

restrictions de y a R* et R* sont les solutions vues en c. donc il existe (x1,x2,B1,B2) € R* tel que
1 2. %3 x2 2, x°

Vx <0, y(x) = =L +B1x*+ s et Vx >0, y(x) = =2 +Box"+ T En prenant x = 0 dans (E), on a y(0) = 0.
X x

La continuité de y en 0 implique que o; = ay = 0. Alors on a y’(0) = 0 (par taux d’accroissements par

2 2
exemple) et Vx < 0, y'(x) = 2B1x + 3% et Vx >0, y'(x) = 2B2x + % Comme y est deux fois dérivable en
!/ / ! !/
0, ona tim YOI =YO 55 _gp, = 1y YI=YO) _ o) done gy = g
x—0~ x—0 x—0+ x—0

3
Synthese : Soit B € Ret y: R — R définie par y(x) = px? + XI’ alors y est de classe C*™ sur R et y est
3

x> 3
2

bien solution de (E) sur R car y”(x) = 2p + %x donc X%y (x) — y(x) = 2px* + %x3 —2px? — X =3,
3
Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : x = px? + XI avec B € R. C’est un sous-espace
3
affine de C*(R, R), écrit S = yp + Vect(yo) avec yp : x — XI et yo : x — x2. S est une droite affine.
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13.6 Officiel de la Taupe|

n—1
13.73]| Si (f1,---,fn) est lie et que par exemple f;, = > Acfy, alors la colonne C,, de la matrice du wronskien
k=1
n—1

s’écrit Cn = Y AxCyx donc son déterminant est nul et W(fq,---,f) =0.

Comme les fonctions fy sont de classe C* car solutions de cette équation différentielle résolue, la fonction
W(f1, -+, fn) est aussi de classe C* et on la dérive en W(fy,---,fn)'(t) = la somme de n déterminants
ou l'on dérive chaque ligne successivement. Tous les déterminants sont nuls par alternance sauf le dernier
1 (t) fn(t)
IO TR At w

qui vaut W(fy, -+, fn)'(t) = . . . On remplace alors fj'” par son expression en

I R ™ 1)
fonction des dérivées d’ordre 1nferleur de f1, on fait de méme pour les autres fonctions et on trouve que
W(f1, -, fn) (t) = —pn_1(t)W(f1,---,fn)(t) en ajoutant & la derniére ligne une combinaison linéaire des
précédentes. Comme on est sur un intervalle, A € R, Vt € I, W(f1,---,fn)(t) = Ae Pn=1(V) ot P, 7 est
une primitive de pn_1 : ¢a c’est le cours mais c’est inutile ici.

Pour la question proprement dite, comme on sait que I'application ¢ : f € Sg s (£(0), f/(0), - - -, f™=1)(0))
est un isomorphisme entre I’espace Sg des solutions de (E) et R™ (d’aprés CAUCHY-LIPSCHITZ), comme les n

colonnes de la matrice correspondant & W(fq, - - -, f;,)(0) représentent la famille de vecteurs (@(f1), -+, ©(fn))

écrites dans la base canonique de R™ : la famille (@ (f1), -, @(fn)) est liée : la famille (fy,- -, fy) Uest aussi.

Avec les fonctions fy et f; de 1’énoncé, elles sont bien dérivables sur R avec f;(t) = 2t et f5(t) = 2t|t| (en
2

distinguant selon que t > 0 ou t < 0). Ainsi W(fy,f2)(t) = ;t Zttl\tt‘| =0.

Par ailleurs, ces deux fonctions forment une famille libre car si (A1,A2) € R2 vérifie A1f21 4+ A2fy = 0, alors
en évaluant en 1 et en —1, on a A7 + A2 =0 et A7 — A2 = 0 donc AjA2 = 0.

Premiérement, si n = 1 et si W(fy) = 0, alors f; est identiquement nulle sur I par définition de W donc la
récurrence est initialisée avec méme J = I.

e Sig(t) =0, W(f1g,-+,fng)(t) = g™ (t)W(f1, -, fn)(t) car la premiére matrice ne contient que des 0.
/ f1(t) / / fn(t) /
e Sig(t) #0, W(f1g,---,fng)(t) = g(t) v + WA o g + 9 () en sortant
(frg) ™ V(v) SRR (fng) ™ D(t)

g(t) de la ligne 1. On effectue alors 'opération de GAUSS Lz — Lz —g ( )Ly et on sort g(t) de la seconde
f1(t) : - fn(t)
!
] ( ) e e n( )

ligne pour avoir W(f1g,---,fng)(t) = g(t)? (f19)"(t) e (f 9) (t)
(f19) ™ D(t) - .- (fng)(n_1)(t)
Avec les formules de LEIBNIZ pour chaque ligne, par la méme méthode, on arrive au résultat demandé.

Si f1 ne s’annule pas sur I, en posant pour k € [2;n], fx = (i—k)ﬁ et en utilisant le résultat précédent avec
1

/
g = f1, on parvient & W(fy,---,fn) = ffW| 1, (];—2) , (1; ) Mais (1)' = 0 des que i > 2, il ne reste
1 1

que 1 puis de 0 dans C; et on peut développer par rapport a la premiere colonne pour la formule espérée.

Si on suppose que le résultat est vrai jusqu’a n — 1 fonctions, et si 'on se donne n fonctions (f1,---,fn) n
fois dérivables sur I qui vérifient W(fq,---,f,) = 0, alors on distingue deux cas :
e Si f; = 0 alors la famille (fq,- -, fy) est liée sur I en entier.
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e Sify # 0, il existe (par continuité en un point olt f; ne s’annule pas) un ”vrai” segment ] (contenant au moins

deux réels) inclus dans I ou f1 ne s’annule pas. D’apres le résultat précédent, comme W (%)l, RN (%‘)I

est nul sur ce segment, par hypotheése de récurrence, on a un nouveau ”vrai” segment K inclus dans J donc
dans I tel que les fonctions (%)/, RN (%‘)/ forment une famille liée sur K. En intégrant cette relation
(intervalle), on a l'existence d’une constante —a; € R et d’une famille (a2, -+, an) € R™ telles que
ocz<%) 4+ 4 ocn<%) = —oaq sur K. Il vient alors ki; arfx = 0 donc la famille (fq,---,fy) est liée sur K.

Ceci conclut I’hérédité et donc la récurrence.

Si fy,- -+, fn sont des fonctions polynomiales et vérifient W(fy,---, ) = 0, comme elle forment une famille
liée sur un segment qui contient une infinité de valeurs, la relation linéaire les liant reste valable sur R en
entier (seul le polynéme nul possede une infinité de racines).

13.74 | Le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire donne I'existence et I'unicité d’une solution du systéme linéaire

—a 0 0

(car X’ =AXou'X=(xyz)etA=| a —b 0 ]),il dit méme que cette solution maximale unique est
0 b 0

définie sur I'intervalle total R en entier.

x" = —ax avec x(0) = 1 implique Vt € R, x(t) = e~ " donc x reste strictement positive sur R.

Siy s’annulait sur R% | posons « = Inf{t > 0 | y(t) = 0} qui existe bien car ’ensemble E = {t > 0 | y(t) = 0}
est non vide par hypothese et minoré par 0. Par continuité de y, comme il existe une suite d’éléments de E
qui tendent vers «, on a y(a) =0 : cet Inf est un Min.

Alors y’(«) = ax(a) — by(a) > 0 ce qui est impossible car y est positive sur [0; «[ par construction.

Ainsi, y reste strictement positive sur R et alors z/ > 0 sur R* donc z strictement positive car y(0) = 0.
En faisant la somme des trois relations, on a (x +y +z)’ = 0 donc x + y + z est constante sur U'intervalle R
et comme elle vaut 1 en t =0, on a donc ¥t € R, x(t) +y(t) +z(t) = 1.

On a une expression exacte de x(t) qui garantit que tETooX(t) = 07. Comme z est majorée par 1 sur R

et qu’elle y est strictement croissante, par le théoreme de la limite monotone, on a l’existence d’une limite
finie lim z(t) = zo €]0;1]. Ainsi, d’apres la relation précédente : lim y(t) =1—zo =yo € [0;1].
t—+o0 t—+oo

Si on avait yo > 0, on aurait aussi tlizl y'(t) = —byo = y5. Avec le théoreme des accroissements finis, on
—+00
montre que si yo > 0 donc yg < 0 (direction asymptotique y = —ygx), ceci implique que tlip: y(t) = —oc0.
— 400

Par conséquent, yo =0 donc zo =1 —yp = 1. Au final : tl}Too x(t) =0, tlmmooy(t) =0, tl}roo z(t) = 1.

On résout en cascade en distinguant selon que a=boua #b :

a#£b Vt € R, x(t) = e ' car x(0) = 1. En injectant dans la seconde équation, on trouve classique-

ment avec variation de la constante : Vt € R, y(t) = 5 a (e‘at - e‘bt) car y(0) = 0.
—a
De méme, Vt € R, z(t) =1+ —! (ae*bt - be““) car z(0) = 0 ou car lim z(t) = 1.
b—a t5+o0

a=Db Vte R, x(t) = e car x(0) = 1. Cette fois-ci : Vt € R, y(t) = ate”** car y(0) = 0.
On trouve alors : Vt € R, z(t) =1 — (at + 1)e™ " car z(0) = 0 ou car tliT z(t) = 1.
—+00

On fixe maintenant a et t > 0 : on a déja vu que x(t) était indépendant de b. Par croissance comparée avec

les expressions précédentes (que ce soit un cas ou un autre), on voit que lim y(t) =0 (soit lim % =0
b—+o00 u—+oo U

si a #0, s0it lim ve™¥ =0). lim z(t)= Um (1 —x(t) —y(t)) =1 —x(t) d’apres la limite précédente.
v—+00 b—+oo b—+oo

On fixe maintenant b et t > 0 : il est clair que lim x(t) = 0. Encore une fois on a lim y(t) = 0 (dans
a—+oo a—+oo

les deux cas) donc lim z(t)=1-0—-0=1.
a—+o0

On fixe encore b et t > 0 : il est clair que lim x(t) =1et que lim y(t) =0donc lim z(t)=1—-1-0=0.
a—0t a—0t a—0t
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13.75 | Sur ]0; +ool, I’équation est résolue et (E) : y' = 7% + 2){(]174_) Les solutions de (Ep) sont lesy : x +— %

et par la méthode de variation de la constante, y solution de (E) si et seulement si A’ = NI (1 ) ; prenons
Arctan(Vx)+o R
Vx

Les solutions de (Ep) sont lesy : x — A
( 0) Yy \/:;

A = Arctan(y/x) et les solutions de (E) sur |0; +o00[ sont les y : x —
1

Sur | —1;0[, ’équation est résolue et (E) : y' = —Eli +

2x(1+x)°
et par la méthode de variation de la constante, y solution de (E) si et seulement si A = m ; on
prend A = Argth (v/—x) donc les solutions de (E) sur ]0; +oco[ sont les y : x — Argth (V—x) + avec p € R.

—x
Pour pouvoir recoller les solutions en 0, il faut prolonger par continuité en 0 et cela impose « = 3 = 0 car
lim Arctan(y/x) lim Argth (v— ) Arctan(y/x)

x—0+ VQV x—0~ —X VQ

£(0) = 1 et (x) = A18th (V=)

e six €]—1,0[ est dérivable en 0 par DL avec f'(0) = —% car f(x) 5 1 —%—&-o(x).

= 1. On vérifie que f définie par f(x) = si x €]0; 4o0],

11 existe donc une unique fonction solution de (E) sur | — 1;400[ et c’est la fonction f ci-dessus.

“+o00
Méthode 1 : Si ¥Vx €] — 1;1], f(x) = > anx™, supposons qu’il existe une fonction y DSE qui soit solution
n=

—+oo —+oo
de (E) : IR >0, Vx €] —R; R, y(x) = Z bnx™. Alors par théoreme : Vx €] — R;R'[, y/(x) = Y. nbpx™!
=0 =1
“+o00 +mn
done xy’(x) = > nbax™ et x2y/(x) = Z (n = 1)bp_1x™. Comme Vx €] — R;R'[, xy(x) = > bp_x™
n=1 n=1 n=

—+o00
Vx €] = R';R'[, bo + Z (anTL +2(n—=1)bn_1+bn + bn,1)x“ =ao+ Y, anx™
n=1 n=0
Comme R > 0 et R” > 0, par unicité des coefficients, on a ag = bp et ¥n € N*, 2n+1)bn+(2n—1)bn_1 = an.
Alors, en posant up = (—1)™(2n 4 1)by, on a up —un—1 = (—1)™an ce qui donne par télescopage, comme
n
1

n
u =by =ap: Vn € N, up —uo = > (=1 ax donc b, = S (=1)""¥ay. La série entiere
k=1 In+14>,

n

> ( (=™ k) s’obtient par produit de CAUCHY de la série entiere : _}_ de rayon 1 et de la série

n>0 k=0 x

f(x) de rayon R > 1, on sait qu’alors la rayon de cette nouvelle série est au moins Min(R,1) = 1. Comme les

séries entieres > bpx™ et > (2n+ 1)byx™ ont le méme rayon (quasi série dérivée), le rayon de Y. bpx™
n>0 n=0 n>0

+oo
est au moins égal a 1 et g :] — 1;1[— R définie par g(x) = > bnx™ est bien solution (DSE) de (E).
n=0

Méthode 2 : On résout ’équation différentielle classiquemenjc par variation de la constante :

. f(t)dt .
esur R* onal = _ donc le solutions sont y : x — L(a + . 7> avec x € R (il y
+ 2VA( %) NAGRE) (

0 2Vt(1+1)
a convergence de I'intégrale avec RIEMANN). Le changement de variable u : t — v/t (C'-difféomorphisme

, . o _ 1 VX f(uz)du) (. s
de ]0;x[ dans ]0;/x[) permet d’écrire y(x) = 7 (a + fo T ) Comme le rayon de la série entiere

H% est égal & 1 et celui de f est R > 1, par produit de CAUCHY, celui de 1]:(Lu)2 est supérieur ou égal a
u u
. (uz) +o00 ) +o00 5 400 n 2
1 donc si x €]0; 1], on a Yu € [0; V&[], L ( 3 anu n)( S (-1 n) -3 (z(_n ak> n
1T+ u? n=0 n=0 n=0 ‘k=0
+oo n VX n
done y(x) = J= (a3 (3 (=00 Haw) [T uman) = J(ar 3 oL (5 ()" Fa)xtR) par
n= = hes

convergence normale sur [0; v/x[. L’unique valeur de a qui permet d’avoir une fonctlon DSE est a = 0. Méme

+oo n
chose sur | — 1;0[. Ainsiy:x+— 1 ( > (—1)“fkak>x“ est solution et DSE avec un rayon R’ > 1.
n=0 2 + 1\
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13.76 ) Les solutions de I’équation homogene sont les y : x ++ ae* + be™* avec (a,b) € R?.

Méthode 1 : Sur R’} ou sur R, on cherche une solution particuliere par la méthode de double variation des

constantes et on a donc le systéme : a’e* +b'e™ =0et a’'e* —be ¥ =¥ (x In|x| — 4] ) On obtient alors
X

-2
ad(x)=¢& - (x In|x| — i) et b'(x) = L (x In|x| — i) et les calculs sont tres lourds.
2 4x 2 4x

Méthode 2 : Etant donnée la forme du second membre, il semble judicieux de poser y = e™*z, ce qui donne

y” = e Xz —2e 7z + e *Z" pour que I'équation se transforme en —2e™ %z’ + e %z = ¥ (x In|x| — 4i) ce
x
qui équivaut, en posant w =2/, 4w’ —2w = x1In |x| — 4]— On obtient alors w(x) = Ae?* — %M - lnTM - ]I
X
en cherchant une solution particuliere sous la forme : yo = axIn |x| + bIn |x| + ¢ (¢a semble logique).

Il reste & intégrer : z/ = Ae?* — xinfd _Infd 1 qui devient z = xe?* + B —

xInlx|  x*nx| | x2
2 1 1 + 2. On

4 4 8

X2 xln|x| X% In x|
8 4 4

trouve enfin y(x) = ae™ + pe > + e_"( ) (calculs un peu moins lourds).

13.77) Soit f de classe C? sur R qui vérifie ¥x € R, f(x) + f/(x) = g(x) = 0, alors f est une solution de I’équation

y” +y =g. Or les solutions de y” +y = 0 sont les y : x — acos(x) + bsin(x).
Double variation des constantes : a’(x) cos(x) + b’(x) sin(x) = 0 et —a’(x) sin(x) + b’(x) cos(x) = g(x) donc,
par combinaison linéaire : a’(x) = — sin(x)g(x) et b’(x) = cos(x)g(x).
X X
On integre pour avoir f(x) = Acos(x) + psin(x) — cos(x) fo sin(t)g(t)dt + sin(x) fo cos(t)g(t)dt.

Ainsi, on a f(x) = Acos(x) + psin(x) + J: sin(x — t)g(t)dt.

Alors, f(x 4+ m) + f(x) = fOX-HT sin(x + 7 —t)g(t)dt + fox sin(x — t)g(t)dt = f:+n sin(t — x)g(t)dt.

Mais on sait que g(t) > 0 et que Vt € [x;x + 7], sin(t —x) > 0.
Par conséquent, par positivité de I'intégrale, on a f(x) 4+ f(x + 7) > 0.

13.78 Supposons qu’il existe une fonction y développable en série entiére qui soit solution de I’équation (E) :

+oo too
IR >0, Vx €] — R;R[, y(x) = > anx™. Alors par théoréme : Vx €] — R;R[, y'(x) = >, (n + 1an41x™ et
-0 =0
+oo " +oo "
Vx €] = R;R[, y”(x) = > (n+ Dnan1x™ ! done xy”(x) = 3. (n+ Dnanp1x™.
= =0
oo b
Ainsi : Vx €] = R;R[} X (2(n+ )nans1 + (N + 1)ans1 — an)x™ = 0 et par unicité des coefficients (comme
n=0

R>0), on parvient & : Vn € N, (n+1)2n+ 1)any1 = an.
Réciproquement, si ap € R* et la suite (an)nen vérifie cette propriété, le rayon de convergence de la série

N . . . a
entiere Y anx™ est infini par D’ ALEMBERT par exemple car lim sntl
n>0 n—+4+o00 apn

la fonction y ainsi définie est bien solution de I’équation.

= 0, et en remontant les calculs,

Par récurrence (ou calcul classique avec des factorielles), on trouve que ¥n € N, a,, =

(2n)!

+oo +oo nyn
Ainsi, Vx € R, y(x) = > anx™ = a0 y, == T
n=0 =o (2m)!

On distingue selon le signe de x : si x > 0, on a y(x) = apch (v/2x) et si x < 0, on a y(x) = ag cos(y/—2x).
Bien siir, en effectuant le changement de fonctions y(x) = z(v/2x) sur R% et y(x) = z(v/—2x) sur R*, on
peut établir que les solutions de 1'équation sur R* sont les y : x — aoch (v/2x) + bosh (v2x) et aussi les
y:x = aj cos(v/—2x) + by sin(y/—2x) sur R*.

Pour prolonger en 0, la continuité impose ap = aj ; comme on veut la dérivabilité en 0, cela impose
bo = b; = 0 donc on retrouve comme seules solutions sur R les solutions DSE.

13.79Si f convient, on aVx € R, f(x) = x+x fox f(t)dt—foX tf(t)dt donc f est dérivable par théoréme fondamental
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de la dérivation. Pour x réel, il vient : f'(x) =1+ f t)dt 4+ xf(x) — xf(x) qu’on re-dérive pour obtenir :
f’(x) = f(x). Alors : 3(a,b) € R?, ¥x € R, f( ) = ae® + be ™.

Réciproquement, si f a cette expression, comme f(0) = 0 et f/(0) = 1 d’apres les relations précédentes, on

aa+b=0eta—b=1donca= % et b = —l donc f(x) = sh(x). En repartant de f’/(x) = f(x) et

en intégrant, on obtient successivement Vx € R, f'(x) =1+ f t)dt (méme dérivée et égales en 0) puis

Vx € R, f(x —x—i-f x — t)f(t)dt (idem).

On peut aussi calculer expllcltement les intégrales pour vérifier que f(x) = sh (x) est bien I'unique solution.
13.80 ]y : x = x est bien solution de (Eq) car (1+x?)0+x—x =0. On a ¢'(x) = — A apres simplification.

x*V1 +x2
On pose classiquement y = xz pour trouver une autre solution y, de (Eo) et avoir un systéme fondamental
de solutions. On obtient y' = xz’ +z et y’ = xz”’ + 22’ donc y solution de (Ep) équivaut & z’ solution de

2
Fo) : x(1 )/ + (24 3x2)w = 0. Or, comme 253X — 2 1 _ X o solutions de (Fy) sont les
(Fo) & x(1+ ¥+ (2-+ 367w = 0. Or, comme ZEIG — 24 % s solutions de (7o) son

A V1+x2
x2V/1 %2 X
les solutions de (Ep) sont les y : x — px + AV1 + x2.
On aurait pu les trouver en cherchant les solutions développables en série entiere mais encore faut-il se
rappeler du développement de /1 + x2 et ce n’est pas le plus simple.

On effectue maintenant une double variation des constantes pour chercher une solution particuliere d’ou le

WX Donc les solutions z sont les les x — u+ A d’apres le calcul précédent. Ainsi,

HXx + }\/ 1 + X = 0 s
SYStéme }l/ + }\/# — X ()\/ = —Xz et u/ = Xm) . On peut pl"endre A= _x7 ot
ik T Vil 3
3 , .
W= 15(1 +x2)2 pour avoir les solutions de (E) sous la forme y : x — pux+Av1 +x2 — %m—&- g(] +x2)3
2
qui se simplifie en y : x — ux + AvV/1 4+ x2 + @

3
Les solutions sur R sont les mémes que sur R* (I’équation est résolue sur R).

C’est une équation d’EULER, de la forme (E) : i ax®y® = 0, qu'on résout traditionnellement en
effectuant sur R le changement de fonction inconnug:z(zt) =1y(e"), et sur R* le changement z(t) = y(—e").
e Pour y : R% — R deux fois dérivable, soit z : R — R définie par Yt € R, z(t) = y(e'). Par opérations,
z est aussi deux fois dérivable sur R. Calculons : Vt € R, 2/(t) = ety/(e!) et 2”(t) = ety’(et) + &2ty (eb).
Ainsi, comme t — e* est une bijection de R dans R*, on a I’équivalence :

Vx>0, x2y"(x) —xy'(x) +y(x) =0 <= Vte R, e*ty”(et) —ety/(e!) +y(et) =0

— Vte R, 2'(t) —2Z(t) +z(t) = 0.
Cette nouvelle équation différentielle (F) : z” — 2z' 4z = 0 est linéaire du second ordre et sans second
membre et, comme 1 est racine double de X? — 2X +1 = (X — 1)2, ses solutions sur R sont les fonctions
z: R — Rtelles que 3(a,b) € R?) Vt € R, z(t) = (at+b)et. D’apres 'équivalence précédente, les solutions
de (E) sur R* sont les fonctions y : RY — R : Vx >0, y(x) = z(In(x)) = (aln(x) + b)x.
e De méme, pour y : R* — R deux fois dérivable, soit z : R — R définie par Vt € R, z(t) = y(—e'), qui est
aussi deux fois dérivable sur R et Vt € R, 2/(t) = —ely’(—et) et 2”(t) = —ely’(—et) + e?ty”(—e'). Ainsi,
comme t — —e' est une bijection de R dans R*, on a 1’équivalence :

Vx <0, Xy (x) —xy'(x) +y(x) =0 <= Vte R, e*ty”(—e') +ety/(—et) +y(—e') =0
— WVte R, 2"(t) —2Z(t) +z(t) = 0.
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Comme avant, les solutions sur R de (F) : 2z — 22/ +z = 0 sont les fonctions z : R — R telles que
J(a/,b’) € R?, Vt € R, z(t) = (a’t + b')et. D’apres I'équivalence précédente, les solutions de (E) sur R*
sont les fonctions y : R* — R: ¥x < 0, y(x) = z(In(—x)) = (a’ In(—x) + b')(—x) = («In(|x]) + B)x avec
(x,B) € R? (en posant « = —a’ et p = —b’).

Autre méthode : on aurait pu constater que y : x — x est solution et poser y(x) = xw(x) avec w deux fois
dérivable sur R% ou R* et alors y'(x) = xw'(x) +w(x), y”(x) = xw”(x) +2w’'(x) ce qui transforme I'’équation

(E) en x3w” (x) + x?w’(x) = 0 qui se résout simplement en w'(x) = & = w(x) = aln|x| + b et on retrouve
x

par exemple J(a,b) € R?, Vx > 0, y(x) = axln(x) + bx sur R%. On pouvait aussi chercher les solutions
développables en série entiere sur R et trouver comme seules solutions les fonctions x — bx.

Cherchons maintenant les solutions de (E) sur R.

Analyse : siy: R — R est solution de (E) sur R, alors ses restrictions a R* et R* sont solutions donc
de la forme précédente, ce qui montre qu’il existe (a,b, &, B) € R?* tel que Vx > 0, y(x) = (aln(x) + b)x et
Vx < 0, y(x) = («In(]x]) + B)x. En remplagant x par 0 dans I’équation (E), on trouve y(0) = 0. Comme y
est continue en 0, Xli%hy(x) =y(0) =0 et xllr(w)mﬁ y(x) = y(0) = 0 mais ceci n'impose aucune condition sur
a, b, o, B car )1(% x In(|x|) = 0 par croissances comparées. Mais comme y est aussi dérivable en 0, on a aussi

existence des limites lim v — () _ lim ¥ —u(0) _ y’(0). Or Vx > 0, L_gm) =aln(x) +bet

x—0+ x—0 x—0— x—0 X —
o UE = u(0) N ,
x < 0, 0 = aln(|x|) + B, ce qui impose a = o = 0 et b = B. Par conséquent, Vx € R, y(x) = bx.
X —
Synthese : réciproquement, si on définit y : R — R par y(x) = bx avec b € R, alors la fonction y est bien
deux fois dérivable sur R et Vx € R, x?y”(x) — xy’(x) + y(x) = x%.(0) — x.(b) + bx = 0.
Au final, les seules solutions de (E) sur R sont les fonctions y : x — bx avec b € R.

+oo
13.82 ) a. Soit y DSE de rayon R > 0 et solution de (E) telle que y(0) = 1, alors Vx €] —R;R[, onay(x) = > anx™
n=0

400 +oo

avec ap = 1. Alorsy'(x) = > (n+T)antix™ et xy”(x) = > n(n+1)an1x™. Par unicité du développement
=0 =0
too n n ]
R>0): > (n(n +Dant1 + (n+TNant + an)x“ =0<=VneN, any1 = ———5an.
n=0 (Tl + ])

_])n

(n1)?

,on a bien R = 400 (avec D’ALEMBERT par exemple) et y solution de (E) avec y(0) = 1.

On montre par une récurrence simple que Vn € N, a,, = . Réciproquement, en définissant y par

yi = 35 EI

n=0 (n!)z
(_1 )nzn

+oo n
b. y(0) =1ety2) =1—-44 > ——5— et la suite ( 7 2> est positive, décroissante, et tend vers
2 (W) 2

_1\Hyn
( est positif mais inférieur & son premier terme 1. Ainsi y(2) < —1.

—+oo
0 donc, d’apres le CSSA, > ~——5—
n=2 (n')
D’apres le TVI, y s’annule au moins une fois sur 0; 2].
+o0 (_1\n,  n—1 n—1
De plus, ¥x € R, y'(x) = > (1)7“; Pour x €]0;2[ et n > 1, posons u, = &%
n=1 (nd) (n!)

u . est positive, tend vers 0 et ¥n > 1, Sntl — T oy 1 < X < 2 <1 donc
(un)nen P Un  n+1 m+1)2 S (n+1)2 "4

> 0, alors la suite

o1



(un)nen+ est aussi décroissante. Par le CSSA, on a donc y’(x) du signe du premier terme de la série qui

le définit, donc y'(x) < 0. La fonction y est donc strictement décroissante sur |0;2[ donc injective et y ne

s’annule done qu’une seule fois sur ]0;2[.

+o0
13.83] Soit y DSE de rayon R > 0 et solution de (Eo), alors Vx €] — R;R[, on a y(x) = > anx™. Alors il vient
n=0

+oo +oo +o0 too
V) = 3 nan™ T xy(x) = 5 nane™, y7(x) = 5 (n+2)(n + Dangax, x2y7(x) = 3 nln—1ane™.
=1 n=0 n=0 n=0

“+o0
Par unicité (ici R > 0), > ((n+2)(n+1)anj2+n(n—1)an+4nan+2an)x" =0<=V¥n € N, anj2 = —an.

n=0
+oo 400
Ainsi, y(x) = ag 3 (~1)™" +ap Y (—1)mxEn = Gotaix
= n=0 1+ X
ao tayx
1+x°
si le rayon de convergence de la série est 1). Ceci nous fait penser & poser z(x) = (1 + x?)y(x) ce qui donne

2'(x) = 2xy(x) + (1 +x2)y’(x) = 2" (x) = (1 +x*)y"(x) +4xy’ (x) + 2y(x) donc (E) <= z"(x) = 1 et a trouvé
2

Réciproquement, en définissant y(x) = , on vérifie que y(x) est bien solution de (Ep) sur R (méme

ao—|—a1x+ X )
T+x 201 +x%)

2
toutes les solutions de (E) sur R : z(x) = X? +ap+ax <=y =

13.84 ) L’énoncé est faux en I'état en prenant q(x) = —1, y = sh qui vérifie bien sh (0) = 0, sh’(0) > 0 et sh’ ne
s’annule pas sur Ry;. On modifie donc légerement en supposant ¢ > 0.

Par I’absurde, si y’ ne s’annule pas sur R, alors y’ garde un signe constant (positif donc car y'(0) > 0) sur

Ry car y’ est continue. Ainsiy est croissante donc possede une limite ¢ € R U {400} en +oo0.

. . . " _ / 1 / — — 1
Ainsi XETOOU (x) = —oo et comme y'(x) )+ f t)dt, on a aussi ETooy (x) oo ce qui est

absurde. Par conséquent : y’ s’annule au moins une fois sur R+.

13.85) Comme t — Min(x,t)f(t) est continue sur [0;1], la fonction T(f) est bien définie. De plus, en notant

g: (x,t) = Min(x, t)f(t), on a g continue sur le compact [0; 1]? donc elle y est bornée et on note M = {\Aa]x(g)
0;1)2

Comme x — (x,t) est continue sur [0;1] pout t € [0;1], que t — g(x,t) est intégrable sur [0;1] pour tout
x € [0;1] et qu’on peut domine |g(x,t)| < M avec t — M intégrable sur [0; 1], le théoréme de continuité sous
le signe somme permet d’affirmer que T(f) est bien continue sur [0;1].

X 1
De plus, g(x) = f Min(x, t)f(t)dt + f Min(x,t)f(t)dt = f tf(t)dt + xf f(t)dt. D’apres le
1
théoréme fondamental de I'intégration : g'(x) = xf(x) + f dt — xf(x) = f f(t)dt d’ou g”(x) = —f(x).
X

Soit A € R, avec la notation précédente : T(f) = Af <= g = Ag”.

e SiA=0,g=0doncf=—g”=0.0n’est donc pas valeur propre de T.

—_

e SiA#£0, T(f) = Mf < ¢g"” = —g et on distingue deux cas :

>

e SiA>0,g(x) = Ach(f)—i—Bsh(ﬁ) et g(0) =0 et g’(1) = 0 fournissent A =B =0: NON !

e SiA <0, g(x) =Acos (ﬁ) + Bsin (L) et les conditions g(0) = 0 et ¢’(1) = 0 fournissent

VA
1

2
A=0et — = (2n+ 1)2% avec B # 0 (sinon ce n’est un vecteur propre).

Le spectre de T est donc I’ensemble {% ‘ ne N}.
e (2n+41)
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a. Posons f : t — [[X(t)]|> = (X(t)|X(t)). On sait que f est dérivable car X l'est par hypothese et on a
(1) = (X' (1)]X(1)) + (X)X (1)) = X(t)*AX(t) + 2'X(t)AX(t) = *X(t)(*A + A)X(t) = 0 car A = —A. Ainsi
f est de dérivée nulle sur un intervalle donc elle est constante.
b. Soit Y € Ker(A), posons g : t — (X(t)|Y) = *X(t)Y et dérivons : Vt € R, ¢/(t) = *X'(t)Y = =*X(t)AY = 0.
c. det(A) = det(*A) = det(—A) = (—1)3det(A) donc det(A) = 0 et Ker(A) n’est donc pas réduit au vecteur
nul. Soit Yp un vecteur non nul de Ker(A), posons « = (X(0)|Yp). On vient de voir que ¥Vt € R, (X(t)|Yy) = «
donc X(t) est dans le plan affine P d’équation P : (X|Yp) = «.

Ainsi X(t) est a la fois sur le plan affine P et sur la sphére S de centre O et de rayon ||X(0)||. Comme S et P

s’intersectent (en X(0) par exemple), X(t) appartient au cercle de l’espace défini par C = SN P.
+0o0

13.87 Soit y DSE de rayon R > 0 et solution de ’équation, alors Vt €] —R;R[, on ay(t) = > ant™. Alors il vient
=0
—+oo +oo —+oo " +oo
y'(t) = X naat™ L /(1) = X nant™, (1) = X (n+2)(n+ Danat™, Py"(t) = 3 n(n — ant™
n=1 n=0 n=0 n=0
e (2n—1)(2n+1)
4n+2)(n+1)a —dn(n—T)an —4nan +an)x"=0<=WMne N, a =" “Ja,.
ngo( ( )( ) n+2 ( ) n n Tl) y An42 4(n+])(n+2) n
Orgie de factorielles en perspective en séparant termes pairs et impairs.
13.88| a. Si f est de classe C™, il est clair que g l'est aussi. ® est clairement linéaire.
(x+M)*

b. Pour A € R, on résout l’équation différentielle y' — xy = Ay <= ®(y) = Ay pour trouver y = xe” 2
Comme ces fonctions sont de classe C* sur R sans aucune condition sur A, le spectre de ® est R.

2
y € Ker(®?) <= ®(y) € Ker(Phi) <= y' —xy = xe’Z. On résout cette équation avec la méthode de
2
variation de la constante pour avoir y = (ax + ﬁ)e% donc Ker(®?) est le plan engendré par les deux
2 2

x2 x2
fonctions y1 :x—>e2 etyz:x+—>xe 2.

13.89 | L’équation peut étre mise sous forme résolue sur les quatre intervalles Iy =] —oo; —1[, I, =] —1;0[, I3 =]0; 1]

et I4 =]1;+00[. On résout I’équation homogene en constatant que 2 =241 1 ce qui donne

t(1—t2) t 11—t 1+t

2
y= tz}\t ] (les valeurs absolues sont absorbées par la constante).

Méthode de variation de la constante : A'(t) = % donc les solutions de (E) sur chacun des quatre intervalles

t> (A + n((t]))
——y,

sont les Tt
YA 2 _1

_ (1 +In(]t])

e Siy est une solution de (E) sur | —1; 1], alors il existe A1 et A telles que Vt €] —1;0[, y(t) 2
_ 202+ (1)

et Vt €]0;1], y(t) = . Comme on a forcément y(0) = 0 (en remplagant t par 0 dans (E) par

2
t7—1

exemple ou par prolongement), on constate que y est de classe C' (avec y/(0) = 0) quelles que soient les

constantes A1 et A, : 'espace affine des solutions de (E) sur | — 1; 1] est de dimension 2.

2
e Siy est une solution de (E) sur |0; +oo|, alors il existe A1 et A telles que Vt €]0;1[, y(t) = w
t* (A2 + In(Jt]))

t2—1

1

et Vt €]1;400], y(t) = . Or on doit avoir y(1) = 5 en remplacant t par 1 dans (E) et ceci

2
impose que A1 = A2 = 0 (voir les limites en 1) donc que y(t) = ttzlintd si t # 1. Réciproquement, par DL,
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cette fonction est bien solution car elle est dérivable en 1 avec y'(1) =

S =

Ainsi espace affine des solutions de (E) sur ]0; 00| est de dimension

2
tIn |t .
= t27|| est solution.

X 0 —X
13.90]a. g:t+ e~ t/2 est paire, Vx € R, f e t/2at = f et/ 24t = — f e~t/2dt : f est impaire.
0 —X 0

X
b. g est de classe C* et G : t — j; et /24t est la primitive de g qui s’annule en 0 donc elle est aussi de

On fait de méme sur | —0o; 0] et sur R pour voir que seule la fonction définie par y(t)

classe C*°. Comme h : x — e*"/2 est aussi, par produit, f est de classe C* sur R.

De plus, f'(x) = M (x)G(x) + h(x)g(x) = xh(x)G(x) + 1 = 1 + xf(x) donc f est la solution de I’équation
différentielle (E) : y’ =1+ xy qui vérifie aussi la condition de CAUCHY f(0) = 0.

c. h est DSE sur R car exp l'est et g I’étant aussi, G 'est encore comme primitive d’une fonction DSE. Par
produit de CAUCHY, f est donc DSE sur R mais le développement est délicat a avoir par produit.

—+oo
Il vaut mieux utiliser I'équation (E) ; si Vx € R, f(x) = Y. azni1x?™*! (puisque f est impaire) d’ou
=0
+o0 oo "
xf(x) = Y azn_1x?™, alors f'(x) = . (2n + 1)azny1x?n donc, par unicité du développement en série
n=1 n=0

entiere : f'(x) =1+ xf(x) < (a1 =TletVn>=1, 2n+1)am4 = a2n71).

i Ml +oo 2Ny 2nt]
Par récurrence, on montre que Vn > 0, arn41 = m Donc Vx € R, f(x) = Y m
n . n—=0 n .

+o0 too
13.91) Supposons qu’il existe R > 0 tel que Vt €] — R;R[, y(t) = . ant™ Il vient y'(t) = 3 nant™ ',
n=0 n=1

+oo +oo “+o00

ty'(t) = > nant™, y"(t) = (n+2)(n+1)an2xt, 2y”(t) = 3 n(n—1)a,t™. Comme V|t| < Min(R, 1),
=0 =0 =0

400 " " " +o0 (_])n-H N ; N (_1)n+1
—1 4 2 th = —t =0et * = .

nz::o (n(n Jan + 4nan + an) nz::] - , ag et Vn € N*, an, T T D)

+oo (7])n+1tn

Ainsi, y(t) = >

——~——— Réciproquement, y définie comme ceci est de rayon 1 et solution de (E).
Znn+ 1 +2) prod Y Y (E)

13.92] y; et y, sont solutions de (E7) et (E2) et sont donc de classe C? car yq, aj, y2 et ap sont continues.

Supposons que y; ne s’annule pas sur |a; b, par exemple on peut supposer avec le TVI que y; reste strictement
positive sur Ja;b[. On peut poser z = 2L qui est donc de classe C2 sur ]a;b].
Y2

Y12 — Yoy
2
Y2
w est strictement décroissante sur ]a;b[. De plus, w(a) =y} (a)y2(a) > 0 et w(b) = yj(b)y2(b) < 0. Sion
avait w(a) > 0, on aurait y,(a) > 0 et lim z(x) = 4o00. Mais alors la fonction w serait strictement positive
X—a

On calcule 2/ = . Posons w = yjy2 —yhy1, alors w = y7y2 —y4y1 = (a2 — a1)y1yz2 < 0. Ainsi

au voisinage de a, donc z strictement croissante au voisinage de a ce qui est incompatible. De méme, on ne
peux pas avoir w(b) < 0. Ainsi w(a) = w(b) = 0 donc w est nulle sur U'intervalle |a; b[ donc z est constante
sur ]a; b[ et il existe donc o > 0 tel que y1 = ay3.

Si on remplace dans les équations (E1) et (Ez), on obtient y{ + a1y1 = y7 + a2y =0 donc (a7 — az)y1 =0
sur ]a; b[ d’olt la contradiction. Par 1’absurde : Jc €]a;b[, y2(c) = 0.

13.93 ] X; est I'unique fonction vectorielle (définie sur R en entier) qui vérifie le probleme de CAUCHY X (t) = AX;(t)

avec Xj(0) = ej : Xj est donc bien définie sur R par le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ.

mn n
Soit tg € R et (A1,---,An) € R™ tel que Y AxXx(to) = 0. Posons alors Y = > AXk. Y est dérivable
k=1 k=1

n n n
comme combinaison de fonctions dérivables et Y = > M X = > AAXy = A( > )\ka> = AY. Ainsi, Y
k=1 k=1 k=1

vérifie Y = AY et Y(to) = 0. Par CAUCHY-LIPSCHITZ, une seule fonction vérifie ceci, or la fonction nulle est
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clairement solution : Y = 0. Ainsi Y(0) =0 = Z M Xk (0) = Z Akex => A} = --- = A, = 0 par liberté de

k=
(e1, - +,en). Ainsi (X1(to), -+, Xn(to)) est une base de R™ d’ou det( (to)) =0: Vt € R, det(X(t)) #0.
Soit M : R — My, (R) une fonction matricielle dérivable, alors en notant Cq,---,Cy,, ses colonnes, on a :
(detM)’(1) = det(C} (1), Ca(t), -, Cn (1)) +det(C1 (1), Ch(t),, -+, Cu(£)) 4+ +det(Cr (1), -, Cuo1 (1), Ch (1)),

Posons f = det(X) = det(Xy,---,Xn), alors f' = det(X}, Xz, -+, Xn) 4+ -+ det(Xq,- -+, Xn_1,X},). En posant
B(t) = X(t)"TAX(t), on obtient X’(t) = X(t)B(t). Construire B(t) va nous permettre de travailler sur les
colonnes de X plutot que sur les lignes avec A. Notons B(t) = (bjj)1<i,j<n- Pour toute colonne j € [1;n],
on a X (t) = b1Xq(t) + b2kX2(t) + -+ - 4+ by kXn(t). Par alternance et multilinéarité du déterminant, on

trouve alors f/(t) = (by,1 + -+ bnn)f(t) : (det(X(t)))/ = Tr (B)det(X(t)).

!/
Comme A et B(t) sont semblables : Tr (A) = Tr (B(t)) donc (det(X(t))) =Tr (A)det(X(t)).
Si Tr (A) =0, alors t — det(X(t)) est constante d’apres la question précédente.
Comme det(X(0)) = 1 par hypothese, on a donc Vt € R, det(X(t)) = det(X(0)) = 1.

+oo
13.94) Si y est DSE sur | — 1;1[ et solution de (E) alors Vt €] — 1;1], y(t) = > ant™ On a donc aussi
n=0

+o00 +oo +o0

ty'(t) = Y. nant™, t2y”(t) = nn—Tant™ et y”(t) = > (n+2)(n + 1)an42t™. En reportant dans
n=0 n=0 n=0
+o00
(E), on trouve Y. (4(n+2)(n+ 1ant2 —4n(n — 1)an — 4nan + an)t™ = 0 ce qui donne, par unicité des
n=0

C(2n-1)@n+1)
m+2)(n+1)

1 1
Vn e N* ay, = <Zzn>ao’ vne N, apmpr = <2n2+1)a1.

+o0 1
Ainsi y(t) = ao >, (22) 2™ 4 ay E (2 f 1>t2“+1 =a(V1+t+vV1i—t)+a1(vV1+t—+1—-1) quon
n=0
peut encore écrire y(t) = (ap + a1)\/1 +t+ (ap—a1)V/1—t.
Ainsi : les solutions de (E) sur | — 1;1[ sont les y : t — ay/T + t + by/T — t avec (a,b) € R2.
1l suffit de vérifier que les solutions de (E) sur ]1;+oc[ sont les y : t = ay/t + 1+ by/t — 1 avec (a,b) € R2.
On controle encore que les solutions de (E) sur |—oo; —1[sont les y : t = ay/—1 — t+by/T — t avec (a,b) € R2.

coefficients : Vn € N, anyn = an. On prouve alors par une récurrence classique que :

N|=

13.95 | Bien str que non, on a vu dans le cours un contre-exemple d’une fonction affine par morceaux, intégrable

et qui ne tend pas vers 0 en +o0.

Avec sin(x —t) = sin(x) cos(t) — cos(x) sin(t) et la linéarité de I'intégrale, comme toutes les fonctions sont
X X

continues sur le segment [0;x] : Vx > 0, g(x) = f(x) + sin(x) fo cos(t)a(t)f(t)dt — cos(x) fo sin(t)a(t)f(t)dt.

i

La dérivée de x — f: cos(t)a(t)f(t)dt est x — cos(x)a(x)f(x), et (fox sin(t)a(t)f(t)dt) = sin(x)a(x)f(x),
donc g’ (x) = f'(x) + cos(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt. On recommence pour obtenir :
g’ (x) = " (x) —sin(x) fox cos(t)a(t)f(t)dt+cos(x) fox sin(t)a(t)f(t)dt4cos?(x)a(x)f(x)+sin?(x)(x)f(x) donc
g"(x) =f"(x) + f(x) — g(x) + a(x)f(x) = —g(x) donc g”" + g =0 sur Ry.

On sait résoudre cette équation différentielle : 3(A,B) € R2, Vx > 0, g(x) = Acos(x) + Bsin(x) donc
lg| < |A|+]|B| = C par exemple et g est bornée. Comme on a la relation f(x) = g(x) —fox sin(x—t)a(t)f(t)dt,
en passant aux valeurs absolues avec I'inégalité de la moyenne :

x>0, [f(x)] <o) + [ Isin(x = )lla()[[f(D]dt < C+ [ a(®)f(]dt car | sin| <
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Posons h : x fox |a(t)f(t)|dt, on a h dérivable sur R et h'(x) = |a(x)||f(x)| < Cla(x)| + |a(x)|h(x) d’apres
ce qui précéde. En notant A(x) = fox la(t)|dt, on a (e*A(X)h(x))/ < Cla(x)|e™A0) = ¢( - e*A(X))/. On
integre cette inégalité entre 0 et x pour avoir : e A)h(x) < C(1 — e A¥) < C.

Alors Vx > 0, h(x) < Ce™™ et comme a est intégrable, A est croissante et possede une limite finie en +oo

donc A est bornée, d’ou h est bornée et enfin f < C 4+ h donc f est aussi bornée.
13.96 | Une récurrence simple montre que si f est solution de 1’équation (E) : f'(x) = of(x) + f(Ax), alors f est de

classe C™. En effet f est de classe C' par hypotheése donc, par composition et somme : x > of(x) + f(Ax)

Pest aussi donc ' est de classe C' et f est donc de classe C2. Ainsi de suite.

“+o0o
S’il existe r > 0 tel que Vx €] —7; 7], f(x) = > anx™, alors Ax €] — ;[ aussi. On injecte dans I’équation (E)
n=0

et on obtient la relation :Z%Z ((n—|— 1)an4+1 —aan — ?\“an) = 0 dong, en identifiant : ¥n > 0, ans1 = %.
n—1 Kk

Réciproquement, si on pose an = ap kl:[o %, la série entiere n2>:O anx™ est de rayon +oo s’il existe k tel

que A* = —«, car elle est alors polynomiale. Mais méme dans le c/as contraire, le rayon de cette série vaut

+00 par D’ALEMBERT car lim % =0 si x # 0. En remontant les calculs f est solution de (E).

n—+00 anX

+o0 n—1 X
Les solutions DSE de (E) sont les fonctions de Vect(fp) avec fo : x — > bnx™ en posant by = [] %.
n=0 k=0

Par récurrence, on montre que si f(0) = 0, Yk € N, f})(0) = 0 car Vx € R, f&+t1(0) = af(®(0) + AR+ (Ax).
Soit a > 0, posons My, = [Max] [f(P)| (continuité sur un segment). D’apres la relation précédente, comme
—a;a

Al <1,0naMpiy < (Jaf +1)My, donc M < (J&| +1)PMo. D’apres 1'égalité de TAYLOR reste intégral et

x— O )) (ol )"
n! S o4

faisant tendre n vers 400 que la fonction f est nulle sur [—a; a], donc que f est nulle sur R.

Soit f € E, posons g = f — f(0)fo, g(0) = 0 car fo(0) = 1. Ainsi, par linéarité de (E), g est aussi solution de

(E) et g(0) = 0 donc g est nulle. On en déduit que Sg = Vect(fo).

I'inégalité de la moyenne : Vx € [—a;a] |f(x)]| = ’ fox ( Myp. On en déduit en

13.97)Si A € M (C) est diagonalisable, il existe P € GL,(C) et D = diag(a1, - -, an) diagonale (les ay sont les

valeurs propres de A éventuellement répétées) telles que A = PDP~!.
Alors, pour X : R — R™, posons Y =P~ 'X: onaY =P~ !X <= X = PY donc X de classe C' si et seulement

si Y de classe C'. Posons 'X = (x7 -+ xn) et 'Y = (y1 --- yn) ol toutes les fonctions xj et y, sont donc

de classe C' si X (et donc Y) sont supposés de classe C'. Nous avons I’équivalence :
X' =AX =PDP X <= P7IX' = (P7'X) = D(P7'X) += Y = DY <= (Vk € [1;n], y} = axyx).
Par conséquent : X' = AX <= (Vk € [1;n], Ik € C, Vt € R, yx(t) = Axe™*') et les solutions X de ce

systeme différentiel sont donc les X = PY avec cette écriture exponentielle des coordonnées de Y.

Si y est une solution polynomiale de degré n et s’écrit y(x) = anx™ + --- avec an # 0, alors on a
Xy (x) +xy'(x) —y(x) =0 <= (n(n — 1) +n — Napx™ +--- = 0. Ainsi, n? —1 =0 donc n = 1. Par
conséquent, on cherche une solution polynomiale de degré 1 sous la forme y(x) = ax +b. En remplagant, on
aax — (ax +b) =0 <= b = 0. Ainsi y(x) = Ax est solution de I'’équation (E) : x%y” +xy’ —y = 0.
Méthode de variation de la constante, soit A : I — R de classe C2 (o I = R ou R*), alors y(x) = A(x)x est

A
solution de (E) si et seulement si x (A" (x)x +2A"(x)) +x(A (x)x +A(x)) = A(x)x = 0 <= xA"(x) + 3N (x) = 0 ou
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encore ssi M (x) = x% = Ax) = % +B avec —20c = p. Ainsi les solutions de (E) sur I sont les y(x) = %—Hﬁx.
Supposons que les rayons de convergence des deux séries sont supérieurs a r > 0 et que Vx €] — r;7[, on

+oo +oo
a les relations g(x) = 3 bux™ et f(x) = . anx™ avec x*g”(x) + xg’(x) — g(x) = f(x). On sait que
n=0 n=0

+00 +oo +oo +oo
x2g"(x) = > n(n — Dbax™ et xg’'(x) = . nbpyx™ donc Y. (n(n —1) +n — bpyx™ = > anx™ En
n=0 n=0 n=0 n=0

identifiant, on a Vn >0, (n? — 1)bp = a, donc a; =0 et Vn #1, b, = Za“ T
nZ _

Réciproquement, si la série > anx™ est de rayon strictement positif R et si a; = 0, alors en posant b; =0
n=>0
et Vn#£1, by, = Za“ T le rayon de la série > b, x™ est au moins égal a R car by, = o(an) et en remontant
n — n>0 [e'e]

+oo +oo
les calculs on a x?g”(x) +xg’(x) — g(x) = f(x) en posant g(x) = > bpx™et f(x) = > anx™.
n=0

n=0
—+oo
Ainsi il existe une solution développable en série entiere de 1'équation x?y” + xy’ —y = > anx™ si et
n=0

seulement si Y anx™ est de rayon strictement positif et si a; = 0.

n>0
X x'
Six: R — R dérivable et X = | x’ |, alors X’ = | x” | donc ’équation différentielle de 1’énoncé se
X// X///
o 1 0
traduit par X’ = AXavecA= | 0 0 1 |. Sionen croit I’énoncé, 1 et 3 sont valeurs propres de A (et de u
3 =7 5

-1 1 0

canoniquement associé & A) donc pas besoin de calculer le polyndme caractéristique. A—I3 = 0o -1 1

3 =7 4
et vi = (1,1,1) € Ker(A — I3) car visiblement la somme des trois colonnes de A — I3 est nulle. De méme

-3 1 0
A-3l3=|( 0 =3 1| etvz=1(1,39) € Ker(A —3I3). Il ne reste qu’a trouver un vecteur v, tel que
3 =7 2
B = (v1,v2,v3) forme une base de R3 et tel que u(vz) = vi + v, (ce qu'indique la matrice T si on doit avoir
1 —1
T = Mat g(u)). On cherche donc un vecteur colonne V tel que (A —I3)V= |1 | et V= 0 | convient
1 1
1T =11
simplement. Ainsi en posant vy = (—1,0,1), |1 0 3| =4 # 0 donc B = (v1,v2,v3) est une base de R3
1 1T 9

et comme u(vi) = vy, u(vz) = vi + vz et u(vs) = 3v3 par construction, Mat g(u) = T donc A et T sont
1T =1 1

semblables : A =PTP~ " avecP=[1 0 3
1T 1 9

Alors on résout X' = AX = PTP™'X <= P~ 'X’ = (P7'X)' = T(P"'X) <= Y/ = TY en posant Y = P~'X.
Si Y = (y1 y2 y3), alors Y = TY <= (y5 = 3y3, y5, = y2 et y§ = y1 +y2). Ceci se résout simplement :
y3(t) = Aze3t, ya(t) = Azet et y1(t) = (A2t +Aq1)et avec (A1,A2,A3) € R3 or on connait la relation X = PY

donc x(t) = y1(t) —y2(t) +y3(t) = Mot + A1 +Az)e" +Aze>".
Réciproquement si x(t) = (at+b)et +ce3t, on reporte dans I’équation et x est bien solution (faire les calculs).

Les solutions de cette équation sont donc les fonctions x : t > (at + b)e + ce3t avec (a,b,c) € R3.
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P _ Tl' Soi Sl 1 +]X 2n+3 _ TL+1 .
13.100] a. osonsan—lx3x.’.x(2n+1)>0. oit un réel x # 0, alors T 2n+3 ce qui

montre que 11 =X

Lim ‘ 5= ¢ et on a deux cas avec la régle de D’ALEMBERT :
oo

o si |x| <2, alors ¢ < 1donc > anx?™*! converge absolument donc R > /2.
n=>0

e si x| > /2, alors £ > 1 donc Y anx?™*! diverge grossierement donc R < /2.
n=0

nl2 x4 x--- x (2n) 2t 22
TX2x3x--x(2n)x(2n+1)  (2n+1)!  (2n+1)(2n)!

2n Zn
. 2™ (2mn
et, avec STIRLING, avoir a, ~ (Zmm)n i

+o0 ™ (2n)V4n (Zn)zn o0 2T/

la suite (anx?™)n>o est bornée si et seulement si |x| < v/2 car, si x # 0, apx?™ ! ~ % (%)

Ainsi, R = v/2. On pouvait aussi écrire a, =

et conclure par croissances comparées que

b. Pour x €] —v/2;1/2[, en écrivant que (x? —2)f'(x) +xf(x) +2 = x>f'(x) — 2f'(x) + xf(x) +2, on a la relation

+oo +oo —+oo
(x2 = 2)Ff (x) +xf(x) +2 =24+ 3 2n+ Danx®™2 =2 3 2n + Nanx®™ + Y anx?™+2. Comme ag = 1
n=0 n=0 n=0

+oo +oo
et que 2 > (2n + 1)anx®™ = 2ap +2 Y. (2n + 3)anr1x*™*2 en changeant d’indice, cela devient, puisque

n=0 n=0
+oo
2—2a0 =0, (x* = 2)f'(x) +xf(x) +2= Y [(2n+ 1)an — 2(2n + 3)an41 + an|x*™ T2 = 0 en regroupant les
n=0
7 2" (n!)? 2" (n + 1))?
termes. OI', (ZTI + ])(ln_ — 2<2T1 —+ 3)an+] —+ an = (ZTL + Z)W — Z(Zﬂ, —+ 3) (211 + 3)(21’1 + 2)| dOnC
ne.1\2
(n+1an —2(2n+3)an41 +an = % (Zn +2-2(n+ 1)) = 0. Ainsi, (x? — 2)f'(x) + xf(x) +2 = 0.

c. Comme x — 3 X~ admet pour primitive x — —% In(2 — x?) sur | — v/2;v/2[, les solutions de 1’équation
—x
homogene (Eg) : (x? —2)y’ +xy =0 sur | — v/2; V2] sont les y : x — —A _ avecre R
(E0) : (2-2) | | 2

On utilise maintenant la méthode de variation de la constante pour chercher les solutions de (E) sous la

forme y = A = avec A dérivable sur | — v/2;v/2[. En ré-injectant dans (E), on a I’équation
2—x
N A A 2
(22 |2y A 2 e W) =
2 —x? (Z—XZ)\/Z—XZ V2 —x2 2 —x?
11 suffit d’écrire 2 =2 (1/v2) pour voir que A : x — 2Arcsin (\%) convient.

Vi-2 \/1 2/2 \/1—(x2/2)
)

est une solution particuliere de (E). Par théoréme de structure, les solutions

Arcsin (

Ainsi, yo : x — 2

x
A

2 —
(2 Arcsin ( ) + oc)
V2
\/ 2—x2
(2 Arcsin ( ) + (S) Arcsin (L)
V2 V2
. Comme f(0) =0, =0et f(x) =2——F———.
\/ 2 —x2 V2 —x2
13.101 | L’existence et l'unicité de cette décomposition s’obtient par analyse/synthese (classique en sup.) et

de (E) sur | — v/2;v/2[ sont les y : x —

avec « € R. D’apres b., il existe B € R tel que

Vx €] — V2;V2], f(x) =

f: R — R s%crit donc f(x) = p(x) +i(x) avec p : x w paire et i : x — w impaire.
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De plus, f est dérivable sur I si et seulement si p et i le sont.
Si f solution de (E) sur un intervalle I symétrique par rapport a0 : 2x(p’(x)+i'(x)) =2(p(—x)+i(—x)) = — T
X
donc 2xp’(x) + 2xi'(x) — 2p(x) + 2i(x) = 22— ] < 2xp’(x) — 2p(x) = —2xi'(x) — 2i(x) + 2: . Comme p
x x
est paire, p’ est impaire ; de méme i est impaire donc i’ est paire. Ainsi, x — 2xp’(x) — 2p(x) est paire et
x — —2xi'(x) — 2i(x) + 2’:_ ] est impaire. Ces deux fonctions sont donc nulles car les deux sous-espaces des
x
fonctions paires et impaires sont supplémentaires. Alors :
e xp’(x) —p(x) =0 < (Vx >0, p(x) = ayx et Vx < 0, p(x) = azx) avec (a1,a2) € R? mais comme p est
une fonction paire par hypothese, ceci impose : p = 0.

2 2
o xi'(x) +i(x) = 2(x2X7+1) = (Vx >0, i(x) = % + w et Vx < 0, i(x) = % + w> avec
(B1,B2) € R? par la méthode de variation de la constante.
2
Comme lin}) M = 0, le raccord en 0 impose B1 = B2 = 0 donc la seule solution de cette équation
xX— X
2
définie sur R est y : x — ln(x47+1)
X

13.102 ) Comme Tr (A(t)) =2 et det(A(t)) =1 —t%, xa@) = X2 —2X+1—-t2 = (X =1 —t)(X =1 +1).
e Sit=0, Sp(A(0)) = {1} et, comme A(0) # I, A(0) n’est pas diagonalisable.
e Sit # 0, xac) est scindé a racines simples donc A(t) est diagonalisable, et en résolvant deux petits
systémes, on trouve que Ejqt(A(t)) = Vect(ur) et Ej_¢(A(t)) = Vect(uz) avec u; = (1,1) et uz = (2,1).

Alors A = PD(t)P~! avec P = (} ?) et D(t) = ] —(|)—t : gt .

Y = A(t)Y équivaut & Y = PD(t)P7'Y <= P7'Y = (P'Y) = D(t)(P7'Y) <= Z' = D(t)Z en posant
t2 t2

Z=pPly= : . Onrésout w' = (1 +thuet v = (1 —t)v et on trouve u = xe'™ 2 et v = Be'” Z avec

g
xe +2pe 2 ) avec («, B) € R2.

(o, B) € R2. Ainsi les solutions Y de Y/ = A(t)Y sont les Y = PZ = ( 2
i -4
xe 2 +Pe 2

13.103 % = i + i; ] donc les solutions de (E¢) sur RY sont les y : x — AxS(x + 1)37¢ avec A € R.

¢ va bien de R3[X] dans R3[X] car ¢ est linéaire et & (1) = —3X, ¢(X) = —X2 + X, $p(X?) = =X3 +2x?% et

0 0 0 0
$(X3) = 3x3 donc la matrice de ¢ dans la base canonique (1,X,X?,X3) est M = _03 _11 g g

0 o -1 3
Comme M est diagonale a termes diagonaux distincts deux a deux donc ¢ est diagonalisable et les valeurs
propres de ¢ sont 0,1,2,3 et, pour ¢ € [[0;3], ¢(P) = cP si et seulement la fonction P est solution de (E.)
donc une base de vecteurs propres est (X +1)3,X(X +1)2, X*(X + 1), X3).

+oo
13.104 ] a. Analyse : soit r > 0 et y :] — r;r[— R solution de (E) telle que ¥x €] — r;7[, y(x) = > anx™. Alors,
n=0

—+oo +oo —+oo
Xy(x) = 3 an_2x™, xy'(x) = 3 nanx™ et x?y”(x) = 3. n(n —1)anx™. En remplagant dans I’équation :
n=2 n=0 n=0
+oo +oo +oo +oo
Vx €] —mir], D n(n—1anx™+6 > nanx™+6 > anx™ — Y ap_x™ =—1.
n=2 n=1 n=0 n=2

On déduit par unicité des coefficients d’une fonction développable en série entiere (ici on a bien v > 0) que

6ap = —1,12a1 =0et Vn 2 2, (n(n—1)+6n+6)an = an—2 < (n+2)(n +3)an = an—_2. Ainsi, par

+oo 2n
deux récurrences faciles, on obtient ¥n € N, azni1 =0 et azn, = —m donc y(x) = — ngo m

1 __1__1

puisque ap = az.0 = —m == 3= 6 (la formule marche aussi pour n = 0).
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2n
Synthese : la série entiere > h a un rayon R = 400 car, par croissances comparées, la suite
n>o0 n .

2n
((Xi) . est bornée pour tout réel x (on peut aussi utiliser D’ALEMBERT). On peut donc définir
nz

2n + 3)!

+oo 2n

y: R— Rypary(x) = — > —X—— et vérifier en remontant les calculs que y est bien solution de (E).
n=0 (2T1 + 3)'

En conclusion, il existe une unique solution de (E) développable en série entiere et il s’agit dey : R — R

too 2n too _2n+43 x — sh (x)
définie par Vx € R*, y(x) = — x -1 X = )
b W= T T St

b. La présence du x> au dénominateur nous incite & effectuer un changement de fonction inconnue ! Pour
y : R% — R deux fois dérivable, on définit z : R} — R par z(x) = x3y(x). Alors z est aussi deux fois
dérivable sur R* . Comme z'(x) = 3x%y(x) +x3y/(x) et 2" (x) = 6xy(x) +6x2y’(x) +x3y” (x), on a 'équivalence
suivante : x?y” +6xy’ + (6 —x?)y = —1 <= 3y" + 6x%y' + (6x —x3)y = —x <= 2" —z= —x (F). Comme
z = x est clairement une solution particuliere de (F) et que les solutions de z’/ — z = 0 sont les fonctions

x + ae* + be ™ avec (a,b) € R?, on en déduit par structure de l’ensemble des solutions de (E) que les

solutions de (F) sur RY sont les fonctions z : x — ae* + be™ + x avec (a,b) € R2. On fait de méme sur

aze® +bre * +x

R* avec le méme résultat. Ainsi, les solutions de (E) sur I; = R% sont les y : x avec

(az2,b2) € R? et les solutions de (E) sur Iy = R* sont les y : x — avec (a1,b1) € R?.

aje® +bje * +x
3
c. Analyse: siy: R — R est solution de (E) sur R, alors ses restrictions & I et & I sont des solutions de (E)

sur ces intervalles donc sont de la forme des solutions de la question b.. Ainsi, il existe (a7, a2,b7,bz) € R*

x —X x -x
tels que Vx < 0, y(x) = H€ +b;e X o Vx >0, y(x) = 92 +b§e X,
X X

- Or y est continue en 0 et on sait méme que y(0) = f% car 0%.y”(0) + 6.0.y’(0) + (6 — 0%)y(0) = —1.

y ne peut étre continue, puisque le dénominateur x> tend vers 0 en 0, que si le numérateur fait de
méme, en 07 et en 0. Ceci impose donc a; + by = ar + by = 0.

_2ash(x)+x 2441

- Avec ces conditions, par exemple si x > 0, comme b, = —ay, on a y(x) 3 5
X x—0+ X
si 2az + 1 # 0 ce qui contredit la continuité de y en 0. Ainsi, a, = —%.
. 1 P x —sh(x) . 1
De méme, on trouve que aj = —b; = —5 etonen déduit que y(x) = ——3—~ six # 0 et y(0) = —c
X

Synthese : réciproquement, y : R — R définie par ces relations est la fonction de la question a. car ag = —%

et on a déja vu qu’elle était deux fois dérivable sur R car développable en série entiere sur cet intervalle.

Conclusion : il existe donc une seule solution de (E) sur R donnée par y(x) = %
x

six #0ety(0) = —%.

13.105] a. On sait que x — Arcsin(x) et x — \/%2 sont DSE avec un rayon 1 donc f est aussi DSE avec un
1—x

rayon au moins égal a 1 par produit de CAUCHY.
b. On dérive f et on trouve Vx €] — 1;1[, (1 —x?)f’(x) — xf(x) = 1 par calculs.

+oo
c. On note Vx €] — 1;1[, f(x) = Y. anx?™*! ce développement en série entiere car f est impaire. Alors on

=0
+o00 " +oo —+oo
a: Vx €]l -1 F(x) = X 2n4 Nanx?™ = 3 (2n — Dap_1x?"2 donc x2f'(x) = > (2n — an_1x*"
n=0 n=1 n=1
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+o00 +oo
et xf(x) = . anx®™2 = 3 ap_1x*" d'oli, en remplacant dans ’équation différentielle, on obtient :

n=0 n=1

+oo 2
ar+ S (@n+MNan — 2n — Dan_1 —an_1)x*™ = T donc a; = 1 et ¥n € N*| a, = N _g,_1. Par

n=1 2n + 1
) X 22" (n!)? L. . anii .
récurrence, on trouve : Yn € N* a, = Z——/— et on vérifie que lim -2 = 1 donc f est bien DSE

(211 + 1)' n—+oo dn
+o0 22n(n!)2X2n+1

avec un rayon R =1 et on a Vx €] — 1;1[, f(x) =
y |11 100 = 3 F
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