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Méthode 1 : considérons X = {t € [0;1] | f(t) € A}. Alors X est une partie non vide (0 € X) et majorée (par

1) de R donc, a ce titre, admet une borne supérieure qu’on note x. Montrons que f(x) € Fr(A).

e Par caractérisation séquentielle de la borne supérieure, il existe (tn)nen € XV telle que nEToo th = x.
nl—i)Too f(tn) = f(x). Par
caractérisation séquentielle des points adhérents, comme (f(tn))nen est une suite convergente de vecteurs
de A, on en déduit que f(x) est adhérent & A, c’est-a-dire f(x) € A.

Comme f est continue en x, par caractérisation séquentielle de la continuité, il vient

o o
e Supposons que f(x) €A : il existe donc ¢ > 0 tel que B(f(x),e) C A. Comme A C A,onax < 1car f(1) ¢ A.

Mais comme f est continue en x, on aurait un réel o > 0 tel que Vt € [0;1], |t — x| < a« = [|f(t) — f(x)]] < .
On aurait Vt € [x;x + «[N[0; 1], |t — x| < « donc ||f(t) — f(x)|| < e = f(t) € B(f(x),e) C A donc f(t) € A ce
qui contredit le fait que x soit la borne supérieure de X car ce qui précéde montre que [x;x + «[N[0;1] C X.
Ce raisonnement par ’absurde nous permet de conclure que f(x) %/i.

Au final, f(x) € AN (A) = A\ A = Fr(A).

Méthode 2 : Y = {t € [0;1] | f(t) ¢ A} est une partie non vide (1 € X) et majorée (par 0) de R donc, & ce
titre, admet une borne inférieure qu’on note y. Montrons que f(y) € Fr(A).

e Supposons que f(y) 6}({, il existe ¢ > 0 tel que B(f(y),e) C A et, par continuité de f en y, il existe o > 0
tel que Vt € [y;y + «[N[0;1], [|[f(t) — f(y)|| < & ce qui montre que f(t) € B(f(y),e) C A donc f(t) € A. On
aurait donc Vt € [y;y + «[N[0; 1], t € Y. Cette condition est incompatible avec la condition Inf(Y) =y. On
vient donc de démontrer par 'absurde que f(y) Q}C{. Comme A C A et que f(0) E}i, on a forcément y > 0.

1 )y, alors 0 < t, <y donc t, ¢ Y ce qui montre que f(t,) € A.

e Posons, pour n € N, le réel t, = (1 o

Puisque (tn)nen tend vers y, par caractérisation séquentielle de la continuité, (f(tn))nen tend vers f(y), et

),
comme elle est constituée de vecteurs de A, par caractérisation séquentielle des vecteurs adhérents, f(y) € A.
Au final, f(x) € AN(A)° =A\ A=TFr(A).
a. Pour n € N*, on pose fn : x — ( 1 > + 1 > définie sur R\ Z*. Pour x € R\ Z*, on a

n+x) (n—x)
fa(x) = O (1—2) donc > fn(x) converge et la fonction g est donc bien définie sur R\ Z*.
+oo n n>1
Soit a €]0;1[, n € N* et x € [—a;a], alors 0 < fn(x) < % Ainsi, |[fnlloo,[—asa) < % Mais
ey el S g
comme Y 2 > converge par RIEMANN, la série > f, converge normalement sur tout segment de
n>1 (Tl - (1) n>1
] — 1;1[. Comme toutes les f,, sont continues sur | — 1;1], g est continue sur | — 1; 1] par théoréme.
+oo 2
De plus, on a classiquement g(0) = 21 % =20(2) = %
n=

b. La fonction ¢ de I’énoncé est bien définie sur R\ Z car g l'est et que sin ne s’annule qu’en les multiples

de . Comme il est donné qu’elle s’annule en tous les entiers, elle est bien définie sur R.

—+o0 —+o00 —+oo
Soit x € R\ Z, +1) = 1 + 1 = 1 4 1 done il
*€BAZ o0t ) = 2 (et e mt) T L T S



—+oo —+oo
. 1 1 1 1 1 1
Vlentgx+1:< )— —i—( 7)+—:gx + — — ———— de sorte que
CA = Z prr) o T S ) P T T

+g9(x+1) = X]—z - #;()2 + g(x) = @(x) car sin(6 4+ 1) = — sin(0).

1 TC
(x+1)2  sin(n(x+1))

Par conséquent ¢ est 1-périodique car elle vérifie aussi V¥n € Z, p(n+1) = ¢(n) =0.

e(x+1) =

Comme g est continue sur ]0; 1], que x — sin(mx) l'est aussi et ne s’y annule pas, ¢ est continue sur ]0; 1|
par opérations. Pour vérifier la continuité de ¢ sur R, comme elle est 1-périodique, il suffit de vérifier que

2 2 2
@ est continue en 0. Comme g est continue en 0 avec g(0) = %, on vérifie lim (l — 72[7) =T
3 x—0+ smn (mx) 3

On a le développement limité sin(mc)?mc - X + o(x3) donc sin?(nx) Errzxz 713" + o(x*) ce qui

2 2.2
S N e p—— Z(1+ 755 +o0)

donne en inversant = — =
sin“(mx) 0 x 1 Fo(x2) 0 X

@M??—?—§+§+MU§(NMMW@U 0(0) = 0.

Au final, la fonction ¢ est bien un élément de E.

c. Soit f € E, la fonction h : x > f(%) + f(%) est bien définie sur R et, comme f est 1-périodique,

h(x+1) = f(x"zi' 1 ) —l—f(X "zi' 2) = f(X —Zi_ 1 ) —|—f<§) = h(x) donc h est elle aussi 1-périodique. De plus, h est

continue sur R par opérations donc h € E. Ainsi, comme la linéarité de L est claire, L est un endomorphisme
de E. De plus, pour f € E et x € R, |L(f)(x)| = f(%) + f(%)‘ < ‘f(%)‘ + ’f(w)‘ < 2||f]|oo ainsi L

est 2-lipschitzienne donc continue. L’inégalité précédente montre que |||L||| = Sup Hh( ||)H°° < 2. De plus,
fek,f#£0

si on prend f =1 (fonction constante), on a L(f) =2 = 2f et f # 0 donc |||L]|| = 2.

d. Posons ¢ = L(¢). Pour x €]0;1[, puisque sin (M) = sin <§ + %) = cos(%), on obtient
blx) = <p( ) + (p()HZ—]) - ;iz a ﬁ;/z) * g(%) + (xﬁ1)2 a cosz?jrx/z) + g()HZJ) qui devient
+00

) = 37 * (x—f1)2 a sinz(nx/lgzcosz(ﬂx/Z) +n2::1 (2n j— x)? * (2n 4— x)* * (2n —&—1 + x)? * (2n —éll —x)?
Or (ijz = 2 7‘# 2 et sin?(mx/2) cos?(mx/2) = S”;& donc, en regroupant les termes pairs et
impairs dans la méme série : P(x) = iz - m +4 2_: ((n )2 + o _1 x)2> =4o(x).
Deplus,m(%)—4 m?4+g(1/2) =4— 71—}—42(17)24—44— Zﬁ —7 —|—82ﬁ—0
(classiquement en séparant les termes pairs et impairs et en se ramenant & {(2) = 7[62)

Comme ¥ est 1-périodique d’apres c. et que Vn € Z,d(n) = $(0) = ¢(0) + cp( ) = 0 d’apres ce qui

précede, on en déduit que p = 4. D’apres la question c., on a donc ||P|]oo = 4||¢@]lco = [|IL(@)]]oo < 2]|@]]co

ce qui montre que ||@||x = 0 donc que ¢ est la fonction nulle. On en déduit donc que pour tout réel x

. 1 n? ( ) i
non entier : == —-—>+ - + + — = 0 donc que
o () x> sin®(mx) 9(e) = 2_: n+x)? " (n—x)? sin?(mx) 4
+o00 1 2
> = z en regroupant les deux séries en une seule a indices entiers relatifs.

e (M4x)? T sin?(mx)



a. Pour (t,t') € R?, |f(t) — f(t')| = ‘ [la +tb]| — ||a +t'b|| | <]|a+tb — (a + t'b)|| par la seconde inégalité

triangulaire, d’olt [f(t) — f(t')| < ||(t — t')b[| = |[b]| [t — '|. Ainsi, f est ||b||-lipschitzienne donc continue.

b. Comme tb = (a + tb) — a, par inégalité triangulaire, on obtient |[tb|| = |t| ||b|| < ||a + tb|| + ||a|| donc
_ . _lall. . _ _ . . . _ .

f(t) = ||a + tb|| = |[b]| [t] — ||a]|. Comme tglloo(HbH [t| — ||al]) = 400, par minoration, Hm f(t) = 400

c. Intervalle : sil # 0, soit (t7,t2) € I? tel que t; < t2. On va montrer que [tq;t2] C I, c’est-a-dire que I est un
convexe. Soit t € [t1;t2], en faisant un dessin, comme la trajectoire de t — a + tb est la droite affine passant
par le “point” a de vecteur directeur b, on voit que le vecteur a + tb est dans le segment [a + t1b; a + tab],
c’est-a-dire qu’il existe un réel o € [0;1] tel que a+tb = a(a+t1b)+ (1 —a)(a+t2b). Un simple calcul, comme

=t parinégalité triangulaire, on a donc ||a+tb|| < o||a+t;b||+(1—«)||a+tzb]]

b # O, montre que o = r—
or, puisque t; et t; sont dans I, ||a + t1b]| < T et ||a + t2b]| < 1, d’otlt, puisque « > 0 ou 1 — « > 0, on en
déduit que ||a + tb|| < 1. Ainsi, t € I. T est donc un convexe, I est alors un intervalle.

Borné si I # (), par définition des limites de b., en prenant ¢ = 1, il existe to tel que Vt > to, f(t) > 1
donc [to;+00[NT = @. On peut donc conclure que I est majoré par to. Le méme raisonnement avec
Lilnoo f(t) = 400 montre que I est aussi minoré par un réel ty. Alors, I est un intervalle borné.

On pouvait aussi reprendre l'inégalité ||a + tb|| > ||b]| [t] — ||a|| qui montre que sit € I, on a ||a + tb|| < 1

1+ [[a]]

———l donc I est borné.
|[b]|

done |[b]|]t] = |la]| < 1 d'ott [¢] <

Ouvert : supposons I # @, on va montrer que I est ouvert de trois manieres différentes.

e Le plus simple, par définitionde [ = {t € R | [[a+1tb|| =f(t) <1}, onal=f"1(]—-1;1]) = f (] —oc;1])
donc I est 'image directe d’'un ouvert par une fonction continue donc c’est un ouvert.

@ Soit (tn)nen € (I°)N une suite convergente (vers t) d’éléments de 1°. Ainsi, Vn € N, ||a+tnb|| = f(tn) =1

par définition de I. Par caractérisation séquentielle de la continuité, on a donc (tn) = f(t). Or

Sauiy
¥n € N, f(yn) = 1 donc, a la limite, f(t) > 1 ce qui prouve que t € I°. Ainsi, I¢ est fermé par caractérisation
séquentielle des fermés donc I est ouvert.

e Soit t € I, par définition v = a + tb € B(0g,1) qui est une boule ouverte donc il existe r > 0 tel que
B(v,t) C B(0Og,1) ; on peut prendre par exemple r = 1 — |[v|| > 0. Or f est continue en t donc il existe
n>0telque Vt' € R, |[t—t/| <n = |f(t) —f(t)| < = f(t') < f(t) + 1 =1 car f(t) = ||v||. Ainsi, si
t'ejt—m;t+n[,onaf(t)=]|la+tb||<1donct €Ietlestbien ouvert.

Par conséquent, I = {t € R | a+tb € B(0Og, 1)} est un intervalle borné et ouvert ou I est vide.

a. S n’est pas un sous-espace vectoriel de M3(R) car la matrice nulle ne vérifie pas 02 = I3 par exemple.

1 0 0 1T 0 0
b. S n’est pas stable par produit car, par exemple, sion prend A= |0 0 1 |JetB=]0 —1 0],on
0 1 0 0o 0 1
1 0 0 1 0 0
abien A2=B?=1I3mais AB= [0 0 1| vérifie (AB)2=[0 -1 0 | #I3.
0o —1 0 0o 0 -1

c. Soit (An)n>o0 une suite de matrices de S qui converge vers A € M3(R). L’application produit définie par



P: (M3(R))? — M3(R) et P(A,B) = AB est bilinéaire en dimension finie donc elle est continue. L’application
D : M3(R) — (M3(R))? définie par D(A) = (A,A) est linéaire en dimension finie donc elle est continue.
Ainsi, par composée, I'application carré C = PoD : A — A? est continue sur M3(R). Ainsi, comme

lim A, = A, par caractérisation séquentielle de la continuité, lim C(A,) = lim AZ = A%, Mais la
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

suite (Aﬁ)ngo est constante égale a I3. Par unicité de la limite, A2 =13. L’ensemble S est donc fermé.

1 0 0
d. S n’est pas borné car les matrices Mg = [ 0 0 1/a | sont dans S quel que soit a > 0 alors que
0 a O

Va>1, [[Mql|lec = adonc lim [[Mql|eo = +00.
a—+oo

a. Soit f € E, on a f < [f] donc g = |f| — f > 0 ce qui donne, par hypothese, u(g) = u(|f]) — u(f) > 0
par linéarité de u. De méme, —f < |f| donc h = |f| + f > 0 et, & nouveau u(h) = u(|f]) + u(f) > 0 donc
—u(|f]) < u(f) < u(]f]) ce qui garantit bien que |u(f)| < u(|f]).

b. Pour f € E, comme f est continue sur le segment I, elle y est bornée par le théoreme des bornes atteintes
donc |f| < ||f]|oc,1e. On pose cette fois a = ||f||oc,1e — f = 0 donc u(a) > 0 ce qui donne une nouvelle fois par
linéarité de u, ||f||oo,ru(e) — u(|f[) = 0. On a donc, d’apres a., [u(f)| < u(|f|) < ||f||s,1u(e) donc on a bien

Vi € E, u(f)| < C||f|[oo,1 en posant C = u(e) > 0 car e est positive sur I.

c. D’apres la question précédente, Vf € E\{0}, H'Hl(f” < u(e). Lapartie A = { ||f|| ’ fe E\{O}} C Rest
oo, 1 o,
non vide (car il existe des fonctions non nulles sur I) et majorée par u(e) ce qui montre que la borne supérieure

de I’énoncé existe et que Sup(A) < u(e). De plus, en prenant f = e, on a e € E\ {0} et W = u(e) donc
oo, 1

u(e) € A ce qui montre que cette borne supérieure est un maximum (atteint en e) et que Sup |||r||(f)| = u(e).
fGE oo, 1

a. p est bien définie de My, (R) dans R,. Soit A = (ai,j)1<1,j<n €EMny(R)et B= (bi,j)1§i,j§n € Mn(R) :

esipy(A)=0,ona > aizj = 0 ce qui montre, comme une somme de quantités positives ne peut
1<ij<n

étre nulle que si tous ses termes sont nuls, que v(i,i) , aij =0 donc que A = 0 (séparation).

esiAe€ R, p2(AA) = > (Aay)? = VAZ x = |Alp2(A) (homogénéité).
1<ij<n \1 ]\n

2

e p2(A+B)2 = Y (ay+byj)?= aijbij + > b Par l'inégalité
1<i,j<n 1<1,)<n ) 1<1,)<n 1<i,j<n
2
de CAUCHY-SCHWARZ dans R™ ,ona >, ajjbij < > aizj > b j donc on obtient
1<i,j<n 1<i,j<n T\ 1<

p2(A+B)% < p2(A)? +2p2(A)p2(B) +p2(B)? ce qui, en passant & la racine, donne bien la majoration
p2(A +B) < p2(A) + p2(B) (inégalité triangulaire).

Par conséquent, p, est bien une norme sur M, (R).

b. La norme p, définie par I’énoncé est, d’apres le cours, la norme euclidienne associée au produit scalaire

canonique (.|.): (M (R))? — R défini par (A[B) =Tr (ATB) = > aijbi;.
1<ij<n
c. Pour X € My 1(R) tel que XT = (x1 -+ xn), en notant L;(M) la ligne i de la matrice M vue comme

un vecteur de My 1(R), on a (MX)T = (2:1 mypxy - 2:1 mn,ij) = ((Li(M)[X) -+ (Ln(M)[X)). Ainsi,
j= j=

n
IIMX|3 = Y (Li(M)|X)2. D’aprés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, on a (Li(M)|X)? < ||Li(M)|[3]|X||3 donc

i=1



n
IMXI < (2 IILIZ)IIXI3 = pa(M)?X]3 En passant i la racine, on a bien |[MX]l2 < p2(M)X]l2
i=

Pour trouver X # 0 tel que |[MX]|2 = p2(M)||X||2, il faut que toutes les inégalités précédentes soient des
égalités, c’est-a-dire que X et Li(M) soient colinéaires pour tout i € [1;n], donc que toutes les lignes de M
soient proportionnelles, ou encore que M soit de rang 1. Ce n’est donc pas la meilleure constante cherchée
dans le cas général.

d. Pour X € My 1(R), on a |[[MX]|3 = (MX|MX) = XTMTMX. La matrice MTM est symétrique réelle, elle
est donc diagonalisable par le théoréme spectral. De plus, si A est une valeur propre de MM, il existe X # 0
tel que MTMX = AX ce qui donne XTMTMX = AXTX ou encore |[MX||3 = A||X||3 donc A > 0 car ||X||3 > 0
puisque X # 0. On dit que MTM est symétrique positive. Il existe donc P € O(n) et D € M, (R) diagonale
avec des termes positifs sur la diagonale (les valeurs propres de MTM), plus précisément D = diag(A7,---,An)
avec 0 < A < - -+ < Ap telles que MTM = PDPT.

Si X € Mn,1(R), |\Mx||2 =X"MTMX = XTPDPTX = YTDY en posant Y = PTX. Sion note YT = (y1 -+ yn),

on calcule YTDY = Z My < A Z yZ = An|Y[|3. Or[|Y]|Z =YTY =XTPPTX = XTX = [|X||] car PPT = I,,.

k=1
Ainsi, |[MX]||3 < An||X]|3 d’oly, en passant & la racine, [|[MX||2 < v/An||X]|2 donc Hﬁ/)l()ﬁlb < v/An. SiXy estun
vecteur propre unitaire de MTM associé & la valeur propre A, on a w = XT MTMX,, = 7\nX Xn =An

[1Xnll2
donc W = +/An. Par conséquent, /A, majore {H||X||||2 ‘ X € Mn,1(R) et X # O} et fait partie de
nil2
cet ensemble, ceci prouve que  Sup [IMX][5 = Max [IMX][5 = \/An.
xonnhc X2 xdro  [X]l2
X#£0

a. C est une partie non vide et majorée de R donc, par la propriété fondamentale des réels, elle admet une

borne supérieure. Pour tout entier n € N, Sup(C) est un majorant de C mais Sup(C)— Zi“ n’en est pas un car

Sup(C) est le plus grand des majorants. Ainsi, il existe un réel x,, € C tel que Sup(C) — ZL“ < xn < Sup(C).

Comme Um (Sup(C) - —) = Sup(C), par le théoreme d’encadrement, on a lim xn = Sup(C). Par
n—+oo +oo

2n n—

conséquent, (xn)nen est une suite d’éléments de C qui converge vers Sup(C). Bien sir, il existe aussi une
suite (yn)nen d’éléments de C qui converge vers Inf(C).
b. Comme C est non vide, X ne l’est pas non plus car si ¢ € C, alors |c — ¢|] = 0 € X. De plus, comme C est
non vide et bornée, il existe M € R tel que Vx € C, x| < M. Ainsi, V(x,y) € C?, [x —y| < |x| + |[y| <2M
par inégalité triangulaire donc C est non vide, minoré par 0 et majoré par 2M donc X admet une borne
inférieure et une borne supérieure toujours par la propriété fondamentale des réels. Mieux, si (x,y) € C?, en
supposant que x >y ('autre cas est symétrique), on a |x —y| = x —y < Sup(C) — Inf(C) car x, < Sup(C)
et yn = Inf(C) donc Sup(C) — Inf(C) est un majorant de C.

e 0 minore X et 0 € X donc 0 = Min(C) = Inf(X).

e D’apres a., il existe des suites (xn)nen €t (yn)nen d’éléments de C qui convergent respectivement

vers Sup(C) et Inf(C). Il existe un rang no tel que ¥n = ng, xn = yn (et ceci méme si C = {c} car



alors xn, =yn =c¢). Alors Vn > ng, xn —yn = |xn —yn| € C et liT (xn —yn) = Sup(C) — Inf(C).
n——+oo
Comme Sup(C)—Inf(C) est un majorant de X et qu’il existe une suite d’éléments de X qui converge vers

Sup(C) — Inf(C), par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, Sup(X) = Sup(C) — Inf(C).

a. Soit un couple (a,b) € R? tel que Vt € R, at? 4 bt > 0. traitons deux cas :
Si a =0, pour avoir bt > 0 pour tout réel t, on doit clairement avoir b = 0.

Sia#0, f:t+ at?+Dbtest polynomiale de degré 2 et son discriminant A = b? doit étre négatif car sinon f
s’annulerait deux fois et changerait de signe au passage des racines. Ainsi, 0 < b% < 0 donc b = 0.
Dans les deux cas, on a forcément b = 0 si Vt € R, at? 4+ bt > 0.
b. Méthode 1 : pour se servir de la question précédente, pour x € R™, on pose f : t —< B(xp +tx),xo +tx >.
Par bilinéarité du produit scalaire, f(t) =< Bxo,xo > +(< Bxo,x > + < Bx,xo >)t+ < Bx,x > t>. Or la
matrice B est symétrique donc < Bxg,x >= ngTx = ngx =< x0, Bx >=< Bx,xp >. Ainsi, par hypothese,
vVt € R, f(t) =2 < Bxo,x > t+ < Bx,x > t> > 0. La question précédente montre alors que < Bxg,x >= 0.
Ceci étant vrai pour tout vecteur x € R™, on a Bxg € (R™)+ = {0} donc Bxg = 0.
Méthode 2 : d’apres le théoreéme spectral, il existe P € O(n) et D € M, (R) diagonale telles que B = PDPT.
Comme B est positive par hypothese, on peut écrire D = diag(Aq,---,An) avec les valeurs propres Aq, - -+, An
positives de B. Alors < Bxg,xp >= ngxo = ngDPTxo = ygDyo en posant yo = P'xg. Si on pose

n
Yo = (Yi)igign €t , on a < Bxg,xp >= > ?\iyiz = 0 donc Vi € [[T;n], Aiyiz = 0 donc Ajy; = 0 ce qui montre

i=1
que Dyg = 0 d’oll Bxg = PDPTPyg = PDyo = 0 car PTP = I,,.
c. En notant A = (ai,j)]gi,jgn et x = (Xi)]gign, on a Vx € Rn, F(X) = Z aijXiX;j donc F est

1<i,jsn
polynomiale en les coordonnées de x ce qui prouve que F est continue. On pouvait aussi écrire F = G o H ou

H:R™ — (R™)? et G: (R™)? — R sont définies par H(x) =< Ax,x > et G(x,y) =< x,y > puis, comme G et
H sont continues car respectivement bilinéaire et linéaire en dimension finie, F est continue par composition.
La sphere unité S est clairement bornée. De plus, en notant N : x — ||x|| la fonction norme qui est continue
car 1-lipschitzienne d’apres le cours, on a S = N7'({1}) et {1} est fermé donc S est aussi fermée comme
image réciproque d’un fermé par une application continue. F étant continue sur un fermé borné en dimension
finie, on sait d’apres le théoreme des bornes atteintes que F est bornée sur S et y atteint ses bornes, d’ou

lexistence de Ing F(x) = Migx F(x) = A1 =F(e1) avec ey € S d’apres I’énoncé de la question d..
xX€ Xe

d. Soit x € R™, si x =0, alors < (A — AL )x,x >=0 > 0. Si x # 0, on pose y = HX—H € S donc F(y) = M
X
1

d’apres la question précédente, ce qui s’écrit < Ay,y >= W < Ax,x >2= A1 par bilinéarité du produit
x

scalaire et on a donc < Ax,x >>= A1 < x,x > ou encore < (A — Al )x,x >= 0.

e. Comme A — AL, est symétrique, que Vx € R™, < (A — A1l )x,x >> 0 et que, d’apreés ce qui précede, on
a aussi < (A —AMln)er,e1 >=TF(e1) —A1 =0, on a (A —A1ly)e; = 0 d’apres la question b.. Ainsi, Ay est
une valeur propre de A et e; un vecteur propre unitaire de A associé a la valeur propre Aq.

Soit A une valeur propre de A et e € S un vecteur propre de A associé & Ay, alors on a Ae = Ae donc

F(e) =< Ae,e >= Alle||? = A = A par construction de Aj. Ainsi, A est la plus petite valeur propre de A.



a. Sin=1, M € M;(R) donc M est diagonalisable.

Sin > 2, M n’est pas forcément diagonalisable. En effet, si My = diag( ]

k+1" “k+n
entier k € N, alors My est triangulaire supérieure avec des termes tous différents sur la diagonale donc xm, =

) + Eq,2 pour tout

n
11 (X - ﬁ) est scindé a racines simples sur R donc My est diagonalisable. Clairement, en regardant les
i=1 1

suites coordonnées (case par case), klim My = E12 et xg, , = X™ alors que dimKer(E;2) =n — 1 avec la
—+00 ?
formule du rang car rang (Ej2) = 1. Ainsi, M n’est pas diagonalisable (les deux ordres de multiplicité de 0

ne sont pas égaux) méme en étant limite d’une suite de matrices toutes diagonalisables.

;
b. (=) Supposons P unitaire et scindé dans R[X], alors P = [[ (X—ax)™* avecr > 1, a1, - - -, &y les racines

k=1
r

réelles distinctes de P et my, - - -, m, les ordres de multiplicité associés. Pourz € C,onaP(z) = [] (z—ax)™*
k=1

donc [P(2)|? = [] |z — ak|*™*. Or, pour k € [1;7], |z — ax|? = (Re (z) — ar.)? + (Im (2))? > |[Im (2)|? et on
k=1

T T

a donc [P(2)[? = [] [Im(z)|*™*. Comme deg(P) =n = > my, on a |P(z)|*> > |[Im (z)|*™ ce qui donne bien
k=1 k=1

[P(z)| = |Im (z)|™ en passant a la racine.

(«<=) On sait d’apres le théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS que P est scindé dans C[X]. Soit A une racine

complexe de P, comme [P(z)| = 0 > |[Im (z)|"

,on a [Im(z)] = 0 donc z est réelle. Ainsi, P est scindé dans

R[X] car toutes les racines de P sont réelles.
Par double implication, on a montré que (P est scindé dans R[X]) <= (Vz € C, |P(z)| = [Im (z)|™).

c. Soit z € C fixé, la suite (M )x>0 converge vers M, donc (zl, — My )x>0 converge vers zI, — M. Comme la

fonction det est polynomiale donc continue dans M, (C) de dimension finie, par caractérisation séquentielle

de la continuité, (det(zI, — My)) converge vers det(zl, —M). Ainsi, (xm, (z))k>0 converge vers xm(z).

k>0
Comme toutes les matrices My sont trigonalisables dans My (R), les polynoémes xm, sont scindés sur R,
ce qui montre avec la question b. que |xm, (z)| = |Im (z)|. En passant & la limite dans cette inégalité, on
obtient donc |xm(z)| = [Im (z)[, ce qui montre avec autre sens de la question précédente que xm est scindé

sur R car xpm est unitaire de degré n. Ainsi, par théoréeme, M est trigonalisable dans M, (R).

23.10] a. Pour f € E, la fonction g : t — tf(t) est continue sur le segment [0;1] donc fox tf(t)dt est bien défini

pour tout x € [0;1]. Ceci justifie que ¢ est bien définie. De plus, ¢(f) étant la primitive de g qui s’annule en
0, ¢(f) est de classe C' donc a fortiori continue : ¢ va donc bien de E dans E. La linéarité de ¢ découle tres

naturellement de la linéarité de I'intégrale. Par conséquent, ¢ définit un endomorphisme de E.

b. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

. x x x 21 flloX®  ae

la majoration [o()(9)] = | [~ trar] < [Telrlat < [l = [l [£]] = % Ainsi,
1 1 2 311

il vient flo(0) = [ [6(Alax < [, de = Il [2] | = % Si on prend f — 1, alors

2
O(f) 1 x — X? donc ||¢(f)|]1 = % alors que ||f||cc = 1. Ceci justifie que K; = % est le plus petit réel tel que

Vi ek, ||d(F)]]1 < Ki||f||loo- En effet, s'il existait k < % tel que Vf € E, ||d(F)]|1 < k||f||co, en prenant f =1,



2
on aurait ||f]lee =1, ¢(f) : x — X? donc ||¢(H)|]1 = é et % < k ce qui est contradictoire.
c. Pour une fonction f € E et un réel x € [0;1], posons la fonction F : x — fox t|f(t)|dt de sorte que l'on a
1 < 1 x 1 F . 7 1- re . 1 . 1 . ’ 1
lp(H)| = fo |b(f)(x)|dx < fo (j; t|f(t)|dt) dx = j;) (x)dx par inégalité triangulaire sur les intégrales.

Ainsi, comme F est de classe C' sur [0;1] d’apres le théoreme fondamental de l'intégration car t + t[f(t)]

est continue sur [0;1], en posant w = F et v/ : x — x — 1, par intégration par parties, on obtient la relation

fol F(x)dx = fol v (x)u(x)dx = [u(x)v(x)]} —fol u(x)v(x)dx = fol x(1—=x)|f(x)|dx car w(0) = v(1) = 0. Alors,

T f(x f
comme Vx € [0;1], x(1 —x) < zl;’ ona ||¢(f)|]1 < j;) | (4)|dx = %
Si on trouvait une fonction non nulle f € E telle que ||¢(f)|1 = HT1 , on montrerait comme a la question

1 1
précédente que Ky = JI Supposons l'existence d’'une telle fonction. Alors fo x(1=x)|[f(x)]dx = i fo [f(x)]dx

1
ce qui donne, en soustrayant et par linéarité de l'intégrale, la relation j;) (% —x(1 - x)) [f(x)]dx = 0. Or

X (411 —x(1 — x)>|f(x)| est continue et positive sur le segment [0;1]. on en déduit par théoreme que

x € [0; 1], (411 —x(1— x))|f(x)\ = 0 donc que Vx € [0; 1} \ {%}, f(x) = 0. Par continuité de f, on en déduit
que Vx € [0;1], f(x) =0, ce qui est contradictoire avec I’hypothese initiale. Ainsi, il n’existe aucune fonction

non nulle f telle que ||¢(f)]|1 = @ mais on peut essayer avec les suites de fonctions.

Il faut que l'intégrale se condense autour de %, un peu comme une fonction de DIRAC, 1& ou x(1 — x) est

maximal. On peut donc prendre, pour tout entier n € N, f : x — (x(1 —x))™ = x™(1 — x)™. Posons

1
Iy = ||fn]]1 et, pour (p,q) € N2, J(p,q) = fo xP(1—x)%9dx > 0. Par le changement de variables x =1 —t on

p+1
trouve facilement J(p, q) = J(q, p) et par intégration par parties, en posant u : x + (1—x)9T T et v : x s X ey
P
on obtient J(p,q+ 1) = gﬁ](p +1,q). Ainsi, comme J(p,0) = {tpﬂ ]] = 1 , on a par télescopage
p+1 p+T1lo p+1

4 J(p+kq—k) ) =l gk 1 lq! -

= X +q,0 :( )x = P-q . Ainsi,
1) = (I i —em) < J0+ 00 = (L 2505) < o = e

(nh)?

I, = J(n,n) = Gna 1l Soit k € Ry tel que Vf € E, [[o(f)|[1 < K||f|]1, en prenant f = f, # 0, on a
n !
fr)ll1 _ Insd (n+1)° 41 . o
vn e N [[b(fn = ntl _ =_n < k ce qui donne, en passant a la limite quand
>l I,  (m+3)(2n+2) 20n+3) - Cd P a
n tend vers +oo, k > 411 Comme on a vu que Vf € E, [|[¢(f)]|1 < ||11|1 , cecl justifie que Ky = Ll‘ est le plus

petit réel tel que Vf € E, [|d(f)]]1 < Ka|f]1-
23.11) a. Comme N*~1 £ 0, il existe X € Myu,1(C) tel que N*71X = 0. Soit (Ao, -+, Ax—1) # (0,---,0) € Ck

k—1 ) )
tel que > AiN'X = 0, posons 1 = Min({i € [0;k — 1] | Ay # 0}) < k — 1, alors > A{N'X = 0 donc
i=0 i=r
Nk—T—1 > ANIX =0 = ANk X ce qui est absurde car A, # 0 et Nk=Tx # 0. Par ’absurde, on a montré
i=r
k=1 )
que Aoy, Ak—1) = (0,--+,0) si > AN'X =0. Ainsi, (X,NX,---,N¥71X) est libre dans My 1(C). Comme

i=0
une famille libre a moins de vecteurs que la dimension de I’espace qu’elle occupe, on a donc k < n.

b. D’aprés a., il existe X € My, 1(C) tel que B = (X,NX,---,N""TX) est libre donc c’est une base de



Mn,1(C) car dim(Mn,1(C)) = n. La famille B’ = (N*~1X,---,NX, X) est aussi une base de My, 1(C) et, en
notant u 'endomorphisme de C™ canoniquement associé & N, on a Mat 5/(u) = J,, par construction. En
notant P la matrice de passage de la base canonique de C™ & la base B’, on a N = PJ,,P~! par formule de

changement de base. Ainsi, N est semblable & J,,.

c. D’apres a., il existe k < n tel que A* = 0 donc A™ = 0. De méme, B™ = 0. Ainsi, d’apres le binome car

2n /o . . . .
A et B commutent, (A + B)?™ = 3 ( n) IB2"J | Pour j € [0;2n], sij >n, ona Al = AMAI"™ =0 et si
j=0 \')
j<n, B2 =B"B"J =0. Ainsi, (A+B)?™ = 0 donc A +B est nilpotente (et méme (A +B)™ = 0 avec a.).
n—1 L n—1 o n—1 L
De plus, (In —l—A)( > (—1)’}\)) = ( > (—I)JAJ) - ( > (—1)JA"H) =TI, + (—1)"A™ = I,, par télescopage
j=0 =0 =0
n—1 L
donc I, + A est inversible et (I, + A)™' = > (—1)IAJ.
j=0
400 ]k “+o00 ]k
d. Posons A = o de sorte que e/n =1,, + A. Comme A =J,, > “2— en posant K, = '
k:'l k. k:1 k. k:1 k.

A = JnKn = KnJn donc A™ = JRK™ = 0 car JU = 0. D’aprés la question c., e/n = I,, + A est inversible.

k—1
=

-1
' ,on a
e. Comme Jnpeln = eln], on a (Jpeln)™ = Ji(eJn)™ = 0 donc J,, est nilpotente d’indice inférieur ou
égal & n. En prenant X = Eq, par définition de J,,, on a J,E; = E,, puis J32E; = JoE2 = E3 et, par une
récurrence facile, Vk € [0;n — 1], JXE; = Ex41. Ainsi, J*~" # 0 donc J,, est nilpotente d’indice n. Comme
on a (Jneln)* = 7% (eJn)* pour k < n, que (e/7)* est inversible d’apres la question d et que JX # 0, on a
(Jneln)* £ 0 donc J,e/* est nilpotente d’indice n.

m Lk m Ik

n

f. Sily, =PJaP et Su(ln) = > o et Sm(n) = 3 k—m
k=0 ™ k=0 ™

Comme f : M — PMP~! est linéaire en dimension finie donc continue, par caractérisation séquentielle de la

e ez Lo — 1 _ 1 _ . _ Jn) — ppJnp—1
continuité, on a e mETmSm(Ln) ml_l)Tiloof(Sm(]n)) f(ml_lﬂ}oosm(]n)) f(e/n) =Pe)nP~ .

on a classiquement Sy, (L) = PS;(Jn)P~".

g. Comme Jnel* est nilpotente d’ordre n d’apres la question e., il existe une matrice inversible Q telle
que Jneln = Q71,,Q d’apreés b.. Ainsi, J,, = Q7 '(Jne/")Q. Sion note P = Q7', on a P € GL,(C) et
n =P P PPl = P]nP_leP]“PJ d’aprés f.. En posant N = PJ,,P~" on a donc N € M, (C) telle que

Jn = NeN et N est nilpotente d’indice n.



