DEVOIR 23 : CALCUL DIFFERENTIEL

PSI 1 2023-2024 lundi 25 mars 2024

QCM

Equations linéaires avec second membre (A € R puis (A,B) € R?)

Les solutions réelles sur Rde (E) : y ' +y=x+1sonty =Ae ™ +x
Les solutions réelles sur R de (E) : xy’ —y = —1In(x) sont y = Ax + In(x)
Les solutions réelles sur R de (E) : y’ —y =1 sont y = Ash(x) +Bch(x) — 1

Les solutions réelles sur R de (E) : y’"+y' +y=0sonty = e 7 (A cos (?x) + Bsin (éx))

Existence de solutions : soit (E) : ay” +by’ +cy =0 avec (a,b,c) € R3 quelconques mais avec a # 0. On

note Sg 'ensemble des solutions de E sur R et A = b% — 4ac

2.1] A<0o=5Sg =0 2.3] 3y € Sg, y(0) =Tety(l) =
dly € Sg, y(0) =1 dly € Sg, y(0) =1 et y’(ﬂ> =3

2

Régularité : f: R> — R. Pour 3 et 4, en cas d’existence de la limite, I'expression de la dérivée partielle est...

Les dérivées partielles de f existent = f continue %(1,2) = }llin}) O =h, 231 —f(,2)
5

Les dérivées partielles de f sont continues = f continue g—;(z, 1) = }Ein}) 21+ —f(21)
—

h
Changement de coordonnées : Soit U et V des ouverts de R?, f: V — Ret x,y : U — R de classe C' vérifiant
V(u,v) € U, (x(u,v),y(u,v)) € V. Soit g : U — R définie par g(u,v) = f(x(u,v),y(u,v))

. 0 0

fest C! sur V== gest C! sur u sifcCl: T&(u,v) = g%(u,v)g—i(x(u,v),y(u,v)) + %(u,v)g—lj(.,.)
. 0 0

gest C' sur U= fest C' sur v sifcCl: %(u,v) = g—:(u,v)a—i(x(u,v),y(u,v)) + %(u,v)g—lj(.,.)

Enoncé | Soit U un ouvert de R? et f: U — R de classe C'.

Donner le développement limité d’ordre 1 de f au voisinage de a € U.

Soit les ouverts U = R% x] —m/2;7/2[ et P = R% x R (demi-plan x > 0). Si f: P — R est de classe
C2, on pose g : U — R telle que V(r,08) € U, g(r,8) = f(rcosd,rsind) = f(x,y) en posant x = rcos(6) et

2
y = rsin(0). Déterminer %%, %g et %g

Soit I'équation différentielle (E) : x%y” + 2xy’ — 6y = 0. Résoudre (E) sur R’ en posant
z(t) = y(e'). Quelles sont les solutions de (E) sur R* 7 Et sur R ?

2
Exercice 2 | Soit f: R? — R définie par f(x,y) = Tmb si (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
X Y

Montrer que f est continue sur R?. Calculer g—i(x,y). En déduire que f n’est pas de classe C' sur R?.



| DEVOIR 23 NOM : PRENOM :

Répondre dans le tableau ci-dessous au QCM : mettre une croix dans la case de la ligne i colonne j

revient a déclarer la question i.j vraie. Ne rien mettre revient a la déclarer fausse.

i-5 11|12 3] 4| Fautes

Sl w N

Enoncé

Preuve

Exercice 1



Exercice 2



DEVOIR 23 NOM : COCO PRENOM : SINUS

i-j | 112134/ Fautes
1| X X | X
2
3 X X
4 | X X

1.1 Vrai : x — Ae * solutions de (Ep) et x — x solution de (E) 1.2 Faux : x — In(x) n’est pas solution de
(E) 1.3 Vrai: (sh,ch) est une famille libre de solutions de (Eo) et x — —1 solution de (E) 1.4 Vrai: j et

j? sont les solutions de (E¢) : z24+z+1=0¢etj= —% + i?.

2.1 Faux : (E) a un plan de solutions réelles 2.2 Faux : il faut aussi imposer y’(0) pour avoir unicité 2.3
Faux : par exemple (E) : y” + m?y/4 = 0 car les solutions sont alors les y = acos(mt/2) + b sin(nt/2),
y(0) =1 <= a=1ety(1) =3 < —an = 6 2.4 Faux : par exemple (E) : y”" 4+y = 0. 3.1
Faux : on a vu un contre-exemple dans le cours 3.2 Vrai : f est de classe C' donc continue 3.3 Faux :

giﬂ 2) = lim f+h2) —(1,2) 3.4 Vrai : définition.
h—0 h

4.1 Vrai : par composée 4.2 Faux : U =V = R? f(x,y) = (x'3,y"/3), x(u,v) = u3, y(u,v) = > alors
g(u,v) = (u,v) 4.3 Faux: % a la place de %% 4.4 Vrai : cours.

Sous ces conditions, on a f(a + h) :f(a) +hy %(a) + hzg—;(a) + o(||R|]) ot h = (h1,h2).
Par un théoreéme du cours : ﬁg = g’r‘ gi + ﬁlri g; = cos(0 )gi + sm(e)g—lj. De méme en dérivant par

rapport a 0, g% gg gi + %Lei g;: = —7Tsin GW + rcos Ga—f On continue en dérivant la premiere relation

2 2 2
o°f . o°f
) + stn(e)(cos(e) dyox + 51n(6)ay—2>
2f

par rapport & r, et on trouve Z—g = cos(e)(cos((ﬁ)a + sin(0 )
T

2 02
ce qui donne avec le théoréeme de SCHWARZ : a—zg =cos?(0) <5 02 f +25in(0) cos(0)-0 3 6 + sin?(0) 2.
or ox* X0y oy*

Soity : R — R, onluiassociez: R — R définie par z(t) = y(e"). Alorsy est deux fois dérivable
/)

sur R} <= z est deux fois dérivable sur R. De plus, z/(t) = e'y’(e?), z/(t) = e'y’(e ) +e?ty”(e'). Ainsi, y
est solution de (E) sur R} <= Vt € R, ety (e')+2e'y/(e') —6y(e') =0 < (F) : 2”(t)+2/(t) —6z(t) = 0.
On résout facilement : z(t) = ae?t 4 Be 3t car I'équation caractéristique de (F) est x2 +x—6 =0 ou

(x —2)(x 4+ 3) = 0. Les solutions de (E) sur R? sont donc les fonctions y : t — at® + t%

Comme les fonctions t — t2 et t — tls

sont solutions de (E) sur R* et sont indépendantes, les solutions de
(E) sur R* sont aussilesy:t— at? + t% On prolonge en 0, la continuité impose p1 = B2 = 0, et, comme

y est deux fois dérivable en 0, a1 = «,. Ainsi, les solutions de (E) sur R sont les fonctions y : t — at?.

Par opérations, f est continue sur R? \ {(0,0)} (fraction rationnelle). De plus, en prenant la
x
norme 2, on a Iyl < VA2 T 57 = [l )2 done Vix,y) € B2 (0,00}, I1(ow)] < B9 — 6y,

10, u)112
donc  lim  f(x,y) =0 =(0,0) et f est continue sur RZ.
(x,y)—(0,0) S 5
ot f(,0) —£(0,0) _ , g of Yy (yT —x7) _
(O 0) t*}O f =0. Si (X,y) # (O, 0) on a ﬁ(x y) W Or t]._'l.:gl (O, t) = (O, 0) et

pourtant hm a flo)=1%#£0= 6712 (0,0). % n’est pas partiellement continue en (0,0) donc pas continue

du tout. f n est donc pas de classe C! sur R?.



