TD 25 : CALCUL DIFFERENTIEL

PSI 1 2023-2024 mercredi 27 mars 2024

a. ¢ est bien définie et de classe C' par opérations sur D,. De plus, pour (x,y) € D7 et (u,v) € Dj,

euv) = (xy) <= (u2+v2 =2x, u =vy) < (Vy?+v? =2x, u = vy) ] JZFX >y V /

1

car v > 0 donc @ est bijective et ¢! est clairement de classe C! toujours par opérations.

2, .2
b. Si f: D7 — R est une solution C', posons g = fo ¢ <= Y(u,v) € D2, g(u,v) = f(x,y) = f(%, 5)
v

ou encore Y(x,y) € D1, f(x,y) = g(u,v) 1 —|—y2) 28 2). Alors g est C! par composition. Comme
V(x,y) € Dy, 2xy%( y)+(1+y )a—( = 2xf(x,y), comme @ est une bijection de D, sur Dy, cela donne :
V(w,v) € D, @%( (uv) + 1 V+V 9 (0w v)) = (w2 +v?)f((u,v)) ce qui sécrit encore :
Y(uw) € D2, LY [0 (g u,0)) + 12 (pfat )] = (2 +v2)f(0 (1)

Mais : ¥(u,v) € D, §2(uv) = S5 v) 8 (o) + G v) §E (0w v) = ufl (0w, v) + 18 (o (u,v))
donc V(u,v) € Dy, %‘% =vf(e(u,v)) = vg(u,v) (équation différentielle linéaire en la variable u) .

Comme g est de classe C', il existe  : R% — R de classe C' telle que V(u,v) € D2, g(u,v) = {(v)e™”. Ainsi,
V(x,y) € D1, f(x,y) = 1])( 2x 2) exp (ALZ) = 6(27") exp (ALZ) en ayant posé la fonction

1+y 1+y 1 +y2 1+y

6 =1 o,/ qui, par composition, est elle aussi de classe C! sur R%.

Réciproquement, si f est de cette forme, OF XY) = [ 2 6’( 2x )+ 2y 6( 2x )] ex (AL>
proq ) 7ax( y) Ty \1 442 T1y2 \14y2 p 1142

2

of _[ —4xy /( 2x ) 2x(1 —y7) ( 2x )] (2xu) o

et ~=—(x = 0 + 0 ex our (x € D7. Ainsi, f de
ay( yY) (1—|—g2)2 1+y2 (1+y2)2 ]+yz P 1+y2 p (%) 1

classe C! sur Dy par opérations et si on reporte dans 1’équation aux dérivées partielles (E), on a bien (apres

simplifications) V(x,y) € Dy, 2xy 5y of +(+y ) af = 2xf.

En conclusion, par analyse-synthese, les solutlons de (E) sur Dy sont les fonctions f : D7 — R pour lesquelles

il existe une fonction 0 : R%. — R de classe C' telle que V(x,y) € D1, f(x,y) = 6(] ix 2) exp (%)
Yy Y

S est d’équation f(x,y,z) = z> — xy = 0 donc les points réguliers de S sont tels que Wf # 0. Comme
Wf(x,y) = (—y, —x, 32%), seul le point (0,0,0) n’est pas régulier sur S. Si M = (xo0,Yo,20) # (0,0,0) et
Mo € S, le plan tangent Py & S en My a pour équation Py : —yo(x —x0) — x0(y —yo) + 32(2)(1 —2zp) =0ou
encore Py : yox+xoy — 31(2)7,—}—13 = 0. La droite D est paramétrée par x =2,y =3(t+1),z=t pour t € R.
Analyse : si My convient, D C Py donc, en remplagant, Vt € R, 2yo + xo(3t +3) — SZ%’C + zg = 0 ou encore
vVt € R, 3(xo — zé)t + (2yo + 3x0 + zg) = 0 ce qui équivaut a xg = zé et 2yo + 3xo + zg = 0. Alors, on a

3
X0 = z(z), yo = 7320% donc xpyp = zg implique Zzg + 323 + zg = 28(2 + 3z0 + zg) ce qui donne zp = 0
(exclu car alors xo =yo = 0 et Mo # (0,0,0)) ou zo = —1 ou zg = —2.
Sizg=—1,onaxo=1etyo=—1etsizog=—2, on trouve xo =4 et yo = —2.

Synthese : réciproquement, le plan Py tangent & S en My = (1, —1, —1) est d’équation Py : —x4+y—3z—1=0



et il contient bien D comme le plan Py : —2x 44y — 12z — 8 = 0 tangent & S en My = (4, -2, —2).

En conclusion, il existe exactement deux plans tangents & S et contenant la droite D, ce sont les plans

Pi ¢ —x4+y—3z—1=0et Py : x—2y+6z+4=0tangentsa S en My = (1,—1,—1) et M = (4,—-2,-2).

Soit f: R® — R définie par f(x,y,z) = x? +y? + 22> — 1. f est de classe C> par opérations et on calcule
grad f(x,y,z) = (2x,2y,4z). Ainsi, le seul point critique de f est (0,0,0) qui n’appartient pas & S. La surface
S est donc réguliére par définition puisque tous ses points sont réguliers : c’est un ellipsoide de révolution

dont les huit sommets sont les points (1,0,0), (—1,0,0), (0,1,0), (0,—1,0), (0,0, 1—), (0,0, —i)

V2 V2
. —_— R
En un point Mo = (x0,Y0,20) de S, comme grad f(My) est orthogonal au plan Py tangent & S en My, une
équation de Py est Py : xo(x —x0) +yo(y —yo) +2z0(z — z0) = 0 <= xox +yoy + 220z = x% +y(2) +Zz(2) =1

(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique).

Analyse : le vecteur ¥ = (1,3, —2) est un vecteur directeur de D. On cherche donc les points My tels que

V est normal & Py, ce qui équivaut au fait que les vecteurs non nuls Vv et grad f(Mg) sont colinéaires. Si

Mo convient, IA € R*, xo = A, yo = 3\ et 2z9 = —2A. Puisque My €S, (1 +9+2)A\2 =1 <= A = :I:Z]W

donc Mg =M; =

1 3 1 ) _ _ ( 1 3 1 )
— == ———=]JouMy=Ma=| — —F—,——2~, —= ).
<2\/§’2\/§’ 2V3 0T 2v3 2V3' 23
Synthese : réciproquement, d’aprées les calculs précédents, les deux plans tangents Py et P, 2 S en My et M3

. , . 3 3 .
respectivement ont pour équation P; : —X— + 2% — Z —1etP, : ——X_ — 2 4 Z —1etilsont
P potted B S VAV 2T TE 3

bien des vecteurs normaux colinéaires & ¥ donc Py et P, sont bien orthogonaux a D.

En conclusion, il existe exactement deux plans qui sont a la fois tangents a S et orthogonaux a D, ce sont

les plans Pq et P, tangents & S respectivement aux points M7 et M.

Soit la fonction f : R3® — R définie par f(x,y,z) = z> — xy. f est de classe C* par opérations et

grad f(x,y,z) = (—y, —x,2z) donc le seul point singulier de S est le sommet (0,0,0) de ce cone de révolution.

En un point Mo = (x0,Y0,20) # (0,0,0) de S, comme gradf(My) est orthogonal au plan Py tangent & S en Mo,
une équation de Pg est Py : —yo(x—x0) —x0(y—yo)+220(z—20) = 0 <= 2z0z—yox —xoy = 223 —2xoyo = 0

(& nouveau obtenue par dédoublement comme pour toute quadrique en remplagant 2xy par xoy + yox).

Analyse : si Mgy # (0,0,0) est un point de S et que le plan tangent Py contient la droite D, alors en
paramétrant la droite D par x =y = z = t avec t € R, on doit avoir Vt € R, (2zp —yo — x0)t = 0 donc
x0+Yo = 2z9. Mais comme Mg € S, on aussi 4xoyo = 425 = (220)? = (xo +yo0)? donc x3 +2xoyo +y3 = 4xoyo

qui se transforme en (xg —yo)? = 0 <= xo = yo. Ainsi, xo = yo = zp donc My € D.

Synthese : réciproquement, si Mo € D et Mo # (0,0,0), alors le plan tangent Po & S en Mg a pour équation

Po @ 2x0z —xox — xoy = 0 d’apres ce qui précede ou Py : 2z = x +y et la droite D est bien incluse dans P.

En conclusion, les points M de S en lesquels le plan tangent a S en M contient D sont justement les points

de D sauf lorigine O = (0,0,0).



3 3

2 2
a Pour x € R, g(x,x) =x%. Six #y: glx,y) = T—*_ =1 —l—);y—kx'

3y —x)
On a donc Y(x,y) € R?, g(x,y) = m donc g est de classe C' car polynomiale (méme C*).

b. Comme f est continue sur R, par le théoréme fondamental de l'intégration, ¢ : (x,y) — f t)dt est de

classe C' sur R? car %i%(x,y) = —f(x) et %(yg(x,y) = f(y) et %}g et %ye sont donc continues sur R? comme

la fonction f I’est sur R. Comme (x,y) — y — x est de classe C' car polynomiale et ne s’annule pas sur D

par définition, g est de classe C! sur D par opérations.
g 1 _fx) 1 ( Y o )
De plus, V(x,y) € D, §2(x,y) T fx flae— T fx f(t)dt — (y — x)f(x) ).

~ 4] Y Yy
De méme, on a @q(x,y) = _(y—lix)z fx f(t)dt + ij(y) = (y—]ix)z((y —x)f(y) — fx f(t)dt).

faH f(u)du) f(a). La fonction F: t — f (u)du est

a

c. Soit a € R, pour t #0, g(a,a+t) —g(a) = %(

de classe C? sur R car F/(t) = f(a+t) (f est de classe C! sur R) et on a Vt # 0, g(a+t,a)—g(a) = w.

D’aprés TAYLOR-YOUNG, puisque F est de classe C2 sur R, le développement limité d’ordre 2 de F en 0
//
est donné par F(t)iF(O) + F(0)t + (O)tz + o(t?). Or F(0) = 0, F(0) = f(a) et F/(0) = f(a), donc

F(t) — tf(a)

/ / /
fla) (z(l)t2 + o(t?) donc 9(a,a+ t‘)c —9(a,0) _ (Za) + o(1). On en déduit que %(a, a) = la) <a).

0 2

.. 0
Comme g(a+t,a) = g(a,a+t), on a aussi : ﬁ%(a, a) =

Yy

d. Méthode1 : six # y, on a %%(x,y) = (17)2 f (f(t) — f(x))dt. Soit a € R, par continuité de '
y—x

X

sur R, pour € > 0, il existe « > 0 tel que Vt € R, |t —a| < o« = |f'(t) — f'(a)] < 2e. Essayons de

majorer

%}%(x,y) - %%(a, a)‘ au voisinage de (a, a) pour établir la continuité de %% en (a,a). Soit donc

(%,y) € [a — a;a + aJ? de sorte que ||(x,y) — (a,a)||oc < a, alors considérons deux cas :

_ Fx) = F(a)]

—Six:y,alors’%g(x,y)—%%(a,a) = g%:acar x —a| <«

=
i il vient |29 (x,y) — 29 () — _ f@ ! i
- si x # vy, alors il vient ’ax (x,y) ax(a a ‘ = ‘ x)z fx (f(t) — f(x))at qu’on peut majorer en
9g 9g —
32000 = §0,0)| = ] [T 00 - 100~ e < ] [ — (e (a)lat
puis, avec le théoréme des accroissements finis, Vt € [x y], ¢ [ ] C [a —o;a+a, f(t)—f(x) = (t—x)f(c)

donc |f(t) — f(x) — (t —x)f'(a)| < [t —x| X [f'(c) — f'(a)| < 2¢|t — x|, on obtient par conséquent la majoration
: %, ) 29 1 Yol — x|dt| =
suivante ’ax () — 55 (a a)’ < T ‘ fx 2e|t — x|dt| = e.
. g . . 0g . : 3} 2
Ceci prouve que % est continue en (a,a) pour tout a € R donc, avec b., que ox est continue sur R-. De
méme, %yq est aussi continue sur R?. Par définition, la fonction g est donc de classe C! sur R2.

Méthode 2 : si x # y, en posant t = @(u) = x + u(y — x), comme ¢ est de classe C', strictement monotone
et bijective de [0; 1] dans [;;\y/], onag(x,y) = f()] f(x+u(y —x))du. Cette expression est aussi valable quand
x =1y. On a donc I'expression plus simple de g : V(x,y) € R? g(x,y) = fol f(x +uly —x))du.

On fixe y € R, alors en notant @y (x,u) = f(x +u(y — x)) définie sur [0;1] x R, pour a >0 :

e Vx € [—a;al, la fonction u — @y(x,u) est continue et intégrable sur [0;1].



o Vu € [0;1], x — @y(x,u) est dérivable sur [—a; a] et sa dérivée est x — (1 —w)f' (x + u(y — x)).

o V(u,x) € [0;1] X [—a;d], ag; (x,u)‘ = ‘(l —u)f’(x+u(y —X))’ < Max [f'].

[Min(—-a,y);Max(a,y)]

1
Par le théoréme de dérivation sous le signe somme, i existe sur Rz, (y) = j;) (1—w)f (x+u(y —x))du.

sme. 29 eoxi 2 390 = [ _
De méme, 3y existe sur R< et on a 3y (x,y) = fo uf’ (x + u(y — x))du.
Soit (xo,y0) € R? fixé et une suite ((an,bn)), oy qui converge vers (xo,yo), montrons alors que la suite

(%}%(am bn))nGN converge vers %g(xo,yo) ce qui garantira la continuité de %g sur R2.

1
Pour n € N,on a %g(an,bn) = fo (1 = w)f (an +u(bn — an))du.

La suite ((an, bn)) converge donc est bornée. Soit donc M > tel que Vn € N, |ay|

e M et [bn| <M
B

<
La fonction ' est bornée sur [—M; M| donc il existe B > 0 tel que Vt € [-M; M], |f'(t)| <
Posons gn :u— (1 — u)f’(an +u(by — an)) alors g (an,bn) f In-
e Toutes les gn sont continues et intégrables sur [0;1].
e Par continuité de la fonction ' sur R, la suite (gn)nen converge simplement vers la fonction
h:ue (T—u)f (xo +u(yo —xo)) qui est continue sur [0;1].
eVne N, Vue [0;1], |gn(u)| < B et u— B est intégrable sur [0;1].
Par le théoreme de convergence dominée, on a nEToo f gn = f (1T—u)f (xo +u(yo — xo)) du ce qui s’écrit

aussi nEToo %q(an,bn) = %%(xo,yo). Par caractérisation séquentielle de la continuité, la fonction %3 est
donc continue sur R?. De méme % est continue sur R? et la fonction est donc de classe C' sur R2.

La partie K = [—~1;1]? est un fermé borné (autrement dit un compact) de R? (de dimension finie) et f est
continue sur K par opérations. On sait alors d’apres le cours que f est bornée sur K et atteint ses bornes.
On constate que V(x,y) € K, x*y> <1 et 1 +y* <1 donc, par croissance de In, f(x,y) < 1+ n(2) = £(1,1)
ce qui prouve que f admet en (1,1) son maximum absolu sur X : MKaxf =f(1,1) =1+ 1n(2) ~ 1,69.
Trouvons les points critiques de f, sachant qu’on a facilement 2 a = 4x3y3 et af = 3xMy? + —_'_y—, il vient

y 3x4y + 3x 4 4y
1+y* 1+y*
0)

(x =0o0uy = 0) et on a aussi les

V(x,y) €] —1;1[? =X, (%ZﬁZO)@@x%f':?ﬁc —l—

o ~0).

Si (x,y) €] —1;1[? est un point critique de f, alors (%
of

implications (x = 0 et alj =0) = (y=0) et aussi (y =0) = (@ = 0). Ainsi, les points critiques de f
dans K sont tous les points (x,0) avec x €] — 1; 1], il sont situés sur une droite qui sépare le carré K en deux.
Mais si x €] — 1;1[ avec x # 0 est fixé, on a f(x,t) = x*t3 + n(1 + t4) f(\;x4t3 donc f(x,t) change de signe
(quand t varie) au voisinage de 0 et f n’admet pas en (x,0) un extremum local.

Six =0, f(t,0) = 0 et f(O,t)r(\;t4 qui reste positif. Mais f n’admet pas d’extremum local en (0,0) car
f(/It),£3) = t" + (1 +t12) f(\;t” qui change de signe au voisinage de 0 alors que P_%(\/H, t3) = (0,0).
Comme f n’admet en aucun de ses points critiques un extremum local, elle ne peut atteindre son minimum

absolu sur K qu’en un point de la frontiere de K. Faisons les études sur les quatre cotés du carré K :

ehi(t) =f(1,t) =3 +In(1 +t*) = f(—1,t) (f(x,y) = f(—x,y) donc la surface z = f(x,y) est invariante par
Y Yy Yy



a3 +3tT +4y)
1+t 1+t
ainsi hy est strictement croissante sur [—1; 1] et son minimum vaut h(—1) = f(1,—1) = f(—1,—1) = —=1+1n(2).

la réflexion de plan x = 0), alors h (t) = 3t* + qui reste positif (étude de fonction)

o hy(t) = f(t,1) = t* +In2 qui est paire et atteint son minimum en 0 ot elle vaut h,(0) = n(2).
o h3(t) = f(t,—1) = —t* +1n 2 qui est paire et atteint son minimum en +1 ot elle vaut h3(+1) = —1+1n(2).
Par conséquent, le minimum absolu de f sur K est atteint en (+1,—1) et il vaut —1 + In(2) ~ —0.306.

a. Puisque U = (R*)? est un ouvert de l'espace vectoriel normé R? et (xo,yo) un point de cet ouvert ot f

admet un minimum absolu, f admet donc a fortiori en (xp,yo) un minimum local et le cours nous apprend

alors que f admet en (xp,yo) un point critique.

Si on veut la preuve, %(Xo,yo) = H'T(;Er f(XO + tayOJ)( — f(XO)yO) etsit>0ona f(XO +tayol)( — f(XO)UO) >0
t—

f(xo + t,y0) — f(x0,Yo)
t

etsit<0

donc, en passant a la limite, ?(xo,yo) > 0. De méme, %(xo,yo) = lim

x x t—0-

o T(xo +t,Y0) — f(x0,Y0)
t

on

< 0 donc, en passant a la limite, g—i(xo,yo) < 0. Ainsi, %(xo,go) =0 et, par

symétrie, on a aussi g—iy(xo,yo) = 0 donc f admet un point critique en (xp,yo).

2a
Yy
— %1 et aas—y“(x,y) =x— 3—%. Ainsi,
grad’Sa(x,y) = (0,0) = (y—i—gzx—j—gz ) = (¢ =xy? = 20) <= (x =y = x0 = yo = VZa).

f admet un unique point critique (xo,yo) = (v/2a, ¥/2a) et, apres calculs, Sq(x0,yo0) = 3 V4aZ = 3x3 = 3y3.

c. K est une sorte de triangle délimité par deux droites (x = X?O ety = %) et de l'autre coté par une

b. D’abord, on décompose S, en “éléments simples” en écrivant Sq(x,y) = xy+ 20 1 20 qonc Sq est de classe
X

C' par opérations sur ( Ri)z et on a les dérivées partielles aas—xa(x,y) =y

hyperbole (xy = 3xoyo). De plus, K est bornée car si (x,y) € K, on a 0 < x = 4 < 3xouo _ 9xp et

~X
y o (yo/3)

y =X 3xoyo _ 9yo. Enfin, K est fermé car si une suite ((an,bn)) de points de K converge vers

X <X0/3) neN
(a,b) € R?, en passant & la limite dans les trois inégalités a, > Xs—o et bn = }? et anbn < 3x0yo, on obtient
a> );—0 et b > % et ab < 3xpyo donc (a,b) € K. Comme Sq est continue sur le fermé borné (compact) K
(on est bien en dimension finie), elle est bornée et atteint son minimum sur K donc MKin Sq existe.

e Six < 2—0 alors Sq(x,y) =xy + 2a 4y 2a 460 3x% = Sa(x0,Y0)-

x Y X0
e Siy < %, de méme, Sq(x,y) = xy + 20 420 5404 6a_ 3y3 = Sa(x0,Y0)-
x Y Yo

e Sixy > 3x0yo, Sa(%,y) =xy + 270 + Zy—a > 3x3 +0+0 = Sq(x0,Y0)-

Comme Y(x,y) € U\ K, Sqa(x,y) > Sa(x0,Y0) = MKinSa, onaV(x,y) €U, Sqa(x,y) > I\/lKimSc1 ainsi S, admet
son minimum absolu a l'intérieur de K donc en un point critique.

Or il n’existe qu’un point critique de Sq et il est en (xp,yo) € K. Enfin, le minimum absolu de S, est atteint

en (xo,Yo) : Muin(sa) = M]}n(Sa) = Min(Sq) = Sa(x0,Y0) = 3V4a2 = 3x3.

K
. . , _ _ _ 2(x +y)V
d. La surface en fonction du volume V fixé vaut S = xy +2xz+2yz = Sv(x,y) = xy + =———2— car
~ — Xy
fond cotés
V = xyz. On a donc Simin = Sv(x0,Yo) avec xo = yo = V2V et zo = v _ XTO.
XoYyo

La boite de surface minimale est de base carrée et la hauteur est la moitié de la longueur d’un coté.



U est un ouvert de R? sur lequel g est définie et de classe C2. Par hypothese, g = f o h ot la fonction
h:U— RY est définie par h(x,y) = x* +y?.
Par composition de fonctions C2, V(x,y) € U, %g(x,y) = 2xf'(x? +y?) et %Jq(x,y) = 2yf'(x? +y?2). On dérive

2 2
une fois de plus et g—xg(x,y) = 2f'(x? +y?) + 42" (x2 +y?) et gj}(x,y) =2f'(x? +y2) + 4y2f" (x* + y?).

o%g d%g — (L2 2\p 1( 2 2 2 2\ 11 (2 2\ _ (2 2\p
V(xy) €U, ona axz(X»yHayz(x,y)—(x FY)P = M (" +y7) +4(7 +y)f(x° +y7) = (" +y7)P.
Comme h est surjective de U dans R, on en déduit la nouvelle équivalence :

22 22
V(x,y) € U, a—g(x,y) + a—g(x,y) = (2 +yP)P = Vte RY, 4f'(t) + 4tf" (1) = tP.
x y

P
On résout (E) : ty”" +y' = tZ en distinguant selon la valeur de p :
P
e si p # —1, la fonction ' est de la forme : t — Ayt avecA€ R
t 4(p+1)
e si p = —1, la fonction ' est de la forme : t — % + % avec A € R.

On intégre a nouveau et on a la forme des fonctions f vérifiant les conditions imposées :

p+1
e sip # —1, la fonction f est de la forme : f:t— Aln(t) +u+ Al(tT)z avec (A, i) € R2,
P

In?(t)

e si p = —1, la fonction f est de la forme : f:t+— Aln(t) + 1+ avec (A, n) € R2.

a. Pour n = 1, ¥x € R, Vu(x) = v/(x). Par exemple pour u = ch, on a bien u de classe C' sur R,

[x]
lim leh (] _ +00 par croissances comparées car |ch (x)| = ch(|x|) ~ €~ ; dans ce cas, on a u’ = sh et
x—+o0 |X| +o0
on sait que u’ est bijective de R dans R.
x|
Par contre pour u = sh, on a aussi u de classe C' sur R, lim [sh G| _ +oo car |sh(x)| =sh(|x]) ~ e
x—+oo |x| +oo 2

mais u' = ch est surjective de R dans [1;+oo[ mais pas de R dans R.

b. Pour tout vecteur v € R?, la fonction f : R? — R définie par f(x) = u(x) — (x|v) est de classe C' car u
lest et que g : x + (x|v) est polynomiale en les coordonnées de x donc de classe C! aussi, d’ailleurs elle est

aussi linéaire donc continue car on est en dimension finie. De plus, Vx € R? Vf(x) = Vu(x) — Vg(x) par

linéarité des dérivées partielles. Or, si v = (vi,v2), g(x1,%2) = x1v1 + x2v2 donc Vg(x1,%x2) = (vi,v2) = v.

Ainsi, Vf(x) = Vu(x) —v. Il suffit donc de choisir v ¢ Vu(R?) (on le peut car Vu est non surjective

par hypotheése) pour que Vf ne s’annule pas sur R?. De plus, d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
)

Vx € R%, |(x[v)| < |[x]||[v|]| done, par inégalité triangulaire :

V€ R?, ()] = [u(x) = ()] = [l =[] = ()l = [(xv)] = [u) =[xl V]

Ainsi, dés que x # (0,0), ||x|| > 0 donc |f(X)| > [uta)] _ [[v||. Or | lim [uta] _ +oo par hypothese donc,

H|><I [x]] Ixll=+oo0 |[x]|

. . A If(x)
par minoration, on a aussi  lim
[Ixl[=+oo |[X]]

= +o00.

c. Soit v > 0 et (a,b) € (R2\ B,)?, alors ||a]| > r et |[b]| = r. Ecrivons a et b en coordonnées polaires,
a = (||a|| cos(a),||a|| sin(x)) et b = (||b]| cos(B),||b|| sin(B)) avec («, ) € R2. Définissons alors I'application
v :[0;1] = R2 par Vt € [0;1], v(t) = (1 — t)|[a|| + t[[b]])-(cos((1 — t)o + tB), sin((1 — t)x + tB)). Alors y



définit un arc paramétré dans le plan, bien sir de classe C*, tel que y(0) = a, v(1) = b et tel que l'on ait
v € [0:1], [ly(0)ll = (1 = v)l[al| + tl[o]] > Min([[al], [[b][) > r. Ainsi y([0;1]) C (R?\ By).

Soit (p,q) € f(R?\ B,)?, alors par définition il existe (a,b) € (R?\ B,)? tels que p = f(a) et q = f(b).
On suppose que p < q et on choisit v € [p;q]. Alors avec la fonction y précédente, h : [0;1] — R définie
par h(t) = f o y(t) est continue en tant que composée de fonctions continues (elle est méme de classe C') et
h(0) = f(a) = p, h(1) = f(b) = q. D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe t € [0;1] tel que
h(t) = r ce qui signifie que r = f(y(t)) et on a vu que y(t) € (R?\ B,) donc r € f(R? \ B,).

En conclusion, f(R? \ B;) est un intervalle car c’est un convexe.

d. Comme tim LN 4o 350, vxe R [jx]| 3+ = [f(x)] = |Ix|| > 0 —> (x) # 0. Ainsi, pour
lIxl[ =400 |[x]

|
un tel réel v, on a 0 ¢ f(R?\ B;). Comme lim [f(x)| = +oo puisque |f(x)| = [l x |[x||, Vintervalle

|Ix|[ =00 [[x]|

|
f(R? \ B;) ne peut pas étre borné. Il ne reste plus que quatre possibilités : f(R? \ B,) =]a; +oo], [a; +o0],
] — o0;b[ ou ] — 0o; b]. Supposons (les autres cas sont identiques) que f( R? \ B,) =|a; +00] (avec a€ Ry).

Comme f est continue donc bornée sur le fermé borné B, et qu’elle est minorée par a sur R? \ B,, f est

minorée sur R?. Puisque | lllim [f(x)] = +oo, I’ > 1, ¥x € R2, ||x|]| = v = [f(x)| = f(x) = £(0,0).
X||—+o0

Comme f est continue sur le fermé borné B,, elle y admet un minimum m = Min(f) < £(0,0). Si x € R?, on

v’

a|[x|] <= f(x) = m = Min(f) et ||x|]| > = f(x) > £(0,0) > m. Par conséquent, m = Mm( ) = f(xo0)
R2

!

avec xo € By,. Mais comme ce minimum de f est atteint dans ouvert R?, il est en un point critique de f.

On obtient donc une contradiction puisqu’on a construit f pour que son gradient ne s’annule pas.

On conclut donc, dés que n > 2, que u € C'(R™, R) telle que | lllim |L|L|(T|)| = 400 vérifie Vu surjectif.
x|| =400 X

25.10 ) a. f est polynomiale sur D donc elle y est de classe C'. Par conséquent, F est aussi de classe C! sur D x R.

De plus, on a clairement %(x,y,z) = g—i(x,y) = —dx(x?+y?) +3x, ay( X,Y,2z) = g—;(x,y) = —4y(x? +y?)+3y

et %E(X,y,z) = —1 donc WF(X,y,z) = (—4x(x* +y?) + 3x, —4y(x* +y?) + 3y, —1).

b. S est la surface d’équation F(x,y,z) = 0 par définition et tous les points de cette surface sont réguliers
car W)F(x,y,z) #* I pour (x,y,z) € D X R d’aprés la question a.. Le plan tangent en un point (x,y,z)
de cette surface admet d’apres le cours comme vecteur normal W F(x,y,z). On cherche donc (x,y,z) tel
—dx(x*> +y?) +3x =0
y(x* +y?) -3y =1
la condition —4x(x? +y?) + 3x = —4x(x2 +y? — %) =0 équivaut & x = 0 ou x> +y2 = % Deux cas :

que grad F(x,y,z) et ¥ = (0,1, —1) sont colinéaires, ce qui se traduit par { Or

2
o Six=0,4y(x* +y?) =3y = —1 =4y’ — 3y = —1 <=>(y+1)(y_%) 0= (y:_] Ouy:%)'

o Six?+y?= i, 4y(x? +y?) — 3y = 0 # —1 donc ceci ne correspond pas & un point critique.
Ainsi, les points M = (x,y,z) de S en lesquels le plan tangent & S en M est normal & ¥ sont (0, —1,f(0,—1))
et (0 1 f(O )) Or f(0,—1) = 3 et f(O, l) . Les points de S cherchés sont (O,], 3) et (O 1 21)

2’ 2 2 2 2’16

c. Comme f est définie sur D et que (t,t) € D < t2 +t2 <1 <= |t < %, les applications f et t — t étant

de classe C! sur leurs ensembles de définition respectifs (D et [— L; %} ), g 'est aussi par composée sur

V2



of of

} et Vt € S (L HIx 5 (1) = (—8t3+3t)+(—8t3+3t) = 2t(3—8t?) par

[—\%;\Lﬁ {—%;%}» g'(t) =1x

la régle de la chaine. Comme g : t = —4t* +3t% +1 est paire, il suffit de I'étudier sur I = {O; i} . La dérivée

V2
V3 V3

récédente montre que g est croissante sur [0; —} et décroissante sur [—; —} Ainsi, g est maximale
P e 22 2’ V2 g

V3 1 1

en ——= et minimale en 0 ou en —= (les extrémités de I). Or g(0) = 1 et (—) =3 donc Min =1.
33 7 ( ) 9(0) i\ 5 in(g)

2
Commeonag(ﬁ) :—4><§+3><

2V2

21,2 21,2 212
Min(g) =1 et M]ax(g) = %—2 Enfin, si (x,y) € D, on a f(x,y) = f(\/x Ty , V2 +y ) = 9<X7+U)

J V2 V2

('image de (x,y) par f ne dépend que du “rayon” r = y/x2 +y?) d’olt MDwLn(f) =1 et MDax(f) =23

3

g-H = %, il vient MIax(g) = %—2 Par parité de g, si | = {——' —},

25.11 ) a. f est polynomiale donc de classe C*® sur R? et g—i(x,y) =3x°y2(1 —x —y) — 3y? = x2y?(3 — 4x — 3y)
of
et a
grad f(x,y) =0 <= (x =0ouy =0oudx+3y —3 =2x + 3y —2 = 0) ce qui donne, en résolvant ce petit

1 1

systéme : (x,y) est un point critique de f <= (x =0ouy=0o0u (x= »Y= g))

(x,y) = 2x3y(1 — x —y) — x3y? = x3y(2 — 2x — 3y). Les points critiques de f sont ceux qui vérifient

b. Comme R? est un ouvert de R? et que f y est de classe C', si f admet en (a,b) un extremum local, alors

(a,b) est un point critique pour f donc ce ne peut étre qu’en les points (xo,0), (0,yo) ou en (%, %)

Méthode 1 : brutale et superflue dans ce cas

e En (0,0) : f(x,—x) = x> qui change de signe au voisinage de x = 0 donc f n’admet en (0,0) ni un maximum
ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (1,0) : f(1,y) = —y> qui change de signe au voisinage de y = 0 donc f n’admet en (1,0) ni un maximum

ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (x0,0) avec xo > 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||oo < , par inégalité triangulaire :

xo — 1
2
l—x—yz]—x0+xo—x—ySl—x0+|xo—x\—|—\y|<1—XO+ZX%:0donCI—X—ySO. De

plus, x > xo — % > 0. Ainsi, f(x,y) = x3y?(1 —x —y) < 0 donc f admet en (xp,0) un maximum local.

e En (x0,0) avec xg < 0 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)]||00 < —X?O. Alors x < xp — XZ—O = X?O <O0et

T—x—y>1-— X70 + on =1 car —y = —|y|. Ainsi, f(x,y) = x3y?(1 —x —y) < 0 donc f admet en (xo,0) un

maximum local.

e En (x0,0) avec 0 < xo < 1 : soit (x,y) € R? tel que ||(x,y) — (x0,0)||e0 < %Min(on —x0) = r. Comme

avant,x>00arx>xo—r<xo—x70>Oet1—x—y=l—xo—|—x0—x+y>l—xo—2T>Ocar

X0 —x = —|xo —x| = —rety = —ly| = —r. Ainsi, f(x,y) = x>y?(1 —x —y) > 0 donc f admet en (xo,0) un

minimum local.

e En (0,yp) avec yg Z0 et yo £ 1: f(x,yo) = x3y%(1 —yo—x) Ex3y(2)(1 —yo) qui change de signe au voisinage
de x = 0 donc f n’admet en (0,yo) ni un maximum ni un minimum local, ¢’est un point selle !

e En (0,1) : f(x,1) = —x* < 0 alors que f(x,1 —2x) = x*(1 — 2x)? > 0 donc f change de signe au voisinage

du point (0,1). Ainsi, f n’admet en (0,1) ni un maximum ni un minimum local, c’est un point selle !



2
e En (1/2,1/3) : on a %(x,y) = 2xy?(3 — 4x — 3y) — 4x%y? donc r = a ( ) = —7, mais aussi
X
2 2
—gyg(x,y) =x3(2 —2x —3y) — 3x3y donc t = —g ;(%,%) z—é et aa (x,y) = 2yx?(3 — 4x — 3y) — X%y
donc s = 0%f (l l) = Ainsi, vt — s? =1 So0avecr<0 donc, d’apres le cours, f admet en (l l)
0x0y \2’ 3 12 144 2’3
un maximum local tel que f(l, l) =1 (apres calcul).
2°3 432

Méthode 2 : élégante mais encore faut-il y penser !

Comme ’expression de f fait intervenir des produits, et que la grande majorité des points critiques sont

des points ou f est nulle (a part (l l)), on peut s’intéresser au signe de f. D’abord, f est nulle sur les

2’3

trois droites d1 : x =0,d2 : y=0etds : x+y =1 et que le signe de f(x,y) est celui du produit
xy?(1 —x —y) donc f est positive sur les trois domaines D1 = {(x,y) € R* | x >0, y >0et 1 —x —y > 0},
D ={(xy) € R? | x>0, y<0etl—x—y >0}, Dg—{(,y)€R2|x\Oet1—x—y 0} et
elle est négative sur les quatre autres domaines Dy = {(x,y) € R? | x > >0et1—x—y < 0},
Ds ={(x,y) € R? | x>0, y<O0et1—x—y <0}, Dg={(x,y) € R2|x< ,y>06t17xfy>0}et
D7 ={(xy) € R? |[x<0, y<O0etl—x—y=>0}

e En (0,0) : il est & 'intersection de D1, D3, Dg et D7 ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (1,0) : il est a 'intersection de D1, D2, D4 et D5 ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (0,1) : il est a I'intersection de Dy,D3,D4 et Dg ou f change de signe donc il s’agit d’un point selle.

e En (0,yp) avec yp # 0 et yo # 1 : ce point est entre les domaines D3 et Dg siyo > 1, D7 et Dgsi0 < yo < 1

ou Dy et D7 siyp < 0, a chaque fois f change de signe au voisinage de (0,y¢) donc c’est encore un point selle.

e En (x0,0) avec xo > 1 ou xg < 0 : ce point est entre les domaines D4 et D5 si xg > 1 ou entre les domaines

D¢ et D7 sixp < 0 donc f reste négative au voisinage de (xo,0) donc f admet en ce point un maximum local.

e En (x0,0) avec 0 < xo < 1 : ce point est entre les domaines Dy et D, donc f reste positive au voisinage de

(x0,0) donc f admet en ce point un minimum local.

e En (1/2,1/3) : f est continue sur le fermé borné (compact) Dy (c’est le triangle entre les trois droites

d1,dz,d3) donc y est bornée et y atteint ses bornes. Or f<f l) 1ot f est nulle sur les bords de ce

2’3 432

triangle. Ainsi, f admet son maximum sur D en un point intérieur & Dy et c’est donc forcément en (l, l).

2°3

Ainsi, f admet en (%, %) un maximum local.

Comme f(x,1) = —x? et f(x,—x) = x>, ona Um f(x,1) = —oc et lim f(x,1 —2x) = 4+oc donc f n’est ni
x—+o00 x—+00

majorée, ni minorée donc elle n’admet pas d’extremum absolu.

25.12| a. En posant les matrices M = (mij)i<ij<n €t N = MTAM = (ni,j)1<i,j<n, la matrice N est bien
symétrique car (MTAM)T = MTATM = N puisque AT = A par hypothése. Comme N est symétrique, elle

peut étre décrite par ses coefficients au dessus de la diagonale donc on peut poser ®(M) = (nyj)1<i<j<n- En
n(n+1)
ce sens, ¢ peut étre considérée de R™ dans R~ 2 . Par définition du produit matriciel, les coordonnées

nij dépendent polynomialement (de degré 2) des coordonnées m;j. Ainsi, comme toutes les composantes



ny; sont de classe C T d’apres le cours, ® est elle-méme de classe C! sur R,

b. La différentielle d’une fonction f : 2 — RP en un point a € 2 C R™, si elle existe, est 'unique application
lindaire dqf : R™ — RP telle que f(a + h) ﬁf(a) + daf(h) + o(||h]]).

c. e Pour H € M, (R), on a ®(I, +H) - ®(I,,) = (In +H)TA(I, +H) —=[J AL, = A+HTA+AH+HTAH - A
par linéarité de la transposée et en développant le produit. Ainsi, ®(I, +H) — ®(I,) = HTA + AH+HTAH.
L’application u : M — MTA + AM est une application linéaire de M (R) dans S, (R), elle peut donc étre

e, 2 nm+1) .
vue comme une application linéaire de R™ dans R™ 2 comme ci-dessus.

e Prenons le produit scalaire canonique (A,B) € (Mn(R))? — Tr (ATB) € R et la norme euclidienne
associée ||Al|2 = 4/Tr (ATA), en notant respectivement Li(M) et Cj(M) la ligne i et la colonne j de la

n 2
matrice M, ||[AB|]3 = ( ai,kbk’j) = Y (Li(A)|Cj(B))?. Avec CAUCHY-SCHWARZ, on a
1<ij<n VK= 1<ij<n
n n
I'inégalité (Li(A)|C;j(B))? < ||Li(A)]|?]|C;(B)]|* = ( > aik) ><( > b%’j) Par conséquent, on a la majoration
k=1 (=1

ABlE < x arof = (X ar)x (X vd;) = IAIZIBI3. Ainsi, AB]l2 < [IA]l2 [Bll2
1<),k sn 1<iksn 1<) e<n

(c’est une norme d’algebre). Ainsi, |[HTAH||2 < ||[HT||2||AH|]2 < [|A]2|[H]|3 car |[HT||2 = ||H||2 et on a bien
®(I, +H) — ®(I,) —u(H) = HTAH = o(]|H|]2). D’apres la définition de la différentielle, on a donc d;, ® = u
donc VH € M, (R), di, ®(H) = HTA + AH.

e Pour H € M, (R), di, ®(H) = 0 <= HTA + AH = 0 «= H'AT = (AH)T = —AH <= AH € A,,(R)
(matrices antisymétriques) car A est symétrique. Ainsi, Ker(d;, @) = {H € M, (R) | AH € A,,(R)}.

e Comme A est symétrique, pour H € M, (R), on a dj, ®(H) = HTA + AH = (AH)T + AH est symétrique.

Réciproquement, si M est symétrique, comme A est inversible, on peut poser la matrice H = %A‘l M et on

;
a dp, ®(H) = (AH)T + AH = MT + % =M donc Im (d, ®) = Sn(R).

d. L’application f : M — AM est un automorphisme de M, (R) car A est inversible (f~! : M — A~'M).
Comme S, (R) et An(R) sont supplémentaires dans M, (R), leurs images réciproques par f le sont aussi.
D’apres la question précédente, on a Ker(dr, @) = {H € Mn(R)|AH € An(R)} = (A, (R)) et aussi
F={M € My(R)|AM € S (R)} = f~1(Sy(R)). Ainsi, F = {M € Mn(R) | AM € S,(R)} et Ker(d,, @)
sont supplémentaires dans My (R).

e. La fonction det est polynomiale donc continue sur M, (R), et R* est un ouvert de R. On sait d’apres le
cours qu’alors det™' (R*) est un ouvert de M, (R). Or GL,(R) = det™'(R*) et I,, € GL,(R) donc il existe

par définition une boule ouverte U = B(I,,,r) centrée en I,, et de rayon v > 0 telle que U C GL,(R).



25.13] a. Le carré C = [0; 1] est composé de trois morceaux : C1 = {(x,y) € C | x <y}, C2 = {(x,y) € C | x > y}

et C3 = {(x,y) € C | x = y}. C3 est la diagonale du carré C et constitue la frontiére commune entre les

adhérences des triangles Cy et C2. Comme K est polynomiale sur Cy et Cy, elle y est continue. Par contre, la
définition de K en les points de C3, K(x,x) = x(1 —x), ne permet pas de conclure directement a la continuité
de K car il y a des expressions différentes de K(x,y) dans C; et Cj.
Soit (xp,x%0) € C3 et (x,y) € C. On va majorer |K(x,y) — K(xo,yo)| selon (x,y).
e si(x,y) € Cz,onay =xet|K(x,y)—K(x0,y0)| = |x(T—x)—x0(1—x0)| = [x—x0]-|T—(x+x0)| < [x—x0|
car x +xo € [0;2] donc [K(x,y) — K(x0,yo)| < [x = xo| < |[(x,y) = (x0,%0)[lo-
esi(x,y) € Cr,onay >xet [K(x,y)=K(xo,yo)| = [x(T—y) =xo(1=x0)| = [x—x0—(x—x0)y+xo(xo—y)|
donc [K(x,y) — K(x0,yo)| < |x = xo] + ylx = xo| +xo0ly —xo0[ < 3[|(,y) = (x05%0)[oo-
esi(x,y) € Cz,onay < xet [K(x,y)—K(xo,yo)| = [y(1—x)—x0(1—x0)| = [y —x0—(y—x0)x+x0(xo —x)|
donc [K(x,y) = K(x0,y0)| < [y —xo| +x[x = xo[ +x0[x = x0[ < 3[[(x,y) = (x0,%0)[|oc-

Ainsi, Ve > 0, Y(x,y) € C, ||(x,y) — (x0,%0)]|0o < § = |K(x,y) — K(x0,%0)| < ¢ et la fonction f est continue

en (xo,%0) donc en tout point de C3. D’apres ce qui précede, K est continue sur le carré C = C; U C2 U Cs.
b. La surface S est définie localement autour du point Mo = (x0,Yo,z0 = K(x0,Yo0)), comme (x0,yo) € Cr,
par la relation S : z —x(1 —y) =z — K(x,y) = f(x,y,z) = 0. Comme f est de classe C' car polynomiale et
que, en ce point My de S on a mf(xo,yo,zo) = (=1 +41yo,x0,1) # (0,0,0), le point Mg est régulier dans S
et une équation du plan tangent P en Mo & S est donnée par P : (yo—1)(x —x0) +x0(y —yo) +(z—20) =0
qu’on peut simplifier, puisque zo = x0(1 —yo) = x0 — xoyo, en P : (yo — 1)x + xoy + z = xpyo. Un vecteur

non nul normal & P est d’apres le cours le vecteur gradient grad f(xo,yo,2z0) = (=14 yo, %0, 1)-

25.14) a. Pour n € N, f, : t — t"e~ ' est continue sur Ry et fy(t) = o(et'/2) = o(g—z) par croissances
o0 o0

comparées donc Ty, est intégrable sur R} par comparaison aux intégrales de RIEMANN et I,, existe.

+oo 2 . L . .
b. Dans Ihyo = fo t™*T(te7t")dt, on effectue une intégration par parties en posant u : t — t"*1 et

_ 42
vt =&

qui sont de classe C' sur Ry avec lim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées. Ainsi,
t—+oo

N e R N i |
Inyz =0+ ™3 j; tremtar = M,

S

L, _¢2 too 2 too 42 .
c. Par parité de t — e™ ', on a f e tVdt =2 fo e vdt = y/m donc Iy = Classiquement, on
— 00

2

obtient I, = zjjzihpfz - zjjzé % ijszprél S (2p—1) x (Zzp— 3) x - %1 Io qu'on transforme
(2p)2p —1)(2p —2)(2p —3)--- .21 (2p)!

on f2p (2p)(2p —2)---.2x 2P 0 22P+‘p!ﬁ

400 2 —t?qtoe 2p)x (2p—2) x -+ x 2 !
C I = t_tdt:{—e } =1 P P L=k
omme Iy fo e 7 1, 2 % 1=
d. Pour (x,y) € R?, par linéarité de l'intégrale, comme tout converge et que I'intégrale des fonctions impaires

+
sur R est nulle, on a /7tF(x,y) = f (t* = 2(x +y)t> + 2xyt? + (x +y)*t? — 2xy(x +y)t + xzyz)e_tZ dt

oo
[e )

de méme, pt1 =

puis /7F(x,y) = 2I4 +2(2xy + (x + y)?)2 + 2x%y?ly = %ﬁ + (2xy + (x + 9)2)§ + x?y?\/% et enfin



2
X,y 3 + 2y + (x+y)° + x?y2. Comme F est polynomiale, elle est de classe C* sur R? car toutes ses
2
dérivées partlelles a tout ordre sont encore polynomiales.

e. Comme %(x,y) =2xy? +2y+xet %(x)y) = 2yx? + 2x +y, (x,y) est un point critique pour F si et

seulement si 2xy? + 2y + x = 2yx? + 2x +y = 0. Ceci équivaut, en faisant la somme et la différence de ces
deux relations, & (2xy +3)(x +y) = (2xy + 1)(x —y) = 0.

® 2xy + 3 = 2xy + 1 = 0 est impossible.

ex+y=x—y=0revient ax =y =0.

® 2xy +3 =x —y = 0 conduit & 2x? + 3 = 0 ce qui est impossible car x € R.

e 2xy +1=x+1y =0 conduit & 2x*> =1 ety:fxdoncx::l:\%.

On a exactement trois points critiques pour F : My = (0,0), M = (L —1—) et M3 = ( ) Les
T vV2' V2 \f V2

2°F
oxdy

1 2 N
) 1) et son polyndéme

caractéristique vaut xq = X? — 2X — 3 qui admet deux racines de signes opposés car det(H) = —3. Ainsi,

2
2 F( Jy) =2x2 +1et
Y

Au voisinage de My = (0,0) : la hessienne de F en (0,0) vaut H = H¢(0,0) = (

dérivées partielles secondes de F sont ng( xy) = 2y% + 1, (x,y) =4xy + 2.

2
(0,0) est un point selle pour F. On pouvait le voir en considérant F(x,0) = % + % > % = F(0,0) et

F(x, —x) = % —x% +x* donc F(x, —x) — F(0,0) N —x? < 0 donc est localement négatif au voisinage de 0 ce qui
montre que F(x, —x) < F(0,0) si x est assez petit.

2 0
0 2

Au voisinage de My : la hessienne de F en M, vaut H' = H¢(My) = ( > = 21, qui est clairement définie

positive donc F admet en M, un minimum local.

2 0
0 2
minimum local pour F en M3. On pouvait le voir en constatant que F(—x, —y) = F(x,y) donc la surface

= 2I, et on a encore un

Au voisinage de M3 : la hessienne de F en M3 vaut H' = H¢(M3) = <

d’équation z = F(x,y) est invariante par la rotation d’angle 7 autour de la droite d’équation x =y = 0 (axe

vertical). Comme M3 est I'image de M, par cette rotation, ce qui se passe au voisinage de My se passe aussi

au voisinage de M3. On a d’ailleurs F(M3) = F(M3) = —|— 1-1

4 2

2 2
B

donc VY(x,y) € R?, F(x,y) > F(M3) = F(M3) donc F admet en M, et M3 un minimum absolu.



