TD 26 : FONCTIONS VECTORIELLES

PSI 1 2023-2024 jeudi 28 mars 2024
a. f est dérivable sur ]0; +o0[ par opérations et Vx €]0; +oof, f'(x) = % Ainsi, f est strictement
X

croissante sur ]0;e] et strictement décroissante sur [e; +oo[ donc I\%ax(f) = f(e) = 1 Le graphe de f admet
. e
vi

une asymptote " verticale” d’équation x = 0 en 07 et une asymptote ”horizontale” d’équationy = 0 en +oo. f
est négative sur |0; 1] et strictement positive sur |1; +oo[. Ainsi, f réalise une bijection strictement croissante
entre |1; e[ et }O; 1 [ et une bijection strictement décroissante entre ]e; +oo[ et }0; 1 {
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b. Analyse : supposons que (a,b) € (N*)? vérifie a < b et a® = b9, alors bIn(a ) aln(b ) donc f(a) = f(b).

Ceci impose, d’aprées 1’étude précédente, que a €]1;e[, b €]e; +oo] avec f(a) = f(b) € }O [ Le seul entier
dans ]1; e[ étant 2, on a donc a = 2. Comme f réalise une bijection entre Je; +o00[ et }O {, il existe un seul

2

réel x €le; +oo[ tel que f(x) = f(2). Comme f(4) = ln£4) = 1n(42 ) _ 212(2) = an(Z) =f(2),onax="b=4.

Synthese : bien sir (2,4) € (N*)?, 2 < 4 et 2* = 4% = 16.

Ainsi, le seul couple vérifiant (a,b) € (N*)? tel que a < b et a® = b% est (a,b) = (2,4).

‘ 5 _ faX=b)X=¢) , fBX=c)X=a)  f(cJ(X=a)(X=b)

a. Posons le polynéme de LAGRANGE P = (a—b)(a—0) + (o —c)(b—a) + c—ac—D)

On vérifie bien que P € R3[X] et que P(a) = f(a), P(b) = f(b) et P(c) = f(c). Soit Q € Ry[X] tel que

Q(a) =f(a), Q(b) =f(b) et Q(c) = f(c), alors (P — Q)(a) = (P — Q)(b) = (P — Q)(c) = 0 donc le polynéme

P — Q € Ry[X] a trois racines distinctes (par hypothése) donc il est nul et on en déduit que P = Q. On a

bien prouvé l'existence et 'unicité P € Ry [X] tel que P(a) = f(a), P(b) = f(b) et P(c) = f(c), il s’agit de
fla)X=b)(X—c)  fO)X=c)(X—a)  flc)X—a)(X—b)
P = + + .
(a—b)la—¢) (b—c)(b—a) (c—a)(c—0)
b. On définit g : R — R par ¥x € R, g(x) = f(x) —P(x). La fonction g est de classe C2 sur R par opérations
et, d’aprés la question précédente, on a g(a) = g(b) = g(c) = 0. En supposant a < b < ¢ (les six cas sont

similaires), on peut appliquer le théoréme de ROLLE & g sur [a;b] et sur [b;c] et il existe donc deux réels
o €]a; bl et B €]b;c[ tels que g’'(«) = g’(B). Comme o < b < B, on peut & nouveau appliquer le théoreme de
ROLLE 4 la fonction g’ de classe C! sur R pour avoir d €]e; B tel que g”(d) = 0. Ainsi, avec 'expression

(IR ) N O

vue en a., cela donne bien g”(d) =0 = "(d) _2(((1713)((1—(:) ERCE R D

a. Les points réguliers M(t) = (x(t),y(t),z(t)) de T sont ceux ou (x'(t),y’(t),z'(t)) # (0,0,0). Or, on a
X' (t) = cos(t) + cos?(t) — sin?(t) = cos(t) + cos(2t) ; y'(t) = — sin(t) — 2sin(t) cos(t) ; 2/(t) = 2 cos (%)

Ainsi, x'(t) = 2cos < ) cos (32‘:)7 y'(t) = —2cos (;) sin (3’;) et z/(t) = 2 cos (2) On peut donc factoriser

x'(t),y'(t), 2 (t)) = (;) (cos (32t) —sin (3’2t) 1). Or le vecteur (cos (32t> —sin (32t),1> ne peut

pas s’annuler donc les points réguliers de I' sont ceux qui vérifient cos ( ) # 0 équivalent & t Z 7 [27].

t
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On pouvait aussi dire que (x(t),y’(t),2/(t)) = (0,0,0) <= x'(t)? +y’(t)2 +2'(t)? = 0 or, par un calcul direct,
X' (1)% +y'(t)? + 2/(t)? = 2(cos(t) cos(2t) + sin(t) sin(2t)) + 2 + 4 cos? (%) = 8cos? (%)



Sit # n[2n], la tangente & I' en M(t) a pour vecteur directeur v(t) = (cos (3’;) —sin (%), 1) donc est

paramétrée par x = x(t) + Acos (32t) y=1y(t) — Asin (32t) z=1z(t) + A (avec A € R).
b. L’axe (Oz) et la tangente I' en M(t) ont pour vecteurs directeurs respectifs e3 et v(t) donc l'angle

0 € [—m; 7| (non orienté) cherché vérifie cos(0) = (esp(t) 1_ donc 0 = Arccos(cos(0)) = Z.

llesl[ VO — V2 4
c. L’'image de R par la fonction t — z(t) = 4sin (%) est l'intervalle [—4;4]. L’image de I' par la projection
orthogonale sur (xOy) est une cardioide puisque T = \/x2 +y2 = T+cos(t) et x = r(t) sin(t), y = r(t) cos(t).
d. Comme t — M(t) est 4n-périodique, que M(—t) = (x(—t),y(—t),z(—1t)) = (—x(t),y(t), —z(t)) est I'image
de M(t) par le demi-tour d’axe (Oy), que M(2n—t) = (x(2n—t),y(2n —t),z(2n—t)) = (—x(t),y(t), z(t)) est
limage de M(t ) par la réflexion de plan (yOz), qu'un demi-tour et une réflexion sont 2 isométries de I’espace,
L—f VX (t) 2472 Zdt—2f VX (t) 2472 2dt—4f VX () )2+ 2/(t)%dt

est la longueur de la courbe I'. Ainsi, L = 8v2 fo cos (E)dt = 8\/2[2 sin (E)} . =16v2 ~ 22,63.

a. Initialisation : comme n+1 > 1, f est de classe C' sur I donc f(x )+ f '(t
P (k)
Hérédité : soitp € [0;n—1] tel queVx € I, f(x) = > f k'(a) (x—a)k—i—l' fx f(P+1) (1) (x—t)Pdt. Soitx € I, on
k=0 . P a
(x— 7t i) N
pose u(t) = o et v(t) = fIPT1)(t) de sorte que u et v sont de classe C' sur [a;x] car p+1 < n et que
P
p_ (k) _ _ )Pt
W) = (- ), diot 1) = 33 @ gy y 1 OP pmy ] + 5 [T =97 4
= K p! p+1 p+1
p+1 f(k)(a) 1
par intégration par parties. Ceci s’écrit aussi f(x) = Z ——(x—a)k+ f f(PH2) (1) (x — t)PH1at.
—0 k' (p + 1)' a
.. , L f(k)( ) _ k ] n-H) _
Par principe de récurrence, on a donc Vx € I, f(x) = Y. (x—a) f (x—t)"d
k=0
n 19 (q) : e : .
b. Comme f(x) — > o (x —a)f = = f — )M+ (t)dt, par inégalité triangulaire, on obtient
k=0 : n:

[ tmar| = 1 oo = o
a (TL—I—])!

car |x —t|™ garde un signe constant sur U'intervalle [a;x] (traiter les cas n pair ou impair et x > a et x < a).

no (k) (g fFn+1) o X f(n+1) o
() 35 D ] < Il [ g L

1 2
c. Pour h > 0 et x € R, on obtient |f(x+h) —f(x) —hf'(x)| < [ ||3° (LI appliquant I'inégalité précédente

a Pordre n = 1 entre x + h et x. Comme |hf'(x)| = |hf'(x) — f(x + h) + f(x) + f(x + h) — f(x)], par inégalité
Hf”Hoo Ihz
2

triangulaire, on a |hf'(x)| < |hf'(x) — f(x + h) + f(x)| + |f(x + h)| + |f(x)| < + 2||f]|00,1 donc

11
O

+ 2Hf|L°°’I. Par conséquent f' est bornée sur I.

f// h f
I IIZOO,I 4ol \Loo»l donc [[f/[]oe,1 < Infg.

+

d. Soit x € R et h > 0, on vient de voir que ||f'||oo,1 < @(h) =

o si [|f||oc =0, alors f =0 donc f =0 et ||f'||o = 0.
o si ||f’]| = 0, alors f” = 0 donc f est affine et pour que f soit bornée sur R, il est nécessaire que f

soit constante donc que f' =0 et on a encore ||f'||s = 0.

o si|[fllc = Mo > 0 et [[f’||loc = M2 > 0, comme ¢'(h) = M, _ zh—zo, on en déduit que ¢ est

M2
2



minimale en hy = 2 % (faire le tableau de variations) et on a donc Iﬁ?f((p) = ¢(hp) = 2¢/MoM,.
\/ M L

T
Ainsi, [|f'][ee < 2vMoM2 = 24/][f][o0 "] oo-

On en déduit, et ceci dans tous les cas, que |[f||oo < 21/]f]co||[f’]|oo- Il nous manque un facteur v/2.

1" 2
Recommencgons | Pour x € R et h > 0, on a toujours l'inégalité |f(x + h) — f(x) — hf'(x)| < w

//||Ooh2

et aussi [f(x — h) — f(x) + hf'(x)] < [ 5 a Pordre n = 1 entre x — h et x. Ainsi, on peut composer

|2hf'(x)] = |(hf'(x) — f(x + h) + f(x)) + (hf'(x) + f(); —h) —f(x)) + f(x + h) — f(x —| ‘h) |||puis, p|a|mr| |inégalité
f'lch | |If
— (o] _|_ (o] .
2 h

/!
triangulaire encore : |nf/(x)] = 1207 (x)] < w +1f]]oe done [#(x)] < w(h)
o si [|f||oc =0, alors f =0 done ' =0 et ||f'||oo = 0.
o si ||f’|| = 0, alors f” = 0 donc f est affine et pour que f soit bornée sur R, il est nécessaire que f

soit constante donc que f' =0 et on a encore ||f'||s = 0.

o 51 ||f]loc = Mo > 0 et ||[f’||cc = M2 > 0, comme ' (h) = % - %, on en déduit que P est minimale
en hy = % (faire le tableau de variations) et on a donc Iﬁl*f(ll’) = P(h1) = v2ZMoM;. Ainsi,
+

[1f']]oe < V2ZMoMz = /2][f]]oo "] -
Dans tous les cas, on a bien cette fois-ci la majoration ||f'||cc < v/2||f||oo||[f"]]co-
Le domaine de définition est D¢ =] — 2; 0[U]0; +o00[ (intersection des domaines de x et y). Les fonctions x et

y sont dérivables sur Dy et on a x'(t) = —— + 1 72), "t)y=1- 1—2 = w Ainsi,

t42 t%(t +2) t t

x est croissante sur | — 2;1] et sur [2; 400 et décroissante sur [—1;0[ et ]0;2] alors que y est croissante sur

] —2;—1] et [2; +00[ et décroissante sur [—1;0[ et sur |0;1]. On a une tangente verticale pour t = 2 au point

(% +1n(4), %) et une tangente horizontale pour t = 1 au point (1+1n(3),2). Le point (—1, —2) obtenu pour

. . . - 2 1 2\ @ 6 2 6
t = —1 est un point stationnaire et f (t) = (— - —), f (t) = (— =+ ——= _7) donc
p (t) 3 (t+2)2’t3 (1) & (t+2)3’ 4
Tw(—l) = (—3,-2) # (0,0) donc p =2 et ?m(—l) = (—4, —6) non colinéaire au précédent donc q = 3. On
a donc en (—1,—2) pour t = —1 un point de rebroussement de premiére espece.
De plus, lim}+ x(t) = 400 alors que y(—2) = 7% donc la droite y = f% est asymptote verticale & la courbe.
t—s—
Comme lim x(t) = lim y(t) = —oo, que lim u(t) _ 1 et que lim y(t) — x(t) = —1n(2), la droite
t—0~ t—0— t—0— X(t) t—0—

y = x — In(2) est asymptote oblique & la courbe quand t — 0~. Méme chose lorsque t — 0*. Enfin,

tEToo x(t) = tETwy(t) = +00 mais tE-Too % = 400 : branche parabolique de direction (Oy) si t — +o0.

La fonction f = (x,y) est de classe C* sur R & valeurs dans R?, 27m-périodique donc on peut n’étudier
que pour t € [—m; 7] pour avoir la trajectoire entiere. Le point f(—t) = (x(t), —y(t)) se déduit du point
f(t) par une symétrie orthogonale par rapport a I’axe (Oy) donc on peut n’étudier que sur [0;7r]. Le point
f(m—1t) = (—x(t),y(t)) se déduit du point f(t) par une symétrie orthogonale par rapport a ’axe (Ox) donc

on peut n’étudier que sur [0; %} pour avoir toute la courbe.

Par symétrie, la longueur L de cette courbe est quatre fois celle de la courbe pour t € [O; g] Ainsi, comme



X' (t) = —3sin(t) cos?(t) et y/(t) = 3cos(t) sin®(t), on a L =4 f (t)|]at donc :

/2
L=4 fon V9 sin?(t) cos?(t) + 9 cos2(t) sin?(t)dt = 6 f (2sin(t) cos(t))dt = 6[sin2(t)]g/2 = 6.

Comme f'(t) = (=3 sin(t) cos?(t),3 cos(t) sin?(t )) et que M € Ty <= (W,?

(
x—x(t) X(t)
y(t) y'(v)
3cos(t) sin?(t)(x — cos3(t)) + 3sm( )cos?(t)(y — sin®(t)) = 0 ce qui se réduit par calculs trigonométriques

en (T¢) : xsin(t) +ycos(t) = sin(t) cos(t).

(t)) est une famille liée, on

a donc M = (x,y) € Ty < = 0 donc une équation cartésienne de la droite de T, est

Ainsi, A = (0,sin(t)) et B = (cos(t),0) ce qui fait que AB = \/cos2(t) + sin?(t) = 1 est constant.

a. D’abord, puisque I’équation est linéaire, on vérifie que I’application vy est bien linéaire. En effet, soit

(Y1,Y2) € (R™)? et A € R, alors en notant X; et Xz les solutions respectives des deux problémes de CAUCHY
(X4 (t) = A(1)X7 (t) avec X7(0) = Y1) et (X5(t) = A(t)X2(t) avec X2(0) = Y2), alors Xq + AX2 est de classe C!

par combinaison linéaire et on a

(X1 +2AX2)"(t) = Xj (1) + AX5(t) = A(t)X1 (1) + AA(£)X2(t) = A(t) (X1 (t) + AXa(t))
avec (X1 4+ AX2)(0) = X1(0) +AX2(0) = Y7 + AYa.
Ainsi, par définition, v¢ (Y7 +AY2) = (X3 +AX2)(t) = X1 (t) + AX2(t) =v¢(Y1) + Ave(Y2) comme attendu.
Sit > 0, par définition X(t) = v¢(Y) = v¢(X(0)) (en vecteurs de R™). Ainsi, comme R(t) est la matrice de
v¢ dans la base canonique et que la colonne X(0) représente les coordonnées du vecteur X(0) dans la base
canonique, on a X(t) = R(t)X(0). (en vecteurs de My 1(R)).
b. Pour t =0, on a vo(Y) = X(0) = Y par construction donc vy est l'identité de R™ d’ott R(0) = I.
En prenant X(0) = Y = Ej pour j € [1;n], la solution C; associée a ce choix de position initiale donne
I'équation Cj(t) = R(t)E; qui est la j-ieme colonne de R(t). Comme Cj est de classe C' sur Ry d’apres
CAUCHY-LIPSCHITZ, la fonction matricielle R est elle aussi de classe C' sur R,. Pour Y € R™ quelconque,
avec X(0) =Y, on dérive la relation Vt > 0, X(t) = R(t)X(0), d’ott X'(t) = R'(t)Y = A(t)X(t) = A(t)R(1)Y.
Comme cette relation est vraie quel que soit le vecteur Y € R™ choisi, en prenant successivement les vecteurs

E; de la base canonique, on obtient comme attendu Vt > 0, R'(t) = A(t)R(t).

c. Suivons ’énoncé en écrivant W(t) = det(L1(t),...,Ln(t)) (notation). Les lignes (composées des cases) L;

sont de classe C! d’apres la question précédente. On dérive W(t) = det(R(t)) avec la formule du cours,

W (t) =

det(L1 (t)’ -y L (t)» Lé(t)» Lit1 (t))» ) Ln(t))

o8

1

1
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en adaptant 'expression quand i = 1 ou i = n. Or R'(t) = A(t)R(t) ce qui donne L}(t) aij(t)L;(t)

donc, par multilinéarité et alternance du déterminant, on obtient

det(L1 (t)» -y L (t)’ L:L(t)v Lit1 (t))’ T Ln(t)) = det(L1 (t)» oy L (t)’ f:] aij (t)Lj (t)) ) Ln(t))
j=

= Z] ai,j (t)dEt(L1 (t)v <, Lio (t)? L (t)? M Ln(t))
j=
= aii(t)det(Lq(t), -, Li—1(t),Li(t), - -, Ln(t))



car seul le terme j = 1 apporte une contribution éventuellement non nulle.

n n

Ainsi, W(t) = 3 ap(t)det(Ly(t), - Loy (£), L(t), -, Ln (1)) = ( > ai,i(t))w(t) = Tr (A())W(1).
i=1 i=1

En notant H la primitive de t — Tr (A(t)) sur Ry qui s’annule en 0, 1’équation différentielle ci-dessus se

résout, comme W(0) = det(I,) = 1, en Vt > 0, W(t) = e"®) £ 0 donc R(t) est bien inversible.

d. Soit Y € R™ et X la solution de (E) telle que X(0) = Y. Soit aussi X7 la solution de (E) telle que
X1(0) = X(1) et Xz : t = X(t +1). Les deux fonctions X; et X, sont de classe C' sur R, vérifient
X1(0) = X(1) = X(0+ 1) = X2(0). Puisque la fonction A est 1-périodique, X, est aussi solution de (E) car
vt >0, X5t) =X (t+1) = A+ DX(t+1) = A(t)X2(t). Ainsi, Xj et Xz sont des solutions du méme
probléeme de CAUCHY, ce qui nous permet de conclure que X; = X3.

Par conséquent, Vt > 0, X;(t) = R(t)X7(0) = R(t)X(1) = R(®)R(1)Y = R(t +1)Y = R(t + 1)X2(0) = X2(t).
Comme R(t)R(1)Y = R(t + 1)Y pour tout vecteur Y € R™, on a bien R(t)R(1) = R(t + 1).

e. o Supposons que 1 € Sp(R(1)), alors il existe un vecteur Y # 0 tel que R(1)Y = Y. Soit X la solution de (E)
telle que X(0) =Y. D’apreés a. et d., pour t > 0, on a X(t+1) =R(t+1)Y =R(t)R(1)Y = R(t)Y = X(t) donc
X est effectivement 1-périodique, de classe C' ar solution de (E) et non identiquement nulle car X(0) =Y # 0.
e Soit X une solution de (E) non identiquement nulle, de classe C' et 1-périodique, posons Y = X(0). Si on
avait Y = 0, alors Vt > 0, X(t) = R(t)Y = 0 et X serait nulle : NON ! Ainsi Y # 0. Comme X est 1-périodique,
on a X(1) = R(1)X(0) = X(0) d’apres a. donc R(1)Y =Y et 1 est bien une valeur propre de R(1) car Y # 0.

Par double implication, on a bien 1’équivalence de ’énoncé.

f. Soit t > 0, par définition Q(t + 1) = R(t + 1)PA(t + 1)P~". Or, d’aprés la question d. et 1’énoncé, on

A R(t+ 1) = R()R(1) = R()PDP~" et A(t + 1) = diag(}\gﬁ,...,)\gﬁ) = D"A(t) par les propriétés de
1 n

'exponentielle. Comme DP~'PD~! =1, on a Q(t + 1) = R(t)PDP~'PDTA(t)P~" = R(t)PA(t)P~' = Q(t)

donc Q est bien 1-périodique.

g. On constate d’abord que Z est bien définie car Q est bien inversible puisque A ’est clairement et R d’apres
la question c.. De plus, ces fonctions matricielles étant de classe C', la fonction t — Q(t)~' I'est aussi (par
exemple avec l'expression de l'inverse avec comatrice et déterminant). Ainsi, Z est de classe C! sur R,.

On effectue d’abord quelques calculs. Il vient A’(t) = —DoA(t) car (A7") = —In(A1)A7". De plus, il vient

Q'(t) = R'(t)PA(t)P " +R(t)PA ()P~ = A(t)R(t)PA(t)P~' —R(t)PDoA(t)P~" = A(t)Q(t) —R(t)PDoA(t)P~".
e Supposons maintenant que X'(t) = A(t)X(t), c’est-a-dire que X est solution de (E). Les calculs sont
similaires mais allons-y | Comme X(t) = Q(t)Z(t), on a X'(t) = A()X(t) = Q'()Z(t) + Q(t)Z'(t) ce qui
donne, avec les calculs précédents :

A(L)X(t) = [A(1)Q(t) — R(t)PDoA(t)P*‘}Z(t) +Q(t)Z'(t).
Or A(t)Q(t)Z(t) = A(t)X(t), donc apres simplification, il reste

Q(t)Z'(t) = R(t)PDoA(t)P~ ' Z(1).

Mais comme Q(t)~" = P(A(t))~"P~(R(t))~", on obtient finalement, puisque P~'(R(t))"'R(t)P = I,

Z'(t) = P(A(t)) TP (R(1)) T 'R()PDoA(t)P ' Z(t) = P(A(t)) " "DoA(t)P ' Z(t) = B(t)Z(t).



e Réciproquement, supposons que Z'(t) = B(t)Z(t), alors, comme X(t) = Q(t)Z(t), on a
X'(t) = QVzZ(t) +Q1)Z'(t)

= [AQW) — ROPDAMPT|Z(1) + QUB(HZ(1)

= A()X(t) + [Q(t)B(t) — R(t)PDoA(t)P~ '] Z(t).
Or Q(t)B(t) — R(t)PDoA(t)P~! = R(t)P[A(t)P~'P(A(t)) " "DoA(t)P~! — DoA(t)P~'] = 0 apres simplification
ce qui montre bien qu’on a X'(t) = A(t)X(t), X est solution de (E) comme attendu.
Par double implication, on a : X est solution de (E) <= Z'(t) = B(t)Z(t).

a. La fonction f: R — (x(t),y(t)) est de classe C! sur R car les fonctions x et y sont de classe C! sur R et

vt € R, x'(t) = —3sin(t) cos?(t) et y'(t) = 3cos(t) sin?(t). La longueur de I'arc entre M(O) (1,0) = (0)

et M = f(t) est, d’apres le cours, comme sin et cos sont positives sur { ; ] L= f || u)||du qui donne,
t in?
L= f \/9 sin? ) cos*(u) 4+ 9 cos?(u) sin4(u)du = % fo (2sin(u) cos(u))dt = %[sinz(u)}(t) = 35%(’[)

b. Pour n € N*, notons g =0 < o1 <+ < &n_1 < Xn = % les angles tels que Vk € [[0;n], My = f(ax).

[0 4
Comme & la question précédente, la longueur de ’arc entre My et M1 vaut Ly = f o ||?(u)||du donc
Xk

fsin? (u)] S+t = 3(sin® (s = sin(en)

Ly = 7 . Puisque la longueur totale vaut L = % (en prenant t = %

N\w

.2 2
1], Ly = 3 _ 3(sin”(oer1) — sin ((xk)), c’est-a-dire qu’on a la
2n 2
k

relation sin? (1) — sin?(oy) = L. Ceci revient & écrire que Vk € [0;n], sin?(a) = < puis, comme sin
n n

dans a.), ’énoncé impose que Yk € [[0;n

est injective et positive sur [O; g}, que Vk € [0;n], o = Arcsin <\/?>
n

Le réel u, représente la moyenne arithmétique des distances des points My a lorigine et puisque l'on a

OMy = v/cos® (k) + sin®(ou) = \/(l N E)g + (E)g vaut un = n—|—1 kz \/ %)3

c. Par définition, u,, = +1 Z f( ) avec la fonction f : [0;1] — R définie par f(x) = /(1 —x)3 + %3
k=0

qui est continue sur le segment [O 1]. On sait d’apres le cours sur les sommes de RIEMANN qu’alors on a

1
lim un:€:f dX—f (1—x)3+x dx*jv V3x?2 —3x + 1dx = 0 %\/1+(\/§(2x71))2dx

n—-+oo

aprés mise sous forme canonique. On pose t = v/3(2x — 1) ou x = %(1 + %) = @(t) avec ¢ de classe
1 . 1 V3 .2 . , , .
sur le segment [—+/3;+/3] pour avoir ¢ = 3 f 3 V1 + t2dt. Par parité de I'intégrande, on en déduit

V3
que ¢ = 2\1—[ f V1 +t2dt. On pose maintenant t = sh (u) = P(u) avec ¢ de classe C' sur [0;«] avec

sh («) = /3 pour avoir { = \[f \/14sh?(u) ch(u du*z\[f ch? *41?]0“(1+ch(2u))du

sh (2u) h( Jeh () _ o + V3V + (V32 =241 Pour trouver a,

4\/§[u+ 2 }o Wit oo i 3 w32

e* —e™®

2

Ainsi, ¢ =

= \/g qui donne x2 — 2\/§ x — 1 = 0 ou encore,

(2+\f) 1

comme x > 0, x =2 ++/3. Alors, on a « = In(2 ++/3) donc lim wu, = ~ ~0,69.

n—-+oo 4\[ 2

on résout, en posant x = e*, I’équation sh («) =



