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ORAUX 2024 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

X PSI 2023 Raphaél Déniel IT

Soit une fonction f: R — R paire et de classe C*.

Montrer qu’il existe une fonction g : Ry — R de classe C? telle que Vx € R, g(x?) = f(x).

ENS Cachan PSI 2023 Mathys Bureau

On se donne un réel p > 1. Si p > 1, on lui associe q € R tel que lJrﬁ:].
p

+oo
Soit f: Ry — R une fonction positive et continue telle que fo (f(t))Pe'dt converge.

+oo
En cas de convergence, pour tout entier n € N* on pose u,, = fo tTf(t)dt.

a. Soit t €]0;1[, (u,v) € (Ry)?, montrer que utv!~* < tu + (1 — t)v. Indication : on pourra utiliser une

convexité ou montrer que Vu € Ry, Vt €]0; 1], ut <tu+ (1 —1t).

_ . A 1 A 1 A
b. Soit A € R4, g,h: [0;A] — R continues. Montrer que f [g(t)h(t)|dt < + fo |g(t)\pdt—|—a fo [h(t)|9dt
P

0
sip > 1. Bn déduire que [ Jg(un(v]ar< ([ |g(t)|p)1/p < ([0 \h(t)m)”q.

c. Si p > 1, montrer que u,, est bien défini pour tout n € N* et qu’il existe une constante K € R telle que

n
vne N, u, < K(%) ((nq)))'/9. En déduire que la série > |Jun|~"/™ diverge.
n>1

d. Sip =1, montrer que > |un|™"/™ diverge.
n>1

ENS Cachan PSI 2023 Alban Dujardin 11

+ 2 + 2
Soit a > 0 et, en cas de convergence, I(a) = fo = exp (f t2 — %)dt et J(a) = fo ~ t% exp (7 t2 — (tl—z)dt.

“+o0
On rappelle la valeur de 'intégrale de GAUSS : fo e tdt = @

a. Montrer Pexistence de I(a) et J(a).

b. Montrer que I(a) = J(a).
c. Montrer que I(a) = 6722(1 f+oo (1 + t%) exp ( — (t - 9>2> dt.

d. En déduire que 1(a) = @e’za.




@ Centrale Mathsl PSI 2023 Elae Terrien

1 X
a. Pour tout réel x €] — 1; +o0[, montrer la convergence de fo %(?dt

] X
On définit H :] — 1;+00[— R par H(x) = fo %

b. Montrer que H est décroissante sur | — 1; +00[.

[¢]

. Montrer que lim H(x) = 0.
X—>400
d. Donner un équivalent simple de H(x) quand x tend vers —17. Indication : considérer H(x) — H(x + 1).
e. Donner un équivalent simple de H(x) quand x tend vers +o0. Indication : considérer H(x) — H(x + 1).
Mines PSI 2023 Maddie Bisch I

+0 sin(t
a. Montrer que fo wdt converge.

b. Montrer que t — % n’est pas intégrable sur R7 .

+ i + -2
c. Montrer que fo = wdt = j; > %dt.

@ Mines PST 2023 Marius Desvalois 11
1T N2 1 1
a. Soit f: [0;1] — R, continue. Montrer que (fo f3> < fo 2 x fo f. Cas d’égalité ?
1 1 \2
b. Soit f: [0;1] — R de classe C' telle que £(0) = 0 et ¥x € [0;1], f'(x) € [0;1]. Montrer fo 2 < (fo f) .

c. Quel est le cas d’égalité dans I'inégalité de la question précédente 7

Mines PSI 2023 Jonathan Filocco I1

00 \ — si
a. Montrer qu’il existe un unique A € R tel que f] )\%m(t)dt converge.

Soit T> 0 et f: R — R une fonction continue et T-périodique.

—+oo —_
b. Montrer qu’il existe un unique A € R tel que f1 %f(t)dt converge.

Mines PSI 2023 Clément Gallice I et Chloé Vagner I

Soit f : [a;b] — R continue et strictement positive.
a. Pour n € N*, montrer qu’il existe une unique subdivision (xg, -+, %n) du segment [a;b] qui vérifient les
.. Xk 1 b
s k€ [1; f(t)dt = 1 .
conditions Vk € [1;n], fo (Dar=1 fa f(t)dt

n
b. Montrer la convergence de (l > f(xk)) et calculer sa limite.



(9) Mines PSI 2023 Gabriel Hofman I

; +
On pose w = f% — % et, pour n € N* I, = fo oox“e“”‘dx.

+
a. Calculer I,;. En déduire une fonction g : Ry — C non nulle telle que ¥n € N, j;) = g(t)t™dat =o0.

b
b. Soit f : [a;b] — C continue (avec a < b réels) telle que ¥Yn € N, f f(t)t" = 0.
a

Montrer que f = 0. Indication : on admet que Ve > 0, 3P € C[X], Vt € [a;b], |f(t) — P(t)| < e.

b
Question subsidiaire : montrer que si f : [a;b] — R est continue et positive et que f f(t)dt = 0, alors f = 0.
a

Mines PSI 2023 Marie-Lys Ruzic I

ol ot
On pose, pour tout x > 0, f(x) = fo M

Trouver un équivalent simple de f(x) quand x tend vers +oo.

dt.

CCINP PSI 2023 Paul Bats 11

/2 /2
En cas de convergence, on pose I = fo In (sin(x))dx et J = fon In (sin(x) cos(x))dx.

a. Montrer que I existe.
b. Montrer que J = 2I.

c. Calculer 1.

CCINP PSI 2023 Pierre Dobeli I

“+o0 ent
Pour n € N, en cas de convergence, on pose I, = fo Wdt.
e

a. Montrer 'existence de I, pour tout entier n € N.

b. Montrer que, pour tout n > 1, on a I, = % + n771171_1.
n n

Pour tout entier n € N, on pose J, = nl,.
c. Trouver une relation entre J,, et Jn_1.

d. Calculer J;. En déduire que Vn > 1, 1, = %(1 — i)

e. Déterminer un équivalent de I, en +oc.

Mines-Télécom PSI 2023 Armand Dépée 11

1 _ n
Pour tout n € N, on pose u, = fo %dx.
X

. Montrer que u, est bien défini pour tout n € N.

a
b. Montrer que »_ uy diverge.

n=0
c. Calculer la limite de la suite (1un)nen-
d. Montrer que Vn € N, up41 = iziéun

o}

—+oo

. Montrer que u, ~ /T (question rajoutée).
\/n



ORAUX 2024 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

X PSI 2023 Raphal Déniel I

Soit n € N* et a € R, factoriser le polynéme P = (X 4+ a)™ — (X —a)™.

ENS Cachan PSI 2023 Alban Dujardin IIT

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1 et u € £(E) tel que u? = —id .
a. Donner un exemple de tel endomorphisme u si dim(E) = 2.
b. Montrer que u n’a aucune valeur propre réelle. Montrer que dim(E) = 2p est pair.

c. Montrer 'existence de (e7,---,ep) € EP telle que B = (e1,u(er), -, ep,u(ep)) est une base de E.

Mines PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier 1T
Soit n € N*, A € M,,(R) et C(A) ={B € M,(R) | AB=BA}.
a. Soit (i,j) € [1;n]? tel que i # j. Déterminer la dimension de C(A) si A = I, — Ei,i — Ejj + Eij + Eji.
b. Soit A = diag(a1, -+, an) avec ay, - - -, an, distincts. Déterminer la dimension de C(A).
Mines PST 2023 Maddie Bisch IT
Soit n € N*\ {1} et Py = (X — 1)™ — X™ + 1.
Déterminer les valeurs de n pour lesquelles P;, admet une racine double.
Mines PST 2023 Mathys Bureau 11
Pour un entier n > 2 et p € [0;n], on note FR le nombre de parties A & p éléments de [1;n] telles que I'on

ait la propriété suivante (C) : Vi€ [I;n —1],i € A oui+ 1€ A. Calculer Fh.

Mines PST 2023 Alban Dujardin IT

0 1 o --- 0

Soit ne N*et A= | : o 0 | EMug1(R). Soit D : Ry [X] = Ry [X] définie par D(P) = P’.
; .
0 «vv e e 0

a. Trouver toutes les matrices M € My 41(R) telles que AM = MA.
b. Trouver tous les sous-espaces de Ry, [X] qui sont stables par D.

c. Déterminer la dimension de I’ensemble des endomorphismes f de R, [X] tels que D o f = foD.

6



Mines PSI 2023 Jonathan Filocco I

a. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, A un sous-espace vectoriel de E* = £(E, R). On suppose

que ﬂ Ker(¢) = {Og }. Montrer que A = E*.
teA
b. Soit n € N* et (f1,---,fn) une famille de F(R, R). Montrer que (f1,---,fn) est libre si et seulement s’il

existe une famille (x1,--+,xn) € R™ telle que la matrice (i(x;)) € Mn(R) est inversible.

1<i,j<n

CCINP PSI 2023 Juan Dupierris II et Gabriel Hofman II

Soit E un espace de dimension finie et (p, q) € (£(E))? tel que p + q = id ¢ et rang (p) + rang (q) < dim(E).
a. Montrer que E = Im (p) ® Im (q).

b. Montrer que p et q sont des projecteurs.

Mines-Télécom PSI 2023 Olivier Farje I

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et f € £(E) tel que f*~1 # 0 et f™ = 0.
a. Montrer qu’il existe un vecteur a € E tel que B = (a, f(a), -+, '(a)) est une base de E.

b. L’application f est-elle bijective ?
Soit M € M3(R) telle que M? # 0 et M3 = 0.

0 0 0
c. Montrer que M est semblablea T=[1 0 0
0 1 0

d. Montrer que les matrices qui commutent avec M sont des polynémes en M.



ORAUX 2024 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

ENS Cachan PSI 2023 Raphagl Déniel

Soit (un)nen, (Vn)nen telles quil existe N € N tel que Vn = N, uy >0, v > 0.

VntiUn+1
Un

Pour tout entier n > N, on pose wy = v, —
a. On suppose que Jc € R, Vn > N, wy > cet que ) 1 converge, montrer que » . u, CONverge.
n>N Vn n>o0

b. On suppose que ¥n > N, w, <0 et que > 1 diverge, montrer que . u, diverge.
n>N Vn n>0

c. On suppose que 3¢ € R%, Vn > N, Intl <7 — 1+ €. montrer que Y. u, converge.
n n n>o0

d. On suppose que Vn > N, Untl >1-— l, montrer que Y uy diverge.
Un n n=0

e. Soit A € R, s>1etf: R— R bornée tels que ¥n > N, Zntl

] ,A+ f(s)
Un n

~~. Montrer que Y un
n n>0
converge si et seulement si A > 1.
TX3X---x(2n—1)

2X4 X X2n

f. Soit a > 0, montrer que > (

o
) converge.
n>l

Centrale Mathsl PSI 2023 Paul Bats

(x) = sin(x) + 1 .

On définit la fonction f: [ = } —- oz [ — R par f
272 cos(x)

a. Pour tout n € N, montrer qu’il existe un polynéme P, € N[X] tel que Vx € I, fW)(x) = %&(?);
cos X

b. Montrer que la série de TAYLOR de f converge sur I.

c. Montrer que f est développable en série entiere sur I.

Questions de cours :
e Donner le développement en série entiere de Arctan.
e Donner la formule de TAYLOR reste intégral.
e Soit f: R* — R de classe C' et g : t — f(cos(t), Arctan(t),2"). Calculer g'(t).

e Rappeler le théoreme des valeurs intermédiaires.



Centrale Mathsl PSI 2023 Maddie Bisch

. . . s 1

a. Existe-t-il une suite géométrique (gn)nen telle que gni1 — gn ol \/ﬁ ?

b. Existe-t-il (A, x) € R% x R tel qu'en posant v, = An%, on ait vpy1 —vn o 19
o0

B

Soit la suite (un)nen définie par uo =T et Vn € N, upiy =un + i

Vi

B B
Soit B > 0 et pour tout entier n € N, le réel p,, = (i) — ( 1 ) .
Un

Un41
+oo
c. Montrer que > pn est une série convergente & termes positifs telle que > pn =1.
n>0 n=0

d. Montrer que Vn € N*, \/n < un < 2n.

e. Déterminer les valeurs de B pour lesquelles Y pnun est convergente.
n>0

Centrale Maths1 PSIT 2023 Rebecca BIlé et Lilian Dupouy

_ n
Pour n € N*, on définit f,, : x — w
n” + [x|

a. Etudier la convergence simple de > fy.
n>1
n
b. Soit (an)nen une suite croissante positive, montrer que ¥n € N, 0 < (=1)™ Y (=1)kay < an.
k=0
c. Montrer la convergence uniforme de . fy.
n>1

Indication : poser N(x) = Inf ({n € N* | Vk > n, [fiq1(x)| < [f(x)[}).

Questions de cours : rappeler le théoreme des valeurs intermédiaires.

Centrale Maths1 PSIT 2023 Raphaél Déniel

+oo
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = Y. cos(n’x)e™™.
=0
+0o0 "
On admet, pour tout n € N, que 'on a fo the tdt = nl.
a. Montrer que f est de classe C* sur R.

b. Pour p € N, donner une expression de f(*?)(0) sous forme de série.

8
* 8p 8p,—t R 8p,—m oo 8p,—t = 8p,—m
c. Pour p € N*, montrer que , treridr< > n®Pe ™ et que g, Lrerdts > nfPe ™.
P

n=1 n=38p
@) (0) 4P
d. Montrer, pour tout r € R, que > —a— diverge.
p=0 (4p)'

e. Que vaut le rayon de convergence de la série de TAYLOR de la fonction f ?

Centrale Mathsl PSI 2023 Jonathan Filocco

+o0 +oo
Pour x € R, en cas de convergence, on note @(x) = e* f e tcos(t)dt et P(x) = e* f e tsin(t)dt.
X X

a. Justifier I'existence de @(x) et P(x) pour tout x et en donner les valeurs.
b. Déterminer les solutions bornées sur R de I’équation (E) : y’ —y + cos(x) = 0.
Soit la fonction fo : R — R définie par fo(x) = acos(x) + bsin(x) et, pour tout n € N, la fonction

PP +oo
fat1 @ R — R définie par f11(x) = e* f et (t)dt.
X

c. Etudier la convergence uniforme de (fi,)nen-



Centrale Mathsl PSI 2023 Antoine Jeanselme

Pour n € N, on définit f,, : [0;1] = R par f(x) = ﬁ
a. Montrer la convergence simple de > fy sur [0;1].
n=0

b. Est-ce qu’il y a convergence uniforme de Y fn sur ]0;1] ?
n>0

+oo 1
c. Existence et calcul de ) fo fn(x)dx.
n=0

Centrale Mathsl PSI 2023 Fares Kerautret

Soit (an)nen € CN telle que la série entiere Y. anz™ ait un rayon de convergence R = +oc.
n=0

+oo
On définit alors application f: C — C par f(z) = > anz™
n=0
27 . .
a. Montrer que Vr > 0, Vp € N, fo f(re't)ePtdt = 2ma,rP.
b. Sif est bornée sur C, montrer que IM € Ry, Vr >0, ¥p € N, |ap| < Mp. En déduire que f est constante.
T

c. S'il existe q € N* et («, B) € (R?%)? tels que Vz € C, |f(z)| < «fz|9 + B, montrer que f est polynomiale.

d. SiVze C, [f(z)] < eR® @ montrer quil existe k € C tel que Yz € C, f(z) = ke=.

Centrale Mathsl PSI 2023 Antoine Notelle-Maire

Soit I = [0;1] et I"équation (E) : u(x) =1+ foxu(t —t?)dt d’inconnue u € C°(I, R).

On définit la suite de fonctions (un)nen sur I par up(x) =T et Vn € N, uny1(x) =1+ fox un (t — t?)dt.

n+1
a. Montrer que Vn € N, Vx € I, 0 < upyq(x) —un(x) < 2—n.
(n+1)!
b. On pose fn, =un4+1 — un. Montrer que Y f,, converge uniformément sur 1.

n>0
c. En déduire que (un)nen converge simplement sur I vers une fonction 1.

d. Prouver que u est solution de (E). Résoudre entierement (E).

Mines PSI 2023 Antoine Campos I

+00 n
4 X
Pour x et s reels, en cas de convergence, on pose f(X, S) = g sy

n=1 n®’
a. Donner les domaines de définition de x — f(x,0) et x — f(x, 1) et en trouver des expressions simples.
n
X

b. Donner le rayon de convergence Ry de la série entiere > *<.

n>1 n
c. Donner les domaines de définition I de x — f(x,s).
d. Etablir un lien entre (x,s) et f(x,s — 1).
e. Trouver une expression simple de f(x, —1) et f(x, —2).

f. Déterminer un équivalent en 1~ de f(x, —p) pour p € N.

10



Mines PSI 2023 Rémi Darrieumerle 1

+oo (_1)71—1 “+o00 1
En cas de convergence, pour x € R, on pose n(x) = et {(x) = —=-
n=1 n n=1T1

—_

Pour tout entier n € N*, on définit f, : R — R par fn(x) = ix
n

a. Déterminer les ensembles de définition de n et (.
b. Pour x > 1, exprimer n(x) en fonction de ¢(x).
c. Montrer que 1 est de classe C! sur son ensemble de définition.

d. Trouver deux réels a et b tels que ¢((x) = —%— +b+o(1).
x—1+x —1

Mines PSI 2023 Raphagl Déniel I

+oo (_1 )n+1 X2n+1
Pour x € R, en cas de convergence, on pose S(x) = > ~—————
n=1 TL(ZTL + ])
(_1 )n+1 X2n+]
a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere y, ~——————
1 n(2n+1)
b. S(R) et S(—R) sont-ils définis ? Quel est donc le domaine 1 de définition de S ?
c. D’apres le cours, la fonction S est continue sur quel intervalle au moins ?
d. S est-elle continue sur I ?
e. Calculer S(x) pour x €] — R;R[ & l'aide de fonctions usuelles.
+oo (_1)“4‘1

f. Calculer a = )

—~———— Quel est le signe de a 7 Etait-ce prévisible 7
n=1 TL(ZTL + ])

Mines PSI 2023 Alban Dujardin I

+oo
En cas de convergence, on pose f(x) = > ATLTZI(HX).
n=1 n

a. Montrer que f est définie et continue sur R.

b. Montrer que f est de classe C! sur R*.

c. Trouver un équivalent de f'(x), puis de f(x), quand x tend vers 07.
d. Quelles sont les variations de f ?

. Trouver les limites de f en Fco.

o}

f. Tracer la courbe représentative de f.

Mines PSI 2023 Juan Dupierris 1

n
On définit (an)nen parap=Tet Vn e N, ant1 = >, (2) Axdn_k-
k=0

+oo
a
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = », =Zx™.

n=0 n!

a. Montrer que le rayon de convergence R de Y a—fl‘x“ vérifie R > 1.
n>0 n:

b. Décomposer f? en série entiere.

c. En déduire la valeur de f et des a,, pour tout entier naturel n.

11



Mines PSI 2023 Tom Graciet 11

n
Pour n € N*, on pose Hy =
k=1

» w|=

a. Déterminer le développement asymptotique de Hy, a la précision o(1).
b. En déduire la limite de (Han, — Hn)n>1-

c. Retrouver la limite de (Hzn — Hn)n>1 avec une somme de RIEMANN.

e ot SN
d. Grace au développement de Hy, calculer S1 = > ,S2=> ————etS3= > — .
n=1 n=1 T'L(ZTI - ]) n=1 Z kz

k=1
Mines PSI 2023 Fares Kerautret II

a. Montrer que g : x —

est développable en série entiere.

1
os(x)
b. Encadrer le rayon de convergence R de la série précédente.
Mines PST 2023 Arthur Melnitchenko IT
()T ()

Soit (un)nen définie par up =1 et ¥Yn = 0, unt1 =un +

Jr
ORI
n—1
On admet le résultat (C), pour une suite réelle (un)nen, si lim un =€ #0, alors Y. ux ~ nt.
n—-+oo k=0 +oo

a. Déterminer un équivalent de u,, et en déduire le rayon de convergence R de > unx™.
n=0

—+oo

b. Calculer f(x) = > unx™.
n=0

c. Montrer le résultat (C).

Mines PSI 2023 Sacha Meslier I

1 n

Pour tout entier n € N, on pose a, =
) p n 0 2+t2

dt.

Soit f la somme de la série entiere Y anx™ dont on note R le rayon de convergence.
n>0

a. Montrer que R > 1.

b. Donner une expression simple de f(x) pour x €] — 1; 1] & 'aide de fonctions usuelles.

c. Montrer que R = 1.

Mines PSI 2023 Paul Picard 11

th (t) py :
dt. On note f(x) = Y. anx™ ¢'il y a convergence.

400
Pourn}l,onposean:f 5
n t n=1

a. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere > anx™.
n>l1

b. f est-elle continue en —1 7

c. Montrer que f(x) ~ In(1 —x).

12




Mines PSI 2023 Nathan Roy I

o

Soit « € R. Pour tout entier n € N*, on définit f,, : R — C par fn(x) =e ™ e'™.
+oo

En cas de convergence, pour x € R, on pose f(x) = > fn(x).
n=1

a. Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence simple de > f, sur R ?
n>l
£ (0)

b. Montrer que f est de classe C* sur R et calculer o

c. En utilisant FUBINI, montrer que f est développable en série entiere si o« > 1.

1/
d. Si « €]0;1[, trouver une minoration de |f*)(0)| pour k € N* qui fait intervenir N = {(k) J
o
En déduire que f n’est pas développable en série entiere.

Mines PSI 2023 Elae Terrien I

Pour n € N*, on note v, le nombre de n-uplets (aj,---,an) tels que :
o Vk € [T;n], ax = +1.
n
L] Z akx = 0.
k=1

M=

o Vp € [1;n]], ax = 0.

k
a. Justifier que v, 11 = 0 pour tout entier n € N.

1

Par convention, on pose vo = up = 1. On note, pour tout entier n € N* u, = vop.

b. Calculer uq, uz, us.
c. Trouver, pour n € N, une relation liant wn41,un, -+, w1, up.

d. En s’intéressant & Y unx™, trouver une expression simple de u,.
n=0

CCINP PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier 11

Soit ¢ : R — R continue telle que 3C >0, Vx € R, |o(x)| < “r%
X
+o0
On pose f:x+— @(x) + > (¢(x+n)+ @(x —n)). Soit g: R — R continue et 1-périodique.
n=1

a. Montrer que f est bien définie et continue sur R.

b. Montrer que f est 1-périodique.

. 7’ +m
c. Montrer que @ X g est intégrable sur R et f_oo p(x)g(x)dx = f

CCINP PST 2023 Rémi Darrieumerle I et Chloé Vagner 1

Tt too 2 N
En cas de convergence, pour x € R, on pose f(x) = > x™ . On admet que fo e Vdt= 5
n=0
a. Déterminer le domaine de définition de f.
b. Montrer que f est continue sur son ensemble de définition.

c. Déterminer un équivalent de f en 17.
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CCINP PSI 2023 Hugo Delval II

+oo
On note f,(x) = e V™ pour n € N et on pose f(x) = 3. fn(x) en cas de convergence.
n=0

a. Déterminer ’ensemble D¢ de définition de f.

b. Montrer que > f, converge normalement sur [a; +o0o[ pour tout a > 0.
n=0

c. f est-elle continue sur D¢ ? Calculer sa limite en +oc.

n+1 n
d. Montrer que f e XVigt < fa(x) < f . e XVt4t. En déduire un équivalent de f en 0F.
n n—

e. Etudier la convergence normale et uniforme de > f,, sur Dy.
n=0

CCINP PSI 2023 Armand Dépée 1

Soit les trois suites réelles (un)n>1, Vn)n>1, (Wn)n>1 et (xn)n>1 définies par :

+o0 (_])k+1 (_])n (_1)71 n (_])k—H
Uy = At vy = Up, Wn = et xn = (—1)"wp.
n N \/E y Vn n ny n n = \/]z n ( ) n

a. Justifier que (un)n>1 est bien définie et qu’elle tend vers 0.

b. Justifier que > vy, converge.
n>l

c. Quelle est la nature de la série > wy ?
n>1

d. Quelle est la nature de la série > xn ?
n>1

CCINP PSI 2023 Fares Kerautret I

Pour n € N, soit f, : Ry — R définie par fn(x) =

—+o0
En cas de convergence, on note f(x) = > fn(x).
n=0

. Etudier la convergence simple de (fn)n>o sur Ry.

oo

. Etudier la convergence uniforme de (fn)n>o sur Ry.

c. Etudier la convergence simple de 3 f,, sur R. Calculer f(x).
n>0
d. Soit a > 0, montrer que Y f,, converge normalement sur [0;a].
n=0
e. Montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme de > f, sur R,.
n=0

CCINP PSI 2023 Sacha Meslier II

Pour n € N*, on définit fy, : [-1;1] = R par fn(x) = sin (nx e*nxz).
a. Montrer que (fn)n>1 converge simplement vers une fonction F & déterminer.

b. Montrer que (fn)n>1 converge uniformément sur tout segment [a; 1] avec a €]0; 1.

c. En considérant f (l), que dire de la convergence uniforme de (fn)n>1 sur [—1;1] ?
n

14



ORAUX 2024 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

ENS Cachan PSI 2023 Juan Dupierris 1

Soit n € N* et U un convexe de R™.

a. Soit f,g: U — R convexe. On définit h : U — R par h(v) = Max (f(v), g(v)). Montrer que h est convexe.

Dans la suite, on prend n = 2 et on considere F: U — R convexe.

Pour y € R, quand Cy = U N (R x {y}) est non vide, on pose f(y) = Sup (F(x,y)).
x€Cy

b. Montrer que f est définie sur un convexe C et que f est convexe sur C.
c. Déterminer C et f dans les trois cas suivants :
e F: U= R? - R telle que F(x,y) = xy + ax + by avec (a,b) € R?.
eF:U= R} x R— R telle que F(x,y):xy—i.

o F: U= R? = R telle que F(x,y) = xy — e*.

ENS Cachan PSI 2023 Chloé Vagner

On note Co I’ensemble des suites réelles ayant une limite nulle : Co = {(an)nen € RY | liT an = 0}.
n—-+4oo

n
Soit ||allec = Sup |an| si @ = (an)nen et @ : Co — Co définie par ®(a) = (bn)nen OU by, = 1 > ak.
nenN n+1:=
a. Montrer que ® est continue et qu’elle conserve la positivité.

Soit a € Co telle que (aP)pen converge uniformément et la suite de suites (aP)pen € (Co) définie par
a®=aetVpe N, aPt! = d(aP).
b. Montrer que 'unique point fixe de ® est la suite nulle.
c. Montrer que (aP)pen converge simplement vers la suite constante (ao)nen-
d. En déduire que (aP)pen converge uniformément si et seulement si ag = 0.
+o0
Si a € Cy, on lui associe fq : x = Y apx®.

k=0

e. Que peut-on dire du rayon de convergence de Y axx* ?
k>0

. ) Gnn? _ l x fﬂ(t)
f. Montrer que fphi(q), qu’on note Tfq, vérifie Tfq(x) = " dt.
x

g. En posant y = % pour x €]0; 1], montrer que Tg(x) = — fy g(t)(1 —t)dt ot g : t = (1 —t)fq(t).
— X
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ENS Cachan PSI 2023 Antoine Vallade

Soit f € C%([a;b], C) = E, F un sous-espace vectoriel de dimension n de E.

a. Montrer que 3q € F, [|f — ql|oo,[a;p] = 11321; |[f = P|lso,[a;b] quon note d(f,F).

Soit des réels tq,---,tn telsque a <t <--- <tp <b.
Pour tout entier i € [1;n], on définit 8; : F — C par 8i(g) = g(t1).
On définit les deux assertions suivantes :
(1) g €F, [|f—q|| = d(x,F).
(i) VpeF (Vie [1in], p(ti)) =0) =p=0.
b. Montrer que (81, -,8y) est liée.
1l existe donc («1,- -+, an) # (0,---,0) € C™ tel que i oidi = 0.

i=1

c. Soit qp € F telle que qo # 0 et Vi € [[T;n], qo(ti) = 0. Soit w € F telle que Vi € [1;n], w(t) = & 5i(t)

e
n
Si e # 0 et w(ts) = 0 sinon et [[wl] < 1. Soit £(t) = w(t) (1 - gr“”). Caleuler 3" s (h(t:) — qo(t1)). En
qo0 i=1
déduire que d(h,F) > 1, puis que d(h,F) = 1. Montrer que Vc € {O; ﬁ}, [If —4ql| = |If — q0l]-
g0
Que vient-on de prouver ?
d. Montrer la réciproque.
Mines PSI 2023 Pierre Dobeli 11
a. Montrer que O(n) n’est pas convexe.
b. Montrer que O(n) est un fermé borné.
2 2 1
c. Caractériser géométriquement ’endomorphisme canoniquement associé a A = Ty 2 2
2 -1 =2

Mines PSI 2023 Maxence Prieur 1

Soit n € N* et A, B deux matrices de My (C).

Pour n + 1 complexes distincts ao, a1, -+, an, on définit ® : Cp[X] = C™*' par ®(P) = (P(ao),---,P(an)).
a. Montrer que ® est une bijection.

b. En déduire que Vi € [0;n], INL; € Cn[X], (Li(ai) =1 et Vj € [0;n] \ {i}, Li(aj) =0).

c. Pour M € M, (C), trouver une expression de xpm en fonction de Lo, -+, Ly.

d. Montrer que 'application f : M — xa est continue.

e. Montrer que xAB = XBA-

Mines PSI 2023 Antoine Vallade I

Soit E un espace normé, X une partie de E et C un convexe de E.
o _
a. Montrer que X C X C X.

o —
b. Montrer que C et C sont aussi des convexes.

CCINP PSI 2023 Olivier Farje I
Soit E = {f € C([0;1], R) | f(0) = 0} et Ny, N3 les deux applications définies sur E par N1 (f) = ||f + f'||c

et N2(f) = ||f||oo (les normes infinies sont calculées sur [0;1]).
a. Montrer que N7 et N3 sont des normes.
b. Montrer que N7 et N sont équivalentes.
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ORAUX 2024 THEME 5
REDUCTION

ENS Cachan PSI 2023 Paul Bats et Fares Kerautret

Soit un entier n € N* et (A,B) € (M, (C))?.

a. Si A est diagonalisable et P € C[X], montrer que P(A) est diagonalisable.

b. Si A est diagonalisable a valeurs propres distinctes, quelles sont les matrices inversibles U telles que
U~TAU est diagonale ?

c. Si A et B sont simultanément diagonalisables, et que les valeurs propres de B sont toutes distinctes,
montre qu’il existe un polynéme P € C[X] tel que A = P(B).

d. Si A et B sont simultanément diagonalisables, montrer qu’il existe une matrice C € My (C) et deux
polynoémes P et Pp dans C[X] tels que A = PA(C) et B = Pp(C).

e. Si A n’est pas diagonalisable et si on note r) la multiplicité d’une valeur propre A de A, montrer qu’on a
I’équivalence, pour P € C[X] : (P(A) diagonalisable) <= (VA € Sp(A), P'(A) = --- = P(A =1 (X)) = 0).

-1 0
0 —4
g. Montrer, si A est inversible, que A diagonalisable <= (3k € N*, A* diagonalisable).

f. La matrice A = ( ) est-elle un carré dans M(R) ?

ENS Cachan PSI 2023 Alban Dujardin I

n
lz—aiil < X fai,;

Soit n € N* et A = (ai,j)1<i,jen € Mn(C). Montrer que Sp(A) C {z e C

1 ot

3

n

1

o

Indication : écrire le systeme Au = Au en une ligne i quelconque.

ENS Cachan PSI 2023 Paul Picard

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € £(E). Si g € £(E), on pose ¢¢(g) =fog—gof.
a. Pour n € Net g € £L(E), calculer ¢}(g).

n
b. Montrer que Vn € N, "1 og—gof*t! = 3 ko (fog—gof)ofrk
k=0

c. On suppose que f ¢ GL(E), montrer que f nilpotente <= ¢ nilpotente.

d. Montrer que si f n’admet qu’une seule valeur propre, alors @+ est nilpotente. La réciproque est-elle vraie ?

Centrale Maths1 PSI 2023 Antoine Campos

Soit S = (_53 _§> On note, pour (a,b) € R?, D(a,b) = (g g)

a. Montrer que S est semblable & une matrice D(a,b) que vous déterminerez.

b. Montrer que S est semblable a une matrice & diagonale nulle que vous déterminerez.

c. En étudiant 'application ¢ : Mz(R) — M2 (R) définie par $(M) = D(1,2)M — MD(1,2), montrer qu’il
existe un couple (C,D) € Mz(R)? tel que S = CD — DC.
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Centrale Mathsl PSI 2023 Marius Desvalois

Soit E = C*, (u,v) € £(E)? tel que u? =v> =idg et uov=—vou.

a. Montrer que Tr (u) = Tr (v) = 0.

b. Montrer que u est diagonalisable et que —1 et 1 sont valeurs propres doubles de wu.

c. Soit (x,y) une base de Eq(u). Montrer que la famille (v(x),v(y)) est une base de E_1(u) et que la famille
(x,9,v(x),v(y)) est une base de E.

d. Montrer que uov est diagonalisable et donner les éléments propres de u o v.

Centrale Maths1 PSI 2023 Clément Gallice
Soit E ’ensemble des fonctions polynomiales de R dans R.
Soit P € E, on pose L(P) : x — e* f_xoo P(t)e 'dt.
Soit f: R — R continue telle que f est intégrable en —oo.
a. Montrer que F: x — ffoo f(t)dt est de classe C' sur R et calculer F'(x) pour tout réel x.
b. Montrer que L est un endomorphisme de E.

c. Déterminer les éléments propres de L.

Centrale Mathsl PSI 2023 Sacha Meslier

Soit un entier q > 2 et deux familles (ay,---,aq) et (b1, -+, bg—1) de réels strictement positifs. On définit
a*‘ .. .. .. aq
by 0 - o0

alors la matrice A= | o . . o[ € Mg(R).
0 -~ 0 bgq O

a. Justifier que 0 n’est pas valeur propre de A.
b. Montrer que A9 a tous ses coefficients strictement positifs.
c. Donner la dimension des sous-espaces propres associés aux valeurs propres complexes de A.

d. Montrer que A admet une unique valeur propre strictement positive.

Mines PSI 2023 Bader Ben Amira I

Soit un entier n > 2 et E = R, [X]. Pour P € E, on pose T(P) = P(1)(X? — X) + P(=1)(X? + X).
a. Montrer que T est un endomorphisme de E et donner sa matrice dans la base canonique de E.
b. Déterminer Ker(T) et Im (T).

c. En déduire les sous-espaces propres de T. T est-il diagonalisable ?

Mines PSI 2023 Arthur Biot 111
g
Soit A=1|j % 1
I
a. La matrice A est-elle diagonalisable ?
b. Déterminer une matrice triangulaire T semblable a A.

c. Quelle est la dimension du commutant C(A) = {B € M3(C) | AB=BA} ?
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Mines PSI 2023 Rebecca Blé 111

Soit n € N*\ {1} et M € My, (C) telle que M? + MT = I,,.
a. Montrer que M est diagonalisable. Donner les valeurs propres possibles de M.

b. La matrice M est-elle forcément symétrique ?
Mines PSI 2023 Mathys Bureau I
Soit E = C*([0;1], R) et T définie sur E par T(f) = %(f(5> + f(w)>

a. Montrer que f est un endomorphisme de E.
b. Pour n € N*, x € [0;1] et f € E, donner une expression de T™(f)(x) sous forme de somme.

c. Déterminer la valeur de lim T™(f)(0).
n—+oo

d. Trouver de méme, pour x € [0;1], la valeur de lim T™(f)(x).
n—-+4oo

e. Montrer que 1 est valeur propre de T et déterminer Eq(T).

f. Soit k € R tel que |k| > 1, est-ce que k peut étre valeur propre de T ?

g. Pour f € E, calculer (T(f))/. Déterminer Eq /5 (T).
Mines PSI 2023 Hugo Delval 1

Pour n € N* et a € R, on pose A, = ! —a/n .
a/n 1

N n
a. Pour « € R, calculer lim (1 + M)
n

n—-+o00

b. Diagonaliser A, .

c. En déduire la convergence et la limite de la suite (A} )n>1.

Mines PST 2023 Raphagl Déniel II et Tom Graciet 1

Soit n € N* et (A,B) € M,,(C)?. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) VY e Mn(C), X € M, (C), AX—XB =Y.
(i) VX € Mn(C), AX = XB = X = 0.
(iii) xB(A) est une matrice inversible.
)

(iv) A et B n’ont aucune valeur propre commune.

Mines PST 2023 Clément Gallice IT et Chloé Vagner 11

Soit V un hyperplan de M2 (R) qui ne contient que des matrices diagonalisables dans M (R).

a

On pose la partie F = { <b

z> ’ (a,b) € B2} de 2 (R).

On munit M, (R) de sa structure euclidienne canonique.

a. Donner un exemple de tel hyperplan V.

b. Montrer que FNV # {0}. En déduire que I, € V.

c. Donner la dimension de V. En déduire qu'il existe Q € GLz(R) telle que QVQ~" = S,(R).
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Mines PSI 2023 Fares Kerautret 1

1 3 0
On considere la matrice A= | 3 -2 -1
0 -1 1

a. Donner tous les sous-espaces de R3 stables par A.
b. Quelle est la structure de C(A) = {M € M3(R) | AM = MA} 7 Déterminer sa dimension.
c. Quelles sont les matrices M € M3(R) (resp. M € M3(C)) telles que M? = A ?

Mines PSI 2023 Esteban Maurer 11

a. Soit (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA. Montrer que B est un polynéme en A ou A un polynéme en B.

b. Soit (A,B) € M3(C)? tel que AB = BA. Est-ce que B est un polynéme en A ou A un polynéme en B ?

c. Soit (A,B) € M3(R)? tel que AB = BA. Est-ce que B est un polynéme en A ou A un polynoéme en B ?
Mines PST 2023 Arthur Melnitchenko I

Soit une matrice A € M3(R) telle que det(A) = 32 et A2 — 6A + 813 = 0.

On définit @ : M3(R) — M3(R) par la relation ¢ (B) = AB. Déterminer Tr (@ a).

Mines PSI 2023 Sacha Meslier 11

0O 1 0 0

. 1T kK 1 1
Soitke Cet A= 01 0 0
0O 1 0 0

a. Si k € R, la matrice A est-elle diagonalisable dans M4(R) 7 Si oui, la diagonaliser.

b. Si k € C, pour quelles valeurs de k la matrice A est-elle diagonalisable ?

Mines PSI 2023 Antoine Notelle-Maire II

0 sin(2a)  sin(a) )
Soit « € Ret A= | sin(2«) 0 sin(a) |. Etudier la diagonalisabilité de A(«) en fonction de «.
sin(«) 0 sin(2«)

Mines PSI 2023 Marie-Lys Ruzic 11

Soit n € N* et un ensemble G C GL,(C) tel que :
eVAcEG, Al €G.
eVAEG, Jpe N, AP =1,,.
e V(A,B) € G, AB € G et AB = BA.
On note F le sous-espace vectoriel de M, (C) engendré par les matrices de G, r = dim(F) et (My,---, M)
une base de F. On définit ¢ : G — C" par @(A) = (Tr (AM),- -+, Tr (AM,)).
a. Montrer que ¢ est injective.
b. Montrer que Im (¢) est fini.

c. En déduire que G est fini.
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CCINP PSI 2023 Paul Bats I

Soit E un C-espace vectoriel de dimension n > 1 et f € L(E).

. Montrer que si f est diagonalisable alors 2 est diagonalisable.

o

o

. Si 2 est diagonalisable, f ’est-elle forcément ?
c. Soit A € C* et u € C tel que p? = A, montrer que Ker(f? — Aid g) = Ker(f — pid g) @ Ker(f + pid g).

d. Montrer que si 2 est diagonalisable et inversible, alors f est diagonalisable.

CCINP PSI 2023 Bader Ben Amira II

Soit n € N* et M € M, (RR). On note E; j la matrice élémentaire classique telle que BR = (Eij)1<i,j<n forme

la base canonique de I'espace vectoriel M, (R).

Q

. Donner la définition d’un projecteur.

o

. Pour (i,j) € [1;n]?, est-ce que E;;j est une matrice de projecteur ?

[¢]

. Montrer que si M est diagonalisable, M est une combinaison linéaire de matrices de projecteurs.

1
. Montrer que ( 1 g

o

1 1 . .
) et < 0 O) sont des matrices de projecteurs.

Vous donnerez les éléments géométriques caractéristiques de ces deux projections.

e. Une matrice écrite comme combinaison de matrices de projecteurs est-elle diagonalisable dans M, (R) ?

CCINP PSI 2023 Maddie Bisch I et Rebecca BIé 1

Soit n € N*, (A,B) € M (C)? tel que Sp(A) N Sp(B) = 0.

a. Soit P € C[X] tel que P(A) = 0, montrer que VA € Sp(A), P(A) = 0.
b. Montrer que xa(B) € GLn(C).
c. Soit M € My (C), montrer que AM = MB <= M =0.

d. Montrer que VC € M, (C), IM € M,,(C), AM —MB = C.

CCINP PSI 2023 Armand Dépée IT

Soit un entier n > 2 et un complexe x. On pose A = (aij)i1<ij<n € Mn(C) avec a;j = ot ti—2,
a. Si « € R, montrer que A est diagonalisable.
b. Calculer le rang de A, en déduire ses valeurs propres.

c. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable.

CCINP PSI 2023 Pierre Dobeli IT

3 -3 2
a. A=| -1 5 =2 | est-elle diagonalisable ?
-1 3 0

b. Trouver ses éléments propres.

c. Trouver R € M3(R) telle que R*> = A. Montrer que les matrices R qui conviennent sont diagonalisables.
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CCINP PST 2023 Olivier Farje II et Arthur Melnitchenko I et Marie-Lys Ruzic I

2 2 -1
Soit A= —1 5 —1 ] et a 'endomorphisme de R3 canoniquement associé & A.
o 1 2

a. Montrer que A n’est pas diagonalisable mais trigonalisable dans M3 (R).

b. Trouver toutes les droites de R3 stables par a.

Soit dans les deux questions suivantes un plan P de R3 stable par a. On définit alors ’endomorphisme a’
de P induit par a dans P, qu’on note a’ = ap.

c. Montrer que xo divise xq.

d. En déduire que P C Ker ((a — 3id g3)?).

e. Quels sont les plans stables par a 7

CCINP PSI 2023 Jonathan Filocco IT et Antoine Vallade II

Soit n € N* et An = (aij)i<ijen € Ma(R) telle que V(i,j) € [1;n]?, aij =isii=jet ay; =1 sinon,
11 ..

NIET 1 2 .o N P
c’est-a-dire A = | | ) . On note Py, le polyndme caractéristique de A,,.

: 1

1 - 1 n
a. Justifier que A, est diagonalisable.
b. Trouver le spectre de Aj.
c. Montrer que Vn >3, P, = (X—n+1)Pr_1 —X(X—=1) = (X —n +2).
d. En déduire que A, admet au moins une valeur propre dans |0;1[, ]1;2[, ...,)n — 2;n — 1] et |n;+oo].
Indication : montrer que, pour k € [[0;n — 1], le réel (—1)*P,, (k) a le méme signe que P, (0) et que P,,(n) < 0.
e. En déduire, autrement qu’a la premiere question, que A,, est diagonalisable.

CCINP PSI 2023 Fares Kerautret 11
Soit un entier n impair tel que n > 3 et E = Ry [X].

Pour P € E, on pose ®(P) = P(1 — X) + P(0)X™.
a. Montrer que ® € £(E). Déterminer la matrice A de ® dans la base canonique de E.

b. Calculer A? et montrer que A? est triangulaire.
c. Soit A € C une valeur propre de A, montrer que A est une valeur propre de AZ.
d. Soit A € C une valeur propre de A%, montrer que 1'une des racines carrées de A est valeur propre de A.

e. Déterminer les valeurs propres de ®.

CCINP PSI 2023 Chloé Vagner 1T

4 -3 3
a. Calculer xpp aveeM =] 5 -3 4
-1 2 -1
b. M est-elle trigonalisable dans M3(R) ?
c. M est-elle diagonalisable dans M3(R) ?
xX'= 4x—3x+3z
d. Résoudre le systeme {y’ = 5x —3y+4z.
7= —x+2y—z

Mines-Télécom PSI 2023 Armand Dépée 1

Soit n € N* et A € My (R) telle que A3 — 3A — 5I,, = 0. Montrer que det(A) > 0.
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ORAUX 2024 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

Centrale Mathsl PSI 2023 Arthur Biot

“+o0
Pour x € R, en cas de convergence, on pose F(x) = f Arctain(;t)

0 t(1+1t9)
a. Donner ’ensemble de définition D de F et montrer que F est continue sur D.
b. Montrer que F est de classe C' sur D et calculer F/(x).

c. En déduire une expression simple de F(x) pour x € D.

Centrale Maths1 PSI 2023 Mathys Bureau et Pierre Dobeli

+o0 X
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = fo ]-t|-7t2dt'

a. Déterminer le domaine de définition D de f.

+
b. Pour x € D, on pose g(x) = f1 = . _t:tz

c. Montrer que f est développable en série entiere sur D.

dt. Montrer que g est développable en série entiere sur D.

Centrale Maths1 PSIT 2023 Alban Dujardin I

oo Arctan(tx
Pour x € R, en cas de convergence, on pose F(x) = fo Wt(z))

a. Donner 'ensemble de définition D de F.
b. Montrer que F est de classe C' sur [0; oo].

c. En déduire une expression simple de F(x) pour x € D.

/2
b. Déterminer la valeur de | = fo In (sin(0))de.

Centrale Maths1 PSI 2023 Nathan Roy

Pour x € R, en cas de convergence, on pose F(x) = f+oo __dat
’ ’ [ LR
a. Donner le domaine de définition D de F.

b. Montrer que F est dérivable sur D et donner sa dérivée.

c. Montrer que F(x) o h;ﬁ
e8] X

Centrale Mathsl PSI 2023 Arthur Séguette

“+oo
Pour tout entier naturel n, on pose I,, = f an—wdx.

0 (n+x)v/x

. Vérifier que la suite (In,)n>o est bien définie.

[V

b. Déterminer la limite de (In)n>o-
+oo
c. Calculer fo ﬁ pour n € N*.

d. En déduire un équivalent de I,,.
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Mines PSI 2023 Paul Bats

. g (e
n cas de convergence, pour x € R, on pose f(x) = ngo )
a. Trouver le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est de classe C* sur D.
c. Pour x € D, calculer xf(x) — f(x +1).

d. En déduire des équivalents de f en 07 et en +oo.

1
. Montrer que Vx > 0, f(x) = fo t*~Te tqt.

o}

Mines PSI 2023 Raphaél Déniel 111 et Tom Graciet I11

Tin(x) In(1 —x)

+oo 1
Montrer que fo dx = >, —5.
X n=17n

Mines PSI 2023 Pierre Dobeli I

2
Pour x € R, en cas de convergence on pose f(x) = j;) "n (14 xsin(t))dt.

a. Déterminer le domaine de définition D de f. Montrer que f est paire sur D.
b. Etudier la dérivabilité de f sur D.

c. En déduire que f est développable en série entiere sur D et donner son développement.

Mines PSI 2023 Esteban Maurer I

n " n n 1 n
Pour n € N*\ {1}, on poseun:k§1 (m) etv“:fz (]7;) dx.

1
a. Montrer que vy, ~ nf e~ 1/tqt.
+oo 0
b. En déduire un équivalent simple de u;,.

Mines PSI 2023 Antoine Notelle-Maire I

Pour x € R\ {—1,1}, on note I(x) = f: In(x? — 2xcos(8) + 1)de.

On se propose de calculer la valeur de I(x) par deux méthodes.

a. Justifier 'existence de I(x) pour x € R\ {—1,1}.
b. Montrer que Vx € R\ {—1,1}, I(x) =2 foﬂ In (|Jx — e*])de.
¥ 27 ' ik
Pour x € R\ {-1,1} et n € N*, on pose Sp(x) = <% > In(jx —en |).
m x=0

c. Montrer que S, (x) = 27 (|[x™ = 1]). En déduire la valeur de I(x).
n

d. Montrer que I est de classe C! sur R\ {—1,1} et calculer I'(x). En déduire & nouveau la valeur de I(x).
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Mines PSI 2023 Paul Picard I

400 3 7xt
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x f \/74
1+t

a. Déterminer le domaine de définition D de f. Etudier la monotonie de f sur D.
b. Sur quel domaine la fonction f est-elle continue ? dérivable ? Etudier la monotonie de f.

c. Déterminer la limite de f en +oo.

+o0o 3
d. Calculer, pour x > 0, la valeur de g(x) = fo t>e *tdt.
e. En déduire que f(x) o %. Indication : on pourra s’intéresser a |f(x) — g(x)|.
0o X
f. Déterminer la limite de f en 0.

Mines PSI 2023 Maxence Prieur 11

1
Pour x € R, en cas de convergence, on pose f(x) = fo [In(t)|*dt.

a. Déterminer le domaine de définition D de f.
b. Montrer que f est de classe C* sur D.

c. Exprimer f en fonction de T'. En déduire la valeur de f(n) pour n € N.

CCINP PSI 2023 Bader Ben Amira 1

1
Soit f:]0;1] — R définie par f(x) = LX et, pour (n,p) € N2, on pose I,,p = fo xP In™(x)dx.
x

a. Montrer 'existence de I, , pour toutes valeurs des entiers naturels n et p.

b. Montrer que Vn € N*, Vp € N, I, , = —?In 1p
c. Montrer que f est intégrable sur ]O' 1].

1 +oo
d. Montrer que fo ix Z

CCINP PSI 2023 Rebecca Blé 11

+ .
Pour x € R, on pose ¢(x) = f * e%Mdt

0
a. Montrer que ¢ est définie sur R.
b. Montrer que ¢ est continue et dérivable sur R.

c. Mettre @’(x) et @(x) sous forme de fonctions usuelles.

CCINP PSI 2023 Arthur Melnitchenko II et Marie-Lys Ruzic II

(1""n
1+n '

+ +
Montrer que fo oo (]:O_i(t,z dt existe et que fo ~ ?oj_( ) = Z
e n=1
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ORAUX 2024 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

ENS Cachan PSI 2023 Antoine Campos

(m) 1

Soit un entier m > 2. Pour n € N*, on définit A(™) = (aE?)Ki,jgn € Mn(R) par aiy = T
, J T i

mz—1 1 fm—l
a. Montrer que —— >
k=1 Vk(m —k) 1

.
b. Calculer Lm

1 a4k
\/x(m—x)d

1 .
——— . Indication : on pourra poser x = .
Vx(m —x) P P 14+t2
c. Montrer que si V € My,1(R) vérifie V # 0, alors VTA(WV > 0. En déduire que Sp(A) C R%.

ENS Cachan PSI 2023 Juan Dupierris I11

Soit n € N*, (A,B) € (S;;(R))?.
a. Si A inversible, montrer qu’il existe P € GL,(R) et D € M, (R) diagonale avec PTAP =1, et PTBP = D.

b. Montrer que Vt € [0;1], det(tA + (1 —t)B) > (det(A))" (det(B))' .

c. En déduire la concavité de In odet sur S} (R).

Centrale Mathsl PSI 2023 Bader Ben Amira

Soit n € N* et E = R™ muni de son produit scalaire canonique avec sa base canonique By.
Soit une matrice A € My (R) telle que A2 = A.

On définit les deux endomorphismes p et q de E tels que A = Mat 5, (p) et *A = Mat 5,(q).
a. Montrer que V(x,y) € E2, (p(x)|y) = (x]q(y)).

n
b. Soit B = (vi,---,vn) une base orthonormée de E. Montrer que Tr (qop) = > |[p(vi)||*-
k=1

c. Montrer que si p est un projecteur orthogonal, Tr (qop) = Tr (p).
d. Dans le cas général, montrer que Tr (qop) = Tr (p).
e. Montrer que Tr (qop) = Tr (p) <= p est orthogonal.

Centrale Mathsl PSI 2023 Esteban Maurer

a b

Pour une matrice A = (C d) € Mz(R), on pose M = Max (\a|, |d|, [b| —Zi— |c|)

Soit A € C une valeur propre de A et Xo = (1:) € M3,1(C) un vecteur propre associé.

a. On suppose que b = ¢, quelle condition nécessaire et suffisante doivent satisfaire les coefficients de A pour

que A soit une matrice symétrique positive.

b. Calculer X} AXo. En déduire que [A| < 2M.

26



Centrale Mathsl PSI 2023 Maxence Prieur

Pour (P,Q) € (R[X])?, on pose < P,Q >= JFXO:O PII(1)QM)(1). Soit n € N.
k=0

a. Montrer que < ., . > définit un produit scalaire sur R[X].

b. Montrer que ((X — est une base orthogonale de Ry, [X].

k
1) )ke[[O;n]]
c. Déterminer (R,[X])*.

Centrale Maths] PSI 2023 Marie-Lys Ruzic

-1 1 1
Soit u ’endomorphisme canoniquement associéa A= | 0 —1 1 |,B= [ 1| € M3,1(R) et le vecteur
1 0 0 1
b=(1,1,1) € R3 associé & B. Pour x € R3, on lui associe canoniquement le vecteur colonne X € M;z,1(R).

On définit I'application f : R3 — R pas f(x) = [[u(x) — b]|%.

a. L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R) admet-elle une solution ?

b. Montrer que f admet un minimum global sur R3.

c. Ce minimum est-il atteint en un unique point de R3 ?

d. Montrer I’équivalence entre (i) : u(x) —b € (Im (u))* et (ii) : ATAX = ATB.

e. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f admette son minimum en x € R3.
Mines PSI 2023 Paul Bats 11
1
Soit n € N* et E = Ry, [X] qu’on munit du produit scalaire (A,B) — (A|B) = fo A(t)B(t)dt.

1
Pour P € E, on définit le polynome u(P) par u(P)(x) = fo (x +t)"P(t)dt.

a. Montrer que u est linéaire et a valeurs dans E.
b. Montrer que u est autoadjoint.

c. Montrer que u est bijectif.

Mines PSI 2023 Rebecca Bl6 T

Soit w : R — R une fonction continue par morceaux telle que :
eVx e R, w(x)>0.
e Il existe un intervalle I non vide tel que Vx € I, w(x) > 0.
evVnec N, XBLIOO x"w(x) = 0.

On pose E = R[X] et, pour (P,Q) € EZ, on définit < P,Q >= f+oo P(1)Q(t)w(t)dt.

a. Donner une exemple de telle fonction w.

b. Montrer que < ., . > définit un produit scalaire sur E. E est-il euclidien ?

c. Montrer qu'il existe une famille orthonormale (Py,)nen € EY telle que Vn € N, deg(Py,) = n.
d. Montrer 'unicité de (Py)nen si on impose les polynémes P, unitaires.

e. Calculer Py, P1, P, avec la fonction w donnée a la question a..

Mines PST 2023 Antoine Campos 11

Soit n € N* et S € M, (R) une matrice symétrique. on suppose que les valeurs propres de S comptées avec
leur ordre de multiplicité se trouvent sur la diagonale de S.

Montrer que S est diagonale.
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Mines PSI 2023 Rémi Darrieumerle 1T

-
Soit n € N*, A € S, (R), B € S{(R). Pour X € Mn1(R) \ {0}, on pose 0(X) = XAX,

XTBX
a. Montrer que 0 est bornée.

b. La fonction 8 admet-elle une limite quand X tend vers 0 7

Mines PSI 2023 Marius Desvalois I
Soit n € N* et A, B deux matrices symétriques de M, (R), c’est-a-dire (A, B) € (Sn(R))?.
a. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe R € S, (R) telle que A = R?.
b. Dans le cas ol cette condition est réalisée, combien y a-t-il de matrices R € S,,(R) telles que A = R? ?

c. On suppose que Sp(A) C Ry et Sp(B) C R4, montrer que Tr (AB) > 0.

Mines PSI 2023 Juan Dupierris II

E désigne un espace euclidien de dimension finie non nulle.

a. Montrer que si p est une projection orthogonale, alors p est symétrique.

b. Soit p, q deux projecteurs orthogonaux. Montrer que p o q o p est symétrique.
c. Montrer que (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

d. Montrer que p o q est diagonalisable & valeurs propres dans [0;1].

Mines PSI 2023 Lilian Dupouy I
Soit @ : R — R définie par ¢o(x) = e
—+oo
On pose, pour (P,Q) € R[X]?, la quantité (P|Q) = f, P(X)Q(x)e*XZ dx.
. Montrer que Vn € N, 3H, € R[X], o{™(x) = (—=1)"Hn (x) 9o (x).
. Déterminer le degré et le coefficient dominant de H,,.
. Montrer que (P,Q) — (P|Q) définit un produit scalaire sur R[X].

. Montrer que ¥n € N*| VP € R[X], (P|[Hn) = (P/|Hn—-1).

En déduire que la famille (Hy)nen est orthogonale.

™o a0 TP

Pour tout n € N, déterminer ||Hy||?.

n
. Déterminer la nature et la somme de Y X*—H, (x).
n>0 Tl'

o]

Mines PSI 2023 Gabriel Hofman II

Pour « € R et m € N*, on pose My m = € M (R).

a. Donner le spectre de Mo, m.

Soit E un espace euclidien de dimension n et une famille (wy,---,un41) de n + 1 vecteurs de E telle que
V(i) € [im+ 1%, (wilwy) =a#1sii#jet [[w]*=1.

b. Déterminer la valeur de « en fonction de n (qu’on notera oy, ).

c. Construire des vecteurs uy, - -+, un41 de E tels que V(i,j) € [1;n+1]%, (uifuj) = an sii#jet [[ui][? =1.
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Mines PSI 2023 Antoine Jeanselme II

Soit ae R,ne N*et My, = (a|17j|)1<i,j<n € Mn(R).
a. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M3 soit définie positive.
b. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que M3 soit définie positive.

c. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que My soit définie positive.

Mines PSI 2023 Nathan Roy II

Soit n € N* et A € My, (R) une matrice symétrique.
a. Montrer que : A positive <= 3B € M, (R), A = B"B.
b. Montrer que : A définie positive <= 3B € GL,(R), A =B'B.

c. On suppose A définie positive, montrer que N : X — vV XTAX définit une norme sur R™.

Mines PSI 2023 Elae Terrien 11

Soit n € N* et (A,B) € (GLn(R))?, on dit que A ~ B s'il existe une matrice Q € O(n) telle que A = QB.
Soit M € GL,,(R) une matrice inversible.
a. Montrer qu'il existe S € S} T(R) telle que M ~ S.

b. La matrice S est-elle unique ?

Mines PSI 2023 Antoine Vallade I1

Soit E un espace euclidien et f: E — E telle que V(x,y) € E2, [|f(x) — f(y)|| = |[x — y]|.
On veut établir qu’il existe un unique couple (u,g) € E x O(E) tel que (P) : V¥x € E, f(x) = u+ g(x).

a. Soit f: R? — R telle que f(x,y) = (1 —y,3 + x). Trouver I'unique couple (u,g) € E x O(E) tel que
(P) : WEE, f(v) =u+g(v).
b. Si (u,g) € E x O(E) vérifie (P), donner des expressions de u et g en fonction de f.

c. Siu€Eet g:E— E ont les expressions trouvées a la question précédente, montrer que :
(i) ¥x € E, f(x) =u+ g(x).
(i) ¥ y) € B2, (9()la(y)) = (xly).
(iii) g € O(E).

CCINP PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier I

Soit @ : M2(R)? — R définie par ¢(A,B) = Tr (ATB).

On pose aussi X = {M = (ab z) ’ (a,b) € Rz}.

a. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur Mz (R).
b. Montrer que ¥ est un sous-espace vectoriel de M;(R).
c. Exhiber une base orthonormale de ¥+.

11

d. Trouver la distance de la matrice M = ( 11

)?&EL. Et cellede M a X ?
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CCINP PSI 2023 Rémi Darrieumerle 11

“+o0
On donne f e tdt = /n.

— 00

s +oo 2 _ "
a. Calculer, pour n € N, 'intégrale I,, = f t"e~ ' dt en distinguant selon la parité de n.
— 00
L —t2 : ;
b. Montrer que ¢ : (P,Q) — —= f P(t)Q(t)e " dt est un produit scalaire sur R[X].
NGBS

c. Déterminer d(X3, Ry [X]).

CCINP PSI 2023 Hugo Delval I

Soit Dy (R) 'ensemble des matrices M = (myj)1<ij<n de Mn(R) telles que Sp(M) = {mq1, -, mnn}

(valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité).

1 2 3 -+ n
. 1 e e
0 1 2 .o .
OnposeA=|: - "+ - ‘]letB=
: : -2 1 e oo
0 -+ -+ 0 1

On note Sy, (resp. An) 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M, (R).
a. Les matrices A et B sont-elles dans Dy, (R) ?
b. L’ensemble Dy (R) est-il un sous-espace vectoriel de M (R) ?

[¢]

. Montrer que si M € D, (R) est symétrique, alors M est diagonale en considérant Tr (M?).

d. Déterminer D,,(R) N A,.

CCINP PSI 2023 Marius Desvalois II

n n n
Soit n € N*, soit (.|.): Ry[X]? — R définie par (P|Q) = > axbrsiP = > axX¥et Q = Y byxk.
k=0 k=0 k=0
a. Montrer que (.|.) est un produit scalaire sur R, [X].

b. Calculer d(1,H) ou H={P € Ry[X] | P(1) = 0}.

CCINP PSI 2023 Pierre Dobeli 111

Soitn >2et Jn = (U]gi,jgn € MH(R>

a. Justifier que J,, est diagonalisable.

b. Diagonaliser J,, tres rapidement.
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ORAUX 2024 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

X PSI 2023 Paul Picard I

Un jeu peut étre dans seulement deux états notés 0 et 1. Et on passe de I'un a 'autre par des étapes discretes

numérotées par des entiers naturels.

On passe de I’état 0 & I’état 1 avec une probabilité p €]0;1].
On passe de I'état 1 & I’état 0 avec une probabilité q €]0;1].
a. Calculer la probabilité p,, d’étre a I’état 1 a l'instant n.

b. Calculer lim py.
n—-+oo

ENS Cachan PSI 2023 Arthur Biot et Maddie Bisch

Soit un entier n > 2 et n = pj' -+ - pir sa décomposition en produit de nombres premiers. Pour tout diviseur

d € [1;n] de n, on pose Ag = {kd k € {],~-~,%}}.
|A

Soit l'univers = [[1;n]] qu’on munit de la probabilité uniforme : pour A C Q, P(A) = 1] ou |A| = card (A).
n

On pose B = {k € [1;n] | pged (k,n) =1} et on note ¢(n) = |B| le cardinal de B.

a. Soit d et d’ deux diviseurs de n premiers entre eux tels que (d,d’) € [1;n]?>. Montrer que Aq NAg: = Agqr-

En déduire que A4 et A4/ sont indépendants.
b. Exprimer B en fonction de A,,,---, A, .
c. En déduire une expression de ¢(n) en fonction de py,---,pr.

d. Montrer que si deux entiers n et m de N*\ {1} sont premiers entre eux, on a @(nm) = @(n)e(m).

+o0
Pour un entier n € N*, on pose U, ={z € C | z" =1} et on définit U = U Uy,. Pour un élément z de U,

n=1
on définit m, = Inf {n € N* | z™ = 1}. Pour un entier n € N*, on pose P, = {z € U | m; =n}.

e. Soit z € C tel que |z| = 1. Montrer qu'il existe une suite (zy)xeny € U telle que kliT Zx = z.
— 400

f. Montrer que Py, est un ensemble fini ; puis que |Pn| = ¢(n).

g. Montrer que U = U Pn et que Pn NPy =0 sin #m.
ne N*
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ENS Cachan PSI 2023 Lilian Dupouy
Soit n € N* et X1, ---, X,y des variables aléatoires discretes réelles admettant un moment d’ordre 2. On pose
E = Vect(X1,- -+, Xn) et on définit f: E2 — R par f(X,Y) = E(XY).
On pose G = {X € E | E(X?) = 0} et on considere un sous-espace vectoriel F de E tel que E = F @ G.
a. Montrer que f est bilinéaire, symétrique et positive. Est-elle définie positive ?
b. La fonction f|r est-elle un produit scalaire sur F ?
c. Rappeler I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour (f, g) € F2.
d. Soit Z une variable aléato;re discrete réelle admettant un moment d’ordre 2 et telle que E(z?) > 0.
E(2)

Mont P(Z>0) > =—=5-.
ontrer que P( ) E(22)

On note G un graphe non orienté, S 'ensemble de ses sommets (numérotés de 1 & n). Chaque sommet peut
étre relié aux autres, de maniére indépendante, la probabilité d’une liaison est p, €]0;1].

Soit 1 et j deux sommets distincts de ce graphe, on note X; j; = 1 si une aréte existe entre les sommets i et j
et Xi,j = 0 sinon : la variable aléatoire X; j suit donc une loi de BERNOULLI de parametre pq,.

On note Zn, = card ({i € [1;n] | Vj € [1;n] \ {i}, Xi,; = 0}) le nombre de sommets isolés (aucune aréte ne
part de ce sommet).

e. On prend un sommet i, quelle est la loi régissant le nombre d’arétes issues de ce sommet ?

f. Montrer que E(Z) =n(1 —p)™~".

g. Comportement asymptotique de E(Z) quand n tend vers 0o en fonction de c.

h. Montrer que liT P(Z,, >0)=0si3dc>1, Ing € N*, Vn > no, pn = cM (on écrit py >
n—-4oo n

n(n)

In(n)

(on écrit pn < @)

i. Montrer que lim P(Z, >0)=1si3dec< 1, Ing € N*, Vn = ng, pn <c
n—+oo

ENS Cachan PSI 2023 Tom Graciet

On admet le théoreme de HEINE : ”soit f : [a;b] — R continue, alors f est uniformément continue, ¢’est-a-dire
Ve >0, 3n >0, Y(x,y) € [q;b]?, [x —y| <n = [f(x) — f(y)| < &".

Dans un espace probabilisé (2, A, P), on consideére une suite de variables aléatoires (Xn)n>2 telles que :

oVn > 2, xn(Q)z{o,l,n-,M}.

n n
eVn >2 Vke[o;n—1], IP’(Xn = k) = cxn(ek/“ — 1) avec an € Ry.
n
a. Calculer a,, en fonction de n. Donner un équivalent de «,, quand n tend vers +oo.
b. Calculer la fonction de répartition F,, de X, sur R.

c. Montrer que (Fn)n>2 converge simplement sur R vers une fonction continue f & déterminer.

d. Montrer que (Fn)n>2 converge uniformément sur R.

Indication : utiliser la croissance de F,, et le théoreme de HEINE.
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Centrale Mathsl PSI 2023 Juan Dupierris

On étudie un dé équilibré qui comporte quatre faces : une marquée 0, deux marquées 1 et une marquée 2.
On lance n € N* fois ce dé et on note X;, (resp. Yn) le nombre de 1 (resp. 0) obtenus.

a. Donner les lois de X;, et Y. Quelles sont leurs espérances ?

b. Donner la loi de X, + Yn.

c. Donner la loi de (Xn, Yn).

d. Donner la covariance de X, et Y.

Centrale Maths1 PSI 2023 Olivier Farje

Soit N € N* et une urne avec initialement N boules rouges. On tire successivement dans 'urne :
Si on tire une boule rouge, on la remplace par une verte.

Si on tire une boule verte, on la remet dans l'urne.

On note X, le nombre de boules rouges dans I'urne a l'issue du p-iéme tirage. On pose Xp = N.

On note Y le rang ol on enléve la derniére boule rouge (Y = 0 si ce rang n’existe pas).

a. Montrer que VYn > 0, Vk > 0, P(Xn41 =%k) = % P(Xn =%) + kNi] P(Xn =k+1).

b. En déduire une relation entre E(Xy4+1) et E(Xy).

c. Donner E(Xy) en fonction de n et N et en déduire la valeur de lim P(Xp > 1) et de lim ]E(XN).
n—+o0o N—+oo N

n
d. Montrer que (Y =0) C ﬂ (Xx = 1), puis en déduire la valeur de P(Y = 0).
k=1

Centrale Mathsl PSI 2023 Gabriel Hofman

On pose F = { (X y> ‘ (x,y,2) € R3}.

z X

a. Quelles sont les matrices de F qui sont diagonalisables dans M;(R) ?

b. Quelles sont les matrices de F dont I’endomorphisme canoniquement associé est un projecteur orthogonal ?

Soit X,Y, Z des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi uniforme sur [[1;6].

c. Quelle est la probabilité que M = <>Z< ;) soit inversible 7

Centrale Mathsl PSI 2023 Antoine Vallade

Soit A > 0 et X une variable aléatoire sur un espace probabilisé suivant la loi de POISSON de parameétre
A. Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires indépendantes sur le méme espace probabilisé et suivant
toutes la loi de X. On pose N = Inf{n € N* | X;; > Xo}.

k+1
a. Montrer & l’aide de la formule de TAYLOR reste intégral que Vk € N, P(X > k) < (IZ\TI)'

b. La variable aléatoire N admet-elle une espérance finie ?
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Mines PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier 1

Pour tout réel x, on note [x] le plus petit entier relatif k tel que x < k.
Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive admettant une espérance finie et on pose Y = [X].
+oo
a. Montrer que 0 < E(X) < Y P(X > k).
k=0
b. Soit (Xn)nen une suite décroissante de variables aléatoires discretes réelles positives telle que Xo admet

une espérance finie et telle que Yw € Q, liT Xn(w) = 0. Montrer que Vk € N, liT P(Xn, > k) = 0.
n——+oo n——+oo

c. Montrer que lim E(Xy)=0.

n—+oo

Mines PSI 2023 Arthur Biot I

On répete une expérience de BERNOULLI indépendante de méme parametre p €]0; 1[. On note Xy, le nombre
d’expériences nécessaires pour obtenir le n-ieme succes.

a. Xj est-elle une variable aléatoire discrete ?

b. Donner la loi, ’espérance et la variance de Xj.

c. Déterminer la loi de Xy, pour n > 2. Calculer E(Xy) et V(Xy).

d. Soit Yq,---,Y;, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que X7 et S,, = Y7 +--- + Yy,.
Calculer E(Sy) et V(Sy). Expliquer.

Mines PSI 2023 Lilian Dupouy 11

Soit un entier n € N*. On s’intéresse a une urne contenant n boules non discernables numérotées de 1 a n.
On effectue des tirages et, a chaque tirage, on supprime de 'urne les boules dont le numéro est supérieur ou

égal a celui de la boule tirée. On note X;, le nombre de tirages nécessaires pour vider entierement 1'urne.

a. Calculer E(X;) et E(Xz).

b. Montrer que Vn > 2, E(Xn) =1+ l:i: E(Xy).

c. Trouver un équivalent de E(Xy,) quand n tend vers +oc.
Question supplémentaire : montrer que i % ~ In(n).

k=1 K +o0

CCINP PSI 2023 Marius Desvalois I

Soit & €]0;1[, A > 0 et X, Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans N telles que, pour tout (i,j) € N2,
e Mtd (1 — )t
il —j)!

on ait P(X=1,Y =j) = sio<j<iet P(X=1,Y=j)=0sinon. On pose Z=X—Y.

a. Déterminer la loi de X.

b. Déterminer la loi de Y.

c. X et Y sont-elles indépendantes 7

d. Déterminer la loi de Z.

e. Pour (j,k) € N2, calculer Pz—iy(Y =j).

f. Conclure.
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CCINP PSI 2023 Juan Dupierris I et Gabriel Hofman 1
Une entreprise commercialise deux produits A et B. Le service apres-vente recoit des appels concernant ces
deux produits, 20% pour le produit A et 80% pour le produit B. On note X5 (resp. Xg) la variable aléatoire
qui compte le nombre d’appels avant d’en avoir un qui concerne le produit A (resp. B).
On note L la variable aléatoire qui compte la longueur de la premiere chaine d’appels sur un méme produit.
Par exemple, si on recoit les appels AAABBAB...., alors Xa =1, Xg =4, L = 3.
a. Déterminer la loi de Xa. Montrer que X5 admet une espérance et une variance finies et les calculer. Faire
de méme pour Xg.
b. Pour n € N*, décomposer (L = n) en distinguant selon le (n + 1)-iéme appel.
En déduire que P(L =n) =0,8P(XA =n) +0,2P(Xg =n).

c. En déduire que L admet une espérance finie et la calculer.

CCINP PSI 2023 Jonathan Filocco 1

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de boules (numéros de 1 & X) dans une urne, telle que

X(Q) = N* avec Vi € N*, P(X =1) = —*+. On procede & un tirage et on note Y le numéro de la boule tirée.
21+1

a. Montrer que la définition de la loi de X est cohérente.
b. Calculer E(X).
c. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

d. Calculer la loi de Y et son espérance.

CCINP PSI 2023 Sacha Meslier 1

On joue a pile ou face, avec une probabilité p €]0;1] de faire pile et 1 — p de faire face. On effectue n > 2
lancers. On note N le nombre de séries obtenues. Par exemple N = 3 si, pour n = 10, on a les tirages

PPPPFFFFPP et N = 5 si, pour n = 10, on tire FPPFFPPPFF.

Pour tout entier k € [[1;n — 1], on définit Iy telle que Iy = 0 si les lancers k et k + 1 donnent des résultats
identiques et Iy = 1 sinon.

a. Déterminer N(Q).

b. Calculer P(N =1) et P(N =2).

c. Pour k € [[1;n — 1], donner la loi de .

d. Ecrire N en fonction des Ix.

e. Déterminer I'espérance et la variance de N.

CCINP PSI 2023 Antoine Vallade I

Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N telle que Vi € N, P(X =1) = 3‘—;‘ avec o € RY.

a. Calculer «.

b. Calculer E(X).
c. Calculer V(X).
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ORAUX 2024 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

X PSI 2023 Paul Picard 11
On s’intéresse a I’équation (E) : f(x) = f'(1/x) sur RY.
a. Trouver (a,b,a,B) € C* tel que f : x — ax™ + bxP soit solution réelle non nulle de (E) sur R .
b. Que dire de I'ensemble S des solutions de (E) sur R* 7

c. Caractériser entierement S.

-

ENS Cachan PSI 2023 Rémi Darrieumerle

Soit E = C°([0;1], R). On considére I'application T telle que Vf € E, Vx € R, T(f)(x) = fx f(t)dt.
Pour f € E, on note ||f|| = Sup [f(x)].
x€[0;1]

y _ \n—1
Pour f € E, n € N* et (x,y) € [0;1]%, on note Fn(x,y) = fo %
n— !

f(t)dt.

a. Montrer que Fy, est de classe C' sur [0;1]%.

b. Calculer la dérivée de la fonction x — Fp(x,x).

c. Majorer ||T™(f)|| en fonction de ||f||.

d. Pour f € E, on définit h = f — T(f). Exprimer la fonction f comme somme d’une série de fonctions qui
converge normalement.

e. Pour g € E, montrer que ’équation (Eq) : g = f — T(f) possede une unique solution dans E.

ENS Cachan PSI 2023 Marius Desvalois et Elae Terrien

Soit c € R, up: R— Ret f: Rx Ry — R de classe C', on considére I'équation (E) : au +c %—1; = f(x,t)
et son équation homogene associée (Eg) : %—E:’ + c%—l)j = 0. On dit que u vérifie les COHdlthHb (*) si u est
solution de (E) avec la condition initiale u(x,0) = ug(x).

a. Montrer que 'unique solution de (Eo) vérifiant u(x,0) = uo(x) est w: (x,t) — up(x — ct).

t
b. Montrer que u : (x,t) — uo(xo0) + fo f(xo + ¢6,0)d0 vérifie (x) si x = xo + ct.

c. En déduire que 'unique fonction w vérifiant (%) est w: (x,t) — up(x — ct) + f f(x —c(t —0),0)de.

+c J_ ou :azu_czazu
aX ot — “ox ot? ax2’

= 0 est, avec des fonctions u; et uy de classe

d. Monter que si u: R x Ry — R est de classe C?, on a

(x,
t
e. En déduire que toute solution de classe C? de a—% g—lzt

C% sur R, de la forme u : (x,t) = uq (x — ct) +uz(x + ct).

2 2
On dit que u: R x R, — R de classe C? vérifie (1) si ?)TEL - cz?)? =0, u(x,0) = g(x) et %ECL(X 0) = h(x)

oll g est de classe C' et h de classe C°. Soit u vérifiant (1). On pose v = Ju _ du

ot ~ Cox-
f. Montrer que v est solution de () olt on donnera la fonction f et la condition initiale 1.
g. Exprimer alors v(x,t) en fonction des données du probleme (1).

x+ct
h. Montrer que u(x,t) = g(x +ct) + g(x — ct) + f Ct h(u)du
X—C
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ENS Cachan PSI 2023 Juan Dupierris 11

Montrer, pour f : R™ — R de classe C', que f convexe <= V(u,v) € (R™)2, f(v) > f(u)+(V(f)(u)) T (v—u).

ENS Cachan PSI 2023 Antoine Jeanselme

1
Pour k € N et (x1,x2) € R?, on pose, G (x1,x2) = f thexitHxat? g ot Hy(x1,%2) = Gk(x1,x2) en cas de
0 Go(x1,x2)
convergence. On définit aussi, pour (a,b) € R?, F(x1,x2) = In (Go(x1,x2)) — Hi(a,b)x; — Ha(a, b)x2.
a. Montrer que Gy et Hy admettent des dérivées partielles et que %HTk = Hyyi — HiHj pour i € {1,2}.
1
b. Montrer que (a,b) est un point critique de F.

On admet que F est de classe C? sur RZ.

2 1 .
c. Montrer que #ng(m,xz) = m fo (st = Hj(x1,x2)(s* — Hi(m,xz))e"‘”"zszds sii#j.

Pour (uy,uz) # (0,0) € R? soit h: R — R définie par h(t) = F(a + uit, b + uyt).
d. Montrer que h'(0) =0 et YVt € R, h"(t) > 0.

e. En déduire que F admet en (a,b) un minimum local.

f. F admet-elle d’autres extremums ?

Centrale Maths1 PSI 2023 Paul-Antoine Baury-Carpentier

On considere le systeme (E) : y’ =2xy + 1 et y(0) = 0.

a. Justifier qu’il existe une unique solution f de (E) définie sur R et que f est impaire.
b. Trouver le développement en série entiere de f sur R.

c. Donner une expression de f sous forme intégrale.

d. En déduire un autre développement en série entiere de f.

Centrale Mathsl PSI 2023 Rémi Darrieumerle

Soit I un intervalle et f : I — R une solution sur I de '’équation (E) : y' =y +y+1.

+oo du
a. Montrer la convergence de f

————— et déterminer sa valeur.
—oco u+u-+1

b. Montrer que I est borné.

c. Trouver une expression de f a l'aide de fonctions usuelles.

Centrale Maths1 PSI 2023 Alban Dujardin 1T

Soit f: R? — R de classe C? telle que f admette un minimum local en (xo,yo).

Déterminer le signe du laplacien Af(xo,yo)-

Centrale Mathsl PSI 2023 Tom Graciet et Chloé Vagner

n n
Soit n € N*, on définit f,, : R™ — R par f(x1, - +,%n) = ( > xk) exp ( - > xi)
k=1 k=1
a. Trouver les points critiques de fy,.

b. On note a,, le point critique dont les coordonnées sont toutes strictement positives. Montrer que fy,
admet un extremum local en a.

c. Que se passe-t-il en les autres points critiques ?
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Centrale Mathsl PSI 2023 Paul Picard

a. Tracer dans le plan la courbe I' d’équation y? = 4x.

b. Déterminer une équation de la tangente Ty en un point M = (t?,2t) de I'.

c. Déterminer les coordonnées du point N qui est l'intersection de T; et de la droite D passant par le point
A = (—3,2) et parallele & (Ox).

d. Quel lieu parcourt le point Ny quand t varie ?

Mines PSI 2023 Bader Ben Amira II

Soit n € N*, f: R% — R de classe C% et F: R™\ {0} — R définie par F(x) = f(||x|).

noo.2
On suppose que > aa FZ =0 sur R™\ {0}. Déterminer f.
k=1 0xx

Mines PSI 2023 Arthur Biot II

X
Déterminer toutes les fonctions f, continues sur R, qui vérifient Vx € R, f(x) + fo (x —t)f(t)at = 1.

Mines PSI 2023 Rebecca BIé II

Soit @ = (R%)%, a € RY et f: Q — R définie par f(x,y) =x* +y? + .
Xy

a. Montrer que f est de classe C! sur §.
b. Calculer le gradient de f en tout point de 2.
c. La fonction f est-elle prolongeable par continuité en (0,0) ?

d. Etudier les extrema de f.
Mines PSI 2023 Hugo Delval II

Soit (E) : x%y” —2x(x*> + 1)y’ + (x* = 1)y = 0.
a. Trouver les solutions de (E) développables en série entiere.
b. Parmi les solutions de la question précédente, reconnaitre une fonction usuelle.

c. Quelles sont les solutions de (E) sur R ?

Mines PSI 2023 Antoine Jeanselme I

Soit I’équation (E) : x?y” — 2y = 3x2.
a. Trouver les solutions polynomiales de 1’équation homogene (Eo) associée a (E).
b. Résoudre (E) sur RY et R*.

c. Déterminer les solutions de (E) sur R.

CCINP PSI 2023 Maddie Bisch II

. 2 PP xy(x? —y?) .
Soit f: R* — R définie par f(x,y) = iy o (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.
x Y
a. Etudier la continuité de f sur R2.
b. Calculer les dérivées partielles premieres de f sur R2.
c. La fonction f est-elle de classe C! sur R2.

d. Calculer les dérivées partielles seconde de f en (0,0). Qu’en déduire sur la fonction f ?
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