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ORAUX 2024 THEME 1
INTEGRALE ET ANALYSE

D’apres Iénoncé, on pose g : Ry — R définie par g(y) = f(,/y) pour y > 0. Comme t v/t est de classe C*®

sur R a valeurs dans R et que f est de classe C* sur R?* , par composition, g est de classe C* sur R7.

Par la formule de TAYLOR-YOUNG, comme f est de classe C* et paire donc que f/(0) = 0 et f/(0) = 0, on a

£(x) =f (0) + f//z(o)xz + f(z)io)x" + o(x"). En composant par ,/y, on obtient le développement limité d’ordre
2 en 0 pour g, a savoir g(y) = f(,/y) ?f(O) + f//zﬂy + f(42)£ )y +o(y?).

Aspect C! : comme g admet un développement limité d’ordre 1 en 0, g est dérivable en 0 et g’(0) = f/éO).
Pour y > 0, on a ¢g'(y) = flz(\\/fj) Or, f' étant de classe C* avec f'(0) = 0 car f est paire, on a le

développement limité & 1'ordre 1 suivant de f’ en 0, & savoir f’(x)jf”(O)x + o(x). En posant x = ,/y,

1/
on obtient '(,/y) —f”( )v/Y + o(y/y) qui justifie que g’ (y) O] +0o(1) donc que lim ¢'(y) = ¢’(0) et g’

2 y—0+

oll

est continue en 0. Avec ce qui précede, on a bien établi aspect C' de g sur R..

/ / !/ /
f (\/g)7 on a3 (y) —g'(0) _f (vy) — (0 )\F Comme f' est
2y y—o0 2y\/y

de classe C3 et paire sur R, elle admet un développement limité en 0 & I'ordre 3 par TAYLOR-YOUNG qui

Aspect C* : pour y > 0, comme g'(y) =

4)
s’écrit, comme '(0) = f/(0) = 0, '(x) :f”(O)x + %xs + o(x?) donc, en composant par /g, on obtient
/ o (4)
f’(\f) /(0 )\f+ ( )y\f+o(y\f) Ceci montre que & () —g'(0) _ 7°(0)

y—-0 o 12
"(y) = ¢’ )
fois dérivable en 0 avec g”(0) = lim 2 () —g'(0) _ F°(0)
Yot y—0 12

+0(1) donc que g est deux

. Montrons que g” est continue en 0.

Apres calculs, on a Yy > 0, g”(y) = ff/l(\i;zf /(\/g) Or f’(\/g)jf”( )f—l— ( )y\f—ﬁ- o(y/Y)

f* (o
et, comme " est de classe C? sur R, on a par TAYLOR-YOUNG f”(x) ?f”(o) + %xz + o(x?) donc, en

(4)
composant par , cela donne f =f"(0) + ———%y + o(y). En reportant dans l’expression de ,
y 1 d 1! y 0 11 f (0) y y E d 1’ M d g// y

2
£(4) (0)

)
') = = [va(r @ + Sy + o) - (Mo + v+ o) 5 5 o). Cea

montre que lim g¢”(y) = ¢”(0) = ()
y—0+ 12

théoréme de prolongement C' (ici de g’ en 0), le calcul préalable de g”(0) n’était pas nécessaire.

donc que g est de classe C? sur R, avec ce qui précede. Par le

a. Par convention, si t > 0, on prendra 0' = lim x' = lim e!'"(® =o.
x—0+t x—0+
Méthode 1 : comme In : R} — R est de classe C? et concave car Vx > 0, In”(x) = ,Lz < 0, on sait que
X

V(a,b) € (R%)?, VA € [0;1], In(Aa + (1 —A)b) > Aln(a) + (1 —A) In(b). Comme exp est croissante, on en
déduit que exp(In(Aa+ (1 —A)b)) =Aa+ (1 =A)b > a*b!'* = exp(Aln(a) + (1 — A) In(b)).

Avec t €]0;1], (u,v) € (R4 )?, considérons des cas :



esiu>0etv>0,on prend A=t,a=uetb=vci-dessus et on a bien utv! 7t < tu+ (1 — t)v.

esiu=0etv>0,onautv "t =0et tut(1—t)v=(1—t)v > 0 donc on a bien utv' =t < tu+ (1 —t)v.
esiu>0etv=0,onauv"t =0et tu+ (1 —t)v =tu> 0 donc on a bien utv! =t < tu+ (1 —t)v.
esiu=0etv=0onautv!"t =0et tu+ (1 —t)v =0 donc on a bien utv' =t < tu+ (1 — t)v.

Méthode 2 : soit t €]0;1[, soit g¢ : R4 — R définie par g¢(u) = u* —tu— (1 —t). La fonction g¢ est dérivable
sur R? et continue sur Ry avec g¢(0) =t—1<0etonaVu >0, gi(u) =tu'"! —t = t(# - 1) donc
gt est croissante sur [0;1] et décroissante sur [1;4+o00[. Comme g(1) = 0, la fonction gt est négative sur Ry
donc Vu € Ry, Vt €]0;1], u* <tu+ (1 —1t) (1). Traitons deux cas :

esiv=0,utv"t =0et tu+ (1 —t)v =tu > 0 donc on a bien utv! =t < tu+ (1 —t)v.

t

e si v > 0, en remplacant u par ¥ dans (1), on a (E) < t¥ + (1 — t) puis, en multipliant par v > 0,

v v v

t
ona XY = utv!=t <tu+ (1 — t)v comme attendu.
vt

b. Pour A € R, et des fonctions g,h : [0;A] — R continues, comme |g[P et |h|9 sont continues sur un

Ie A 1/p A 1/q . . . 7’ . 7N
segment, les réels I = (j;) |g\p) € Ryet] = (fo |h\q) € R, existent. Si A = 0, l'inégalité &
établir est claire car elle se ramene a 0 < 0. Si A > 0, traitons des cas :

e si [ =] =0, comme les fonctions |g|P et |h|9 sont continues, positives, on en déduit que g =h =0
sur [0; Al, ainsi, on a bien l'inégalité fOA |[ghldt=0<0= (foA |9\P>1/P X (foA |h‘q)1/q.
esiI=0et] >0, comme avant, h = 0 donc j;A [ghl|=0<0= (j;A |g|1ﬁ’)1/13 X (LA |h|q)]/q.
esiI>0et]=0,comme avant, g = 0 donc fA [ghl=0<0= (fA |9|P)mD X (fOA |h|q>]/q.
osiI>Oet]>O,posonst:$ €lo;1[, u= loCJ” € Ryetv= ‘h(lﬂ € Ry pour x € [0;A], on a

P

X X p X p
_ lox )H )l _ o )U( 9| done, 19 )U( ) ¢ ; |9(1P)| +ilh(lp)l

1—t =1 doncuty!
A 1/p A 1/q
| oA (] lotPax) ([ melax)
ﬁfo lg(x)h(x)|dx < t——— 7 T(—t)——% 77 =t+1—t=1 par croissance
P q
(] lotPax) ([ Inelaax)
A A 1/p A 1/q
e iz 4 — P q
de l'intégrale. Par conséquent, fo l[g(t)h(t)|dt < IJ = (fo lg(t)] dt) X (fo [h(t)] dt)
A A 1/p A 1/q
5e 4 <z P q
Dans tous les cas, on a 'inégalité fo [g(t)h(t)|dt < (fo lg(t)] dt) X (fo [h(t)] dt) .
c. Sip > 1, pour tout n € N, la fonction a, : t — t™f(t) est continue sur R, et, si A > 0, d’apres b., on
A A A 1/p A 1/4
n - t/p)(tne—t/P Pet ng,—tq/p
a [T lerilae = [T |(1(0)et/P) (e /P ae < (fo I£(1)[Pe dt) X (fo {nde dt) . Comme f
A +o0o
est strictement positive par hypothese, fo [f(t)|[Petdt < M = f f(t)[Petdt = fo (f(t))Petdt > 0. De

+
plus, on se rappelle de la fonction I' définie sur R par I'(x) = fo

. On a donc

t*~Te~tdt qu’on note I'(x) = (x — 1)!
méme pour un réel x > 0 (justifié car V¥n € N*| T'(n) = (n — 1)!), ce qui permet d’écrire, avec le changement

de variable t = % = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de R? dans R?, la relation

+ + ng nq+1 + nq+1
f *gnag—ta/pgy = f > (pltl)q e “Pau = (E> f T undetduy = (E) (nq)!. Pour A € Ry,
0 0 q q q 0 q
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A 1/ RnJr(1/q) 1/q p\" 1 Y E1/q
[7 ear < m P(q) ((nq)!) _K(q) ((ng))'/9 (2) en posant K = M P(q) € R,.

+oo
Ceci justifie que 'intégrale fo t"f(t)dt converge car la fonction a,, est positive. De plus, en passant a la

limite dans (2) quand A tend vers +, on a un < K(E) ((ng)H)/4.
q
Pour n > 1, on a donc |un|~"/™ > K=" x 4 x ((nq)!)~"/("9). On sait que I est convexe et croissante sur
P

un intervalle du type [o; +00[ (en fait « ~ 1,46) donc dés que n est assez grand et que nq +1 > «, on a
(ng)! < (Ina) +1)! donc ((ng)) "/ > (([ng) + 1))~/ "D > ((|ng] +1))~"/(naD). Alors, pour n assez
grand |un|~V/™ > v, = KT/™ x % x ((|ng] +1)H~1/Unal),

Si (an)nen et (bn)nen sont deux suites strictement positives telles que a, o bn et (cn)nen une suite telle
oo

1/cn
1/en bll/c“ en éerivant 7 — = exp ( L in <a“>)
n—+o00 +00 b,/ Cn bn

que lim cp = 400, on a ay

D’aprés STIRLING, en notant tn, = |nq] et puisque [nq| ~ ng, hrJrrl th = +o00, hT (tn +1)" 1/t =1 et
—+o00 o0 n—+oo

=1 =1
lim (\/Zmn) tn 1, 0n a vy o 9 % (\/Zntn(t—“) ) o4 e e donc, par comparaison aux
o p e

n—+oo +oo p tn +oo np
séries de RIEMANN, > |un|~!/™ diverge.
n>0
d. Sip =1, pour n € N, en écrivant t"f(t) = (f(t)e')(t™e '), comme tli_T t"e~' = 0 par croissances
—T 00

comparées, on a t"f(t) = o(f(t)e') donc, par comparaison, la fonction a, : t +— t™f(t) est continue et
o0

—t

intégrable sur R, donc u, existe. Pour n > 1, la fonction by, : t — t™e™ ' est dérivable sur R, et

bl (t) = nt"Temt — the™t = t"Te7t(n — t) donc by, est positive, croissante sur [0;n] et décroissante

sur [n;+oo[ donc maximale en n ou elle vaut by(n) = n™e ™. Alinsi, pour n > 1, on a la majoration
—+oo +oo “+oo
— n — t — Ne—T
Up = fo thf(t)dt = fo f(t)etby (t)dt < b (n )fo f(t)etdt = Mn siM = f Jetdt > 0.
—1/n o M~ V/"e e L . .
Par conséquent, u,, ' > = vy et, comme v,, ~ £ et que la série harmonique Z —+ diverge, par
n +oom a1 n
comparaison, la série Y |u,|”"/™ diverge.
n>1
2
a. Les fonctions fq : t — exp ( tzf%) et gq : t% exp (ftzf‘s—z) sont continues sur R’ et prolongeables
. 2 a? a? . a?
par continuité en 0 en posant fq(0) = gq(0) = 0 car exp ( -t — —2) ~ exp ( - —2) et im %5 = 400 et
t 0 t t—0t+ t
2
que lim e¥= lim xe * = 0. De plus, exp ( —t2 — %) ~ e et lim t2et = lim et =0 donc
X——00 X——00 t 400 t—+4o0 t—4o0

fo(t) = o(g—z) et ga(t) = o(t] ) Ceci assure, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, que fq et gq
oo

—+oo
sont intégrables sur R’ donc que I(a) et J(a) existent pour tout a > 0.

b. Dans I(a), on pose t = ﬁ = @(u) avec @ de classe C' et bijective strictement décroissante de R* dans RY.

0 2 + 2
Par changement de variable, I(a) = f+oo exp (— % —uz) (— U%)du = j;) > uiz exp (—uz - %)du =J(a).

+o0 2 2
c. Dapres b., I(a) = o) +](a) _ 1 (exp ( —t? — f:—z) + t% exp ( —t? - fsz))dt par linéarité

2 2Jo
2 2
de lintégrale donc I(a 2 f ( %) exp ( — 2 = f[l—z)dt Or —t2 — f[l—z = (t - %) — 2a d’on
2 2
exp (—tz - %) =e %%exp (— (t— %) ) (mise sous forme canonique). Toujours par linéarité de 'intégrale,
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N . ~2a oo 2
on obtient bien la relation I(a) = € — (1 + t%) exp ( - (t - %) )dt.
t

d. Dans l'intégrale de la question précédente, on pose x = t — % = o@(t) avec ¢ qui est une bijection
strictement croissante (car ¢’(t) =1+ t% > 0) de classe C' de R} dans R car Lim o(t) = —oocar a >0
——00
—2a +o0 2 —2a +o0 2 +o0 2
1 = insi = € _(p(t) ! = € -X = -x
et t&zloocp(t) +oo. Ainsi, I(a) —Jo ¢ @’ (t)dt ) ¢ dx Zfo e " dx par

+oo
parité de la fonction x +— e’ Par conséquent, I(a) = e~2¢ fo e dx = ?e’za avec le rappel de

I’énoncé concernant 'intégrale de GAUSS.

t*In(t)
t—1

opérations. Comme In(t) > t—1 en posant u = t—1 dans In(1+u) Twona fx (1) > t* ~ 1 donc fy se prolonge

a. Pour x €] — 1; +00], soit fx :]0; 1[— R définie par fy(t) =

. La fonction fyx est continue sur ]0; 1] par

1—x

par continuité en 1 en posant fx(1) = 1. De plus, fy(t) rgt" In(t) ?O(
t2

) par croissances comparées car

1

T+x %X < 1, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, f, est intégrable sur ]0;1]

> < 0 donc, comme

1
ce qui montre la convergence de fo fx(t)dt.
b. Soit —1 < x <y, Vt €]0;1], t¥ = X1 > VIt — ¥ > 0 car In(t) < 0 donc, t*In(t) < t¥ In(t) <0 et,
1 1
puisque t—1 < 0, f(t) > fy(t) > 0. Par croissance de I'intégrale, H(x) = fo fx(t)dt > fo fx(t)dt =H(y) >0

ce qui montre que H est positive et décroissante sur | — 1; +0o0].
tin(t)

c. La fonction a : t — est continue sur ]0; 1], se prolonge par continuité en 1 en posant a(1) = 1

car In(t) o t — 1 comme ci-dessus et, par croissances comparées, elle se prolonge aussi par continuité en 0 en

posant a(0) = 0. La fonction positive a ainsi prolongée est continue sur le segment [0; 1] donc elle y est bornée

par le théoréme des bornes atteintes et il existe M > 0 tel que Vt €]0; 1], 0 < a(t) < M. Alors, pour x > 0,

0 X X t—0 x—+00 X
encadrement, on a lim H(x) = 0.
X—+00

1 1 x71
onal0<Hx) = f t*~Ta(t)dt < ML/; t*Tdt = M[L}o =M car limt* =0. Comme lim ™M =0, par

On pouvait aussi utiliser le théoréeme de convergence dominée a parametre continu.

T =) in(t)dt _

1
d. Pour x > —1, avec l'indication, H(x) — H(x+1) = f - fo t*In(t)dt et, en posant

0 t—1
x+1
uit In(t) ebv:tes L qui sont C! sur ]0;1] et qui vérifient lim w(t)v(t) = lim u(t)v(t) = 0 par
1 t—0+ t—1-
1 1 +1 1
croissances comparées, on a — fo t*In(t)dt = fo Ji]dt = {( t:_ ])2}0 = (17])2 (1) par intégration
x x x

par parties. Comme H est décroissante sur | — 1;400[, on a Vx €] — 1;0[, H(0) < H(x + 1) < H(1) donc

1 1
H(x +1) =, O(1) et (1) montre que H(x) i e car O(1) = o(m)
“+oo +oo
e. Comme lim H(n) =0 dapréesc.,onaVvn € N, Hn) = Y (Hk—1)—-Hk) = X iz par
n—+o0 k=n+1 k=n+1

dualité suite-série avec la relation de la question d.. De plus, comme g : x —> iz est continue et décroissante
X

k+1 Kk
sur R*, on a Vk > 2, fk g(x)dx < kl—z < . g(x)dx. Pour n > 1, en sommant pour k > n + 1, puisque
L, +o00 1 +oo 1 +oo 400
g est intégrable sur [1;+oo[ par RIEMANN, f g(x)dx = [— f] < H(n) < [— f] = g(x)dx
n X1In xIn-1 n—1



par CHASLES donc — < H(n) < —— (1). Pour x > 1, H étant décroissante sur [1;+oo[ d’apres b.,

Ix] < x < |x]+1 = H(|x] +1) < H(x) < H(|x]) donc —— < H(x) < —1— avec (1) donc

[x] +1 [x] —1
x—]k] < H(®x) < x1—2' Comme x—]&—1 fod x]—Z fodbe 1 , par encadrement, on trouve H(x )_:;O];
n—1 — n
De la méme maniere, pour n € N*, on a H(0) —H(n) = (H(k) —H(k+1)) = Z —_—— = 12 donc,
k=0 k=0 (k+]) =17
+oo 1 2
comme lUm H(n) =0, onaH(0) = 5 =02)="-.
n—+oo i=1 j 6

a. La fonction f : t — SlTl(t) est continue sur R et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1 car

+oo gin(t)

+00 g
sin(t) Tt la convergence de fo @dt équivaut donc a celle de f] dt. Dans cette derniere

intégrale, on pose u : t — —cos(t) et v :t % de sorte que u et v sont de classe C! sur [1;+oo| et que

+
. li1+n u(t)v(t) = 0 ce qui, par intégration par parties, montre que la convergence de f1 s”l&dt équivaut
—+00

+
a celle de j‘] cots( )dt Soit g : [1;+oo[— R définie par g(t) = CO:Z(t), alors g est continue sur [1;+o0]

et g(t) = O(tlz) donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, g est intégrable sur [1;+o0[ donc, a

+o0 +o0
fortiori, f] C%()dt converge. Ainsi, fo S”l( )dt converge.

1 — cos(2t)
2

cos(2t)
2t

b. Pourt € R* , comme | sin(t)| > sin?(t) = ,onalf(t)] > i— . Comme en a., I'intégrale

f1+°° cos(2t)

+oo
dt converge en réalisant une intégration par parties. Par contre, I'intégrale f1 g—: diverge

2t
+00 gin? in?
par critere de RIEMANN. Par somme, f] M diverge donc la fonction positive g : t — sin”(t) n’est
iy sin?(t) .
pas intégrable sur [1;+oo[. Comme ¥Vt > 0, |[f(t)| > — = g(t), par comparaison, f n’est pas non plus

intégrable sur [1;4-00[, donc a fortiori pas intégrable sur R .

c. Posonsu:— 1—cos(t)etv:t— % de sorte que u et v sont de classe C' sur R?. et, comme 1 —cos(t) N %
donc u(t)v(t) ~ £ et u(t)v(t) = O(]) ona lim u(t)v(t) = 0= lim u(t)v(t). Ainsi, par intégration par
02 +o0 t—0+ t—+oo
. +oo sin(t) too 1 _pte 1 —cos(t) . pte 2sin?(t/2)
parties, on a fo - dt =0 — fo (a cos(t))( t—z)dt = fo tizdt = fo Tdt

On pose maintenant t = 2u = ¢ (u) avec @ qui est une bijection C' strictement croissante et R% dans R7,

> sin % 2 sin?((2u % sin?(u
f0+ t(t) dt = f+ 2 ((% )/2) (Zdu) — fo+ ( )du

0 4u u?

et on a par changement de variable

@ a. Puisque f est une fonction positive, on peut définir g = /f = /2 et h = £2/f = /2. Comme les fonctions
t — 1/t et t — t%+/t sont continues sur R, par composition, g et h sont continues sur [0; 1] car f est continue

1
sur [0;1]. D’apreés I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ associée au produit scalaire (a,b) — fo a(t)b(t)dt sur

o 1 T T _ )
lespace vectoriel C°([0;1], R), on a ’ fo gh‘ < fo g- X j;) h*, ce qui donne exactement, en élevant au

o T \2 T 1
carré, I'inégalité (fo f) <j;) f Xfo f.

Si on a égalité dans cette inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, alors les vecteurs g et h sont colinéaires.
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e Soit g =0 ou h =0, et dans ce cas f = 0.
e Soit g et h sont non nulles, alors il existe A € R (car g et h positives) tel que h = Ag, ce qui s’écrit
Vx € [0;1], f(x)%/? = Af(x)'/? donc f(x) = 0 ou f(x) = v/A. Comme f n’est pas nulle, sinon g et h
le seraient, et que f est continue sur [0; 1], on a forcément Vx € [0;1], f(x) = /A par le théoreme des
valeurs intermédiaires.
Dans les deux cas, f est constante et positive sur [0; 1]. Réciproquement, si f est constante et positive (valant
1 2 1 1
. 3\T 6 _ 5 _ 5
o) sur [O,l],alorsona(fo f) =a’ =« xoc_fo f Xfo f.
Il y a égalité dans (f1 f3)2 < f] 2 x f1 f si et seulement si f est constante et positive sur [0;1]
0 = Jo 0 T
b. L’hypothese faite sur f nous incite & utiliser la dérivation. Soit la fonction g : [0;1] — R définie par
x \2 x
glx) = (fo f) — fo 3, alors g existe car f et f3 sont continues sur [0;1], et g est méme dérivable sur

I'intervalle [0; 1] par le théoréme fondamental de I'intégration avec Vx € [0;1], ¢'(x) = 2f(x) j: f(t)dt — f3(x)

2
d’ott ¢'(x) = 2f(x) ( fox f(t)dt — fzﬁ) Comme f" est positive sur [0; 1], la fonction f est croissante sur [0;1]
donc positive sur cet intervalle car f(0) = 0. De plus, pour x € [0;1], on a ¥Vt € [0;x], 0 < f'(t) < 1 donc
. X )1 f(x)? x o
0 < f(t)f'(t) < f(t) ce qui donne 0 < fo f(t)f (t)dt = [T} = < fo f(t)dt en intégrant et par
0
croissance de lintégrale. Ainsi, Vx € [0;1], g’(x) = 0 donc g est croissante sur I'intervalle [0;1]. Comme
1 1 2
g(0) =0, on a donc ¢(1) > 0, ce qui s’écrit bien fo 3 < (L/; f) .
c. Sl y a égalité dans l'inégalité de la question b., on a g(1) = 0 donc g est constante sur [0;1] et

2
Vx € [0;1], ¢'(x) =0 <= (f(x) =0 ou fox f(t)dt = %) Or, pour x €]0;1], par linéarité de I'intégrale,

foxf(t)dt - @ = fo" f(oae - [ CH()F () dt = fo"f(t)m — (t))dt = 0 et la fonction t — £(t)(1 — (1))

. o x f(x)? y
est continue et positive sur [0;x] donc fo f(t)dt = = (Vt € [05x], (f(t) =0ouf(t)=1)).

Ainsi, s’il y a égalité dans D'inégalité de b., f = 0 ou (Vt € [0;x], (f(t) = 0 ou f'(t) = 1)). Supposons
que (Vt € [0;x], (f(t) = 0 ou f'(t) = 1)), posons alors m = Sup({t € [0;1] | f(t) = 0}), qui existe car
A ={te0;1] | f(t) =0} contient 0, est inclus dans R et est minoré par 0. Considérons trois cas :
e Sim =0, alors Vt > 0, f(t) # 0 donc f'(t) = 1 et, par continuité de la fonction f sur [0;1], on a
Vx € [0;1], f'(x) = 1. Comme [0;1] est un intervalle et f(0) =0, on a donc ¥x € [0; 1], f(x) = x.
e Si m €]0; 1], il existe une suite (tn)nen € AN telle que nEToo tn = m par caractérisation séquentielle
de la borne supérieure. Par continuité de f, on a donc f(m) = nET@o f(tn) = 0 donc m € A. Comme
f est croissante sur [0;1], on a Vx € [0;m], f(x) =0. Pour t €Jm;1], t ¢ A donc f(t) # 0 donc f'(t) =1
et, par continuité de f' en m, on a donc f'(m) = 1, ce qui contredit le fait que f est constante (et nulle)
sur [0;m]. Ce cas ne se peut !
e Si m =1, comme ci-dessus, on a Vx € [0;m], f(x) =0 donc f est nulle sur [0;1].
Ainsi, I’égalité dans b. implique que f = 0 ou que Vx € [0;1], f(x) = x.

1 172
Réciproquement, si f est nulle sur [0;1], on a bien fo f2=0= (j;) f) et si f:x +— x, on a bien I'égalité
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o[-0 = (- (1
0 410 4 2 2 1o 0 '
Par conséquent, il y a égalité dans b. pour une fonction f : [0;1] — R de classe C' telle que f(0) = 0 et

Vx € [0;1], f'(x) € [0;1] si et seulement si f est nulle sur [0;1] ou si f: x — x.

a. Les fonctions w : t — At + cos(t) et v:t— % sont de classe C! sur [1;+o0] et tli? u(t)v(t) = A donc,
— 400

+o00 A — si +oo
par intégration par parties, la convergence de f1 A%ma)dt équivaut a celle de f1 M—i_%zos(t)dt. Or
+oo
t— cos(t) est continue sur [1;+oo] et cos(t) _ 0(-) donc f Mdt est absolument convergente
2 t?2 4o \t? 1 t

“+o0
par comparaison et, méme si t — i‘—;‘ = % est continue sur [1;4o00[, I'intégrale f] %dt ne converge que si

oo A — sin(t)

A =0 d’apres RIEMANN. Ainsi, par somme, f1 ¢

dt converge si et seulement si A = 0.

x
b. Comme f est continue sur R, on peut définir F : x — fo f(t)dt la primitive de f qui s’annule en 0. De
plus, f est continue sur le segment [0; T] donc elle y est bornée, et étant T-périodique, elle est bornée sur R.

Méthode 1 : notons M = [|f||ss,r. Soit x > 0 et 'entier n, tel que n,T soit le plus grand multiple de

T inférieur a x, ce qui se traduit par nyT < t < (nyx + )T < ny, < % < ny + 1 donc ny = {_’FJ

x nx—1 A(k+1)T x T )
Par CHASLES, F(x) = fo f(t)dt = kZO fkT f(t)dt + N Tf(t)dt. Posons I = fo f(t)dt, ce qui donne

X X X

F(x) = nXI—|—fnT f(t)dt. Par inégalité triangulaire, on a ‘ fnxT f(t)dt‘ < - Mdt = M(x—nxT) < MT et on

adonc F(x) = nyI+0(1). L’inégalité nyT < x < (ny+1)T montre que x —nyT = O(1) doncn, = X+0(1).
+o0 +oo +oo T

-
Posons m = % f f(t)dt = % qui représente la valeur moyenne de f sur une période, de sorte que ce qui

0
précede s’énonce F(x) = Loy 0(1) = mx+ 0(1).
+oo T +o00
F(T)

-
Méthode 2 : posons m = %fo flu)du = T gixe F(x) —mx et h: x — g(x + T) — g(x). Comme F est

dérivable par le théoreme fondamental de I'intégration, g et h le sont aussi et on a h'(x) = ¢’(x + T) — g’ (x)
donc W'(x) = F(x+T)—m —F(x) + m = f(x + T) — f(x) = 0 par hypothése. Comme R est un intervalle,
h est constante et h(0) = g(T) — g(0) = F(T) — F(T) = 0 donc h est nulle sur R. g est donc T-périodique et,
comme avant puisque g est continue, elle est bornée sur R donc F(x) = mx + O(1).

+oo

1

Concluons : les fonctions u : t + At — F(t) et v : t = + sont C' sur R, et tliT u(t)v(t) = A — m car
— 400

At — (mt + O(1 =L . . +oo A — f(t +o0 At — F(t) .
u(t)v(t) = ( - ( )) Par intégration par parties, f1 %dt et f1 Tdt ont méme
nature. Comme M —ZF(t) _ At—mt— (ZF(t) -mt) _ A-—m) n F(t) - mt F(t) - mt _ O(iz) d’apres

t t t t t +o0o t
oo A — f(t)

ce qui précede, comme a la question a., ‘[1 dt converge si et seulement si A = m.

a. Comme f est continue, positive et non nulle sur [a;b], d’aprés la contraposée d’un théoréme du cours, il
b

vient A = f f(x)dx > 0. Comme f est continue sur [a; b], d’aprés le théoreme fondamental de I'intégration,
a

X
F: [a;b] — R définie par F(x) = f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a sur [a;b]. F est donc de
a
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classe C', strictement croissante car f > 0 donc F réalise une bijection de I'intervalle [a;b] dans [0; A].

Pour n € N*, les conditions imposées & xo,x1, -+, %xn reviennent & Vk € [1;n], F(xk) — F(xk—1) = = done,
n
puisque xp = a est imposé donc F(xg) = 0, les conditions imposées se résument a Vk € [0;n], F(xk) = kA
n
Ceci montre I’existence et 1'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xi = F~! (M)
n

() = xR me(s)

définissant g : [0;A] — R par g(x) = foF~!(x). Comme g est continue sur le segment [0; A] par composition

b. Pour n > 1, u, = en

_ 90 41 lAig(kA)

n A n = n

puisque F~! est continue de [0; A] dans [a;b], le théoréme sur les sommes de RIEMANN montre que I'on a

A A
um u, = % fo g(x)dx = % fo foF~T(x)dx. On peut effectuer le changement de variable x = F(t) car F

n—-+oo

est de classe C', bijective et strictement croissante de [a;b] dans [0; A] et on obtient la nouvelle expression

[ (1)) ax

tim un =1 [0 (0P oF(1) x f(t)at = L [ f(t)2at car /(1) = £(1). Ainsi, lim up = 20—
nodoo AJa AJa ' "nStoo fb '
f(x)dx
a
@ a. Pour n € N* la fonction f, : x ~ x™e®* est continue sur Ry et |f(x)| = x™e */? = o(iz) par
oo \x

—+oo
croissances comparées donc f,, est intégrable sur R, et I, = fo fn(x)dx existe. Pour tout entier n > 1,

wx
les fonctions u : x — x™ et v : x = &— sont de classe C' sur Ry, u(0)v(0) = 0 et lim wu(x)v(x) = 0 par
w

X—+00
. . . . . n [t 1 n
croissances comparées donc, par intégration par parties, I, = — Jo X" ePdx = —Elnq. Par une
récurrence simple, on en déduit que I, = n!(—j)™*! car w = j2 donc 1_ j.
w
.. “+oo +o0 )
Ainsi, pour k € N* on a Im(I3x—1) = 0 = Im (‘/;) x3k_1e‘“xdx) = —fo x3k—Te=x/25in (éx)dx.

+oo
Dans fo x3k—Te™x/2 5in (?x) dx = 0 (vue sur R7}), on pose x = @(t) = t'/3 avec ¢ qui est une bijection
. : 1 x . 1 (T c—(1/3) 1372 o (V/3,1/3),-2/3
strictement croissante de classe C' de R% dans R7 et 3 fo t e sin (Tt )t dt =0

+ ;
donc, en posant, n =k —1,on a Vn € N, fo T et 2 i (?UB)t“dt = 0. En définissant g: R, — R

— 3t 3 +oo
par g(t) =e 2 sin (@), la fonction g est continue et non nulle sur Ry et Vn € N fo g(t)t™ =o.

b. L’énoncé nous incite a admettre le théoreme de STONE-WEIERSTRASS, il s’agit de l'approximation

uniforme de toute fonction continue sur un segment par des polynémes. Soit donc ¢ > 0, il existe par ce

théoreme un polynome P tel que Vt € [a;b], [f(t)—P(t)| < ¢, c’est-a-dire ||[f —P||o [q;b] < €. Ainsi, en écrivant
d b b b b d b

P= > anX™,ona f (f—P)f = f 2 — f P or, par linéarité de I'intégrale, f fP= > f f(t)t"dt =0
n=0 a a a a n—ova

b b b b
donc fa (f —P)f = fa 2. Or, fa (f — P)f‘ < If = Plloo,[asb] fa [f| < e(b — a)||f||oo,[a;b) Par inégalité de

la moyenne car f est bornée puisque continue sur le segment [a;b]. En faisant tendre e vers 0, on a donc

b
Iégalité f 2 = 0. Comme 2 est positive et continue sur [a;b] non réduit & un point, f? est nulle sur [a; b],
a
donc f est nulle sur [a;b] comme attendu.
x
Question subsidiaire : on pose F : x +— f f(t)dt, alors F est C! et croissante car F = f > 0 sur l'intervalle
a

a;b] et F(a) = F(b) donc F est constante sur [a;b] ce qui prouve que F/ = f = 0.
[a;b] et F(a) = F(b) ; qui p q
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[sin(t)]

Soit g : RY — Ry définie par g(t) = La fonction g est continue sur R’ par opérations et se

prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1 car |sin(t)] ~ sin(t) ~ t. Comme g est maintenant
t—0+ t—0+

continue sur le segment [0;x] pour tout x € R, la fonction f est bien définie sur R, c’est méme d’apres le
théoreme fondamental de l'intégration la primitive de g qui s’annule en 0. Comme la fonction g s’annule en

tous les multiples de 7, on va considérer f(nm) pour n € N.
. n—1 (k+1)m
Par la relation de CHASLES, pour n € N* on a f(nm) = > f g(t)dt. Pour k € [[0;n — 1], on pose
k=0

(k+1)7 .
dans fk g(t)dt le changement de variable affine t = u 4 kmt = @y avec @y de classe C' sur [0;7] pour
7T

. (k+1)7 7™ osin(u) éoalité ;
avolr fkn g(t)dt = fo mdu car sin est positif sur [0;7]. On somme ces inégalités pour obtenir

. n—1 T ol
. t sin( )d _ ™ sin(u (" Sln(u)d 51n(u)d E
I’encadremen Z f ———~du < Z f = fo Lot kz::1 fo K o

T+ k7t u+k7t

71 7T
posant H,, = Z o il est classique que Hy ~ ln( ). De plus, fo sin(u)du = [— cos(u)];T = 2 donc
k=1

My < f(nm) < T+ Hn en posant I = f sin(u) du. Comme ZHn ~ I+ Moot | 2In(n) car
T T 0 uw T oo T +o0 T
In(n —1) =n(n) +n (1 — l) ~ In(n), par encadrement, on a f(nm) ~ 2in(n) In(n).
n/ 4oo +oo T
De plus, par définition de la partie entiere, pour x € R4, en posant n, = {XJ, onang <X <ny 41
e e

donc nym < x < (ny + 1)m. Comme la fonction f est croissante car f = g > 0 sur l'intervalle R, on en
21n(ny)
T

déduit que f(nym) < f(x) < f((nx+1)7). D’apres ce qui préceéde, on a f(nym) o f((nx+1)m) o car
[e.°] oo

Um n, = +oo puisque n, > 771 donc, par encadrement, f(x) ~ M Mais ¥ —1 < n, < ¥ donc, par
X—+00 oo T 7 m
croissance de la fonction In, In (7 - 1) <ln(ng) < n ( ) donc In(ny) ~ In (5) =In(x) —In(n) ~ In(x).

I T +oo b +o0
21n(x)

Par conséquent, f(x) ~
q () o =

a. La fonction x — In(sinx) est négative, continue sur ]O; 723} De plus, f(x) = In (M) —1In(x) 3 In(x)
X

car lim M

= 1. Ainsi, f(x)= (L) ar croissances comparées donc f est intégrable sur ]0; E} ar
x—0F X (X)ooﬁ p P & 2] P

. L , n/2 . .
comparaison aux intégrales de RIEMANN. Par conséquent, j;) In (sm(x))dx converge donc I existe.

b. On effectue le changement de variable x = % —1t = @(t) avec @ qui est de classe C' et une bijection
strictement décroissante de [O; %[ dans }O; %], ce qui garantit l'existence de f:/z In(cost)(—1)dt = K
et le fait que I = K. Par linéarité de l'intégrale, vue ici sur U'intervalle }0; 721 [, comme on a la relation
In (sin(x)cos(x)) = In (sin(x)) + In (cos(x)), le réel J existe aussi et ] =1+ K = 21

c. En considérant les intégrales sur } [ ]= fn/z In (sinxcosx)dt = foﬂ/z In (sin(2x))dx — % On

change de variable x = £ = {(t) avec ¥ qui est de classe C' et une bijection strictement croissante de ]0; [

~ N |+
N

dans }O; % [, et on a foﬂ In (sin(Zx))dx = % foﬂ n (sin t) dt = fON/Z n (sin t) dt par symétrie par rapport

a % de la courbe de t — In(sint) ou par changement de variable t = m—s. Alors J =I14+1=1— %nz donc
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I= —%ﬂz. Cette intégrale est dite ’EULER.

nt
a. Pour n € N, soit f, : Ry — R définie par f,,(t) = W. La fonction f, est continue sur R, et
e

~t. Par comparaison, f, est intégrable sur R, car t — e~ ' l’est. Ainsi, I,, existe.

nt

(V) o2, oy =@
Foo nt (14+eH)™ _ .
* (4 . _ . (n=1)t
b. Pour n € N*| dans fo 0 —|—et)n+1 dt, on pose u : t — - etv:t—e qui sont
—t
de classe C! sur R, avec lim u(t)v(t) = 0 car u(t)v(t) ~ —€— d’oli, par intégration par parties et
t—+oo +o0 n

e Foo +oo teo / : : :
linéarité de l'intégrale, I, = fo u(t)v(t)dt = [u(t)v(t)]o ffo u(t)v'(t)dt, ce qui donne bien la relation
S n—1 1 In_1.

In =

1 TL—] 400 (n 1)t
n(1+1)" f
1

c. Ainsi, pour n € N* J, =nl, = ZL“ +(n-— 1)In_1 donc Jn = Jn_1+ 7

+o0 t 1 +o0 1 L. . , .
d. On calcule J; =1; = fo (]fie)zdt = [— T et}o =7 Ainsi, avec la question précédente, on a
_ n—1
1 1/
vne N Jn =T Z(Ikﬂ*]k)—%Jr Z}l 2k1+1 :%X%—lf%doncln:%O—%).

+
e. Comme Ulm ( - i) =1,onal, ~ 1.
n—+00 2n ’ " ioom
a. Pour n € N, la fonction fn : x — a=x)" est continue sur 0;1] et i (x) ~ —_ donc, par comparaison
. ) n Jx ; n o VX ) P p

aux intégrales de RIEMANN, f;, est intégrable sur ]0; 1] donc u,, existe bien.

1/3 (1 —
b. Méthode 1 : pour n € N* comme f, est positive sur |0;1], on a u,, > fo 17xdx. Or on a

Vx

1/3
Vx € }O; H, 1T—x > 2 V3 =1 > /%, ce qui donne la minoration u, > f (1 —x)"'dx. Alors,

3 3 V3 0

Up = [— M} e = l(l — 2) ~ L. Comme > 1 diverge, par comparaison, Y, uy diverge

" n 0 n 3" foom’ S n ’ e '
Méthode 2 : raisonnons par I'absurde, si Y uy, convergeait :

n>0
(H1) Lasérie > fn converge simplement vers f :]0; 1[— 31 75 sur |0; 1] car, avec les séries géométriques,
n>0
Yx €01, 3 fulx) = 1 =L =l 1| <1.
x €]0; 1] nZO n(x) (EETD N, 373 (x) car |1 — x|

(Hz2) Les fonctions f,, sont continues et intégrables sur ]0; 1] d’apres a..

(Hz) La fonction f est continue sur ]0;1].

1
(Ha) La série > f [fa(t)|dt = >  un converge par hypothese.
n>o0v0 n>0

Par le théoreme d’intégration terme a terme, f serait intégrable sur |0;1[ ce qui est faux car U'intégrale de

RIEMANN f d—§ converge si et seulement si o < 1 et ici f(x) = %/2 avec % > 1. Ainsi, Y u, diverge.
n=0

c. Utilisons le théoreme de convergence dominée :
(H1) Comme Vx €]0; 1], liT (1 —x)™ =0, la suite (fn)n>o0 converge simplement vers la fonction nulle
n——+oo
g :x > 0sur|0;1][.
(Hz) Les fonctions fy, et la fonction g sont continues sur |0;1][.

_ n
(H3) Vn € N, ¥x €]0;1], [fa(x)] = % < ﬁ = ¢(x) et ¢ est continue et intégrable sur ]0;1]

d’aprés RIEMANN.
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1 1
Par le théoreme évoqué, 11111 fo fn(x)dx = liT Up = fo g(x)dx = 0.
n—-+oo n—+o00
1 _\n+1
d. Pour tout n € N, dans un41 = fo %dx, on pose u(x) = (1 —x)™*1 et v(x) = 24/x de sorte
x

que W'(x) = —(n+ 1)(1 —x)™ et V/(x) = 1 avec u et v de classe C! sur 10;1] et lim u(x)v(x) = 0.
Vx x—0+
1
Ainsi, par intégration par parties, il vient uni1 = [2(1 — %)™ x]) +2(n + 1) fo (1 — x)™/xdx donc

Unt1 =2(n+1) f;) (1- x)“%dx. Par linéarité de l'intégrale, comme les deux intégrales convergent,

1 _ n 1 _ n+1
Un+1 :2(“+1)[f0 udx—fo wdx} =(2n+2)un — (2n+2)un41 donc upyq = mt+2,

VX NG n+3 "

e. Porn € N, u, = ani TUno1 = 211211 X ;2 :% X e X %uo d’apres la question d. qui se simplifie
((2n)(2n —2)---2)? 22" (nl)? ! dx |
en un (2n+1)(2n—1)---3u0 (2n)!(2n+1)u0 I ug fo G [2v/%]g onc, pour tout n € N,
2n g 1\2 2n 2n _2n
on a la relation u,, = 2 M D’apres STIRLING, on a donc u, ~ 2 5 22 (2mm)n“"e — qui
2n+1 (2n)! n e /2n(2n)(2n)*"
s’abreége en up o /T comme attendu. On retrouve bien, avec RIEMANN, la divergence de > .
00 n n=0
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ORAUX 2024 THEME 2
ALGEBRE LINEAIRE ET GENERALE

Traitons d’abord des cas simples :

e Si a =0, alors P = 0 et tous les réels sont des racines de P.
eSin=1et a0, alors P=X+a— (X —a)=2a est constant non nul.
eSin=2etaz#0,alors P=(X+a)? — (X — a)? = 4aX et seul 0 est racine de P.
Nous traiterons dorénavant le cas général ou n > 2 et a # 0. On constate, avec le bindome de NEWTON, que

n—1
b i <n> ok i <n> (—1)kakx™—k =2 L 22: | ( n >az‘<+‘x“2k1 donc P est de degré n — 1

K=0 k=0 \k k=0 \Zk+1

et de coefficient dominant A = 2na. Soit z € C une racine de P, alors comme P(a) = (2a)™ #0,ona z # a et

n 2ik
z+a)"—(z—a)"=0<= (z+a)" = (z—a)" = (Hia) =1 << (Hk elin—1], 2-e — lnﬂ>. En
z—a z—a
effet, k = 0 est impossible car on ne peut pas avoir 25% = 1. Ainsi, il existe un entier k € [1;n—1] tel que
z—a
2kt 2ikm ik ik
244 _ R s s = aS T =& T — jgcotan (k—ﬂ) (avec ¥ €]0;n[). En remontant les
z—a e —1 em —em n n
calculs, on constate que les imaginaires purs zx = —iacotan (k“) sont des racines de P et, comme la fonction
n
cotan est injective sur |0;7[, on a z1,--+,zn—1 distincts. Puisque P est de degré n — 1, on a le compte de ses
n—1
racines et, d’apres le cours, P = 2na [] (X + iacotan (@))
k=1 n

0
1

canonique avec B la base canonique, u serait la rotation d’angle %) Alors A% = —I, donc u? = —idg.

a. Soit B = (v1,v2) une base de E et u € L(E) tel que Matg(u) = A = < 01> (dans R? euclidien

b. Par hypothése, P = X? + 1 annule u et on sait d’apres le cours que les valeurs propres de u sont des

racines de P. Or les seules racines de P sont +i dont aucune n’est réelle. Ainsi, u n’admet aucune valeur
propre réelle. De plus, det(—idg) = (—1)™ = det(u?) = det(u)? > 0 ce qui impose n = 2p pair.

c. Initialisation : soit e # Og € E (e existe car dim(E) > 1) et (A, ) € R? tel que ey + pu(er) = 0 (1),
alors en appliquant u, on obtient Au(er) — pey = 0g (2). En effectuant (1) — u(2), il reste (A\* 4+ u?)e; = Og

ce qui, comme e # O, montre que A% + u? = 0 donc que A = p = 0. Ainsi, (e7,u(eq)) est libre.

Hérédité : soit un entier k € [[1;p — 1] telle qu’il existe une famille libre (e1,u(er),- -, ex,u(ex)) dans
E. Comme dim(Vect(ej,u(er),---,ex,u(ex))) = 2k < n, il existe un vecteur non nul exy; € E tel que
k
exr1 & Vect(er,u(er), -, e, u(ex)). Soit (A, 1, Ay k) € R¥X tel que S (Ajei + piu(er)) = 0 (1).
i=1
k

On applique u & (1) pour avoir > (Aju(ei) — piei) = Og  (2). En effectuant Ax(1) — ui(2) et il reste
i=1
K1
(7\% + uﬁ)ek + >0 (M 4 prepi)ei + (Akpi — mAi)u(eq)) = O donc, puisque (er,u(er), -, ex—1,u(ex—1), ex)
i=1
k=1
est libre, on a en particulier A2 4+ pZ = 0 d’olt A, = py = 0. (1) se résume alors & > (Aiei + piu(ei)) = O
i=1
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etonaA; =py =+ =Ax_1 = pk—1 =0 car (er,u(er), -, ex—1,u(ex—1)) est libre. On a donc montré que

M= =--=A =pux =0et (e1,uler), -, ex,ulex)) est libre.

Conclusion : par principe de récurrence, pour tout k € [1;p], il existe des vecteurs ey, ---,ex tels que la
famille (eq,u(er), -, ex,ulex)) est libre.

Pour k = p, il existe donc eq,---,ep tels que la famille B = (er,u(er), -, ep,u(ep)) est libre. Comme

card (B) = n, B est une base de E et, par construction, Mat 5 (f) = diag(A,---,A) avec A = (? _O] )

D’abord, C(A) C Mn(R). On a 0 € C(A) car 0OA = A0 = 0 donc C(A) # (. De plus, si (B,C) € C(A)?
A € R, alors A(AB+ C) = AAB+ AC = ABA + CA = (AB + C)A donc AB+ C € C(A). Ainsi, méme si ce n’est
pas demandé, on a montré que C(A) est un sous-espace vectoriel de My, (R).
Comme A(BC) = (AB)C = (BA)C = B(AC) = B(CA) = (BC)A, on a aussi BC € C(A) ce qui montre, comme
In € C(A), que C(A) est une sous-algebre de My (R) (notion hors programme).
a. Soit (i,j) € [1;n]? tel que i # j. La matrice A = I, — Ey1 — Ej; + Ei,j + Ej,1 est une matrice de
GAUSS et, si B € M, (R), la matrice AB s’obtient & partir de B en échangeant les lignes i et j de B et la
matrice BA s’obtient a partir de B en échangeant les colonnes i et j de B. Ainsi, AB = BA si et seulement si
(bi,i = bjj, bij = bji,Vk € [1;n] \ {i,j}, bi,i = bx,j et by = bj k). Comme AB = BA si et seulement si
les termes des ligne et colonne i dépendent de ceux des ligne et colonne j (voir ci-dessus pour les relations
entre ces termes), la dimension de C(A) est le nombre de cases qui ne se trouve ni dans la ligne i ni dans la
colonne i. Ainsi, dim(C(A)) =n? — (2n—1) = (n — 1)2.
b. Si A = diag(aj,---,an) avec ay, - - -, an distincts, pour une matrice B € M (R), la matrice AB s’obtient
a partir de B en multipliant la ligne i par a; et BA s’obtient a partir de B en multipliant la colonne j par a;j.
En écrivant ’égalité AB = BA, on se rend compte que AB = BA <= B est diagonale. Ainsi, dim(C(A)) = n.
L’exercice est certainement incomplet !

On sait que z € C est racine au moins double de P, si et seulement si P, (z) = PJ (z) = 0.
Analyse : soit n > 2 et z € C tel que l'on ait Pn(z) = Pj(z) =0, alors Pn(z) = (z—1)" —z" +1 =0 ¢t
Pi(z) =n((z—1)""'—z""") = 0donc z # 0. Commen > 2 et (T])n_] =1, il existe k € [[T;n—2] tel que

72— 1 1 2ik7m 7z — N z—1 n-l
=1—-=en-T (k#Ocar1—f7é1) Alors,( ) —1—|—( ) —Od’ou,comme(—) =1
z z
1 n 2ik7m .1 2ikm 1 7'[ ikt ik7t k ik
donc ( ) =en-1T puis -+ =1—en-T = (e n-T — e“—‘) = —2isin (i)en—l d’olt
z z z n—1
n iknm n 2ikm ik7
(l) =(-1)"2 ( ( )) en—T et (Z_]) —1=en—] —1:215in< Lus )enq,onarriveé
z z n—1
n ikm ikn7m . ikt ik
Zisin( Léus ) +( Hn(—1)k2mi “(sin( kﬂ1 )) en—T =0caren—1 =e*Ten—T = (—1)ken—T donc,
n—

en simplifiant par 2ie Ay # 0, en factorisant par sin (nkfl ), et comme sin (nkf1 ) #0car0< nkf1 < m,

n—1
il ne reste que 1+ (—1)nFkn=T{n-1 (sin ( k“] )) =0 (1).
n—

Ceci impose que n — 1 est pair pour que i"~" € R. On écrit n = 2p +1 et on a (—1)k+P22P 5in?P (—) =1.
p
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On a donc sin (k—”) =1 car kz €]0; [ Ainsi, km — 7 oy 27 done p = 3k ou 5p = 3k. Dans les deux cas,
2p 2 2p 2p 6 6

comme 3 et 5 sont premiers entre eux, p est un multiple de 3 par le lemme de GAUSS. Ainsi, n = ém + 1.
Syntheése : supposons que n = 6m + 1 avec m € N*, alors P,y = Pgmyq = (X — 1)6™F1 — xom+1 11 et

Pl = (6m—+1)((X —1)®™ — X®™). Prenons k =m et z € C tel quel—%:eﬂ*1 =e 6m =e

ol

= —j? de
sorte que % = 14j2 = —jdonc z = —j2. Alors Pp(—j?) = (—j2—1)0m+1 —(—j2)6m+1 1 — jom+1 4 (j2)em+1 g
dome Pr(=j%) =j +i% +1 =0t P (%) = (em + 1)((52 = 1)°™ = (=52)°™) = (6m + 1)(()°™ - (7)°™)
donc on a P/ (—j?) = (6m + 1)(1 — 1) = 0. Par conséquent, —j? est racine au moins double de P,. Comme
Py = (6m+T1)(6m)((X—1)°™~ T —Xe™=1) ‘on a P} (—j?) = (6m+1)(6m)((—j2 —1)°™ ' — (=)™~ ") d’on
Pr(=3%) = (6m + 1)(6m) ()™ " + (7)™ 1) = (6m + 1)(6m)(i +) = —(6m + 1)(6m) # 0 done —j* est
racine d’ordre exactement 2 de P,,. Comme P, € R[X], —j = :2 est aussi racine double de P, .

Conclusion : les valeurs de n telles que P,, admet une racine double sont exactement les entiers de la forme

6m + 1 avec m € N*. Les racines doubles de P,, sont alors —j? et —j.
Notons FR 'ensemble des parties A & p éléments de [[1;n] telles que Pon ait Vi € [1;n—1],i € Aoui+1 €A

de sorte que Fh = card (}). Prenons quatre exemples :
Sin=2,9=0,9,1={{1},{2}}, 55 = {{1,2}} dou F§ = 0,F} =2 et F5 =1.
Sin=3,99=0,73,1={{2}}, 7% = {{1,2},{1,3},{2,3}} et I3 = {{1,2,3}} dou F§ = 0,F} =F3 = 1,F% = 3.
Sin=4,3 =3 =0, 77 = {{1,3},{2,3},{2,4}}, 73 = {{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}} et on a enfin
F1=1{{1,2,3,4}} donc F§ =F} = 0,Ff =3,F; =4,F} = 1.
Sin=5,9% =3l =0, 52 = {{2,4}}, 72 = {{1,2,4},{1,3,4},{1,4,5},{2,3,4},{2,4,5},{3,4,5}}, puis on a
aussi F2 = {{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5}} et on a enfin F2 = {{1,2,3,4,5}} ce qui donne
les valeurs FQ = Fl = 0,F2 = 1,F2 = 6,F2 =4 et F2 = 1.
e On constate que les premiers termes sont nuls. En effet, si n € N* et si p € [0;n] et sl existe une partie

A ap éléments de [[1;n] ayant la propriété (C), alors il faut au moins un élément de A dans {1,2}, au moins

un (et différent du premier) dans {3,4}, etc... Ainsi, comme il existe {TZ‘J parties disjointes deux & deux du

type {2k — 1,2k} dans [1;n], on a card (A) = p > {nJ > % — 1 donc n < 2p + 2, cest-a-dire n < 2p + 1.

Par contraposée, sin >2p + 1, Fh = () donc Fj = 0.

e Si2 < n<2p+1,on va partitionner 1 en Pl — {A€eTFh |neA}et FP? — {A €TFh | n¢A} de sorte

que 7% = %1 1 3%? donc, en notant FY' = card (ff"ﬁ’]) et F2'2 = card (S"E’Z), onafFh = 42,

gPl L siAegR! alors A/ = A \ {n} est de cardinal p — 1, inclus dans [1;n — 1] et A’ vérifie la propriété
(C) puisque A le fait. On vient donc de construire ¢; : Fh' — ffflj qui vérifie ¢1(A) = A’. Tl est
clair que @7 est bijective et que 7' (A’) = A’ U {n}. Ainsi, card (5" = card (37_}) = FP_1.

gB?2 . siA e FR? alorsn ¢ A doncn—1 € A car A vérifie la propriété (C) donc A” = A\ {n — 1}
est de cardinal p — 1, inclus dans [[1;n — 2] et A" vérifie la propriété (C) puisque A le fait. On vient
donc de construire @5 : TR — ?ﬁ:; qui vérifie @1(A) = A”. Tl est clair que @2 est bijective et que

@7 (A") = A" U {n — 1}. Ainsi, card (F7?) = card (FP°}) = FP ).
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Par conséquent, Fh = Fflj + Fﬁﬂz (1).
p+1

Les trois cas particuliers nous permettent de conjecturer que Vn > 2, Vp € [0;n], Fh = (
n—p

2 4 4
exempleF_l,:1 = <2>,F§14 (1) et nggz (2)

Initialisation : on a bien Vn € [[2;5], Vp € [0;n], Fh = (

) car par

1
P ), il suffit de regarder les 18 valeurs.
n-—p
e . - p+1 NN .
Hérédité : soit n > 6 tel que Ym € [2;n — 1], Vp € [0;m], Fh = , alors d’apres la relation (1),
m—p

pourtoutentierpe[[O;n]},onaFﬂFE:11+F1'1:12< P >+< P 1) carn—1>=>2etn—2>2
n—p n—p-—

p+1
n—p

donc, avec la formule de PASCAL, on a F}, = ( comme attendu.

1
Conclusion : par principe de récurrence forte (& deux pas en fait), Vn > 2, Vp € [0;n], Fh = (p * >

n—p
ma,1 M2 nt1 0 mi g min
a. On calcule AM = : : et MA = | ° : : pour une
Mn4+1,1 00 0 Mnilntl : : :
0 0 0 Mnt1,1 S Mgl

matrice M = (myj)1<i,j<nt1 € Mnp1(R). Ainsi, pour M € Mp11(R), on a AM = MA si et seulement

st mag- = Mny1,1 = Mpg11 = 0 = Mapin = 0 et V(i,j) € [in] x [2in + 1], mipr; = myj-1.
Par conséquent, les matrices M € Mu11(R) telles que AM = MA sont exactement celles de la forme

My Mi2 vt M ngd

0 ' ' . n+1 n+2-k
M= =3 mhk( > Ei,Hk,]). On en déduit que le commutant de
k=1 i=1
mi2
0 el o0 mi

n+1
A, cest-a-dire C(A) = {M € Mn41(R) AM = MA} vérifie C(A) = Vect( > Eigy - -,E1,n+1> et, puisque
=1
n+1 h
la famille ( > By E1,n+1) est clairement libre, on a dim(C(A)) =n + 1.
i=1

b. Analyse : soit F # {0} un sous-espace de Ry [X] stable par D, notons p = dim(F) sa dimension. Comme
VP € Ry[X], p(+1) =0, on a D™ =0 donc D est nilpotent. A fortiori, Df, ’endomorphisme induit par
D dans F, est aussi nilpotent. Notons r > 1 I'indice de nilpotence de D, de sorte que Dy = 0 et D]TE_1 # 0.
Prenons P € F tel que DI~ (P) # 0, alors on montre classiquement que la famille (P, Dg(P),---, D™~ (P)) est
libre dans F par stabilité de F par D. Par conséquent, le cardinal de cette famille est inférieur & la dimension
de F, donc v < p. On a donc D} = 0, c’est-a-dire que VP € F, D¥(P) = DP(P) = P(®) =0 donc P € R,,_1[X].
Comme F C R,_;[X] alors que dim(F) = dim(Rp,_1[X]) =p, on a F= Ry,_1[X].

Synthese : tous les sous-espaces {0} et R,_1[X] de Ry[X] pour p € [[1;n + 1] sont stables par dérivation.
En conclusion, les sous-espaces stables de Ry [X] stables par D sont {0} et tous les sous-espaces Ry, [X] avec
m € [0;n] : il y a donc n + 2 tels sous-espaces.

c. Posons B = (1,X, ﬁ, sy ﬁ), cette famille est formée de polynomes de degrés échelonnés donc elle est

2 n!
libre. De plus, son cardinal est égal & la dimension n + 1 de R, [X] donc B est une base de Rn[X]. On a
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K+1 N/ K
Mat (D) = A car Yk € [0;n — 1], (h) = )]i—’ Pour f € £L(Rn[X]), si on note M = Mat (f), on

aDof=foD <= AM = MA. Ceci justifie que ¢ : C(D) — C(A) définie par ¢(f) = Mat 5(f) est bien
définie et que c’est un isomorphisme car elle est clairement linéaire, sa surjectivité découlant de 1’équivalence
Dof =foD <= AM = MA. Par conséquent, les commutants de '’endomorphisme D et de la matrice A

étant isomorphismes; ils ont méme dimension donc, d’apres la question a., on dim(C(D)) =n + 1.

a. Soit n = dim(E) et A un sous-espace vectoriel de E* = £(E, R). Comme on sait que dim(E*) = dim(E) = n,
A est aussi de dimension finie, notons p = dim(A) < n = dim(E*). Soit ({1,---,{,) une base de A et

Y : E — RP définie par Vx € E, P(x) = (&1(x), -, (x)). L’application \ est clairement linéaire. Soit

P
x € Ker(), alors Vk € [1;p], €k(x) = 0. Soit ¢ € A, il existe alors (a1,---,xp) € RP tel que ¢ = > oly,
k=1

P

ce qui montre que {(x) = Y o li(x) =0 donc x € ﬂ Ker(¢) = {Og} donc x = Og. Ainsi, ¢ est injective ce
k=1 teA

qui montre que dim(E) =n < p = dim(RP).

On a donc p = n donc, comme dim(A) = dim(E*) et A C E*, on a comme attendu A = E*.

b. Posons E = Vect(fy, -+, fn) de sorte que E est un sous-espace de dimension finie de F = F(R, R). Par
définition, on a dim(E) = rang (f1,- -+, fn).

(=) Supposons (fy,---,fn) libre, alors dim(E) = n. Soit A = Vect({9x | x € R}) le sous-espace de E*
engendré par les formes linéaires @ : E — R définies par ¢y (f) = f(x). Si f € E vérifie f € m Ker(t), alors

teA
en particulier on a Vx € R, ¢y (f) = f(x) = 0 donc f = 0. Ainsi, ﬂ Ker(¢) = {0} d’ott A = E* d’apres
teA
la question a.. Comme dim(E) = n, on a aussi dim(E*) = n. Soit B = (¥1,---,Pyn) une base de E*. Par

définition, les Py sont des combinaisons linéaires d’un nombre fini de @ et, comme il y a un nombre fini de Py,
on peut énumérer @y, -, @y toutes les formes linéaires dont se composent les formes linéaires de la base
B. Comme la famille (¢@y,,- -, @y,) engendre B qui elle-méme engendre E*, alors F = (@y,, -, @y, ) est
génératrice de E*. Par le théoréme de la base extraite, on peut extraire de F une famille B’ = (@x,, ", ©x,,)

qui est une base de E* (de cardinal n car dim(E*) = n) avec {x1,---,xn} C {y1,---,yp}.
Considérons 0 : E — R™ définie par 0(f) = (f(x1), -, f(xn)) de sorte que 0 est clairement linéaire. Si
n
f € Ker(0), on a f(x1) = -+ = f(xn) donc @y, (f) = -+ = @, (f) = 0. Soit £ € E* qu’on écrit £ = > Ax@x, ;s
k=1

n n

on a donc £(f) = > Ak@x, (f) = > Akf(xk) = 0 donc f € Ker(¢). Par conséquent, f € ﬂ Ker(¢) donc
k=1 k=1 teA

f = Og ce qui montre que Ker(0) = {Og} donc que 6 est injective. Mais comme dim(E) = dim(R") = n,

ceci montre que 0 est un isomorphisme de E dans R™. Comme A = Mat s,(0) = (fi(x;)) ., en notant

1<L,i<

Bo = (f1,--,fn) la base de E, la matrice A est inversible.

(«<=) Soit (x1,-+,xn) € R™ telle que A = (fi(x;)) € Mn (R) est inversible. Soit (A7,---,An) € R™

1<i,j<n

n n
tel que ) Aify = 0. En appliquant ceci en les x;, on a donc Vj € [1;n], Aifi(xj) = 0 ce qui, en définissant
i=1 i=1

Y € Mp,1(R) par YT = (A7 --+ An), se traduit par AY = 0. Comme A est inversible, on a donc Y = 0 donc
(A1, 3An) = (0,--+,0) et (f1,--+,fn) est libre.
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Par double implication, on a bien montré que (fi,---,fn) est libre si et seulement s’il existe une famille

(x1,-+,xn) € R™ telle que la matrice (fi(x;)) € My (R) est inversible.

1<i,j<n

a. Soit x € E, comme idg =p+q, onax =p(x)+q(x) € Im(p) +Im(q) donc on a déja £ = Im (p) +Im (q).
D’apres la formule de GRASSMANN, on a dim(E) = dim(Im (p)) + dim(Im (q)) — dim(Im (p) NIm (q)) (1)
donc, comme dim(Im (p) NIm (q)) > 0, on en déduit que dim(E) < rang (p) + rang (q). Or on a I’hypothese
rang (p) + rang (q) < dim(E) ainsi on a rang (p) + rang (q) = dim(E) par double inégalité donc, avec (1), on
a dim(Im (p) N Im (q)) = 0 qui montre que Im (p) NIm (q) = {Og}. Par conséquent, E = Im (p) @ Im (q).
b. Méthode 1 : soit x € E, en écrivant x = p(x) + q(x) avec p(x) =y € Im (p) et q(x) =z € Im(q). Par
construction, p(x) =y donc p est la projection sur Im (p) parallelement & Im (q). Par symétrie, q(x) = z
donc q est la projection sur Im (q) parallelement & Im (p).
Méthode 2 : q = id g —p donc Ker(q) = Ker(id g —p) C Im (p) car Vx € Ker(idg —p), x = p(x) € Im (p). Avec
la formule du rang, dim(Ker(q)) = dim(E) — rang (q) = rang (p) = dim(Im (p)) avec la question a. donc,
par inclusion et égalité des dimensions, Ker(q) = Im (p). Ainsi, p>? =pop=po(ide —q)=p—poq)=p
donc p est un projecteur. Par symétrie, q est un projecteur.

a. Comme "~ # 0, il existe a € E tel que f*~'(a) # Og. Considérons la famille B = (a, f(a),- -+, "' (a)).
Soit (Ag, -+, An_1) € K™ tel que Aga+- - -+An_1f*""(a) = 0g (1). Supposons que (Ag,---,An_1) # (0,---,0).
I existe alors k € [0;n — 1] tel que Ax # 0 et on peut poser m = Min ({i € [0;n — 1] | Ay # 0}) € [0;n —1].
L’équation (1) s’écrit donc Ay f™(a) + --+ +An_1f*"1(a) = 0g (1) qu'on compose par f*~ ™~ et, comme
Y =... = 2""m=2 — 0 pour qu’il ne reste que A ™' (a) = Og. Mais ceci est impossible car f*~(a) # O
et Ay # 0. On conclut ce raisonnement par 'absurde, et (Ao, +,An—1) = (0,--+,0), donc la famille B est
libre. Comme B comporte n vecteur et que dim(E) =mn, on en conclut que B est une base de E.
b. Comme f(f*~'(a)) = f*(a) = O, on a f*~'(a) € Ker(f) donc Ker(f) # {0g} ce qui garantit que f n’est
pas injective donc pas bijective.
c. Soit f 'endomorphisme de R3 canoniquement associé & M. Alors f2 # 0 et 3> = 0 donc, d’apres a., il existe
un vecteur a € R3 tel que B = (a,f(a),f?(a)) est une base de R3. Soit P la matrice de passage entre la base

canonique de R3 et la base B, alors M = PTP~! en notant T = Mat 5 (f). Or, comme f(f*(a)) = f3(a) = Ops,

0 0 0
onaT= |1 0 0| doncM est semblable a T.
01 0

d. Soit une matrice A € M3(R), posons alors B = P~'BP de sorte que A = PBP~', alors on a I’équivalence
AM = MA <= PBP 'PTP~! = PTP~'PBP~! <= BT = TB. En écrivant B avec ses coefficients, c’est-a-dire

b]’z b1’3 0 0 0 0
en posant B = (by,j)1<i,j<3, on calcule aisément BT = | b2 b2z 0| et TB= | b7 bi2 b13 |, ce
b32 b33 O b21 b2z b2

qui donne BT = TB <—- (b]yz =bi3= b2’3 =0et b]y] =Dby2=Db3zszet by = b3,2).

b1, 0 0
Ainsi, les matrices A qui commutent avec M sont exactement les matrices A = P | b1 by 0 |,
b3 bai1 bip
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c’est-a-dire les matrices de la forme A = P(b,113 + b2 1T + b3,1T2)P’1 =b1,1I3+b2, 1M+ b3 M? = Q(M)
avec Q = by 1 +b21X+ b3,1X2 € R,[X]. Réciproquement, tout polynéme en M commute avec M d’apres
le cours. On vient de montrer que le commutant C(M) de M est un sous-espace vectoriel de M3(R) (c’est

classique, c’est méme une sous-algebre de M3(R)) et que C(M) = Vect(I3, M, M?) est de dimension 3.
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ORAUX 2024 THEME 3
SERIES NUMERIQUES, SERIES DE

FONCTIONS ET SERIES ENTIERES

a. Avec ces hypotheses, pour n > N, unvn —VniiUn+1 = cun > 0 donc la suite (unvn)n>n est décroissante

doncVn > N, upvy < unvn donc uy < UNVN Jollun, = O (i) Comme Y 1 converge par hypothese,
Vn +oo  \vp SN Vn

par comparaison, », iUy converge aussi.
n=>0

b. Ici, pour n > N, u,vn — vn+1un+1 < 0 donc (unvn)n>nN est croissante donc Vn > N, unpvy = unvn OU

up > YNYN - Comme >~ — diverge par hypothese, par minoration, Y. u, diverge aussi.
Vn n>N Vn n>0
Y u < <
c. Prenons ici vy, = n'ts pour n > 0, alors wp = vy — SnEIUntl 5 147 (n+ 1)”2 (1 — ﬁ) =zn
Un n

1+<
et on écrit zn:nH*( ( ]) ( 1+C)) Or on sait que (1—1— ) 2 1+(1+9>l+0(l>
n 2/n n

C
o)) 2 o) e 5
donc Zn =m 1+2 1 o n o donc z,, fodi . Ainsi,
> =

lim z, = +oodonc AN >0, Vn > N, z, > 1 donc Vn > N, w, > 1. D’apres la question a., comme la

n—-+oo

série de RIEMANN >~ 1

converge car 1 + £ > 1, lasérie Y, un converge.

n>1Vn n>0
d. Prenons ici v, = n —1 > 0 pour n > 2 alors, par hypothese, on a Yn > N, Untl > 7 - 1 done
Un n
Wn :VH—M = (n—l)—nu”+1 <n n—1 —unH} :n[l —l—M} < 0 dont on déduit,
Un Un n Un n Un
d’apres la question b., que la série > u, diverge.
n>0
e.
f. .

a. Initialisation : pour n = 0, ¥x € I, fO(x) = f(x) = PO(SITL(X)) en prenant Po = X + 1 qui est bien a

O+1 )
X
coefficients dans N par définition de la fonction f.
cos?(x) + (sin(x) + 1) sin(x) _ sin(x) +1 done D (x) = P1(51n(x))

Pour n = 1, en dérivant, on a f'(x) =

cos?(x) ~ cos?(x) os' T1(x)
avec P;1 = X+ 1 a coefficients dans N et de degré n = 1 et unitaire.
o n
Hérédité : soit n > 1 tel que Vx € I, fM(x) = %&(?); avec Pn = 3 akX® € N[X] de degré n
cos X k=0

avec an = 1. On dérive une fois de plus, toutes les fonctions étant de classe C* sur I, et on obtient la
relation Vx € I, "1 (x) = cos (x)Py (sin(x)) +(n+ ])Sm(")Pn(Sm(X))

donc, apres réduction au méme

cos™ T (x) cos™ % (x)
2 ! (er : . .
dénominateur, f*+1(x) = <8 (x)P1 (sin(x)) + Egr;— 1) sin(x)Pn(sin(x)) _ Pn+11(1$+1£1(x)) si on définit le
cos (x) cos (x)
n n n
polynome Py i1 = (1= X3P/ +(n+1)XPr = 3 kX5 T — 37 ka X5 4+ (n4+1) 3 apX¥+! qui s’arrange
k=1 k=0 k=0
n—1 n+1 n+1
en Pryr = > (k+ Dagi X — 3 (k= Dag_1 X+ (n+1) Y ax_1X¥, puis, en regroupant les termes, en
k=0 k=1 k=1

20



n—1
Prg1 = an X 4+ 24, 1 XM + ( Slk+Naxsr +(n+2-— k)ak,1]Xk) + a7 € N[X] qui est bien unitaire, de
k=1

degré n + 1 et a coefficients dans N.

Conclusion : par principe de récurrence, Vn € N, 3P, € N[X], Vx € I, £ (x) = %&(?); De plus, s’
co x
existait, pour n € N, un autre polynéme Qn € R[X] tel que Vx € 1, f(™)(x) = Qn(f:f](x)) Pn(ﬁr](x))’ on
(x) cos™ ' (x)
aurait Vx € I, Pn(sin(x)) = Qn(sin(x)) donc P, = Qn car Pn et Qn coincident sur | — 1;1[ qui est infini.

Ainsi, la suite (Pn)nen est unique et vérifie Po = 1 et Vn € N, Py = (1 — X?)PL, + (n + 1)XPy, et on a

montré lors de la récurrence que Vn € N*| P, est de degré n et unitaire.

n - g(k)
b. Soit x € | = [0;%[, onaVn e N, f(x) = kzo f 1 f — )™+ (t)dt par la formule de
TAYLOR reste intégral. Or Vt € [0;x] C J, on a (x — t)“f(“H)(t) = (x— t)n%ii?((:))) Z0carx—t=>0,
co
sin(t) > 0 donc Pn4i(sin(t)) > 0 car P, € N[X] et cos(t) > 0. Ainsi, ] f — )M+ (t)dt > 0 donc

09 (0)x*

0<Snlx) = >

< f(x) ce qui montre que les sommes partielles de la série de TAYLOR de f en

|
k=0 K
x sont majorées. Comme il s’agit d’une série a termes positifs, cette série converge d’apres le cours. Ceci
- N fMox™ . .
montre que le rayon de convergence R de la série entiere > (72 vérifie R > T. D’apres le cours
n>0 n

toujours, la série de TAYLOR de f converge donc sur l'intervalle ouverte de convergence |R; R[ qui contient I.
+oo f(n) (O)Xn
n=0 n 2 2 2

snl(xz) +1 _ (sin(x) + 1)2 +cos”(x) _ f(x)” +1 done on obtient
cos”(x) 2cos(x) 2

Vx € 1, 2f'(x) = f(x)? + 1. Par la formule de LEIBNIZ, en écrivant (2f'(x))™ = (f(x)2 + 1)(™ pour n € N*,

c. Soit g : I — R telle que Vx € I, g(x) = , g est bien définie d’apres la question précédente.

La fonction f est dérivable sur I et f'(x) =

n
on a la relation 2f(+1)(x) = E <2> ) (x)f(" ¥ (x). En particulier en prenant x = 0, on a la relation

n
— TP (0)Pr_x(0) donc 2 =y ZkOn—k
k'( k)' k(0)Pn—k(0) donc 2atn 41 kZ::O N1

)-

n n n

240D(0) = 2611 (0) = 3 ( )f<k> o™ H(0) = 3
k=0 =0

sin > 1. On a aussi 2f(0) = f(0)? + 1 donc 207 = o + 1.

K
(

en posant oy =

+oo “+oo n
Mais on a Vx € 1, g(x) = > anx™ et, par produit de CAUCHY, Vx € I, g(x)? = ( > ockocn,k)x“
n=0 n=0 “k=0

+o0o n +oo +oo

d’on g(x)? = cx(z) + > (n+ 1)( > ockocn,k)x“ =142 > (m+NDonpix" =—=14+2 > (n+ 1)an1x™ done
n=1 k=0 n=1 n=0

g(x)> = —1 + 2¢/(x). Les deux fonctions f et g sont donc solutions sur I de I’équation différentielle non

linéaire 2y’ = y? + 1. Comme on n’a pas au programme de théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ non linéaire,

on va poser les fonctions a = Arctanof et b = Arctanog qui sont dérivables sur I comme composées de

/ !
fonctions dérivables. Vx € I, a/(x) = L)z =1_ % = b’(x) donc, comme I est un intervalle,
1+ f(x) 2 1+4g((x)

il existe une constante C € R telle que Vx € I, a(x) = b(x) + C. Or a(0) = b(0) = Arctan(xp) = % donc

oo M (o)x™ S . e
> ce qui justifie que f est développable en série entiere sur I.

C =0. Ainsi, Vx €1, f(x) = '
n!

n=0
De plus, si on avait R > % alors f = g serait de classe C> sur [— %; %} C|] — R; R[ done, en particulier, f

21



serait continue en % alors que lin/lz f(x) = +00. Ainsi, le rayon R de la série de TAYLOR de f vaut R = %
X—TT -
Questions de cours :
“+o00 (_1)nX2n+1
e D’apres le cours, on sait que Vx €] — 1; 1], Arctan(x) = >, ~————
e Pour une fonction f : I — C de classe C™*' sur Iintervalle I, pour tout (a,b) € I?, on a la formule
n

n (k) _ \k b (b — )+
de TAYLOR reste intégral suivante, f(b) = > f (a)](:') a) + f (b=t )
k=0 -

e Soit f : R® — R de classe C' et g : t — f(cos(t), Arctan(t),2'). D’apres la régle de la chaine,

dt.

a n!

comme t + cos(t), t = Arctan(t) et t — 2% sont de classe C' sur R, g I'est aussi et

gi) = — sin(t)% (cos(t), Arctan(t),2")
41 > ﬁ(cos(t), Arctan(t),2') + ln(Z)Zt%(cos(t), Arctan(t),2%)

—_~—

e Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I et (a,b) € 12, alors Vy € [f(a); f(b)], il existe

un réel c € [z;_b/] tel que f(c) = y.

a. On suppose qu'il existe deux réels A # 0 et r # 0 tel que Vn € N, g, = Ar™. Pour que \} soit
In

défini pour tout entier n, il est nécessaire et suffisant que A > 0 et r > 0. Alors gn41 — gn = Ar™(r —1) et
1 1 -1 :

—— = —=1_ 2. On traite deux cas :

V9n \/K

: 1 1
e Sitr=1,0nagny1 —gn =0 alors que = —= #0.
1T O Von VA
2 équivaut a A3/2p3n/2(r — 1) o 1 ou encore (Ar™)3/2 = —L
(o)

eSiTt#1, Ar(r—1) ~ ]
I

1
+00\/K

Or (Ar™)n>0 ne peut pas converger vers un réel strictement positif sans que r soit égal & 1.

> 0.

Il n’existe donc aucune suite géométrique (gn)nen telle que gni1 — gn ~

+
3
5
3

1

VVn An«

b. Soit (A, «) € R% x Ret v, = An® > 0 pour tout n € N*. Alors

+
x
—vn=An+ D= Ant = An (14 1)7—1) = An* (14 €= 140(1)) = Aan® T 4 o(ne!
Vnal —Vn m+1) n n +n = An o +o o)) = Aen o(n*1)
donc vpiq — v ~ Aon® 1. Ainsi, vy — v ~ L o Aqn® T ~ Ln_TD( Nn%x_] ~ —l ce
n+ n+OO . )y Yn+ Tl+oo \/\Z +oo \/K +o00 +oo A3/2(X
2

/3
qui impose A3/ 2 =1 et 37“ — 1 =0. Il existe donc un unique couple (A, ) = ((7) 2) € RY x R tel

u’en posant v, = An%, on ait v vy~
q p n ) n+1 n +o0 \/\Z
c. Lasuite (un)n>o est bien définie car up > 0 et, si un, > 0 pour un entier n € N, alors un41 = un—&—% >0
Un
donc, par principe de récurrence, Vn € N, u, > 0 est bien défini.
1
VvV Un

plus, si elle était majorée, elle convergerait vers un réel { > up = 1 d’apres le théoreme de la limite monotone

La relation up41 = un + (1) montre que un41 > uy la suite (un)nen est strictement croissante. De

et, en passant a la limite dans (1), on a ¢ = £+ \17E qui est absurde. Par conséquent, (un)nen est donc
croissante non majorée donc liT un = 400 toujours d’apres le théoreme de la limite monotone.

n—-+oo
Comme B > 0 et que t — tP est strictement croissante sur R*, I'inégalité un41 > un implique uﬁ 1> ub

B B
donc pn = (ui) — (17) est bien défini et pn, > 0. Comme Um 1—6 =0, la suite (Lﬁ)neN converge

n Un+1 n—+00 Uy un
+oo
donc, par dualité suite-série, la série > pn converge et on sait qu’alors > pn = iﬁ — lm ]—6 =1.
n>0 n=0 Uo n—=4oo Uy
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d. Initialisation : comme uw; = ug + B +1=2,onabien 1 <u =2<21=2.

2

1

Hérédité : soit n € N* tel que /n < un < 2n, alors /n + \/% < Ung1 = un + \/? <2n 4+ —.
n n /VE

Or on a y/n +

> 1 est vrai en élevant au

ﬁ >VnET =t VIt ol >l e VI

carré. De plus, 2n + —(— < 2(n+1) <
\/\/ﬁ
1
vn = <2
f—k\/— < Un41 un+\/1Tn n+

1
2n

< 2 est clairement vrai pour n > 1. On a donc

< 2n+-2 et, par transitivité, vn +1 < uny1 < 2n+2.

Conclusion : par principe de récurrence, ¥n € N*/ /n <up < 2n.

Pour aller plus loin, si on cherche un équivalent de wu,,, on emploie une méthode classique mais maintenant

hors programme. On cherche m € R tel que hm (un+1 —um) = A #0 € R. Puisque liT Up = +00,
n—

m m
onauK‘H—u}‘f:(un—i—\/%fn) —upt = [(1—1— 3/2) —1}+Oo (1+ 2}2 1—|—o( 3/2>) ce qui
Tl
montre que uy', ; —upt = = 3/2 -+ o( 3/l7m> donc que upt ; —uyt o % Il est donc nécessaire et
Tl o u
suffisant de prendre m = % pour avoir liT (Ut —upt) =A= % # 0. D’apres le théoreme de CESARO (hors
n—+oo

. ult —u = . ut—ult 3 . ut 3

t n (O mo_ . m 1 n 0. — 324 1 n _— 2

programme), et puisque - - kz::O (Ut —ult), on a Jdm - onc lm —* >

. udt m/2  3n 3\%/3 2 . .
puisque lim =% =0. On a donc un '~ ~ 2 donc u, ~ <7) n3 = An® (tiens tiens).
n—+4oo M too 2 +oo \2

e. Je ne vois pas comment faire avec d. sans utiliser I’équivalent qu’on vient d’établir.
a. Pour n € N* la fonction f, est définie sur R. Soit donc x € R fixé, on a |fr,(x)] o L done il n’y
com

a pas convergence absolue de Y fn(x) par comparaison & la série harmonique. Par contre, en écrivant

n>l
(=" (=" 1 s . . -
fa(x) = X =T on a fn(x) = + O(—3> Par le critere des séries alternées, la série
n 14+ = +oo M n
2

()" 1 . CIINE
> converge car (7> est décroissante et tend vers 0. De plus, comme fr, (x) — =0 (—3),

n>1 n n/nxi n o0 n

. - -n" -
par comparaison aux séries de RIEMANN, Y (fn(x) — %) converge car 3 > 1. Par somme, la série

n>1
> fn(x) converge. Ceci montre bien la convergence simple de Y fn sur R.
nxl nxl
0
b. Initialisation : 0 < (—=1)° 3 (=1)*ax = ap < ao.
k=0
n
Hérédité : soit un entier n € N tel que I'on suppose 0 < (—=1)™ 3 (=1)*ax < an. Comme on peut écrire
k=0
n+1 n n
(=)™ ST (=D¥ak = ang1 — (=)™ 3 (=)¥ak et que 0 < (=)™ 3 (=1)*ax < an, on a I'encadrement
n+1
ani1 —an < (=)™ 3 (=1)*a < apyq — 0. Mais comme a, 1 — an > 0 puisque la suite (an)nen a été
k=0
n+1
supposée croissante, on obtient bien 0 < (=)™ 3 (=1)*ay < any1.
k=0

(—D*ax < an.

NgE!

Conclusion : par principe de récurrence, Vn € N, 0 < (—=1)"
k

0
k gx(k) avec gx : RY — R définie par gx(t) =

_ t
K% + x| t

+ x|

c. Soit x € Ret k € N* |f(x)| = >
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2

[x] —t . Lo
—+—— donc est croissante sur |0; et décroissante sur
(tz + |X,|)2 gX [ 9 ‘X”

[v/|x]; +00]. Ainsi, la suite (|fk(x)\)k< | V/ixl] -1 est croissante et la suite (|fk(x)\)k> [ /xl] +1 est décroissante.

Or gy est dérivable sur RY avec g/ (t) =

Ainsi, I'entier N(x) = Inf ({n € N* | Vk = n, [fi1(x)| < [fi(x)[}) est bien défini par propriété fondamentale
des entiers car la partie {n € N* | Vk > n, [frp1(x)| < |[f(x)|} est non vide car elle contient {\/MJ +1,

incluse dans N et minorée. De plus, d’apres I’étude de gy, on a N(x) = l\/|x|J +1ouN(x) = {\/| |J

Questions de cours :
— —

e Soit I un intervalle de R et f : I — R continue. Alors V(a,b) € 1%, Vy € [f(a); f(b)], il existe ¢ € [a; b]

tel que f(c) =y : c’est le théoreme des valeurs intermédiaires.

a. Soit, pour n € N, la fonction f, : R — R définie par f,,(x) = cos(n’x)e ™.

(H1) Comme fn(x) (e™™) pour tout réel x et que la série géométrique > (e™!)™ converge car
n>0
e~! €] —1;1], par comparaison, la série > f,(x) converge absolument. Ainsi, on a convergence
n>0
simple de la série de fonctions > f, vers f sur R.
n=0
(H2) fn est de classe C*®° sur Ret Vn e N, Vk € N, Vx € R, £ (x) = n?*cos (nzx + kz—n)e_“.
H3) Pour k € Net n € N, f%k) est bornée sur R et f%k) . R = n?ke™™. Or, nZke~™ converge
) g
n=0

=0
+oo

car, par croissances comparées, n*<e™m" = o (iz) Ainsi, on a convergence normale de la série de

+oo n

fonctions Y ) sur R.
n=0

Par le théoreme idoine de dérivation des séries de fonctions, la fonction f est de classe C* sur R et les

“+o00 “+o00
relations Yk € N, Vx € R, fK(x) = 3° f%k)(x) = Y n%*cos (nzx + kf)e_“.
n=0 n=0

+oo 4pTt + oo
b. Soit p € N, on a vu ci-dessus que f*P)(0) = > n®P cos (nZ.O + J;—)e_“ = > n8e ™ donc il vient
n=0 n=0

+o0 1 too
f(0)= > e ™= =€ _~1,58>0etVpe N5 f4P)(0) = 3 néPe ™ >0,
= 1—(1/e) e—1 n=

d. .

e. .
a. Les fonctions f:t— e tcos(t) et g : t — e sin(t) sont continues sur R, et (t), g(t) = O(e™") donc f
o0

et g sont intégrables sur R, et a fortiori sur [x; +oo[ car t — e~ * l'est : @ et V¥ sont bien définies sur R.

+oo , (—T+41)t7+o0 (—141) i
Pour x € R, il vient ¢(x) + ip(x) = e* fx e tettdt = e* {%L = ex€ ] _;X = ]el_xi donc on a
. N I R . _ cos(x) —sin(x) | .sin(x) + cos(x) . .
o(x) +ip(x) = et =X (cos(x) + isin(x)) = 3 +1i > . En identifiant
partie réelle et imaginaire, on a ¢(x) = COS(X)Z;SIMX) et Y(x) = W—COS(X).
b. Les solutions réelles sur R de (Eo) : y' —y = 0 sont les fonctions y : x — Ae* avec A € R.

Un
Par variation de la constante, en écrivant y : x — A(x)e* avec A : R — R dérivable, y est solution de

(E) si et seulement si ¥x € R, M(x)e® + A(x)e* — A(x)e* = —cos(x) <= N(x) = —e ™ cos(x) et on prend
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X
Arx i — f “cos(t)dt. Ainsi, yo : x — —e* fo e~ ' cos(t)dt est solution particuliere de (E). Par structure
X
affine de l’ensemble des solutions de (E), celles-ci sont de la forme y : x +— e* (oc - fo e " cos(t)dt) avec
x +o0 . ,
o € R. Comme lim e* = +4ooet lim (oc — f et cos(t)dt) =o— f e~ 'cos(t)dt, si y est bornée
X—>+00 x—+00 0 0

+oo
sur R, il est nécessaire que o — fo e ' cos(t)dt = 0. La seule fonction candidate solution de (E) et bornée

+ +
sur R est donc yy : x — ex(fo et cos(t)dt — fox et cos(t)dt) =X f Tt cos(t)dt = @(x).
X

+
e f > cos(t)dt‘

X

Comme Vx € R, |o(x)] =

—+o0 —+o0
e_tcos(t)dt‘ < e"f e Y cos(t)|dt par
X

+o0 too
inégalité triangulaire, on obtient |o(x)| < e* f e tdt = e [ e’t} = 1 donc ¢ est bien la seule
X X

solution de (E) qui soit bornée sur R.
+oo

c. Initialisation : d’apreés a., f1 est bien définie sur R et Vx € R, f1(x) = * fx e (acos(t) + bsin(t))dt
done f1(x) = ap(x) + bb(x) = acos(x) ; sin(x) " bcos(x) —zi— sin(x) _ (a —2|— b) cos( (b ) sin(x
Si on pose ap = @, bgp = b, aj = % et by = b;a, on a Vx € R, fo(x) = aocos(x) + bpsin(x) et

f1(x) = aj cos(x) + by sin(x).
Hérédité : soit n € N tel que Vx € R, fr(x) = an cos(x) + by sin(x), alors, toujours d’apres la question a.,

“+o0
fn41 est bien définie sur RetonaVx € R, fri1(x) = e* fx e '(an cos(t)+by sin(t))dt = an@(x)+bn(x)

ce qui donne fr,11(x) = an cos(x) ; stn(x) +bn cos(x) er sin(x) _ (a“ _; b“) cos(x)+ (b“%a“> sin(x) donc

fry1(x) = ang1 cos(x) + by sin(x) en posant an 7 = T 2on + LR .~ b“%a“.

Conclusion : par principe de récurrence, Vn € N, E(an,bn) € R2, ¥x € R, fn(x) = an cos(x) + by sin(x) et

(an)nen et (bn)nen sont définies par ap = a, bgp=bet Vn € N, anq1 = % et by = b“%a“.

a. Soit x € [0; 1], traitons deux cas :
e Six=0,alors ¥/n € N, f,(x) =0 donc Y f,(0) converge.

n>0
e Six €]0;1], comme 1 €]0; 1], la série géométrique > % converge donc Y f(x) converge.
T+x n>0 (1 +x) n>0
On a donc montré la convergence simple de > f,, sur [0;1].

n>0

“+o00
b. La fonction f : [0;1] — R telle que Vx € [0;1], f(x) = > fn(x) est bien définie d’aprés a. et on a

+oo n
f(0)= >, 0=0. Six€]0;1], f(x) =x Z (]_}_ ) =x X %:1 + x. Ainsi, f n’est pas continue en
n=0 X

T4+x
0 car liTg)lJr f(x) =1 # 0 = f(0) alors que toutes les fonctions f;, sont continues sur [0;1]. Par la contraposée
x—

d’un théoréme du cours, on ne peut pas avoir convergence uniforme de > f,, sur [0;1].
n>0

Comme Vn € N| lim, fn(x) =0 =1l et que Z bh=0#1= hm f(x), d’apres la contraposée du théoréeme
x—0 n=0
de la double limite, il n’y a pas non plus convergence unlforme de > fn osur ]0;1].

n=0

1
c. Pour n € N, la fonction fy, est continue sur le segment [0; 1] donc fo fn(x)dx existe.

1 1 211
e Pour les petites valeurs de n, on calcule facilement fo fo(x)dx = fo xdx = [%}o = %, puis

25



Jo it =f(
1
f fa(x f (1+x— 1+x) )dx—[Ln(1+x)+]lX} =n(2) - 1.
— 1 .
e Pour n > 3, fo fn(x)dx = fo (1(+x 1) _ f 1+x“ —dx___ _fo (1—?7);)“ et, classiquement,

1
j;)lfn(x)dxz[7(71—2)(114—)()“_2} 1 Soaot

1
07[7(n—1)(1+x)n_1}0:n—2 n-1 n—-1 n-2
1
qui se factorise en fo fn(x)dx =

)dx =[x — (1 + x)]:) = 1—1n(2) et enfin, pour n = 2, on arrive a

21—11 22—11

1 _ n2' ™ L1
m—2)(n—=1) (M—=2)(n—1)+on?’

Utilisons le théoreme d’intégration terme a terme :
(H1) La série Y fn converge simplement vers f sur [0;1].
n>0
(Hz2) Les fonctions f, sont intégrables sur [0;1] car elles y sont continues.

(H3) La fonction f est continue par morceaux sur [0;1] d’apres a

1
(H4) La série numérique fo |fn (x)|dx converge par comparaison aux séries de RIEMANN car f;, est
n=>0

1

1
positive donc |fn (x)| = fn(x) et, avec les calculs précédents, fo fan(x)dx ~ —5.

+oon

1 oo 1
D’apres le fameux théoreme, f est intégrable sur [0;1] (on le savait déja) et fo f(x)dx = > fo fn(x)dx ce

. . 1 Xz 1 3 +o0o a1 3
qui donne, puisque fo f(x)dx = [x + 7}0 = la valeur 3 fo fn(x)dx = >
n=0

1 1 1
On pouvait le calculer par télescopage (dualité suite-série) car fo fo(x)dx + fo f1(x)dx + j;) fa(x)dx =1

L m@tm@ - Ll=tet S [ raax= 5 (] 1 2 21y ]
Caerr 7n()+n()7§7 ¢ ng_,)L n(x)Xing_g(n—zin—l7(n—27n—1))7 75(3&1“

1 zl—n
lim ——— = lim =0
n—+oon — 1 n—o+oon — 1

oo o1 1 1 1 oo o1
o < _ 413
Ainsi, on a & nouveau n§=0 fo fn(x)dx = fo fo(x)dx+f fq (x)dx+fo fz(x)dx+n§=3 fo fn(x)dx = 1+2 ==,

a. Soit r > 0 et p € N, par hypothese, on a f(rett) = Z anr™e!™ car le rayon de Y anz™ vaut R = +o0.

n>0
. +oo .
Ainsi, f(re1L ) W= 3 g rteinteiPt = Z anrtetn—Pit — Z gn(t)dt si gn : t = aprtel™—PIt,
n=0 n=0
On a |[gn]loo,j0;27] = lan|[r™ et > anr™ converge absolument par le lemme d’ABEL car r < R = +00, donc
n>0
la série de fonctions Y gn converge normalement sur le segment [0;27n]. Par le théoréme d’intégration
n=>0
2 s £
terme & terme par convergence normale sur segment, fo ( > gnlt )dt = Z f t)dt. Or on calcule
n=0
27 n_ i(n—p)tq2n 27
ant'e .
= =0s t = 2ma,rP.
fo gn(t)dt [ =) }o Osin#pet fo gp(t)d TapT
L. 27 . .
On en déduit donc que Vp € N, Vr > 0, fo f(relt)e_”’tdt =2maprP.
b. Comme f est bornée sur C, posons M = |[|f||co,c = Sup |f(z)| et, par inégalité triangulaire sur les

27 it) ,—ipt 27 it P
f(rett)e dt’ < L/;) |f(re't)|dt < 2nM. D’apres a., |2ma,P| < 27M donc |ap| <

intégrales, Mp .
T
Comme ceci est vrai pour tout r > 0, en faisant tendre r vers +o0o dans cette inégalité pour p € N* on a
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0< |ap| < lim Mp =0 donc ap, = 0. Ainsi, Vz € C, f(z) = ap donc f est constante.
T+ T

Bien siir, ceci est faux si f n’est que bornée sur R comme en témoigne la fonction cos par exemple.
c. Pour un entier p > q + 1 et un réel r > 0, toujours par inégalité triangulaire sur les intégrales, on obtient

27 . 27
‘f elt _”’tdt‘ f ’f(re”) ’dt < fo (ar9 4+ B)dt < 2m(ar9d 4 B). Ainsi, avec la question a., on a

2 aprP| < 2n(ar9+B) d’ot1 0 < |ap| < ar97P 4 Br~P. Encore une fois, comme lizl (ar9™P4+Br7P) =0, en
=400

q
passant a la limite, on a |ap| = 0 si p > q. Par conséquent, Vz € C, f(z) = > apzP donc f est polynomiale.
p=0

d. Soit g : C — C définie par g(z) = f(z)e *. Comme f et exp sont développables en série entiére avec un
rayon +oo, par produit de CAUCHY, la fonction g est elle-méme développable en série entiere sur C. Pour
z € C, lg2)| = [f(z)|le™*| = |f(z)\e’Re () <1 donc g est bornée sur C ce qui, avec la question b., montre

que g est constante sur C. Ainsi, il existe k € C tel que Vz € C, g(z) = f(z)e  * =k dou Vz € C, f(z) = ke®.

0+1
a. Initialisation : wq(x )—1+f dt = x + 1 de sorte que Vx € Ry, 0 < ug(x )—uo(x):x:7(8‘+])'_
+1
Hérédité : soit n € N tel que Vx € I, 0 < unti1(x) —un(x) < ] X:_])'. Pour tout réel x € I, on a
n !

Unt2(x) =1+ fox Uni1(t—t2)dt et uni1(x) =1+ fox Un (t — t2)dt ce qui donne en soustrayant 1'égalité

xX
Unt2(x) — unt1(x) = J; (un41(t — t2) — un(t — t?))dt donc, comme un41(t — t2) — un(t — t%) > 0 car

2 PN 5 5 (t _ tZ)n—H thr]
t—t* €1, on adéja uni2(x) —uns1(x) = 0. De plus, un41(t—t) —un(t—1t°) < e < CE] par
. 2 X tn+1 _ Xn+2
hypothese et car t —t= =t(1 —t) avec 0 < 1 —t < 1, donc un42(x) — un41(x) < j;) e 1)!dt Yk
n+1
Conclusion : par principe de récurrence, Yn € N, Vx € I, 0 < un+1(x) — un(x) < ﬁ
n !
+1
b. Soit x € I et n € N, d’apres la question précédente, |fn(x)| = Junt1(x) —un(x)| < (:f:_ 7 < (n—:— i
donc fy, est bornée sur I et ||fn||oo,1 < ﬁ Comme la série exponentielle n2>:o ﬁ converge, la série
de fonctions Y fy converge normalement, donc uniformément, sur I = [0;1].
n=>0
c. Ainsi, la série Z>:0 fn converge simplement sur I, ce qui signifie que Vx € I, Z;O (un+1(x) — un(x))
nz nz

converge et, par dualité suite-série, on en déduit que la suite (un (x))ne N converge. Ainsi, la suite de fonctions

(un)ne N converge simplement sur I vers une fonction u. De plus, comme toutes les u,, sont continues sur I

par récurrence, donc toutes les f,, le sont aussi, et qu’on a convergence normale de > f, sur I, la somme
n>0

u—up de cette série de fonctions est aussi continue sur I donc u € C°(1I, R).

+o0 +oo k+
d. Pourxeletne N, 0<u(x) —up(x) = Y (ukt1(x) —uk(x)) < Z 7 < E = R, donc
K=n (k +1)! (k1) )
u — u, est bornée sur I. Or Ry, est le reste d’ordre n de la série exponentlelle convergente Z . Ainsi,
n>o
[[w —unlloo,[0;1] € Rn avec lim Ry = 0 donc (un)n>o0 converge uniformément vers u sur le Segment [0;1].

n—-+oo
Comme‘f (t—t?)dt— f un (t— tz)dt‘ fox (u(t—tz)—un(t—tz))dtgf [[u—tn oo, 1dt < |[u—tn||oo,1
carVt €1, t—t? € L et que x < 1, on en déduit que nE;TOO fox un (t—t?)dt = j;) u(t—t?)dt pour tout x € L.

X
11 suffit donc de passer & la limite quand n tend vers +oo dans la relation unq(x) =14 fo un (t—t2)dt et
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on obtient Vx € I, u(x) =1+ f (t — t?)dt car liT Un4+1(x) = u(x) aussi. u est donc solution de (E).
n——+0oo

Soit v : I — R une autre fonction continue solution de (E), alors la fonction f = uw — v est continue sur I et

x
vérifie Vx € 1, f(x) = j;) f(t — t2)dt. On en déduit en dérivant par le théoreme fondamental de l'intégration
que ¥x € 1, f'(x) = f(x — x?).

@ a. Pour s = 0, on sait d’apres le cours que la série entiere géométrique Y x™ est de rayon 1 avec divergence
n>1

grossiere pour x = +1 donc le domaine de définition de x — f(x,0) = Z x™ vaut | — 1;1].
n=1
n
Pour s = 1, on sait d’apres le cours que la série entiere logarithme > *— est de rayon 1 (c’est la primitive
n>1 n
formelle de la précédente) avec divergence pour x = 1 (série harmonique) et convergence pour x = —1 par le
critere spécial des séries alternées car (l) : est décroissante et tend vers 0. Ainsi, le domaine de définition
n>

+oo

n
de x + f(x,1) = > X vaut [-1;1].
n=1
—+o00
De plus, on sait que Vx €] — 1;1[, f(x,0) =x >, x" ! = . X_ et Vx €] —1;1], f(x,1) = —In(1 —x).
n=1 -Xx
S
b. Posons u, = i >0pourn>1. Ona lm Untl — gy <L) =1 =L donc, d’apres le cours le
n® n—+4oo Upn n—+4oco \n + 1
T'I.
rayon de convergence de Y. X vaut Ry = 1y,
n>1n L
c. Comme Ry = 1, le domaine de définition de x — f(x,s) vérifie la double inclusion | — 1;1[C Iy C [—1;1]
d’apres le cours sur les séries entieres. Traitons trois cas :
n
Sis > 1, d’apres le critere des séries de RIEMANN, > is converge donc Y. X converge absolument
n>1 " n>1 N
pour x = £1. Ainsi, IS =[-1;1].
_1\n
Sis €]0:1], parRIEMANN, > — dlverge mais » ( 15) converge par le critere spécial des séries alternées
n>1n n>1 N
car (%) est décroissante et tend vers 0. Ainsi, Iy = [—1;1].
n /nxi
Sis <0, Z et Y (Glbi ) divergent grossierement. Ainsi, Iy =] — 1;1].
1

d. Pour x €] — 1;1], on est dans l'intervalle ouvert de convergence donc on peut dériver terme & terme et

1 +oo n
avoir f'(x,s) = . On a donc xf'(x,s) = >, % =f(x,s —1).
n=1T
e. Pour x €] = 1;1[, on a f(x,—1) = xf'(x,0) d’aprés d. et f(x,0) = % = ]1— — 1 d’apreés a. donc
—x _

—+o0
fx,~1) = 5 nx™ = —X  De méme, f(x, ~2) = xf (x, 1) = X0

n=1 (] _X) _X)

f. .
. . (—nn! - (- s
a. o Six <0, la suite (7,() , he tend pas vers 0 donc la série Y ~——— diverge grossiérement.
n> n

n n>1
(7])n71

X

Par contre, si x > 0, la suite (LX) est positive, décroissante et tend vers 0 donc la série
n* />

nz= n>1 n
converge par le critere spécial des séries alternées. Ainsi, le domaine de définition de n est R7.
e Si x <0, la suite (LX) ne tend pas vers 0 donc la série . —- diverge grossierement. Par contre, si on
n n>l n>1 n*

ax > 0, la fonction fy : t — tix étant décroissante et continue sur [1;+oo[, Vn = 2, fx(n) < f“ fx(t)at (1)

n—1
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n+1
et Vn > 1, f fx(t)dt < fx(n) (2). Traitons deux cas :
n

Six>1, en sommant les inégalités (1) pour k € [2;n] et par CHASLES, on obtient la majoration
n n 1—x N
Spo=1 fo(k) < 1 fo(t)dt =1 [t—} S 1 <1+
" +k§2 xle) < +f1 x(t) + 1T—xl +x—1 (x—1)n*=" = +

x—1
(comparaison série-intégrale). Comme la suite (Sn)n>1 des sommes particlles de cette série a
. 1 , s 1
termes positifs Y —¢ est bornée, on sait d’aprés le cours que Y. —- converge.
n>1n n>1n

Six <1, en sommant les inégalités (2) pour k € [[1;n] et par CHASLES, on obtient la minoration

n n +1 +1
sn= Y L= >n0 > [ nma > [T 4 car x €0;1] done Sy > n(n + 1),
k=1k k=1 L ! t

Comme lim In(n+ 1) = 400, par minoration, lm S, = +oo donc ix diverge.
n—-4o0o n—-4oo n>1

Ainsi, le domaine de définition de ¢ est ]1; 4o00].

n n (_1\k-1
b. Pour x > 1, posons les deux sommes partielles S, = > k]—x et S, = > % Pour n € N*,
k=1 k=1
2n (_])k—1 2n 1 n 1
ona Sy = Y x T = > e 2x > 2~ (séparer termes d’indices pairs et impairs). Ainsi,
k=1 k=1 k=1

/Zn =S — Zg—qsn. En faisant tendre n vers +oo dans cette relation, comme les deux séries convergent

9 N _ _ 1—x . / _ . _ . _ iyl .
d’apres a., n(x) = (1 —2'7%)¢(x) car n1—1>T-|r-100 S5, =0(x) et nl—1>T-|1}oo Sn = nl_l)TOO San = C(x) (suite extraite).

_1\yn—1 +oo
c. Pour n > 1, posons gn : x — % de sorte que Vx > 0, n(x) = Y, gn(x).
n n=1

(H1) >~ gn converge simplement vers n sur R d’apres la question a..
n>1

(Hz2) Toutes les fonctions g, sont de classe C T sur R’ par opérations.

(H3) ¥n € N*, ¥x > 0, gh(x) = (—1)“@ et |gh| est clairement décroissante sur R* donc, pour
n

In(n In(n .
a >0, on a ||gylsc,aitoc] = ¥ et > ¥ ne converge pas si a < 1 donc la convergence
n n>1 n
normale de Y g} n’est pas assurée et on va passer par la convergence uniforme.
n>1
Comme la série > gh(x) est alternée pour x > 0, on s’intéresse & la décroissance de la suite
nxl

(lgh,(x))n>1, au moins & partir d’un certain rang. Posons hy : t — hlgt). Elle est dérivable

sur RY et hi(t) = ]_tzf+(t) Ainsi, hy est décroissante sur [e'/*; +oo[, donc notamment sur
[e!/¢: 4-00[ car 1> 1 Ainsi, dés que n > e!/9, he(n) = [gh(x)] = |g5 11 (x)| = hy(n + 1) donc
a’ x

~—

la suite (|g}, (x)] est décroissante et tend vers 0 par croissances comparées. Par le

n> I_e‘/“—HJ

critére spécial des séries alternées, la série > g/ (x) converge et on peut donc définir sa fonction
n>l

reste d’ordre n, Rn : x = > gi(x). Pour n > e!/® le critére spécial montre aussi que I'on a

, _In(n+1) _ In(n+1)
|RT1<X)| < |gn+1(x)‘ - (n+])x < (n+1)a

Inn+1
a HRnHOO,[a;—O—OO[ < M

. Ainsi, la fonction Ry est bornée sur [a; +o0o[ et on

. In(n+1)
+. Comme lim ———F
m+1) no+too (m+1)
série ) gy, converge uniformément sur [a; +o00[, donc sur tout segment de RY.

nxl

= 0 par croissances comparées toujours, la

+o00
Par le théoreme de dérivation des séries de fonctions, n est C' sur R* et Vx >0, n'(x) = > (—1)““1(,?).
n=1 n
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no(_ _1\yn—1
d. Pour n > 1, posons S, = Y, % la somme partielle de la série > =0 dont la somme
n

k=1 n>l
n 1 1 ,n—1 L.
vaut n(1). Alors S, = > (=1)k! fo tTdt = fo ( > (—1)Jt1)dt par linéarité de I'intégrale. Comme
k=1 j=0
n—1 n n+1
j 1—(=t) ’ ] ’ ) ! 1

vt € (051 —t) = ——————, S dt < thdt =

0:1), )-;)( ) 1T+t A Pn o1+t f 1+t \fo n+1

1

vt € [0;1], 11? < 1. Par encadrement, on a nET Sio=n() = fo ]dﬁ = [In(1 +t)]) = In(2) car

N _ol—x 1 _ ,0=x)In(2) _1 _ _ _ ~fy —
B 0.0r1-2 1—e 1 T—(14+0=x)n(2) +0o(1 —x)) 1 (x — 1) In(2) donc, par
continuité den en 1, {(x) = . 1](;1)7)( ~ i —h:cgzl)n(z) =3 lx et on a déja ¢(x) o lx donc a = 1.
Pour avoir b, il nous faudrait le développement limité de n en 1 a l'ordre 1 et pas seulement 0 donc la

n n _1\k
valeur de n/(1). Pour n > 1, posons Hy = > Lett, = > (=D (k) de sorte que n'(1) = lim T,
=1 k — k n—+oo
s . - . L & (—1)*n(k) .
d’aprés c.. Or, en séparant les termes d’indices pairs et impairs dans T, = Y, ~—4——-2 on obtient
k=1

n n—1 n 2n
Ton = lnz(Zk) -3 nZk+1) _ 23 lnz(ik) - > ln]Ek) done, comme In(2k) = n(2) + In(k), on
k=1 k=1

—=o 2k-+1 =1
2o In(k) . In(t) -
a Ton = In(2)Hny + Uy — Uzy en posant Uy = Y " Or la fonction f : t — " est dérivable
k=1
et décroissante sur [e;+oo[ car YVt > 1, f/(t) = l—tlizn(t) Ainsi, par comparaison série-intégrale, on a

k k+1
Vk >4, [ f(nde > f(k) (1) et Vi > 3, [ f(®)at < £(k) (2). Pour n > 4, on somme (1) pour

k € [4;n] et, par CHASLES, f dt > Uy — f(2) — f(3) et on somme (2) pour k € [3;n] pour avoir

n+1 In(t) _ o ln(Z) In?(t)]m+! n(2) , n(3) In?
f3 Tdtgun f(2).A1n517T+{ 3 L < Uy < > + 3 _|_[ 5

2 2 2
n (T; +1) ol n Z(n)’ par encadrement, on a donc Uy, ol n Z(n)'

In?(n)

(t)}:. Comme on a

De plus, en posant a,, = Uy —

pourn>Tl,onaVn>2, an —an_1 =

() () (ln(n) +In (] — %))2 In() ] ] e
donc an —an_1 = T + 5 == +ln(n)ln(l—;)+£ln(1—g> et on

arrive & ap — an_1 = M —Hn(n)( L o( )) + O( ) =0 <31—/2) ce qui montre par comparaison
+oo N n +oo n
aux séries de RIEMANN que Y (an — an,1) converge donc que, par dualité suite-série, la suite (an)n>1
n>2

converge, notons a« = lim an de sorte que U, = in’(n) + a+o(1).
n—+oo 400 2

*(2n)

2
Par conséquent, Ton = m(2)(n(n)+vy+o(1)) + lnz& +a+o(1)— n S ot o(1) dont on déduit que
o0

2
# —1n(2) In(n) + o(1) car In(2n) = In(2) + In(n) et on a enfin la valeur

Ton = In(2) In(n) +vyIn(2) —

2
lim Ton = yln(2) - 2)

n—+o0o 2

=7'(1).

n(x)
1— 217x7
nage de 17 va nous donner les valeurs de a et b. En effet, n(x) = n(1) +n'(1)(x — 1) + o((x — 1))

Comme Vx > 1, ((x) = la connaissance locale du numérateur et du dénominateur au voisi-
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a. Pour n € N*, soit la fonction un, : R — R définie par un(x) =

par le théoreme de TAYLOR-YOUNG car n est de classe C! sur RY et 1 — 217 = 1 — (0=91(2) donc

mzzﬁ(l—x)z—l—o((]—x)z))Tln(Z)(x—U—lnzz(z)(x—ﬂz—l—o((x—])z)
2
| ln(2)+(yln(z)—@)(xqwo(x—]) ] 1+(y—h‘2ﬁ)(x—1)+o(x—1)
puis ¢(x) = n2(2) X1 n(2) SO
m2)(x — 1) = —2(x = )2 +o((x —1)?) 1- (x=1)+o(x—1)
n(2)
1+ (=) =D +olx - 1)
il vient m(2§ = (1+(V—M)(x—1)+o(x—1))x<1+m(2)(x—1)+0(x—1))

1= 2 =) +olx—1) 2 2

1—2‘—XT1 - (1 +n(2)(1 —x) +

(T+v(x—=1)+o(x—1)) 1——l—y—i—o( 1) donc a =1 (on le savait) et b =y

et on a enfin ((x) = =
1 T+ x —

x—1
(_1 )n—HXZn-H

. Pour tout réel x € R*,
n(2n+1)

= x? donc  lim U“L 2=y
n+1 )(2n + 3) n—too | up(x

rCIRT £ -

e Si x| <1, 0n a ¢ < 1 donc, par critere de D ALEMBERT7 > un(x) converge. Ainsi, R > 1.
n>0

e Si x| >1,0n a > 1 donc, par critere de D’ALEMBERT, Y, un(x) diverge. Ainsi, R < 1.
n>0
(_] )n—HXZn—H

Par conséquent, le rayon de convergence de la série entiere vaut R =1.

n>1 TI(ZTI+])

b. Comme |un (£1)] o 21—2 donc > un(=£1) converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN.
o in n>1

Le domaine I de définition de S est I = [—1;1].

c. D’apres le cours, la fonction S (somme d’une série entiere) est continue (et méme de classe C*°) au moins

sur U'intervalle ouvert de convergence, c’est-a-dire dans notre cas sur | — 1;1].
d. Comme Vn € N* = ) =—1— ~ -1 et que la série de RIEMANN L converge
n » unloo,r = [un (1) nn 1) £ 2 n§1 2 g
car 2 > 1, la série > u, converge normalement sur I. Comme toutes les fonctions uy, sont continues sur I,
n>1
par théoreme de continuité des séries de fonctions, la fonction S est continue sur I.
_ 2n+1
e. Pour n € N* on a 1 = (2n+1)—2n =1__2 e rayon de convergence de Y. X et
ni2n+1) n(2n+1) n 2n+1 n>]
2n+1 +oo (_1)n+1X2n+1 (_Un 2n+1
> vaut aussi 1 donc, pour x €] —1; 1[, on peut écrire S(x) = >, —~———+2 Z A

en séparant les sommes. On reconnait des séries entieres classiques et S(x) = x In(1 +x?) +2(Arctan(x) —1).
f. Comme la fonction S est impaire et continue sur [—1;1] donc en 1, on a S(1) = S(-1) = 117{1 S(x) donc
x—=1-
S(1) = 111? (xIn(1 + x?) + 2(Arctan(x) — 1)) = n(2) — 2 + % ~ 0,26 > 0. Pour x = +£1, la série alternée
X—17

(=D"

n>1 n(Zn + 1)

1

converge aussi par le critere spécial des séries alternées car <7
n(2n+1)

) est décroissante
n>1

11
et tend vers 0. On sait alors que sa somme S(1) est du signe de son premier terme % > 0 donc S(1) > 0.
a. Pour n € N* soit f, : R — R définie par f,(x) = ATL‘;(TLX). Alors |fn(x)] < ZLZ donc, par
n n

comparaison et critére de RIEMANN, la série > f,(x) converge pour tout réel x. Ainsi, Y f, converge
n>l1 n>1
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simplement sur R : f est définie sur R. La majoration précédente montre méme que f, est bornée sur R et

< & Aoalité i — _m_ Ao K. ..
que |[fn|loo,® < 32 (on a méme égalité car xEToo fn (%) znz) et la série > 5,2 converge donc la série

n>1

> fn converge normalement sur R. Comme toutes les fonctions f, sont continues sur R, par théoreme, la
n>1

fonction somme f est aussi continue sur R.
b. Utilisons le théoréeme de dérivation des séries de fonctions :

(H1) On vient de voir que Y fn converge simplement sur R* (et méme sur R).

n>l
(H2) Pour tout entier n > 1, f,, est de classe C! sur R avec f] (x) = 1722
n(1 4+ nx")
(H3) Soit a > 0, posons J, =] — oo;—a] U [a;+o0[, on a ¥x € Jq, Vn = 1, |[f,(x)] < fi,(a) donc
[[frl]oo,7a = fnla) ~ % donc, par comparaison, Y ||fj,||ec,7. converge ce qui justifie que la
+oona n>1
série de fonctions . ! converge normalement sur Jq.

n>1
+oo 1
Ainsi, f est de classe C' sur R* et Vx #0, f'(x) = >_ — .
=1 n(1+nx9)

c. On effectue une comparaison série-intégrale. Si x > 0 est fixé, la fonction gy : t — m est
X
. / . n+1 n
continue et décroissante sur R donc, pour n > 2, on a fn gx(t)dt < gx(n) = f(x) < o gx (t)dt.

On somme pour n allant de 1 & p pour l'inégalité de gauche et pour n allant de 2 a p pour celle de

. . p+1 P P
droite et on obtient par CHASLES f1 gx(t)dt < 21 fl(x) < fi(x) + f] gx(t)dt. Or, pour y > 1, on
n—=
v = [ P Ya = [y - ] 22))" = 1 21 (Mﬁ)
aLgJWﬁ—J;Q Sy )4t = () = Fin ) = T ) = Jan (H
donc Um fy gx(t)dt = 1 In(1 4+ x2) — In(x). Ainsi, en passant & la limite quand p tend vers +oo dans
y—+oo J1 2

I’encadrement ci-dessus, on parvient a %ln(l +x%) —In(x) < f'(x) < ] _: ~
X

encadrement, on en déduit 1'équivalent f'(x) ~ —1In(x) donc lim f'(x) = +o00. Pour x > 0 par exemple,
x—0t x—0+t

+?Muﬁ5_m@.mr

par le théoreme des accroissements finis, puisque f est continue sur [0;x] et dérivable sur ]0;x[, il existe

cx €]0;x[ tel que ) _ f'(cx) donc, comme lim ¢y, = 0%, on a lim ) _ +00 : le graphe de f admet
X x—0t x—0t X

donc en 0T une tangente verticale et f n’est pas dérivable en 0, ni & gauche ni & droite car toutes les f,, étant

impaires, la fonction f est aussi impaire.

Pour x > 0, comme f(x) = f(a) + f: f'(t)dt pour a > 0 par le théoreme fondamental de 'intégration, en
faisant tendre a vers 0, par continuité de f en 0, on a f(x) = fox f/(t)dt. Comme f'(t) v In((t), on a
/(1) + In(t) ﬁo(ln(t)). Pour € > 0, il existe donc a > 0 tel que Vx €]0; «f, [f'(t) + In(t)] < €| In(t)]. Ainsi,
’ fox(f’(t) +ln(t))dt’ <e fox(f In(t))dt. Il vient donc |f(x) +xIn(x) —x| < e[xIn(x) —x|, ce qui garantit que
f(x) +xIn(x) — x= o(x1In(x) — x), ou encore que f(x) X In(x) + x. Mais comme —x In(x) + x v In(x),
on a enfin I’équivalent f(x) v In(x).

d. Comme toutes les f,, sont croissantes comme la fonction Arctan, la fonction f est croissante sur R. On

pouvait aussi utiliser la continuité de f sur R et I’expression de sa dérivée positive vue en b..

e. Onavuenb. que Y f, converge normalement sur R. Or les fonctions f,, admettent des limites finies
n>1
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+o0 400
en +oco. Par le théoréme de la double limite, xEToo f(x) = n§1 (xEToo fn(x)) = n§1 ﬁ = %&(2) =,

Comme f est impaire car toutes les fonctions f,, le sont, on a aussi lim f(x) = ~17
X——00

3 3
f. La fonction f est impaire, croissante et on a lim f(x) = &~ ~ 2,58 et lim f(x) = —Z-. Son graphe
X—r+00 12 X——00 12

3
ressemble donc & celui de la fonction Arctan, avec deux asymptotes horizontales d’équation y = +7— 17 mais

avec une tangente verticale en 0.

no/n
Déja, la suite (an)n>o0 est bien définie car ap est donné et la relation ant1 = > (k) ayan_y définit bien
k=0
an41 connaissant les termes ag, - - -, an. On peut montrer facilement par récurrence que Vn € Nya, € N.
a. Initialisation : comme up =1, uy = u% =1et uy = 2upu; = 2. Ainsi, 0 < % =1<1,0< c11: =1<
a & (n
Hérédité : soit n > 2 tel que Vk € [0;n], 0 < k—‘f < 1, alors ang1 = Y, , Jaxan—k = >0 car ag,---,an sont
: k=0
. . , & (n _OkOn_k
positifs. Par hypothese de récurrence, any1 = >, axan_x = n! Z < nl Z 1T=Mm+1)!
k=0 \k o kKl(n—x)!
donc on a bien I'inégalité —ntl - < 1.
S e S
Conclusion : par principe de récurrence forte, on a établi que Vn € N, 0 < a—r" <.
n!

Comme Vn € N, 0 < a—‘; < 1, et puisque le rayon de convergence de la série entiere géométrique > x™
n!

n>0
vaut 1, d’apres le cours, le rayon R de la série entiere Y Inyn vérifie R > 1. Ainsi, la fonction f, qui est la
n)O
somme de cette série entiére, est bien définie sur I =] — 1;1 [C] —R;R[.
b. On dérive terme & terme & Uintérieur de I'intervalle ouvert de convergence qui contient | — 1; 1] d’apres
o0
la question a. pour avoir Vx € I, f'(x) = Z na“ -l = a”J'” x™ & lintérieur de 'intervalle ouvert
n=0 ™
+oo n a a
de convergence et aprés changement d’indice. On a donc Vx € I, f'(x) = . ( > —T.Lkax“ car
n=o0 \¥=o k! (n —¥)!
n n!
<k> = W On reconnait un produit de CAUCHY, valide puisque I C] — R;R[, et on a f/(x) = f(x)?.
I(n —k)!

Par conséquent, f est bien solution sur I de 'équation (E) : y’ =y?.

! li
c. Analyse : supposons que f ne s’annule pas sur I, alors Vx € I, :(();; =1 (f( ) ) = 0 done
X X
X = @ + x est constante sur l'intervalle I. Or f(0) = 1 donc Vx € I, f(17x) +x=1et f(x) = ] —

1

Synthese : soit g :] — 1; 1[— R définie par g(x) = ——, alors g ne s’annule pas sur I, g(0) = 1 et, pour x € I,
— X

onag'(x) = (ljix)z = g(x)?. Ainsi, f et g sont solutions du méme probleéme de CAUCHY (non linéaire donc

hors programme) et sont donc égales sur I.

—+o0
Si on veut rester dans le programme, on décompose Vx €] —1;1], g(x) = > x™. Posons, vy =n!pourn € N
=0
+o0 v "
de sorte que Vx €] — 1;1], g(x) = >_ —x™. Par produit de CAUCHY et par unicité du développement en
n=0 ™
série entiere dans | — 1;1[, on a ¢'(x) = Jio(n + 1)ty — Jio ( i Y \}T‘i—]‘)x“ il vient donc la
Y n=0 (ﬂ,+])! n=0 k=0 k! (nfk)! ’
n n n
relation Vn € N, Yntl — Vi Yn-k__ 1 _x. Par récurrence forte, on montre facilement
n n! go K (n—x)!  nl go K)ok
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que Vn € N; up = vy = nl car (un)nen et (vn)nen ont le méme premier terme et la méme relation de

. N . no/n
récurrence, a savoir vo =letVn € N, v = > < )vkvn_k.
k=0 \k
Bien sir, on pouvait le conjecturer en calculant quelques termes initiaux de plus et le démontrer par

récurrence forte sans passer par les séries entieres.

a. On pose u; = Hy —In(n) pourn > 1. Pour n > 2, up —un_7 = Hyp — Hp—1 — In(n) + In(n — 1) donc

Up — Un—1 = i (1 — l) ~1 1y O(%) O( L ) et, par comparaison aux séries de RIEMANN,
n n/ tocomn n +oo

la série > (un — un—1) converge donc, par dualité suite-série, la suite (un)n>1 converge. Si on note y sa
n>2

limite, on a donc u,, = v+ o(1) donc Hy, = In(n) +v + o(1).
+o0 +oo

b. D’aprés a., Han, — Hy = In(2n) +v —n(n) —y +o(1) = In(2) +o(1) d'ott lim (Hzn — Hn) = In(2).
o0 oo

n—+oo
2n n
c. Pourn > 1, Hypy —Hp = > =5 en posant j = n + k qu’on écrit aussi comme une somme
n+1 J k=11
Jn * n
deRIEMANNHanHn:lZLk b Z <a+kb_7a)enposanta:O,bzletf:xH 1
N1 4 = =1 n 1+x

n
Comme f est continue sur le segment [0;1], par un théoréme du cours relatif & la convergence des sommes

1
de RIEMANN, on a_ lim (Hzn —Hy) = fo f(x)dx = [In(1 4+ )]} = In(2).
n—

n (7])k71 n .
d. Posons, pour n > 1, = Z Z (Zk my et S3n Z les trois sommes

12

Mx

i=1

partielles associées aux séries proposées.

1
(o " s - - . .
S1 La série ) = converge par le critere spécial des séries alternées car la suite (l)
n>1

n>1 n n
est décroissante et tend vers 0, ce qui garantit ’existence de sa somme S;. Pour n > 1, on a
S E RS R P Y.
&k = 2k—1 0 2= 2k = 12k — 2k Sk k

=1
donc Sq2n = Han — Hp et liT S1,2n = In(2). Comme on a vu que (51 n)n>1 converge vers Sy,
n——+oo

sa suite extraite (S1,2n)n>1 converge aussi vers Sy donc S1 = In(2).

S, La série ) —1 converge absolument par comparaison aux séries de RIEMANN car on a
n>1 TL(ZT‘L — ])
17 ) } o n ( 2 B l) ,
nn =) ol 2 > d’olt l'existence de sa somme S;. S = Z 7)o décomposant
1 _ n ) 1
k=1 2k — =1k i 2k—1 0 2 2k =k C

2n n
Som =2 Z 1_ 2 1 done Syn = 2Hon — 2Hp et lim Sz = 21n(2). Ainsi, S5 = 21n(2).
) k — k ) n%*km )

Sz On sait que Vn € N*| Z K2 = n(n+1)@n +1) > 0. Comme n] ~ % la série > n1
6 Z kz +oon n>1 Z kz
k=1 =

converge par comparaison aux séries de RIEMANN. Et on peut décomposer la fraction rationnelle
en éléments simples en trouvant trois réels a,b,c tels que 'on ait la relation

X(X+1)(2X+1)
6 _a, b ¢ aX+1D)2X4+1)+bX2X+1) +eX(X+1)

XXADEX+1) X X471 T 2Xx+1 X(X+1)(2X +1)

et qui donne,
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par identification, (2a +2b + ¢)X?> + 3a +b +¢)X +a = 6. On a donc le systeme linéaire
a—6=3a+b+c=2a+2b+c=0quiserésout en a =6, b =6 et c = —24. Ainsi, pour n > 1,

= (6 6 24 1 S I
Sy = (f _6__ )—GH 6(Hppt — 1) +24 — 24( 1 7)
3n k; PR R T no 6 = 1)+ sz+1+;2k kz,:12k’
d’0t S3. = 12Hp — 64+ —0— 4+ 24— 24H, +12H, — =24 = 18— 24(Hpn —Hp)+ 20— — 24
O o3n net AT A T (Man —Hn )+ 229 = 50
D’apres le résultat des questions b. et c., et comme lim 6 - lm 24 _ 0, on a
n—+oon + 1 no4oo 2n + 1
Um S3n =18 —241n(2). Ainsi, S3 = 18 — 241n(2) ~ 1, 36.
n—-+oo
400 o (7])n+1 n (7])k n+1 (7])k
a. On sait que Vx € R, ¥ = > *- donc comme ~——— + > = > , on en déduit que
n=o n m+N = K K=o K
n—1
Um (Ung1 —up) = e | = 1 Drapres (C), on a donc > (ug41 —uk) = up —Up = un — 1 ~ nd par
n—-+oo e k=0 “+oo
télescopage ce qui montre que lim u, = +oo donc que uy — 1 ~ u, ~ &,
n—-+4oo “+oo +oo e
C . N o N ) (m+1)e .
omme le rayon de convergence de la série entiere Y, ™— est égal & 1 car lim ~—————= =1 avec la regle
nSo € no4oo  en
de D’ALEMBERT, le rayon de convergence R de la série entiere »  un,x™ vérifie aussi R = 1.

n=0

kK (_1\t
b. Si on note Sy = > ( :) pour tout k € N, comme Vn € N, u,11 —u, = Sy41, on a par télescopage
il

i=0
n—1 n—1
Uun —up = Y (Ukse1 —uk) = D>, Sk1 = Z S;j en posant j = k + 1 donc, comme Sy = 1 = up, on obtient
k=0 k=0 j=1

n
Yne N, u, = > Sx. Comme S, +~ %, le rayon de convergence de la série entiere > S;x™ vaut 1 comme
oo
n>0
celui de la série géométrique . x™. Par produit de CAUCHY, pour x dans I'intervalle ouvert de convergence
n=0

]—1;1[, on a (:g(x;snxn) X (%O x“) Z < Z 1 Sk) gunx“ = f(x) donc 198‘) = f(x) en posant

n=0 n=0

—+o0

g(x) = > Snx™. Mais, de méme, pour x €]—1; 1], ona(—s_f:O ﬂx“)x(—g):oxn> 45 ( Z 1. (=n" ) ) n

n=0 n=0 Tl' n=0 n=0

— n —X —X
car le rayon de convergence de ) (=1) x™ vaut +oo donc £— = g(x). Ainsi, Vx €]—1;1], f(x) = 872.
nso n! 1T—x (1—x)

c. Soit ¢ > 0, par convergence de (n)nen vers ¢, il existe ng € N tel que Vn > ng, |un — €] <

no—1 n—1 no—1
vn = no, ‘ ‘

zuk—ne —’:g(uk—(’,)—‘ 5 -0+ T (- kgo(uk—ﬁ)‘—&-:go\uk—ﬂ
(nfzno)s

n—1
par inégalité triangulaire donc ‘ Z ug —nl <A+ > Jux—{ <A+ <A+ % en posant
k=0 k:no

no—]
A= ‘ S (ug — JZ)‘ > 0. Or il existe un entier ny > ng tel que ¥Yn > nj, A < % car lim I&

k=0 n—-+oo

= +o0 d’ou

n—1 n—1

Z u — 1l nzs + % =ne. Ainsi, Y. ux —nl = o(n) = o(nt) donc > ux ~ nt.
K=0

vn > nq,
—+oo +oo k=0 —+oo

n
a. Soit n € N, la fonction f, : t — p jr -z étant continue sur le segment [0;1], le réel a,, est bien défini. De

plus, comme Vt € [0;1], 0 <t" < Tet0<1<2+1t2, 0na0 < fr(t) <1 donc, par croissance de 'intégrale,

on a 0 < an < 1. Puisque le rayon de convergence de la série géométrique entiere » x™ vaut 1, d’apres le
n>0

cours, la rayon R de la série entiere > anx™ vérifie R > 1.
n>0
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b. Pour x €]—1;1[, comme |x| < R, f(x) est défini et f(x Z fo dt. Pourn € N, soit gn, : [0;1] = R

2+t2

définie par gn(t) = Z(i)t Comme Vt € [0;1], [gn(t)] < % < |x|™ car [t|™ < 1 et 2+ t? > 2, la fonction

gn est bornée sur [0;1] et [|gn||oo,[0;1] < [x[™. Comme la série géométrique » [x|™ converge car |x| < 1,
n>0
la série Y. gn converge normalement sur [0;1]. Par convergence uniforme (puisque normale) d’une série
n>0

de fonctions continues sur un segment, on sait par le théoreme d’intégration terme & terme sur un segment
1/ +to0 1 +oo
1 1 . .
ue f(x) = < t )dt = ——————dt car xt)" = . On décompose cette fraction
aue £(0) = [, ( X onlv))at= [ e 2t = p
a bt+c

. 1 . , 1
rationnelle en éléments simples pour x 0 en écrivant =
Pies b 7 (1—xt)2+t3)  1T—xt 24t

avec des réels
a,b,c qui dépendent de x mais pas de t....

C.

—

a. La fonction g : t — tklgt est continue sur [1;+o0[ et g(t) o t17 donc la fonction g est intégrable sur
o0

[n; +oo[ par comparaison aux intégrales de RIEMANN d’ou existence de a,, pour tout entier n > 1. Comme
la fonction th est croissante sur Ry et 1111 th(t) = 1, Vt € [n;+oof, th(n) < th(t) < 1 donc7 par

. s +oo th (n) (n)] _ th(n) 1 +o0 4t
croissance de 'intégrale, on a fn tz [ n N S an < o fn 2 donc an ol

1
n
Classiquement, par le critére de D’ ALEMBERT par exemple, le rayon de convergence de la série entiere x

ns1 n

est égal & 1 donc, par équivalence, celui de la série entiere > anx™ vaut aussi R = 1.
n>1

Comme th est positive et que la suite d’intervalle ([n; +oo[) est décroissante pour l'inclusion, (an)n>1

nzl1

est décroissante et tend vers 0 en tant que reste d’'une intégrale convergente. Par le critere spécial des séries

alternées, la série Y (—1)"a, converge et la série & termes positifs > a, diverge par comparaison a la
n>l n>l

série harmonique. Ainsi, le domaine de définition de f est [—1;1].

b. Si x € [-1;0], on vient de voir que la suite (an|x|™)n>1 est décroissante et tend vers 0 donc > anx™

n>l
converge par le critere spécial des séries alternées et Vn > 1, |Rn(x)| = ‘ x| < Jan 1 x™ T < anyr.
k=n-+1
Ainsi, R est bornée sur [—1;0] et ||Rn|[oo,[—1;0] < an1 "y 0. On a donc convergence uniforme de > gn
e n—-4o00

n>1

sur [—1;0] si gn : x = anx™ et donc continuité de f sur [—1;0] car les g, sont continues sur [—1;0].

c. Comme f(x) ~ - In(1 — x) est équivalent & f(x) + In(1 —x) = o(In(1 —x)), on va majorer la différence

+x
f(x)— (= n(1—x)). Comme on sait que Vx €]—1;1[, In(1—x) = — Z X il s’agit de majorer Z (an—l>x“.
n n=1 n
— +oo 1 _
Or, Vn € N*, th (n) < an < 1+ done ‘an - l’ < T—th(n) et [f(x) +In(1 —x)| < > %xn pour
n n n = n
— n -n -n
tout x € [0;1]. Posons by, = % pour n > 1, alors 1 —th(n) =1— 2“ _T_ E_n = enzj_ o +r\(;02e_zrL
-2
donc by, ~ 2€ - o(e™?™) et la série géométrique > e 2™ converge car 0 < e % < 1
+oo n +oo n>1
+0o0
Ainsi, Vx € [0;1], [f(x) + In(1 —x)] < B = > b, ce qui montre que f(x) = —1In(1 —x) + 0(1) donc
n=1 B

f(x) = —In(1 —x) + o(In(1 —x)) car lim In(1 —x) = —oo et on conclut bien que f(x) ~- In(1 —x).

1= x—1-
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2n+1
a. On a vy, 1 = 0 car il n’existe aucun (2n+ 1)-uplet (ag,---,ans1) € {=1,1}*"* ! tel que > ax =0 car
k=1
2n+1
tous les ay sont impairs donc > ay a la parité de 2n + 1 donc est impair alors que 0 est pair.
k=1

b. n=1: il n'existe qu'un couple (a7, az) € {—1,1}? tel que aj +az = 0 et Vp € [[1;2], i ag = 0 et il
s’agit de (1, —1). Ainsi, u; = 1. !
n=2:iln'y a que deux quadruplets (a7, az,a3,as) € {—1,1}* tels que a7 + az + a3z + a4 = 0 et tels que
Vp € [1:4], ij ax > 0 et il sagit de (1,1, —1,—1), (1,—1,1,—1). Ainsi, us = 2.

n=3:1il n’;;que cinq sextuplets (a7, a2, a3, as,as,ag) € {—1,1}° tel que a7 +az + a3 +ag +as +ag =0
et tels que Vp € [[1;6], i ax = 0 et il s'agit de (1,1,1,=1,—1,-1), (1,1, -1,1,—1,-1), (1,1,—1,—-1,1, 1),
(1,—1,1,1,—1,-1) et (1],<i11,1,—1,1,—1). Ainsi, uz = 5.

2n+1 P
c. Notons Up41 = {(a1,-~-,a2n+1) € {-1,1}2nH1 ‘ > oak=0etVpe[l;2n+2], > ax > O} et, pour
k=1

m € [1;n+ 1], on note U ; = {(a1,---,a2n+2) € Uniq ) 2m = Min ({] e ln+1]

2j j
parité de Min ({] e [in+1] ’ > ak = O}) tient au fait que ) ax a la parité de j). On a la partition
k=1

k=1
n+1 n41
Untr = |_| Uy, ; de sorte que un 47 = card (Un41) = > card (U7, ;). Traitons trois cas :

m=1 m=1
eSim=T1etsi(ay -, am42) €U} 4, alors a; =1 et az = —1 donc U} _; est en bijection avec Uy,
en envoyant (1,—1,a3, -, axn42) sur (as,- -, azny2). Alinsi, card (UL_H) = U, = upun car ug = 1.
e Sim € [[2;n] et si (a1,---,a2n42) € U, alors u; = 1 et uzm = —1 donc 'application qui a
(a1,+++,azn42) € U, associe le couple ((az, Cey A2m—T1)s (a2m+1,-~-,a2n+z)) définit une bijection

entre les ensembles U ; et U1 X Up_my7. En effet, la bijection réciproque est I'application

qui a ((bh"'»me—2)>(C1)'")CZ(nfer]))) associe (1,b1,- -, bam—2,—1,¢1, "+, C2(n—m+1)). Ainsi,

card (UT") = card (Uy—1 X Up—m41) = card (Um—1) X card (Un—m+41) = Um—1Un—m+1-

. . 1 1 .. .
eSim=n+1etsi(ar, - --,an42) € UEL, alors a1 = 1 et azny2 = —1 donc UEL est en bijection
avec Uy, en envoyant (1,a2, -, a1, —1) sur (az, -+, azn41). Ainsi, card (Uzﬂ) =1Up = unlp.

n n
Par conséquent, un 11 = woun + ( > um_1un_m+1) +Uupuo = Y. UgUn—_k en posant k =m — 1.

m=2 k=0
d. Analyse : supposons que la série entiere Y un,x™ a un rayon R > 0. Soit alors f :] — R;R[— R définie
n>0
—+o00 —+00 2 “+o0 n
par f(x) = > unx™. Pour x € — R;R[, on a f(x)? = ( > unx“> = > ( > ukun_k)x“ par produit de
n=0 n=0 n=0 “k=0

—+oo —+oo

CaucHy donc, avec la relation de c., on a f(x)2 = 3 uny1x™ done xf(x)? = 3 uppx™ = f(x) — 1.
n=0 n=0

Ainsi, f(x) est racine du polynéme P, = xX? — X + 1 dont le discriminant vaut A = 1 —4x. Comme f(x) € R,

1 1 V1 —4x ou

on a forcément A > 0 donc x < 7 Ceci garantit déja que R < 7 On donc f(x) = 1= 3
X

f(x) = L VA B VZL_A‘X six # 0 et f(0) =uo = 1. Comme g : x — 2xf(x) — 1 est développable en série entiere
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sur | — R;R[, elle y est continue et on sait d’apres ce qui précede que Vx €] — R;R], g(x) = £4/1 —4x. La
continuité de g et le fait que g ne s’annule pas sur | — R; R[ montre que 'on a soit ¥x €] —R;R[, g(x) = /1 —4x
soit ¥x €] — R;R[, g(x) = —y/1 — 4x. Mais comme g vaut —1 en 0, elle est négative sur | — R; R[ et on a donc

Vx €] — R;R[, g(x) = —v/T — 4x donc f(x) = T=vi=dx “six;éo.

. s o ()™ Ten)h
Synthése : d’apres le cours Vu €] —1;1[, V1 +u=1+ >

~ =/ (on le retrouve assez vite avec le
no1 (2n— 1)(n!)24n (

+oo I, U
développement en série entiere de (1+x)* pour o = l) donc Vx € } ~1.1 [ VIi—dx=1->" LXZ
2 474 =1 2n=1)(n!)
— “+o00 n—1 +oo [
ce qui montre que Vx € } -1.1 {\{0} —_—Y_ = ”]4X = > L = (2n + 2)k > qu’on
4’ w=2en=1D)? T G20 22n + 1)((n+ 1))
1 Ay +oo I,
va plutot écrire T-vIi—dx _ > M Posons v, = _@)t pour tout n € N de sorte que 'on a
2x " On'(n+1) nln+1)!
vee |- L1\ {o}, g0 = 0= - z vax™. On pose g(0) = vo = 1. Comme 0g(0)2 — g(0) +1 =0

2@—1—(1—4X)_2—22‘/m+4l:o7onabien
X x x

1
4
etquere} %i{ {0}, xg(x)? — (x)—H:

Vx € } l a [ xg(x)? —g(x)+1 = 0. En effectuant un produit de CAUCHY sur } —i él‘ [ et en identifiant les

n
coefficients (les calculs ont déja été faits dans la partie analyse), on trouve que Vn € N, v 41 = > vivn—k.
k=0

Comme vg = up = 1 et que (un)nen et (vn )nen vérifient la méme relation de récurrence, par récurrence forte,
| 2
vn € N, uy = vn. Ainsi, ngounxn est bien de rayon R = % etvVne N, uy =v, = n!((rzmTﬁ.U! == _1|_ ] (::)
2.0)! (2.1)! (2.2)! (2.3)! .
B T (O e 1T G T N 1762 § TN S 1T T
. (2.4)! (2.5)!
confirme les calculs de la question b.. Et on a uy = ———*— =14 et us = ——+— =42,
A4 +1)! 515+ 1)!

a. Soit, pour n € N*| la fonction u, : R — R définie par un(x) = ¢(x +n) + ¢(x — n).

(Hy) Toutes les fonctions uy, sont continues sur R par somme et composée de fonctions continues sur
R puisque @ est supposée continue sur R dans I’énoncé.
(H2) Soit @ > 1 et n € N*| les fonctions u, étant continues sur le segment [—a; al, elles y sont bornées.

Deésquen > a, d’ apres I’hypothese, n+x > az0etx—n < —(n—a) <0 pourx € [—a;al, alors

C C C
+n)| < < t -n)| < < donc,
[o(x +n)l 1+ (x—i—n)z 14+ (n—a)? ¢ |(p(x Rl T+(x—n)* "1+ (n—a) one, bat

inégalité triangulaire, < —2C e qui prouve que e < —2C Or
g g [un(x)] < T+ (n—a)? qui p que [[unloo [~ asa] < T+ (n—a)?
2¢ . 2C

la série > S CR— converge par comparaison aux séries de RIEMANN car .
pl 2 2
ns1 1+ —a) T+(n—a)” +on

Ainsi, > un converge normalement sur [—a;a], donc sur tout segment de R

n>l
+oo
Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, x — > un(x) = f(x) — @(x) est continue sur R, donc
n=1

f est continue sur R par somme car ¢ est elle-méme continue sur R.

+oo
b. Pourx € R,x+1€ Ret f(x+1)=@(x+1)+ > (e(x+n+1)+¢(x—(n—1))) donc, puisque les deux
n=1

—+oo +oo
séries convergent d’apres la question précédente, on a f(x+1) = @(x+1)+ > o(x+n+1)+ > o(x—(n—1)
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“+o0 +oo
doty, en posant m=n+letp=n—1,f(x+1)=e(x+1)+ > @(x+m)+ > @(x—p). On obtient donc
m=2 p=0
fx+1)= > ox+m)+ox)+ > ox—p)=0(x)+ > o(x+n)+ > ¢(x—n)=f(x) donc la fonction
m=1 p=1 n=1 n=1
f est bien 1-périodique sur R comme attendu.
c. Comme g est continue sur le segment [—1;1], d’apres le théoréme des bornes atteintes, g est bornée sur
[—1;1] et on peut poser ||g||o,[—1;17 = M. Pour tout x € R, g(x) = g(x — |x]) car [x| € Z et que g est
1-périodique donc |g(x)| < M. La fonction g est donc bornée sur R et ||g]|o0, 8 = M.

Par conséquent, ¢ X g est continue sur R par produit et |@ x g| < M|g| donc Vx € R, |p(x)g(x)| < ]iM
x
C

Comme la fonction ¢ : x — ] Jer est continue et intégrable sur R par comparaison aux intégrales de
X

RIEMANN car P (x) = 0 (iz), par comparaison, la fonction ¢ x g est intégrable sur R.
oo \x
1
La fonction fg est continue sur le segment [0;1] donc fo fg existe et, par linéarité de l'intégrale, on obtient
. 1 1 1 /4o
la relation j; f(x)g(x)dx = j; e(x)g(x)dx + fo ( > un(x)g(x))dx. Pour tout n > 1 et tout x € [0;1],
n=1

(901 < (Jp (el + oG 190 < (1o + e

- cM cM cM cM :
Ainsi, [un, (x)g(x)| < (1 e +2 e 1)2) donc [[ung|[oe,(0;1] < (] nZ 1 e 1)2) ce qui prouve une

nouvelle fois par comparaison aux séries de RIEMANN que Y uyng converge normalement sur [0;1]. Par le

] 5 ) |g(x)| par inégalité triangulaire.
n

n>1
1 s toe T A1
théoreme d’intégration terme & terme sur segment, on a donc fo ( > un (x)g(x)) dx = > fo un (x)g(x)dx.
n=1 n=1

Mais fol un(x)g(x)dx = f()] (e(x +n) + @(x —n))g(x)dx = j: e(x +n)g(x)dx + f(: @(x —n)g(x)dx par

linéarité de l'intégrale puis, en posant les changements de variable u = x +n et v = x — n on arrive a

f un(x)g(x)dx = fnm—] p(u)g(u—m) du—&—f_n—H e(uw)g(v+n)du = fnn+ du+f g(v)du
car g est 1-périodique et f()] f(x)g(x)dx = f e(x)g(x)dx + Z (fn—H e(w)g(u)du + f_nnH @(u)g(v)du).
Enfin, on a f()] f(x)g(x)dx = n:iooo fnnH ¢ (u)g(u)du et, par CHASLES, f_: e(x)g(x)dx = f()] f(x)g(x)dx.

a. f est définie comme la somme de la série entiére lacunaire », anx™ ol an, = 1 si n est un carré et a, =0
n>0

sinon. Comme (anx™)n>0 est bornée si et seulement si (a,2x™ )n>o lest, c’est-a-dire si et seulement si

|x| <1, la rayon de R de cette série entiere vaut R = 1. Pour x = £1, cette série est grossierement divergente
donc le domaine de définition de f vaut I =] —1;1][.

b. En tant que somme d’une série entiere de rayon 1, d’apres le cours, f est de classe C* sur son intervalle
ouvert de convergence, donc a fortiori continue sur I.

c. Comme on étudie f au voisinage de 1, on peut se contenter de prendre x €]0;1[, et de poser la fonction

hy it — Mo qui est continue et intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN
car hy(t) = et In(x) = o(t] ) par croissances comparées (In(x) < 0).
oo
. , . k+1 K2 k
Comme la fonction hy est décroissante sur R, on a Vk > 1, fk hx(t)dt < x = hy(k) < fk : hy (t)dt.
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On somme pour k allant de 0 & 400 & gauche et de 1 & 400 & droite ('intégrale et la série convergent) ce

+o0 “+oo +oo
qui donne par CHASLES Iencadrement fo xtdt < f(x) < fo Xt dt + hx(0) = fo xtdt -+ 1.

u

—1In(x)
. oo 2 too 2y ( 1 +°° _u? ] —T
par changement de variable, on a f xt dt = f et" gt = f Ydu = -
0 0 v —1n(x) 1“("

d’apres lintégrale de GAUSS rappelée. Ainsi, on a l’équivalent f(x ; _” car 1 = o | — = )

n(x)
puisque lim / —
x—1— 2

a. Soit x € R, traitons deux cas selon le signe de x :

En posant t = = ¢(u), ¢ étant une bijection strictement croissante de classe C' de R dans R,

~—

Six 0. (fn(x))nen ne tend pas vers 0 donc > fn(x) diverge grossierement.
n=0

Six>0, fa(x) = o 1 ar croissances comparées donc fn(x) converge absolument donc converge
ol x >0, 7) P p g g
+oo n n=0
par comparaison aux séries de RIEMANN.

Ainsi, le domaine de définition D¢ de la fonction f vaut Dy = RY.

b. Si a > 0, comme f, est décroissante positive sur [a;+0o[, on a ||fn||so,[aitoo] = fnla) = e” AV e
3" e~ V™ converge car a € D¢ donc la série de fonctions Y f, converge normalement sur [a; +00].

n>0 n>0

c. Toutes les fonctions f,, sont continues sur [a; +o00[ et par convergence normale (donc uniforme) de > fy,

n>0
sur [a;+oo[, on a la continuité de f sur [a; 400 donc sur R* (puisque c’est vrai pour tout a > 0).

Comme Vn € N, lim fn(x) = 8n,0 et qu'on a convergence normale donc uniforme de > f, sur [1;+o0],
X— 00 nz=0
+oo
on peut appliquer le théoreme de la double limite pour affirmer que HT flx)= >, lim fo(x)=1.
X—+00

n—0 Xt
d. Sin e N* et x > 0, on a décroissance de gy : t — e V1, on intégre Vinégalité gy(n) = f(x) < gy (t)
sur [n — 1;n] et 'inégalité gx(t) < gx(n) = fn(x) sur [n;n + 1] pour avoir, par croissance de I'intégrale,

+1
Pencadrement fﬂ e Vit < f(x) < fn : e Vit (1).
n n—

+oo
L’inégalité de gauche dans (1) est aussi vraie pour n = 0, on somme toutes ces inégalités pour n € N (la

La fonction gy est continue et intégrable sur R, car eVt = o(tlz) puisque tHT (\/E)“e_’“/{ =0
—+o00

+oo
série et 'intégrale convergent) et on a par relation de CHASLES la minoration fo gx(t)dt < f(x) de f(x).

+oo
De méme & droite dans (1) en sommant pour n € N*| et on obtient la majoration f(x) — 1 < f gx(t)dt.

0

. . . N +OO
Ainsi, on arrive a ’encadrement fo gx(t)dt <1+ f t)dt de f(x).

On effectue dans cette derniere intégrale le changement de variable t = (p(u) = u? avec ¢ qui est bien bijective

400 +oo
de R% dans R, strictement croissante, de classe C',etona fo gx(t)dt =2 fo ue **du. On effectue

e—xu

une intégration par parties en posant a(u) = u et b(u) = — avec a et b qui sont de classe C' sur R,

X
+o00 —xu+oo +oo —xuq+oo
- _ Odt — 2| _ ue ] 2 —xu :;[_e } _ 2
avec uE)Too a(u)b(u) =0eton a fo gx(t)d { e N + . fo e *“du . i :
Ainsi, % <fx) <1+ 2 et, comme 1+ 2 ~ %, par encadrement, on a I'équivalent f(x) ~ %
X X~ +oo x 0 x

e. Comme fy, est décroissante positive et continue sur R, on a [|fn e,y = f(0) =1 et la série numérique
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> 1 diverge donc la série de fonctions ) f, ne converge pas normalement sur RY .
n=0 n=0
Si on avait convergence uniforme de la série de fonctions ) f,, sur D¢, comme 0 est adhérent & D¢ et que
n>0
toutes les fonctions f;, admettent des limites finies &, = um+ fa(x) = 1, on aurait la convergence de la
x—0

série > &, d’apres le théoréme de la double limite. Comme la série > 1 diverge, on n’a pas non plus
n=0 n=>0
convergence uniforme de ) f, sur Df = R7.
n>0

1
- . —nn SN - . :
a. La série alternée Y (Gl i converge par le critere spécial des séries alternées car la suite ( est

L)
n>1 \/H \/H n>1

(7])n+1 +o0 (7])k+1
décroissante et tend vers 0. Par conséquent, le reste d’'ordren de > ~—~4=— notéiciun = Y, ~——
nz1 vn k=n+1 Vk
. . . . . oo (—1)kH!
existe bien pour tout n > 1, ce qui prouve que (un)n>1 est bien définie. En notant S = ) ~—=—

k=1

la

%

n (_1\k+1
somme de la série et S, = > = les sommes partielles, on a u,, = S —S, et lim S, = S donc
k=1 \[ n—-4oo

liT un, = 0 (comme pour toute suite de restes d’une série numérique convergente).
n—-—+0o0o

b. Le critere spécial des séries alternées nous apprend aussi que u,, est du signe de son premier terme donc

_ n
de (—=1)™. Ainsi, v, = (=1 un est un terme positif. Enfin, on déduit encore du critere spécial des séries
n

K 1 1 1 . N
alternées que |un| < ——— donc |vu| < = O( ) donc v, converge par comparaison a
aue Junl < T done el < 7 S0 done X v converge par comp

une série de RIEMANN car % > 1.
_1\n _1\n _1\n _1\n
c. Comme S =S — Up, O & Wy = ( ]) S — ( ]) Un = ( 1) S — Vn. Comme la série Z w
n n n n>1 n

converge par le critere spécial des séries alternées car (§> est décroissante et tend vers 0 et que Y vn
nz n>l
converge d’apres la question précédente, par somme, la série > wy converge.
n>l

d. Onax, = (—1)"w, = S _ (=1)™"vy. Comme Y (—1)™v, converge puisque Y. vy converge absolument
n n>l n>l
d’apres b. et que la série harmonique ) S diverge par RIEMANN, par somme, Y. x, diverge.
n>1 T n>1

n
a. Pourxe Ry,ona lim X—' = 0 par croissances comparées donc la suite de fonctions (fn,)n>o0 converge
n—+oo M.

simplement vers la fonction nulle sur R;.

b. fo : x — e™* est décroissante et positive sur Ry donc |[fo||eo, . = fo(0) = 1.

. . e Xy e—xxn—l Xn—le—x
Pour n > 1, la fonction fy, est dérivable sur Ry et Vx >0, f],(x) = —S—— + T = —(n—x)
n! n— n
—_|n_n
donc fy, est positive, croissante sur [0;n] et décroissante sur [n;+oo[ donc ||fn||oc,r, = fn(n) = £ |
n!

n
D’apres la formule de STIRLING, |[fy||oo, Ry = i (%) fod \/2]7'[711 donc nET@o |[fn||oo, R, = 0, ce qui montre

la convergence uniforme de la suite de fonctions (f)nen vers la fonction nulle sur R

+0o n
c. Pour x € R4, on sait que la série entiére exponentielle converge sur R et qu’on a Vx € R, > X—| =e*
n=0 M-
. 1. too e_xxn .
donc, en multipliant par e™™, ona »_ == f(x) = 1. On a donc convergence simple de »_ f,, sur Ry
n=0 T n>o0

et sa fonction somme est constante égale a 1.
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d. Soit a > 0, d’apres ’étude de fonction de la question b., des que n > a, la fonction f;; est croissante

—a . n —a

et positive sur [0; a] donc [|fn|[se,[0;a] = fn(a) = € 'a et, d’apres c., la série Y €
n! nSa

an . .
[ — converge. Ainsi,

> fn converge normalement sur [0; a]. Par contre, comme la série de RIEMANN !

n>0 n>1 V2m

> fn ne converge pas normalement sur Ry .
n=0

diverge, la série

e. Pour tout n € N, la fonction f,, admet une limite finie en +o00 par croissances comparées, il s’agit de

h=0= lhll fn(x). Sion avait convergence uniforme de > f,, sur Ry, d’apres le théoreme de la double
— 100

x n=0
“+oo +oo +oo
limite, on aurait lim f(x) = lim > fo(x) = >, lim fa(x) = > €, = 0 ce qui est absurde puisque
Xx—+00 X—400 170 n—0 X—+oo n=0

Vx € Ry, f(x) = 1. Il ne saurait y avoir convergence uniforme de > f sur R,.
n>0

a. Soit x € [—1;1], traitons deux cas :
e Six =0, f,(0) =0donc lim f,(0)=0.

n—-+oo

2 . oLz
m nxe ™ =0 = ¢ car x> > 0 donc, par continuité de la

nl—1>+oo
fonction sin en 0, on a Um fyu(x) = sin(f) = 0.
n—-+oo

e Si x # 0, par croissances comparées,

Par conséquent, la suite de fonctions (fn)n>1 converge simplement vers la fonction F: x — 0 sur [—1;1].
b. Soit a €]0;1[, n € N* et x € [a;1], alors 0 < nxe ™ < ne~™%’. Comme liT ne ™" = 0 par
n—-—+0oo

. L. —na? . .
croissances comparées, il existe un rang ng € N* tel que Vn > ng, ne™ ™% < % Par croissance de sin

na’ ). Comme

sur {O; %}, Yn = np, 0 < fa(x) < sin(ne‘“az) donc [|fn = Flloo,[a:1] = |[fnlloo,[a;1) < sin(ne™

2
lim sin(ne "¢

)=0,ona lim [[fn —F|| a;1] =0 d’olt, par définition, la convergence uniforme de la
n—-+oo n—+oo e

suite de fonctions (fn)n>1 vers la fonction F sur tout [a;1] avec a €]0;1].

c. Pour n € N¥ fn(l) = sin(e”'/™) > sin(e”') car sin est croissante sur [e”';1[ donc, comme
n

[fnlloo, =151 = fn<%> > sin(e”!) puisque 1; € [-1;1], la suite (||fn|\oo‘[,1;1])TL>1 ne tend pas vers 0 et

la suite de fonctions (fn,)n>1 ne converge pas uniformément vers la fonction F sur [—1;1].
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ORAUX 2024 THEME 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

5

5

5

5

0

1

2

3

a. Les matrices —I, et I, sont orthogonales et pourtant [—I,,;1n] ¢ O(n) car la matrice nulle 0,, n’est pas

1

orthogonale et Oy, € [—1n;In] car On = %.In + %(—In) avec 5 € [0;1] et 1_,_1

2 2

On en déduit que O(n) n’est pas convexe.

b. Considérons My (R) normé par la norme euclidienne associée au produit scalaire canonique de My (R)
donné par (A,B) + Tr (ATB). C’est un choix mais tous les choix se valent car toutes les normes sont

équivalentes puisqu’on est en dimension finie.

Pour toute matrice M € O(n), on a MTM = I, donc |[M||? = Tr (MTM) = Tr (I,) = n et |[M|| = y/n donc
O(n) est inclus dans la sphere de centre O, et de rayon y/n, ce qui prouve déja que O(n) est borné.

Soit une suite (My)rken € O(n)YN de matrices orthogonales qui converge dans My (R) vers une matrice M.
On a donc Vk € N, M{My =1,. ¢ : A~ (AT A) et ¥ : (A,B) — AB sont respectivement linéaires et
bilinéaires en dimension finie donc continues d’ott f =P o ¢ : A — ATA est continue par composition. Par
caractérisation séquentielle de la continuité, la suite (f(My))x>o0 converge vers f(M) mais cette suite est

constante et vaut I, donc f(M) = M™™M =1,, d’oit M € O(n). Ainsi, O(n) est fermé.

c. Soit vi = %(2, 1,2), vy = %(2, —2,—-1), vz = %(1,2, —2) les vecteurs dont les coordonnées sont dans les
colonnes de A. Comme (vi]vz) = %(4 —2-2)=(vilvz) = %(2 +2—-4)=(valv3) = %(2 —442)=0et que

Ivi]1? = |va||? = |[v3]|* = %(44—4—1— 1) =1, (v1,v2,v3) est une base orthonormale de R3 donc A € O(3). De

plus, det(A) = 21—7 (8 +8—-1+4+4+ 4) =1 donc A € SO(3). Comme A n’est pas symétrique, A représente
une “vraie” rotation d’angle 0 €]0;2n] tel que Tr (A) = 1+2cos(0) = —% donc © = + Arccos (— %) Comme
-1 2 1 X —x+2y+z =0(1)
A—Igz% 1T =5 2 |,pour X= [y |, lesysteme AX = X équivaut & { x —5y+2z =0 (2). En
2 -1 -5 z 2x—y—5z =0(3)
—x+2y+z =0(1)
faisant (2) «— (2) + (1) et (3) +— (3) +2(1), on a AX = X <= —3y+3z =0 (2). Par conséquent,

).
3y—3z =0(3)
onaAX =X <= (x =3z, y = z) et E1(A) = Vect(u) avec u = (3,1,1). Prenons v = (1,0,0), alors u et v

1 2 3

ne sont pas colinéaires et on sait que sin(0) est du signe de [v, Av,u] = % 01 1| = % donc sin(8) < 0.
0 2 1

Ainsi, A est la matrice dans la base canonique de R3 de la rotation d’angle 8 = — Arccos (f %) ~ —146,4°

autour de P'axe orienté par le vecteur u = (3,1,1).
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a. L’application ® est bien définie et elle est linéaire car si A € C et (P,Q) € Cy[X], on a la relation

®(AP + Q) = (AP + Q)(ao), -+, (AP + Q)(an)) = (AP(a0) + Q(ao), -, AP(an) + Q(an)) qui se transforme
en ®(AP + Q) = A(P(ao), -+, P(an)) + (Q(ao),- -+, Q(an)) = A®(P) + ®(Q).

De plus, si P € Ker(®), on a Vk € [0;n], P(ax) = 0 donc P admet n+1 racines distinctes alors que deg(P) < n.
On sait qu’alors P = 0. Ainsi, ® est injective donc, comme dim(Cy[X]) = dim(C™"*!) = n 4+ 1, ® est un
isomorphisme, en particulier ¢’est une bijection.

b. Pour i € [[0;n]], soit le vecteur e; de la base canonique de C™, puisque ® est une bijection, il existe
un unique polynéme L; € Cn[X] tel que ®(L;) = e;, il s’agit de L; = ®~'(e;). Par définition de ®, on a
®(L;) = (Liao), -, Li(an)) = (0,--+,0,1,0,--+,0) donc Li(a;) =1 et ¥j € [0;n] \ {i}, Li(a;) =0.

S . & X —qj .
D’apres le cours, on a méme Ly = [| ——L (polynomes de LAGRANGE).
j=0 ai — aj
L

c. Comme xm € Cn[X] et ®(xm) = (xm(ao), - xmlan)) = kZi:OXM(ak)ek = kZi:OXM(ak)‘I)(Lk)a par
linéarité et bijectivité de @, on a P(xm) = (I)(kioXM(ak)Lk) donc xpm = kiOxM(ak)Lk.

d. Pour k € [[0;n], Papplication fy : Mn(C) — ((_3 définie par fi, (M) = XM(G;) = det(axl,, — M) est continue
car polynomiale en les coefficients de M. Or, d’apres c., VM € M, (C), f(M) = xm = kiOXM(ak)Lk donc

n
f= > fxLx est continue en tant que somme de fonctions continues.
k=0

e. Considérons deux cas :

¢ Si A est inversible, alors BA = A~'(AB)A donc AB et BA sont semblables. Directement, xAp = XBA -

e Si A n’est inversible, comme xa n’admet qu’un nombre fini de racines car deg(xa) = n, la matrice

A n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres. Pour p € N*, puisque A — In prest pas inversible si
P

et seulement 1 est valeur propre de A, il existe po € N* tel que Vp > po, Ap = A — In ¢ GLn(C).
P %

D’apres le premier cas, comme A,B = AB — g = BAy, on en déduit que xa,p = xpa,. Comme

les deux applications g : M — MB et Vg : M — BM sont linéaires en dimension finie, elles sont

continues donc, puisque pEToo Ap = A, on a pLiTw 9oB(Ap) = ¢B(A) et pEToole(Ap) = Pg(A)

par caractérisation séquentielle de la continuité. Ainsi, Um A B = AB et Uim BA, = BA. Par
p—+o0 p—+o0

conséquent, comme f est continue, il vient (ApB) = f(AB) et (BAp) = f(BA). Pour

lim f im f
p—+o0 p—+o00
p = po, f(ApB) = f(BA,) d’apres ce qui précede, donc f(AB) = f(BA) = lim f(A,B) = xaB = XBA-
p—+oo
Dans les deux cas, on a bien le résultat attendu, xAg = XBA-
Par définition, méme si ce n’est plus au programme depuis 2021, X est la partie de E qui est composée des
points intérieurs a X.
a. e Soit x €X, par définition Ir > 0, B(x,r) C X. Mais comme x € B(x,7), on a x € X. Ainsi, X C X.
e Soit x € X, pour tout réel r > 0, B(x,1) N X # () car x € B(x,r) N X. Ainsi, x est adhérent & X donc x € X.

Par conséquent, X C X.
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b. e Soit (a,b) € (Co )2, montrons que [a; b] cC. Par définition, il existe deux réels rq > 0 et 1, > 0 tels que
B(a,t4) C C et B(b,1p) C C. Posons alors r = Min(rq,7p) > 0. Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa + (1 —A)b et
montrons que c est intérieur & C. Soit x € B(c, 1), posons y = x — ¢ de sorte que ||y|| < rc donc [Jy|| < 7q et
[lyl| < vb ce qui montre que a+y € B(a,rq) et b+y € B(b,1p). Comme B(a,rq) C et B(b,1,) C C, on a donc
(a+y,b+y) € C? donc, par convexité de C, A(a+y)+(1—A)(b+y) € C. Or, A(a+y)+(1-A)(b+y) =c+y
donc c+y € C. On en déduit que B(c,r.) C C donc ¢ GCO? donc [a; b] CCO. Par conséquent, C est un convexe.
e Soit (a,b) € (C)?, montrons que [a;b] C C. Par définition, pour tout réel + > 0, B(a,r) N C # 0 et
B(b,7) N C # 0 de sorte qu'il existe deux vecteurs x € B(a,r) N C et y € B(b,) N C. Soit A € [0; 1], posons
c=2Aa+(1—=A)bet z=Ax+(1—2A)y, alors ||c —z|| = [Aa—x)+ (1 =A)(b—y)|| < A||la—x]||+ [T =A]|[b—1y]]|
donc, comme A > 0et1—A>0,0ona|lc—z|| <Ar+ (1 —A)r=rdoncz € B(c,7) car A>00oul—A>0. Or
z =M+ (1 =A)y donc z € C car (x,y) € C? et que C est convexe, ce qui prouve que B(c,t) N C # () donc
c € C. Par conséquent, [a;b] C C et C est un convexe.

a. E est non vide car 0 € E et, si A € R et (f,g) € E?, la fonction Af + g est de classe C! sur [0; 1]par
opérations et (Af + g)(0) = Af(0) + g(0) = A.0 + 0 = 0 donc Af + g € E. Ainsi, E est un sous-espace vectoriel

de C'([0;1], R) donc est lui-méme un R-espace vectoriel.

Homogénéité : soit A € R et f € E, comme la norme infinie [|. /o, (0;1] est une norme sur C°([0;1], R)
d’apres le cours, donc a fortiori sur E qui en est un sous-espace vectoriel, par linéarité de la dérivation, on a
N1 (Af) = [[Af + (M) |oo = [ACF + F)[loo = A[[If + l[cc = [AI N1 (F).

De méme, N2 (Af) = [[(A)'||oc = [[AMf'||oc = [A][If'[loc = [AIN2(F).

Inégalité triangulaire : soit (f,g) € E2, par linéarité de la dérivation et car ||. ||00,[0;1] €St une norme sur E,

N1(f+9) = [[(f+9)+(F+9) oo = [[f+9+F +0'lloc = [[(F+F)+(9+9") oo < [[f'lloc+1lg'l[oc = N1(f)+N1(g).
De méme, Na(f + g) = ||(f + 9)'llcc = [[f' + 9'lloc < [[f'[[cc + [l9'l|oc = N2(f) +Na2(g).

Séparation pour N; : soit f € E telle que Nq(f) = 0, alors f' 4 f = 0 car .||, [0;1] est une norme. On sait

résoudre cette équation différentielle sur I'intervalle [0; 1] et il existe C € R tel que Vx € [0;1], f(x) = Ce™ ™.
Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.

Séparation pour N : soit f € E telle que N(f) = 0, alors f = 0 car |[|. |[o,[0;1] est une norme. Comme [0; 1]

est un intervalle, 3C € R, V¥x € [0;1], f(x) = C. Mais f € E donc f(0) = C =0 et on a bien f = 0.

Les deux applications N7 et N3 sont donc bien des normes sur E.

b. Domination de Ny par N7 : soit f € E, posons g = f + /. On sait résoudre ’équation homogene
(Eo) : y' 4+ 1y = 0 dont les solutions sur 'intervalle [0;1] sont les fonctions y : x +—> Ae™ avec A € R. Par
variation de la constante, on trouve classiquement que les solutions de (E) :y’+y = g sont les fonctions y :

x = Ae ¥4e™¥ fox etg(t)dt avec A € R. Or f est solution de cette équation mais vérifie aussi f(0) =0 carf € E
donc A = 0 et Wx € [0;1], f(x) = e~ X fo" etg(t)dt donc '(x) = g(x) — f(x) = g(x) — e~ fo" etg(t)dt. Ainsi,
comme Vx € [0;1], |g(x)] < Nq(f) et qu’on a |f'(x)| < |g(x)|+e™ ™ fox e'|g(t)|dt par inégalité triangulaire, on

trouve |f'(x)| < (1 +e ¥ fox etdt)N1 (f) = (2 — e )Ny (f) < 2Nq(f). Ainsi, N2(f) < 2Ny (f).
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X
Domination de N1 par Ny : soit f € E et x € [0;1], alors f(x) = fo f’(t)dt d’on, par inégalité triangulaire, la

majoration [f(x)| < fox [f'(t)]dt < xN2(f) < N2(f). De plus, |(f + ) (x)| = [f(x) + f'(x)| < |[f(x)| + |[f'(x)| par
inégalité triangulaire donc |(f 4 f')(x)| < 2N2(f) car |[f'(x)| < N2(f). Par conséquent, on a Ny (f) < 2N (f).

Par définition, comme N7 domine N3 et N, domine Ny, les normes N7 et N2 sont équivalentes.
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ORAUX 2024 THEME 5
REDUCTION

a. Si A est diagonalisable, il existe Q € GL,(C) et D € M, (C) diagonale telles que A = QDQ~'. Par

—+oo
une récurrence classique, on montre que Yk € N, A® = QD*Q~! donc, si P = Y aX* € C[X], on a

k=0
“+oo “+oo +oo +oo
P(A) = Y agA* = 3 aQDFQ! = Q( > aka)Q_1 = QD'Q" ! avec D' = a,D* diagonale donc,
k=0 k=0 k=0 k=0
par définition, P(A) est diagonalisable.
b. Si A est diagonalisable a valeurs propres distinctes, notons Aq, - - -, A les valeurs propres distinctes de A

et notons u 'endomorphisme canoniquement associé & A. Soit U € GL,,(C) et B la base de C™ telle que U

soit la matrice de passage entre la base canonique By de C™ et la base B.

Par la formule de changement de base, Mat (u) = U™'AU donc U~'AU est diagonale si et seulement si la

base B est une base de C™ constituée de vecteurs propres de A.

Notons v1, - - -, v des vecteurs propres de u associés respectivement aux valeurs propres A1, ---,A,. Comme
les valeurs propres sont distinctes, les seuls vecteurs propres de u sont des vecteurs non nuls colinéaires a
Pun des vy car tous les sous-espaces propres sont des droites. Ainsi, une matrice inversible U € GL,(C)
vérifie U~TAU diagonale si et seulement s'il existe une permutation o de [1;n] et des complexes non nuls
x1, - o tels que U = Mat g, (x1vg(1), -+ @nVo(n))-

c. Si A et B sont simultanément diagonalisables, il existe une matrice Q € GL,(C) telle que A = QDQ ™!
et B = QD'Q ! avec D et D’ diagonales. Si les valeurs propres de B sont toutes distinctes, notons-les
B1,--,Bn, on peut choisir Q de sorte que D’ = diag(B1,---,Bn). Sion note alors D = diag(ect, -+, an), €t
qu’on prend l'unique polynéme d’interpolation de LAGRANGE P € R,,_1[X] tel que Yk € [[1;n], P(Bk) = o,
qui est donné par la formule P = kZ: ok f[] ﬁ, on a donc P(D’) = diag(P(B1), -+, P(Bn)) = D donc,
puisque P(B) = QP(D’)Q~" comme en a.,l#oil trouve bien A = QDQ ™' = QP(D")Q~! = P(B).

d. Si A et B sont simultanément diagonalisables, il existe une matrice Q € GL,,(C) telle que A = QDQ ™! et
B = QD’Q ! avec D et D’ diagonales. Posons A = diag(1,2,---,n) et C = QAQ~'. D’aprés c., comme les
valeurs propres de C sont distinctes et que A et C sont simultanément diagonalisables, il existe P4 € C[X] tel
que A = PA(C). De méme, comme les valeurs propres de C sont distinctes et que B et C sont simultanément
diagonalisables, il existe Pg € C[X] tel que B = Pp(C).

e. .

f. Les valeurs propres de A sont —1 et —4. S’il existait une matrice R € M(R) telle que A = R? et si on

note A une valeur propre complexe de R (il en existe d’aprés le théoréeme de D’ ALEMBERT-GAUSS), alors A2
est valeur propre de R donc de A et A € {i,—1,2i,2i}. Mais comme R est une matrice réelle, si A € Sp(R),

alors A € Sp(A). Ainsi, Sp(R) = {i, —i} ou Sp(R) = {2i, —2i} ce qui est incompatible avec le fait que —1 et
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-1 ,
0 ) n’est pas un carré dans M;(R).

—4 sont des valeurs propres de R?. La matrice A = ( 0 4

g. Supposons A € M, (C) inversible.
(=) Si A est diagonalisable, pour tout entier k € N*, A% = X¥(A) est diagonalisable d’apres la question

a.. On a donc (Ik € N*, A¥ est diagonalisable et méme Vk € N*, A¥ est diagonalisable.

(=) Sl existe k € N* tel que A* est diagonalisable, en notant wj,---,u, les valeurs propres distinctes
i
(et non nulles car AX est aussi inversible) de A¥, on sait que P = [] (X — u;) est annulateur de A* donc
i=1
r k—1
(A*—piln) = 0 ce qui s’écrit aussi [[ [] (A —8iwl 1y ) = 0 en notant &; une des racines k-iéme de p; dans
1 i=1p=0
217': T k=1 P
Cetwyx =¢e la premiere racine primitive k-ieme de I'unité. Ainsi, le polynéme P = H1 Ho( —dijwy ) est
i=1p

o

i

annulateur de A et scindé & racines simples car Vi € [1;7], V(p,p’) € [0;k —1]2, p # p' = Siw] # Siw]
car 8; # 0 et V(i,1') € [1;7], ¥(p,p’) € [0;k — 1]%, i # 1 = Siw] # spw] car §¥ = u; # py = 65. Ainsi,
la matrice A est diagonalisable.

Par double implication, si A est inversible, on a A diagonalisable +<= (Jk € N*, A* diagonalisable).

Soit A une valeur propre de A, il existe donc un vecteur uw # 0 € C™ tel que Au = Au. Considérons un

indice p € [1;n] tel que |up| = 1l\</l(ix [ui] = |Julloc > 0. Si on écrit la ligne p du systéme Au = Au,
n
on a ». ap;juj = Aup qui s’écrit aussi (A — ap plup = — Z ap,juj. En passant au module, par inégalité
5
n n
triangulaire, on a donc [A — ap p| [up| < X Japj|[uj] < D7 |ap,j| [up| par définition de p. Comme [u,| >0,
j=1 j=1
i#p i#p

n n
il vient |A —app| < > |ap,jl et ona A e {z e C ‘ |z —appl < D |ap,j\}. Mais comme p dépend de A
j i=

i#p j#p
et n’est pas unique, on peut juste dire que le spectre de A est inclus dans une réunion de disque fermés,
n
n
Sp(A) C U { z—aiil < ) |a-1’j|}. C’est le théoreme de GERSCHGORIN.
=1 J%

a. D’abord, si g € £(E), 92(g) = ¢¢(@(g)) = fo(fog—gof)—(fog—gof)of = f2og—2fogof+gof?. Puis

03(g) = ¢(0%(g)) = fo(f2og—2fogof+gof?)—(f>og—2fogof-+gof?)of qu’on simplifie, apres développement,

Tl
en @3(g) = f3og—3f2ogof+3fogofZ—gof3. Soitn € N* tel que Vg € L(E), o}(g) = > (—1) <k>f“ Kogofk.

Pour g € £(E), (p?'H (9) = o¢(0}(g)) = fo(kzo(—l)k(z> fn_kogofk> ( )fn kogofk> of donc
ot (g) =3 (—l)k<z>fn+1k090fk— S (=1)k <k)fn kogof 1. Comme ( ) =0et (_1> =0, on
k=0 k=0 n

nt1 " k(T mt1—k W i1 ™\t j - gy
ael (g)= > (—1) 5 f ogof— > (=1) . f Jogof) en faisant le changement d’indice
j=1 ) —
j = k + 1 dans la seconde somme. En changeant j en k et en regroupant les sommes, on obtient la relation

n+l n+1 1
(PTfIH<9) = <—1)k<<n) + ( " ))f“'H_k ogof<=3%" (—1)k(n: )f“H_k o g o f* avec la formule

n
de PAscAL. Comme Vg € £(E), oF(g) = Y (-1)* (E) "% ogof* pour n = 1 par définition, pour n = 2 et
k=0

. . 0\ o_
n = 3 par le calcul précédent et méme pour n =0 car ¢?(g) =id ¢(g)(g) =g = > (_])k(k) 9 %o gofk,
K=0
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n
on peut conclure par principe de récurrence que Vn € N, Vg € £(E), oF(g) = Y (-1)¥ (2) ko gofk,
b. Pour (f,g) € (£(E))2etne N, 3 ffo(fog—gof)oft =3 f*logoft=k 3 fkogofmtI—ken
k=0 k=0 k=0
n n+1 X n
développant puis > f¥o(fog—gof)ofm* = > fogof™1=I - 3 f*ogo 1% en posant j = k + 1
k=0 i=1 k=0

n
dans la premiére somme ce qui devient, apres télescopage, Y. f<o(fog—gof)oft* = fFlog—gofntl,
k=0

c. Supposons f non inversible.

(=) Si f est nilpotente, il existe n € N tel que f™ = 0, alors, d’aprés la relation de la question a., on a

2n n

Vg € L(E), 92 (g) = Y. (—1)k (k>f2“k ogoffetona2n—k=nouk>=n pour tout k € [0;2n] donc
k=0

f2n=k =0 ou f* = 0 ce qui montre que (p%“ =0 et que @y est nilpotente.

(=) .

d.

Notons s I’endomorphisme de R? canoniquement associé & S.

X-=5 3
3 X+5

scindé & racines simples sur R donc S est diagonalisable dans Mz (R) et S est semblable 4 D1 = D(v/34, —/34).

a. Comme xs = = (X=5)(X+5)—9 = X?—25—9 = X?>—34, on a Sp(S) = {—/34,1/34}. xs est

D’apres le théoreme spectral, comme S est symétrique réelle, elle est méme orthosemblable & Dj.
b. Soit vi = e et v = Sv; = Se; = 5e1 — 3e2. La famille B = (v,v;) est clairement libre donc c’est une
base de R? car dim(R?) = 2. Comme Sv, = 5Se; — 3Se; = 5(5e7 — 3e2) — 3(—3e1 — 5e2) = 34e7 = 34vq, on

aMatg(s) =N= (0 34

1 0

). Par formule de changement de base, S = PNP~! en notant P = ((1) _53) la

matrice de passage de la base canonique de R? & B. Ainsi, S est semblable & N qui est & diagonale nulle.

c. L’application ¢ est clairement linéaire, ce n’est pas un automorphisme de M, (R) car D(1,2) # 0 € Ker().

0 34 0 34 a b

1 0/~ $(A) avec A = 1o puisque si M = e al)

o= (D DD 8- a0 )

En notant C = PD(1,2)P~" et D = PAP~!, on a CD — DC = PD(1,2)P~'"PAP~! — PAP~'PD(1,2)P~ donc

Par contre, N € Im(¢) car N = on a

CD — DC =P(D(1,2)A — AD(1,2))P~" = P$(A)P~! =PNP~! d’ott S = CD — DC avec (C,D) € (M2(R))?.

a. Comme u? =idg,onaTr (v) =Tr (vouou) =Tr (vou)ou) =Tr ((—uov)ou) = —Tr (wovou) donc
Tr (v) = =Tr ((uov)ou) = =Tr (wo(uov))) = —Tr (v) (car Tr (fog) = Tr (gof) pour tout endomorphismes
f et g d’un espace de dimension finie) d’ott Tr (v) = 0. Bien siir, par symétrie, Tr (u) = 0.
b. Par hypothése, u et v sont des symétries donc elles sont diagonalisables car X? = (X —1)(X 4 1) est scindé
a racines simples sur R et annulateur de u et de v et Sp(u) C {—1,1} et Sp(v) C {—1,1}. Comme la trace est
la somme des valeurs propres comptées avec leurs ordres de multiplicité, 1 et —1 sont donc valeurs propres
doubles de u et de v. Ainsi, Ej(u),E_q1(u),E7(b) et E_q(v) sont des plans.
c. On au(v(x)) =uov(x) = —vou(x) = —v(u(x)) = —v(x) car u(x) = x donc v(x) € E_7(u). De méme,

v(y) € E_q1(u). Soit (A,p) € C? tel que Av(x) + pv(y) = Og, il vient —Ax — py = O en appliquant u ce qui
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donne A = p = 0 car (x,y) libre. Ainsi, (v(x),v(y)) est une famille libre de E_;(u) qui est un plan donc
(v(x),v(y)) est une base de E_q(u).
Comme E = Eq(u)®E_q(u) puisque u est une symétrie de E, et que (x,y) est une base de E1(u) et (v(x),v(y))

une base de E_1(u), la famille B = (x,y,v(x),v(y)) est une base de E adaptée & la décomposition précédente.

De plus, on a déja vu que uov(x) = —v(x) et uov(y) = —v(y) et on a aussi uov(v(x)) = u(x) = x car v = id g
0 0 1 0 X 0 -1 0
A« . 0 0 0 1 0o X 0 -1
et, de méme, uov(v(y)) =y. Ainsi, A = Mat g(uov) = 10 o ol®xa=17 0 x ol En
0 -1 0 0 0o 1 0 X
0 0 -1 0
0 0 0 -1 . ,
effectuant C; +— C1+XCz et C2 ¢— C2+XCq,0naxa = X2 41 0 X 0 puis on développe par
0 X*4+1 0 X
rapport & la premiere colonne deux fois et on a xo = (X2 +1)2 _01 _01 ’ = (X2 +1)? donc Sp(uov) = {—i,i}.
i o 1 0
. 0 i 0 1 . . .
Comme A + ily = 1 0 i o est de rang 2 car C3 = —iCy, C4 = —iCz et que (Cy,C3) libre,
0o -1 0 i
-i 0 1 0
. . A . 0o —-i 0 1
E_i(uov) = Vect(vy,v2) avec vi = ix +v(x) et v = iy + v(y). De méme, A —ily = 1 0 —i o

0 -1 0 -—i
avec C3 = iCy, C4 = iC; et (Cy,Cy) libre, donc Ei(uov) = Vect(vs,v4) avec vz = ix — v(x), va = iy — v(y).
Comme dim(E{(A)) + dim(E_{(A)) = 4 = dim(C*), I'endomorphisme u o v est diagonalisable. On pouvait
aussi constater que (uov)? = (uov)o(uov) =uo(vou)ov=—uo(uov)ov=—u?ov? = —id¢ donc que

X% 41 = (X+1)(X —1) est annulateur de wov et scindé & racines simples dans C donc uov est diagonalisable.
a. Par hypothese, pour tout x € R, comme f est continue et intégrable en —oo, F(x) existe donc la fonction

0 X
F est bien définie sur R. De plus, Vx € R, F(x) = f ft)t+ fo f(t)dt et f est continue sur R donc, par le
— 00
X
théoréme fondamental de I'intégration, F est de classe C! sur R et Vx € R, F/(x) = f(x) car x — fo f(t)dt

est la primitive de f s’annulant en 0.

b. Pour une fonction polynomiale P, t — P(t)e" est continue sur | —oo; x| pour tout x € Ret P(t)et = o (lz)
—o0

t
par croissances comparées donc L(P)(x) existe ce qui montre que L est bien définie sur E. La linéarité de

L provient de la linéarité de l'intégrale. Soit, pour tout k € N, la fonction px : R — R définie par

o = 1 donc

X
pr(t) = t* de sorte que E = Vectren(px). On a L(po)(x) = e_"f toetdt = e *[e!]x
— 0o
L(po) = po. De plus, pour k € N*, en posant u = py et v : t — e*, les fonctions u et v sont de classe C' sur
] — o005 x] et tlim u(t)v(t) = 0 par croissances comparées donc, par intégration par parties, on a la relation
——00

X

Vx € R, L(p)(x) = eﬂ«([tket]zoo — 7wk etdt) = x* — kL(px_1)(x) d’ott L(px) = pr — kL(pr_1) (1).
— 00

Comme L(pp) € E, la relation (1) permet de montrer par récurrence que Vk € N, L(pyx) € E. Ainsi, comme

la famille (py)xen engendre E, ceci montre bien que L est un endomorphisme de E.

c. La relation (1) permet aussi de montrer par récurrence que si on note E,, le sous-espace des fonctions

50



polynomiales de degrés inférieurs ou égaux a n, alors E,, est stable par L. En effet, Ey est stable par L car
L(po) = po. De plus, pourn € N* si E,_; est stable par L, et si P = anpn+qn_1 avec an € R, qn_1 € En_1,
L(P) = anL(pn) +L(qn-1) = an(pn +nL(pn-1)) +L(dn-1) = anpn + (nanl(pn—1) +L(qn-1)) € Ex d’apres
(1) et par hypotheése de récurrence.

Soit A € R une valeur propre de L, alors il existe une fonction polynomiale P € E telle que L(P) = AP. Si
on note n = deg(P), on a P € E, et on peut considérer 'application induite L,, : E,, — E,; définie par

Ln(P) = L(P) et L(P) = AP = L,,(P) donc A est valeur propre de L. D’aprés la relation (1), la matrice de Ly,
dans la base canonique By, = (po, -, pn) de En est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale car
L(pk) = px — kL(px_1). Ainsi, xr,, = (X — )™ et Sp(L,) = {1}. Ainsi, la seule valeur propre de L est 1

car L(po) = po et que po # 0.
X
Soit P € E tel que L(P) = P, alors Vx € R, e~ f P(t)etdt = P(x). Avec la méme intégration par parties
x
quen b., e”‘([P(t)et]’iOO — f P’(t)etdt> P(x) qui se simplifie en Vx € R, f Jetdt = 0. Il suffit
— 00
de dériver cette relation avec la question a. et on a Vx € R, P’(x)e® = 0 donc P’(x) = 0 et P est constante

car R est un intervalle. Par conséquent, 1 est la seule valeur propre de L et Ej(L) = Vect(po).

a. Dans le calcul de det(A), on développe par rapport a la derniere colonne et, si D = diag(by,---,bq—1),

on a det(A) = (—1)9Tagdet(D) donc det(A) = (—1)9+"aq H by # 0 car les réels aq,by, -+, bq—1 sont
4=
strictement positifs. A1n81 A est inversible et 0 n’est pas valeur propre de A.
(1] +a2b1 ajay +azby, .- ©rroaraq
b]a] b]az e e e b]aq
bibs 0 . ... .. 0
b. On calcule A2 = 0 . . . et on se rend compte que les
0 e 0 bg-1bg-2 O 0

deux premieres lignes de A2 ne contiennent que des termes strictement positifs tout comme la premiere ligne

de A ne contient que des termes strictement positifs. Soit k € [[1;q — 1] tel que les k premieres lignes de A®
ne contiennent que des termes strictement positifs. Avec des notations évidentes, en écrivant AX+1 = AAK,
L (A1) > a1 (AX) > 0 et Vj € [2;k + 1], Lj(A¥) = bj_1L;_1(A*) > 0 par hypothese de récurrence.

Ainsi, les k4 1 premieres lignes de A**1 ne contiennent que des termes strictement positifs. Par principe de
récurrence, cette propriété est vraie pour tout k € [[1; q]] donc A9 a tous ses coefficients strictement positifs.

c. Soit A € Spc(A) et Ex(A) = Ker(A — Alq) le sous-espace propre associé. Comme les g — 1 premieres

al—A ay - - oaq
b A 0 e 0

colonnes de la matrice A — Alq = 0 : forment une famille libre (grace aux
. . . . 0
0 -+ 0 bg1 —A

by # 0 échelonnés), on a rang (A —Alq) > q — 1. Puisque rang (A —Al4) < q car A — Alq n’est pas inversible
par hypothese, rang (A —Alq) = q — 1. D’apres la formule du rang, g = dim(Ker(A — Alq)) + rang (A — Alq)
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donc dim(Ex(A)) = 1. Les sous-espaces propres associés aux valeurs propres complexes de A sont des droites.

On en déduit que A est diagonalisable dans M4 ( C) si et seulement si xa est scindé a racines simples.

X—a; —az --- —aq
—by X 0 0
d. Dans le calcul de xao = 0 : |, on ne change pas le déterminant en effectuant
: . - . 0
0 N D
2 q—
I'opération de GAUSS Cq «+— C +-X ¢ 1+ Cq_2+--+ X C1 et on obtient la valeur
q q bg—1 q bg-2bgq-1 q by ---bg-1
X—ay —az --- P
—b; X 0 0
-1 .
) X941 q x4-J
XA = :| avec P = 7(X—a1)—(27a->—a . On
0 : by bg_ =5 by bg ) qa
: . . X 0
0 .0 —bg1 0

—1
développe ensuite par rapport & la derniere colonne et, comme en a., on a xz = (—1)9%! ( 11 (—b,-))P donc
=1

q i1 .
XA = X9 — Z ( H bk)ajxq_J.
F=1 VK=

Méthode 1 : on constate que xa a son premier coefficient (celui en X9) qui est strictement positif et tous les
autres sont strictement négatifs. Les dérivées successives x5, - - )x;q_l) de x A vont avoir la méme propriété.

Par exemple X%q) = q!X —(q — 1)lay. Ainsi, XS\qu s’annule une unique fois sur RY (en aq_1 = ﬂ).

q
Ceci montre que xgqu) est strictement décroissante sur [0; ocq—2] et strictement croissante sur [og—1;+00[

alors que Xf{"”(o) < 0 et que 1111 xs\q_z)(t) = +o00. Ceci montre que xs\q_z) ne s’annule qu’une seule fois
t—+oo
sur R en a¢g_2 > og—1. On continue les tableaux de variations de ngq)’ xS{kz), <+ XAy XA avec la méme

conclusion a chaque fois, X%) ne s’annule qu’une fois sur R pour k € [0;q — 1].

j—1

q ,i=] . q )
Méthode 2 : posons Q = XIxa(1/X) =1 = ( I bk)an]. Comme Q' = — E)( 11 bk)a]-X’_] et
j=1 Nk=1 j=1 \k=1

que tous les ay,---,aq,b1,---,bq_1 sont strictement positifs, la fonction polynomiale Q’ reste strictement
négative sur I'intervalle R donc Q y est strictement décroissante. Puisque Q(0) =1 > 0 et tEToo Q(t) = —c0
car le coefficient dominant de Q est strictement négatif, la fonction Q s’annule une unique fois en «g sur
R . Comme Vt >0, Q(t) =0 <= xa(1/t) =0, xa s’annule une unique fois sur R en 1/xo.

Quelle que soit la méthode, xo ne s’annule qu’une seule fois sur R donc, comme les valeurs propres de A
sont les racines de xa, A admet une unique valeur propre strictement positive.

a. Soit P € E, on a deg(P(1)(X? — X) + P(—1)(X? + X)) < 2 donc le polynéme T(P) appartient bien & E. De
plus, si (P,Q) € E? et A € R, on a par définition T(AP + Q) = (AP + Q)(1)(X2 — X) + (AP + Q)(—=1)(X? + X)
qui devient T(AP + Q) = (AP(1) + Q(1))(X* — X) 4+ (AP(=1) + Q(—1))(X? + X) et on a enfin la relation
TP + Q) = A(P(1)(X? = X) + P(=1)(X2 + X)) + (P(1)(X* = X) + P(=1)(X? + X)) = AT(P) + T(Q) donc T est
bien un endomorphisme de E. Comme Vk € [0;n — 1], T(X¥) = X2 — X + (=1)%(X? + X), on a T(X¥) = 2x2

si k est pair et T(XX) = —2X si k est impair. Ainsi, en notant By = (1,X,---,X™) la base canonique de E, on
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0 e 0
0o -2 0 =2
2 0 2 0 e

aMatg,(T)=A= 0 o T O . Les colonnes d’indice pairs (resp. impairs) sont égales.
0 vv ee e e 0

b. Visiblement, rang (T) = rang (A) = 2 donc dim(Ker(T)) = dim(E) —2=n+1—2 =n — 1 avec la formule
du rang. On sait que Im (T) est engendré par les images par T des vecteurs de By donc Im(T) = Vect(X, X?)
et il est clair que les vecteurs P = X% — 1 pour 2k < n et Qx = X?**1 — X pour 2k + 1 < n sont dans le
noyau de T car T(X?¥) = T(1) = 2X? et T(X?**1) = T(X) = —2X. Ainsi, selon la parité de n :
e Sin = 2p est pair, B = (P1,Q1, -+, Qp—1,Pp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de
n —1=2p — 1 vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).
e Sin =2p+1 est impair, B = (P1,Q1,- -, Pp, Qp) est une famille de degrés échelonnés donc libre de
n — 1 = 2p vecteurs de Ker(T) donc B est une base de Ker(T).
c. On a déja vu que 0 était valeur propre de T. Comme on a vu que T(X?) = 2X?, 2 est valeur propre de

T. De méme, T(X) = —2X donc —2 est aussi valeur propre de T. Ainsi, Sp(T) = {—2,0,2} et Eo(T) = Ker(T)
est de dimension n — 1, E2(T) = Vect(X?) et E_»(T) = Vect(X) sont des droites. Comme la somme des

dimensions des sous-espaces propres vaut dim(E), T est diagonalisable.

a. La deuxiéme colonne de A vaut j fois la premiere car j> = 1 et la troisieme vaut j? fois la premiere,
ceci justifie que rang (A) = 1 car la matrice A est non nulle. Ainsi, d’aprés la formule du rang, on a

dim(Ker(A)) = 3 —rang (A) = 2 donc dim(Eo(A)) = 2 ce qui montre d’apres le cours que 0 est racine au
moins double de xa. Ainsi, xa = X3 — Tr (A)X? car X? divise xa. Comme Tr (A) = 1+j +j?> = 0, on
a xa = X2 donc Sp(A) = {0} et A est nilpotente d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON. Comme
dim(Eo(A)) = 2 # 3 = mp(A), A n’est pas diagonalisable (par ce raisonnement, la seule matrice nilpotente
diagonalisable est la matrice nulle).

b. Comme Im (A) = Vect(vq) avec vi = (1,j,j?) et que v; € Ker(A), onaIm (A) C Ker(A) et A2 = 0. On peut
compléter (vq) en une base de Ker(A), prenons par exemple vz = (j, —1,0) de sorte que v3 € Ker(A) et que
(v1,v3) est une base de Ker(A) car on a clairement (vi,v3) libre. Comme Av, = vy en prenant vi = (1,0,0)
en regardant la premiere colonne de A, et que B = (v1,v2,v3) car (v1,v3) libre et vo € Vect(v,v3) = Ker(A),
on a Mat s(a) = Ej 2 en notant a 'endomorphisme de C3 canoniquement associé & A. En notons P la

matrice de passage de la base canonique de C3 & B, on a par formule de changement de base A = PE]szq
1 1 j

avecP= | j 0 —1| (B est & nouveau une base de C3> car det(P) = —j? # 0).
i 0 o0
c. Soit B € M3(C), on pose C =P~ 'BP d’ot1 B = PCP~! et on a I’équivalence AB = BA <= E; ,C = CEq 2.
€1,1 €1,2 €13 €2,1 €2,2 €23 0 c17 O
Or en notant C = €21 €22 ¢23 |, onaky2C = 0 0 0 et Cky1 = 0 c210 O
€3,1 €32 €33 0 0 0 c31 O
donc E12C = CE12 <= (c2,1 = ¢1,1 —¢2,2 = ¢33 = ¢3,1 = 0). Ainsi, les matrices qui commutent
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1,1 €12 €13
avec E1 sont de la forme C = 0 ci1 0 donc ’ensemble des matrices qui commutent avec

0 c32 c33

Eq,2, noté C(Eq ), vérifie C(Ey2) = Vect(E1,1 + E2,2,E3,3,E1,2,E1,3,E32) est de dimension 5 car la famille
(E1,1 +E2,2,E3.3,E1,2,E1,3,E3,2) est clairement libre. De plus, l'application ¢ : C(E;,2) — C(A) définie par
¢(C) = P~TCP est linéaire, injective car P~'CP = 0 = C = 0 et surjective d’apres I’équivalence qui précede.
Comme ¢ est un isomorphisme, il conserve la dimension donc dim(C(A)) = dim(C(Eq,2)) =5.

a. En transposant la relation M2 +MT = I,, (MT)2+M = I, donc (I, ~-M?)2+M—~1,, = M*—2M? +M =0
et le polynome Q = X% — 2X2 4+ X annule M. Or Q = X(X — 1)(X? + X — 1) = X(X — 1)(X — «)(X — B) avec
o= 7]%\/5 et B = 71%\/5 donc Q est scindé a racines simples. Ainsi M est encore diagonalisable dans
Mn(C) et Sp(M) C {0,1,«, B} d’apres le cours.

b. Etant donnée la question, on s’attend & un réponse négative. On va commencer par le cas simple n = 2.
Soit M € M2(C) telle que M # MT et M2 + MT = I,. Distinguons selon les valeurs propres de M avec a..
Si Sp(M) = {A} avec A € {0,1, «, B}, alors comme M est diagonalisable d’apres a., M est semblable &

Al donc M = Al ce qui est impossible car M n’est pas symétrique.

Si Sp(M) = {0,1}, comme M est diagonalisable, M = PDP~! avec P € GL,(C) et D = <(]) g) donc

M? = PD?P~! = M car D? = D. Ainsi, MZ4HMT = M4+MT =1, ce qui montre que M = <](/12 ]_/(21>

1 _a2=1donca?=-1dota==+1t Ilya
a 4 2 4 2

2
OrM2=M = <(1/4) —a (1/4;(1 a2>' Ainsi,

donc deux matrices vérifiant ces conditions, M1 = % (1 _11> et My = % (H ;)

Si Sp(M) = {x, B}, comme M est diagonalisable, (X — «)(X — ) = X% 4+ X — 1 est annulateur de M

donec MZ + M — 1, = 0. Mais ceci est impossible car M2 -1, =-MT # —M.
Si Sp(M) = {0, a}, de méme, X(X — &) = X? — aX annule M d’ott M2 = aM et aM +MT =1, (1).

. b . .
En écrivant M = <(Cl d>’ la relation (1) montre que M = 1 I, absurde car M non symétrique.
o

+1
Si Sp(M) = {0, B}, de méme, X(X — B) = X? — X annule M d’'oit M? = M et pM +MT =1, (1).

En écrivant M = ((cl z , la relation (1) montre que M = 5 _L 3 I, absurde car M non symétrique.

Si Sp(M) = {1, «}, comme avant, (X—1)(X—«) = X2 —(a+1)X+« annule M, d’ott M? = (a+1)M+«l,

et (x+1)M+MT = (1—a)I (1). En écrivant M = (cl z , la relation (1) montre que M = 1_212,
o

absurde car M non symétrique.
Si Sp(M) = {1, B}, comme avant, (X—1)(X—p) = X2 —(B+1)X+p annule M, d’ot M? = (B+1)M+p1,

et (B+1)M+MT = (1—-8)I (1). En écrivant M = ((cl Z), la relation (1) montre que M = 5 1_212,
absurde car M non symétrique.
Les seules M € M, (C) telles que M # MT et M? + MT =1, sont M = % (1 _]1> et My = % (—11 ;)
Sin=2p avec p € N*, il suffit de poser M = diag(Mi,,---,M;,) avec (i1,---,ip) € {1,2}P et on a
2 = diag(In —M{ ,--+, I, — MiTp) =In — (diag(My,,---, Mip))T =1, — MT et M n’est pas symétrique.
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Sin=2p+1avecp € N* il suffit de poser M = diag(x, Mi,, -+, My, ) avec (i1, -+,1p) € {1,2}P et on a
. . T
M? = diag(a?, Iy — M{ ,--+ 1 — MiTp) =In — (diag(e,Mi,, -, My,)) =In—MT car a? + a =1 et M
n’est pas symétrique.
La réponse a la question posée est :
Sin =1, oui, car toutes les matrices de M;(R) sont symétriques.
Sin > 2, non, la matrice M n’est pas forcément symétrique si elle vérifie les conditions M € M, (C)
telle que M2 + M = I,,, avec les contre-exemples vus ci-dessus dans les cas n pair ou n impair.

a. Si f € E, par opérations, comme x > % et x — % sont de classe C* de [0;1] dans [0;1], la fonction
T(f) est bien définie et de classe C> sur [0;1] donc T(f) € E. Pour (f,g) € E> et A € R, on calcule
Hee 0], T+ = 3 (o) (3) + 0+ () ) = 30 ( )+ ( )+ (6(3) +s(52)
ce qui donne T(Af+g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) donc T(Af 4+ g) = AT(f) + T(g) : T est en endomorphisme de E.

( ) )( er])) et, par définition de T(f), o

(s
a T2(f)(x) = ;(; (f(ﬁ) (X +1 )) + %( (XI ) +f (X + 3))) ce qui donne l'initialisation suivante :
= 30E) +o(-5) - (42) + (55)

2n—1
Soit n > 1 tel que Vf € E, Vx € [0;1], T™(f)(x) = 1 f(%) Par définition, comme T™*! = T"oT, on

b. Pour f € E et x € [0;1], T2(f)(x) = T(T(f))(x %
2

N

2" =0
21
obtient T"*1(f)(x) = T™(T())(x) = Zi“ > T(f) (X2+ k) par hypothese de récurrence puis, par définition de
k=0
+1 1 A x+k x+k+2" 1A (xtk 1 A (xt k2"
mn — —
T, T 0() = w2 (f(2n+1>+f( nF )) = ot 2 f(2n+1 )+2n+1 > f(ﬁ)
k=0 k=0 k=0
2m 1 L pALR . | X +i
En posant j = k-+2" dans le seconde somme, ona f(x"'znij]) > f(ﬁ) donc, en changeant
k=0 k=2n
2ntl g
j en k et en regroupant les deux sommes, on arrive bien a T 1(f)(x) = Z“]ﬁ kz—:o f(’;;:_‘f)

n

P
Par principe de récurrence, Vf € E, ¥n € N, Vx € [0;1], T™(f)(x) = zl—n > f(x;k), cette formule étant
k=0

201
21—0 > f<7<;'70k) puisque T® =idg.
k=0

méme valable quand n = 0 car TO(f)(x) = f(x) =

n—1
c. Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry (f) = 1=0 > f(O + kﬂ) associée a f : [0;1] = R
n k=0 n
1
continue. D’apres un théoréme du cours, liT Rn(f) = fo f(t)dt. D’apres b., T*(f)(0) = Ran (f). Comme
n—+oo

1
(R2n (f))nen est une suite extraite de (R (f))nen=, on a donc lim T™(f)(0) = fo f(t)dt.

n—-+oo

1 A& K K
d. Powr x € ;1] et n € N, TMf)(x) = TMR)(0) = 55 3 (f(%) - f(%)) done, par inégalité
k=0

2n 1
triangulaire, [T™(f)(x) — T™(f)(0)| < zi“ > ‘f(x + k) - f( k )‘ Or, par inégalité des accroissements finis,

— " 2"

k=0

en posant M = [|f'|[ [0;1] qui existe puisque la fonction f' est continue sur le segment [0;1] d’apres le
n

théoréme des bornes atteintes, on a ‘f(x;k> f(zl?l)’ < I}AT? Ainsi, [T™(f)(x) — T™(£)(0)] < 222]\4" < ZM“
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Ainsi, n1_1)1_?_1OO(T“(1‘) (x) =T™(£)(0)) = 0 dont on déduit que Vx € [0;1], nEToo T (f)(x) = fol f(t)dt en écrivant

T(f)(x) = (T™(f)(x) — T*(£)(0)) + T™(f)(0). On peut donc affirmer que la suite de fonctions (T™(f))nen

converge simplement vers la fonction constante ¢ : x f t)dt sur [0;1]. D’ailleurs, avec ce qui précede,

T(H)(x) = ()] = [T () (x) = T™(£)(0) + T (F)(0) — c(x)| < [T™(£)(x) = T*(£)(0)] + [T™(£)(0) — c(x)| donc
n M _ | ! T, M _ | !

T ) — ()] < M+ [Tr0)©0) — [ f(0)ar]. Ainsi, [T = ellooor < B+ [T0(0)(0) = [ ()at] et

1
lim (2M“ + )T“(f)(O) - fo f(t)dt’) = 0 donc (T™(f))nen converge uniformément vers c¢ sur [0;1].

n—-+oo
e. Si 1 est la fonction constante égale & 1 sur [0;1], T(1) = 1 donc, comme 1 # 0, 1 est valeur propre
de T. Soit f € E¢(T), alors T(f) = f donc, par une récurrence simple, on a Vn € N, T"(f) = f. Ainsi,

1
Vx € R, f(x) = nEToo T(f)(x) = fo f(t)dt ce qui prouve que f est constante. Ainsi, Eq(T) = Vect(1).

f. Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe f € E telle que T(f) = kf. Par une autre récurrence
simple, pour x € [0;1], il vient ¥n € N, T"(f) = k™f(x). Comme (T™(f)(x))nen converge d’aprés d. et
que (k™)nen diverge, ceci impose que f(x) = 0. Seule la fonction nulle est dans Ey(f) donc k n’est pas
valeur propre de f si |k| > 1. Par le méme argument, comme ((—1)™)nen diverge, on en déduit aussi que

E1(T) = {0} donc que —1 n’est pas valeur propre de T.

g. Pour f € E et x € [0;1], on a T(f)'(x) = i(f’(%) + f’(%)) = w donc T(f) = %fl) Soit

/
= T(Zf) et T(f') = f' ce qui, d’aprés e., montre que f' est

/
f € Eqy/2(T), alors T(f) = % donc fz = T(f) =
constante. Ainsi, f est une fonction affine. Réciproquement, si on pose f : x — ax + b, alors f € E et
Vx € [0;1], T(f)(x) = (a —|—b+ax+] +b) = M—&—Q—H) = QXT_Fb = @ si et seulement si a 4+ 2b = 0
b(1 — 2x). Ainsi, Ey,2(T) = Vect(g) avec g : x = 1 — 2x et l € Sp(T

2
)=

ce qui montre que f(x

a. Pour « € R, on écrit 1 + ¥ = 1 e sous forme trigonométrique en posant r,, = o‘—z > 0 et
n \/

Gn:Arctan(ﬁ)e}—Eﬂ[caM—tan(e):wz Onadonc( —o‘ —“me"

n 2’2 cos(0n) Thcos(Bn) n n
2 2

Comme 7 —exp( ( + ))etqueln(]—l—o‘—z):“—2+o(i2>,onaﬂln<l+ ):—4—0(1)
n°/ +ocon n 2 +oo

2
donc lim Eln( —|—°‘) 0 et, comme limet =1, ona Um =1
n—+oo 2 n t—0 n—+o00

De plus, n6,, = n Arctan (0‘) = n(ﬁ + o(—z)) St o(1) donc lim n6, = «. Par continuité de cos
n n o

+oo n—-+oo

. . NG .
"On = cos(nBy) +1isin(ndy), lim MmO = ei* Par produit, lim (1 + ﬂ) =e'x,

n—-+oo n—-+oo n

et sin, comme e*

b. Sia =0, A, = I, est déja diagonale.

_ 2 . .
Sia#0,onaxa, = X—1 a/n :(X71)2+<Q) :(X,1+E)(X—]—ﬂ) donc on obtient
" —a/n X —1 n n n
Sp(An) = {1 + i—a,1 — i—a}. Comme A, admet deux valeurs propres distinctes, A, est diagonalisable
n n
et il existe un matrice inversible P € GL,(C) telle que A,, = PD,P~! avec D, = diag(l + i—a,1 — i—“).
n n
Comme Ay, — (1 + La) I = ~ta/n 7.a/n , on constate qu’'un vecteur propre associé a la valeur propre
n a/n —ia/n
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14+ 2 est vi = (1,—i). De méme, v, = (1,1) est un vecteur propre associé a la valeur propre 1 + *& car
n n

An — (1 — i—a)lz = (1a/n —a/n). On peut donc prendre P = ( 1, 1) ci-dessus.
n

a/n ia/n —i

c. Si a =0, A} =1, donc la suite (AlY)n>1 converge vers I = (:) ?) = Ro.
. n . n

Si a #0, d’aprés b., AT = PD'P~! et DI = diag((] + E) , (1 — E) ) donc la suite (D )n>1 converge
n n

vers la matrice D = diag(e'®,e™*?) d’apres a.. Comme @ : M ~ PMP~! est linéaire en dimension finie,

elle est continue (c’est un automorphisme de M;(C)) donc, par caractérisation séquentielle de la continuité,

ia .
(0(DR)sr = ARt comverge vers o(a) = Por=" = (1 1) (€, e"m)(;(} 1)>donc la

. n [ cos(a) —sin(a)) _
suite (Al )n>1 converge vers (sin(a) cos(a) ) = Rq-

i) = (iv) : supposons (i). Par Pabsurde, si A était une valeur propre commune & A et & B, A serait

aussi une valeur propre de BT car Sp(BT) = Sp(B) et il existerait deux vecteurs non nuls U € My, 1(C)
tel que AU = AU et V € Mn,1(C) tel que BTV = AV. Alors, en posant X = UV € M, (C), on aurait
AX —XB = AUVT —uvTB = (AU)VT —Uu(B™V)T = auv’ —u(AvT) = 0 donc UVT = 0 d’aprés (1). Mais
ceci est impossible car si UT = (ug - -un) et VI = (vi -+ vyy), 3(1,5) € [1;n]%, ui # 0 et vj # 0 et alors, si
X = (Xi,j)1<i‘j<n7 on a xij = uivj # 0. On conclut ce raisonnement par I’absurde : il n’existe aucune valeur

propre commune & A et a B.

iv) = (iii) : supposons (iv). En posant Ay, ---A; les valeurs propres distinctes de la matrice B, on écrit
T T
xB = [] (X =)™« (B) done, par les propriétés des polynémes de matrices, xg(A) = [] (A — Axln) ™ (B),
k=1 k=1

Or, pour un complexe A, la matrice A — Al est inversible si et seulement si A n’est pas une valeur propre de
A. Ici, A1, -+, A n’étant pas des valeurs propres de A puisque ce sont des valeurs propres de B, les matrices
A — Mg, -y A — A I, sont toutes inversibles. En tant que produit de puissances de matrices inversibles,

xB(A) est donc inversible (GLn (C) est une groupe multiplicatif).

iii) = (ii) : supposons la matrice xa(B) inversible. Soit X € M, (C) tel que AX = XB. On a alors
A%X = XB® = X et A'X = XB! par hypothese. Si on suppose que AXX = XB* pour un entier k > 1, alors
ARTTIX = A(A*X) = A(XB¥) = (AX)B* = (XB)Bk XB*+1, Par principe de récurrence Vk € N, AkX = XBX.
Si on écrit xp = fj b XX, alors xp(A) Z brA¥ donc x(A)X = Z bR AKX = Z b XB¥ = Xxp(B). Or
xB(B) =0 d’apre]; l% théoréme de CAYLEY HAMILTON donc xp (A)X = O Comme XB (A) est inversible, on
en déduit que X = 0 comme attendu.

i) = (i) : supposons (ii) et soit I'application ¢ : My (C) — My (C) définie par ¢(X) = AX — XB. ¢ est
clairement linéaire donc c¢’est un endomorphisme de My, (C). L’hypothese VX € M (C), AX=XB = X =0
traduit le fait que Ker(g) = {0} donc que ¢ est injective. Comme dim (M (C)) = n? est fini, ¢ est donc un

automorphisme de M, (C), ce qui se traduit bien par (i).

a. Sion pose Sz(R) l'ensemble des matrices symétriques de Mz (R), comme VM € S7(R), M = (S E),

on peut écrire S>(R) = Vect(Eq,1,E1,2 + E2,1,E2,2) Puisque la famille (Eq,1,E1,2 + E2,1,E2,2) est clairement
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2% (241)
2

des matrices diagonalisables d’apres le théoreme spectral.

1

0

formule de GRASSMANN, dim(FNV) = dim(F)+dim(V)—dim(F+V). Or F+V C M, (R) donc dim(F+V) < 4

libre, on a dim(S2(R)) =3 = donc S;(R) est bien un hyperplan de M2 (R) qui ne contient que

b. Par définition, F = Vect(I,]) avec | = (_0] ) et (I2,]) est clairement libre donc dim(F) = 2. Par la

d’ott dim(FNV) > 2+3—4 =1 ce qui montre que FNV # {0}.

Soit A = fb z #0 € FNV, alors xa = X2 — Tr (A)X + det(A) = X? — 2aX + a? + b? qu'on factorise
en xA = (X — (a +1ib))(X — (a — ib)) donc, puisque A est diagonalisable dans M;(R), ceci impose que
Sp(A) = {a+ib,a—ib} C R donc que b = 0. Par conséquent A = al; € FNV avec a # 0 donc I € FNV

car FNV est un sous-espace de Mz (R). Ainsi, I; € V.

c. Comme V est un hyperplan de M(R) qui est de dimension 4, dim(V~+) = 1. De méme, (S2(R))* est une
0 —1

droite de M2 (R) et elle est engendrée par la matrice U = < 10

> qui est orthogonale aux trois matrices
E1,1,E1,2 + E2,1,E22 qui engendrent Sp(R).
X-1 =3 0
a. Apres calculs,onaxa =| -3 X+2 1 |=X-=1)(X=3)(X+4) donc Sp(A) = {—4,1,3}. Comme
0 1 X—=1
XA est scindé & racines simples, A est diagonalisable et K3 = E1(A) @ E3(A) @ E_4(A). On peut aussi dire
que A est symétrique et réelle donc, d’apres le théoréme spectral, A est diagonalisable dans M3(R), donc a
fortiori dans M3(C). De plus, si K = R, toujours avec le théoréme spectral, les sous-espaces propres de A
sont des supplémentaires orthogonaux dans R3.
On résout les trois systeémes AX = X, AX = 3X et AX = —4X avec X € M3,1(K) pour trouver les trois droites
propres Ej(A) = Vect(vi), E3(A) = Vect(vz) et E_4(A) = Vect(v3) avec vi = (1,0,3), v2 = (3,2,-1) et

vz = (3,—5,—1) (on constate que ces vecteurs sont bien orthogonaux dans R3). On a donc diagonalisé A en

1 3 3 1 0 O
A=PDP lTavecP=|0 2 —5|etD=|0 3 0 | parformule de changement de base.
3 -1 -1 0 0 —4

Méthode 1: F = {0} et F = K3 sont clairement des sous-espaces de R3 stables par A et il n’y a pas d’autres
sous-espaces de R3 de dimension 0 ou 3. On sait que les droites stables sont celles qui sont engendrées par
des vecteurs donc il y a trois droites stables : F = E1(Af) ou F = E3(Afr) ou F = E_4(Af). Comme, A est
symétrique, les orthogonaux des sous-espaces stables par A le sont aussi. Ainsi, il existe exactement trois
plans stables qui sont F = E1(Af)t ou F = E3(Af)® ou F = E_4(Af)?t, clest-a-dire F = E3(A) ® E_4(A),
F=E1(A)®E_4(A) ou F=E;(A) ®E3(A).

Méthode 2: Soit F un sous-espace de K3 stable par A, alors A induit sur F un endomorphisme qu’on sait
étre diagonalisable d’apres le cours. On sait aussi que xa, divise xa. Traitons alors plusieurs cas :

e si dim(F) = 0, alors F = {0}.

e si dim(F) = 1, alors on ne peut avoir que xo, = X—1ouxa, = X—3 ouxa, = X+4 car deg(xa,) = 1.

Comme Af est diagonalisable, F est la somme de ses sous-espaces propres et on a donc F = E1(Af) ou
F=E3(Afr) ou F = E_4(Af). Mais, par exemple si xa, = X — 1, 1 est valeur propre de A donc v; € F
et on a F = Vect(vi) = E1(A). Ainsi, on a F=E(A) ou F=E3(A) ou F=E_4(A).
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e si dim(F) =2, alors on ne peut avoir que xa, = (X = 1)(X —3) ou xa, = X —=1)(X+4) ou
XAr = (X—3)(X+4) car deg(xa,) = 2. Ar est diagonalisable donc F est la somme de ses sous-espaces

propres et on a donc F = E1(A) ®E3(A) (car vq et v, sont forcément dans F puisque 1 et 3 sont valeurs
propres de Ap) ou F = E1(A) B E_4(A) (idem v; et v3 sont dans F) ou F = E3(A) @ E_4(A).
e si dim(F) = 3, alors F = K3.
La méthode 1 utilise la propriété de symétrie de A (mais seulement dans R?) alors que la méthode 2 est plus
générale pour trouver les sous-espaces stables par un endomorphisme (ou une matrice).
Réciproquement, ces huit sous-espaces de K3 sont stables par A car ils possédent tous une base de vecteurs
propres de A. Il existe donc exactement 8 sous-espaces de K3 stables par A.
b. La matrice 0 appartient & C(A) donc C(A) # () et C(A) € M3(R). Si (M,N) € C(A)? et A € R, alors
A(AM + N) = AAM + AN = AMA + NA = (AM + N)A donc AM + N € C(A). Ainsi, C(A) est un sous-espace
vectoriel de M3(R) donc lui-méme un espace vectoriel.
De plus, A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A par associativité du produit matriciel
donc C(A) est aussi stable par produit. Comme I3 € C(A), C(A) est une sous-algebre de l'algebre M3(R).
Méthode 1 : Soit M € M3(K) et N = P~'MP, alors M € C(A) <= AM = MA ce qui donne en remplacant
M € C(A) <= PDP~'PNP~! = PNP~'PDP~! <= DN = ND. Si on effectue les calculs ND et DN et qu’on
identifie, on trouve sans peine que M € C(A) <= N est diagonale.
Méthode 2 : Si M € C(A), les sous-espaces propres de A sont stables par M, ce qui prouve que l'on a

Mvy € Vect(v), Mvy € Vect(v2) et Mvs € Vect(vs) donc il existe (a1, a2, a3) € K3 tel que Mvy = aqvy,

Mvy, = apvy et Mvz = azvz. Ainsi, en notant u ’endomorphisme canoniquement associé & M et que
o O 0

B = (v1,v2,v3), comme N = Mat 3 (u) = diag(a; 2 a3),onaM=P[ 0 «; 0 |P7"
0 0 a3

Comme ¢ : U+ PUP™! est clairement un automorphisme de M3(C) et que la dimension du sous-espace des

matrices diagonales vaut 3, alors dim(C(A)) = 3.
c. Si M € M3(R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc M € C(A). Ainsi, M = PD'P~! avec
D’ € M3(R) diagonale. Or M? = A équivaut & D’> = D ce qui est impossible car —4 < 0 ne peut étre le carré

d’un réel. Par contre, pour le cas complexe, si M € M3z (R) vérifie M? = A, alors MA = M3 = AM donc
M € C(A). Ainsi, M = PD’P~! avec D’ € M3(C) diagonale. Or M? = A équivaut & D'? = D et, en écrivant
D’ = diag(« B v), D’?> = D implique «? =1, B? = 3 et y?> = —4 et on a donc 8 matrices D’ qui conviennent,
ce sont les D’ = diag(£1,4+/3,42i). , il existe exactement huit matrices complexes qui vérifient M? = A,

ce sont les matrices M = Pdiag(£1, ++/3, £2i)P~ .

a. Soit (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA. On va considérer différents cas :

e Sixa admet deux racines distinctes A7 et Az, on sait d’apres le cours qu’alors A est diagonalisable et
il existe donc P € GL,(C) telle que A = PDP~! avec D = diag(A1,A2). Posons D’ = P~'BP, on a
I’équivalence AB = BA <= PDD’P~! = PD'DP~! <= DD’ = D’D. Or, par un calcul matriciel direct,

on montre que DD’ = D’'D équivaut & D’ = diag(p1, p2) diagonale. En posant Q 'unique polynéme
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d’interpolation de LAGRANGE de R;[X] tel que Q(A1) = 1 et Q(A2) = uz, on a Q(D) = D’ donc
Q(A) =PQ(D)P~! =PD’P~! =B et B est bien un polynéme en A.

e Si xp admet deux racines distinctes, on conclut par symétrie que A est un polynéme en B.

e Sixa admet une racine double A mais que A est diagonalisable, alors dim(Ex(A)) = m)(A) = 2 donc
Ker(A —Aly) = C? et A = Al de sorte que A = Q(B) avec Q = A.

e Si xp admet une racine double u mais que B est diagonalisable, B = ul, et B = Q(A) avec Q = p.

e Sixa, xs admettent respectivement pour racine double A, p et que ni A ni B ne sont diagonalisables,

on sait néanmoins que A et B sont trigonalisables car xa et xg sont scindés sur C et il existe une
A a
0 A
la base de C? telle que P est la matrice de passage entre la base canonique et la base B, on a donc

matrice P € GL2(C) telle que A = PTP~! avec T = ( > avec a # 0. En notant B = (vi,v2)

Avi = Av; donc, comme AB = BA, ABvy = BAvy = ABv; donc Bvy € Ex(A) = Vect(vy) ce qui prouve

qu’il existe o € C tel que Bvy = avq. Mais comme u est la seule valeur propre de B, on a forcément

« = n. Comme Tr (B) = 2y, on a forcément, par la formule de changement de base, B = PT'P~! avec

b . ..
T = (g H) avec b # 0. Par exemple, comme T' = bry (u - Q) I,, on a aussi en multipliant par
a a

P & gauche et P~ & droite, B = EA + (uf %)Iz =Q(A)avec Q =T = %Xu — % donc B est un
polynome en A (mais A est aussi dans ce cas un polyndéme en B).
Dans tous les cas, si (A,B) € M2(C)? tel que AB = BA, B est un polynéme en A ou A un polynéme en B.
b. Prenons A = Ey et B = Eq 3, alors AB = BA = 0. Comme A2 =0, si Q = %o qxX* € C[X], on a
Q(A) = qol3 + q1A € Vect(I3, A) donc 'ensemble des polynémes en A, noté C[A], vé?i:ﬁ% C[A] = Vect(I3,A)
car il est clair que Vect(I3,A) C C[A]. De méme, comme B? = 0, on a C[B] = Vect(I3,B). Par conséquent,
A ¢ C[B] et B ¢ C[A] donc A n’est pas un polynéme en B et B n’est pas un polynéme en A.
c. Prenons & nouveau A = Eq; et B = E; 3, alors AB = BA = 0, R[A] = Vect(I3,A) et R[B] = Vect(I3,B)
donc, puisque A ¢ Vect(I13,B) et B ¢ Vect(I3,A), donc A (resp. B) n’est pas un polynéme en B (resp. A).
Le polynome P = X? — 6X + 8 = (X — 2)(X — 4) est annulateur de A donc, d’apres le cours, Sp(A) C {2,4}.
De plus, comme P est scindé & racines simples, A est diagonalisable, donc det(A) = 2m2(A)gma(A) Papres
le cours. Comme det(A) = 32 = 2! x 4% par hypothese, on a forcément m,(A) = 1 et mq(A) = 2. 1l existe
donc une matrice Q € GL3(R) telle que A = QDQ ™! avec D = diag(2,4,4).
Comme ¥ : M3(R) — M3(R) définie par y(M) = QMQ ™! est clairement linéaire et qu’elle est bijective car
QMQ~!" =N <= N = Q7 'MQ pour N € M3(R), ¢ est un isomorphisme de M3(R), qui transforme donc
une base en base, donc la base canonique By = (E1,1,E1,2,E1,3,E2,1,E2,2,E2,3,E3,1,E3,2,E3 3) en une base
B =(QE1,1Q ", QE12Q ", QE13Q 7, QE21Q 1, QE22Q 7, QE23Q 71, QE31Q 1, QE3 2Q 7, QE3 3Q 7).
L’application @a est aussi un endomorphisme de M3(R) et on sait que sa trace est la trace de sa matrice

dans n’importe quelle base de M3(R), en particulier en notant M = Mat g(@a), ona Tr (pa) = Tr (M). Or,
¢ 0A(QE11Q7") = QDE11Q™ ! =2QE1,1Q ! car DEy,; = 2Eq 3.

e 0A(QE12Q7") = QDE12Q 7! =2QE12Q ! car DEj 2 = 2Eq 5.
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* 9A(QE13Q7") = QDE; 3Q7" =2QE; 3Q " car DEy 3 = 2E; 3.

® 0A(QE21Q7") = QDE2,1Q ™! =4QE>,1Q ! car DE2,; = 4Eq 3.

e 0A(QE22Q7") = QDE22Q 7! =4QE>2Q ! car DEz 7 = 4Eq 5.

e oA(QE23Q7") = QDE23Q ' =4QE>3Q ! car DEy 3 = 4Eq 3.

® 9A(QE31Q ") = QDE31Q "' =4QE3;Q "' car DE3; = 4E3 ;.

® pA(QE32Q7") = QDE3 Q' =4QE3,Q ' car DE3; =4E3 .
)
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Ainsi, M = diag(2,2,2,4,4,4,4,4,4) donc Tr (pa) = 30.
a. Si k € R, la matrice A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoreme spectral.

Comme les colonnes 1, 3 et 4 de A sont les mémes et que les deux premieres colonnes de A ne sont pas
colinéaires, on a rang (A) = 2 donc , par la formule du rang, dim(Ker(A)) =4 —2 =2 et 0 est valeur propre
double de A. Comme on sait que les vecteurs propres associés aux valeurs propres non nulles appartiennent
a Im (A) = Vect(vi,v2) avec vi = ez et vo = ey + kez + e3 + eq, on cherche les vecteurs propres sous la
forme v = (1,,1,1) = v3 + (« — k)v; (parce que vy n’est pas vecteur propre de A). Ainsi, pour A € R

et « € R,ona Av = Av <= (x = A, ka +3 = A\a) <= (« = A, o> —ka —3 = 0). Les racines de

2 _ 2
X2 — kX — 3 sont Aq :kaﬁzemz:kikm

2
vi = (1,A1,1,1) et v2 = (1,A2,1,1) sont propres pour A respectivement associés aux valeurs propres A7 et

. D’apres ’équivalence précédente, les vecteurs

A2. Par conséquent, Sp(A) = {0,A1,A2} et 0 est valeur propre double de Aet comme Ker(A) = Vect(vs,va)

AM 0 0 O
-1 0 A2 0 O

avec vz = (1,0,—1,0) et v4 = (1,0,0,—1) par exemple, on a A = PDP~! avec D = 6 0 0 0 et
0 0 0 O

1 1 1 1
AM A O 0
11 -1 0
1 1 0 -1
ce cas, comme |[v1||> =3+ A2 =6+ KAy, |[v2||? =3 +A5 = 6+k7\2] et Ker(?) =E

P = . On peut bien siir choisir P € O(4), c’est garanti par le théoréme spectral, dans

(A) = Vect(w3z, wa) avec
1

—O

kA +6 kA6 V2 Ve
Al A2 0 0
w3 L wy siwz =v3 et wg = (1,0,1,—2) on peut prendre P = | *jT6  Krare oo o
1 1 0 =2
kA +6 kA>+6 \/g
X —1 0 0
. .. -1 X—-k -1 -1
b. Si k € C, on effectue les opérations C; «— C; — C4 et C3 «— C3 — C4 dans xao = 0 1 X 0
0 —1 0 X
1 —1 0 0
L o x=x o —1| . .
et, par linéarité par rapport aux colonnes 1 et 3, on a xa = X 0 1 ] o | Ppuis, en développant
—1 —1 -1 X
1 —1 0 1 —1 0
par rapport & la derniére colonne, xa = X? ((—1) 0 -1 1 |+X|0 X=k 0 ) qui se calcule en
-1 -1 -1 0 —1 1

XA = X2(=3 + X(X — k)) = X?>(X? — kX — 3). Soit A = k? + 12 le discriminant de X? — kX — 3 :
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e Si A # 0, alors A a une racine double 0 alors que Eg(A) = Ker(A) est de dimension 2 avec la formule

kK+d ot k=0

du rang car rang (A) = 2, et A a aussi deux racines simples ol § est une racine carrée

de A. Comme ces deux nouvelles valeurs propres de A sont distinctes et non nulles, les sous-espaces

propres associés sont des droites. Ainsi, A est diagonalisable.

e Si A =0, ce qui équivaut a k = +2v/31, A admet toujours 0 pour valeur propre double avec Eq(A)

qui est un plan. Il y a une autre valeur propre double de A qui est % = ++/3i. Par exemple si

—V3i 1 0 0

B , ok 1 V311 1
k = 2\/?;1, comme A 214 = 0 1 —\/gi 0
0 1 0 —v31

colonnes forment une famille libre, on a dim(Ey,2(A)) = 1 alors que % est d’ordre 2, ce qui montre

est de rang 3 car ses trois premieres

que A n’est pas diagonalisable.

Par conséquent, A est diagonalisable si et seulement si k # 42+/3 1.

sin(a) + sin(2e)
Pour « € R, on constate que la somme des trois colonnes de A donne la colonne | sin(«) + sin(2e) | donc

sin(o) + sin(2w)

X —sin(2a)  —sin(w)
on effectue 'opération de GAUSS Cy «— C1+Cz+C3 dans xa = | —sin(2«) X —sin(«) |eton
—sin(«) 0 X — sin(2«)
X —sin(2a) — sin(a) —sin(2a)  —sin(«)
obtient xA = | X — sin(2«) — sin(«x) X —sin(e) | et on utilise la linéarité du déterminant par
X — sin(2a) — sin(«) 0 X — sin(2x)
1 —sin(2a) —sin(x)
rapport & la premiére colonne pour avoir xa = (X — sin(2a) —sin(a)) | 1 X —sin(a) |. Ensuite
1 0 X —sin(2x)
1T —sin(2a) —sin(«)
L +— Ly—Ljet L3 +— L3 —Lj et xa = (X—sin(2a) —sin(a)) [0 X + sin(2a) 0 . En

0  sin(2a) X —sin(2a) + sin(x)
développant par rapport & la premiére colonne, xao = (X—sin(2a)—sin(a)) (X+sin(2a)) (X—sin(2a)+sin(«)).
Posons A1 = —sin(2«), A2 = sin(2a) + sin(a) et A3 = sin(20) — sin(«) de sorte que Aq,A2,A3 sont les trois
valeurs propres réelles de A.

o A\ = Az <= 25in(2«) + sin(a) = 0 <= sin(a)(4cos(x) +1) =0 <= (« =0 [1] ou a« = +ap [271])

en posant oo = Arccos ( - %) car sin(2a) = 2 cos(a) sin(w).

e A\ = A3 <= 25in(2a) — sin(a) = 0 <= sin(«)(4cos(x) — 1) =0 <= (« =0 [n] ou a = +o1 [271])

en posant oy = Arccos (%) ~ 1,32 (ou ~ 76°) et g = m— a1 par les propriétés de la fonction Arccos.

e\ =73 < sin(a) =0<= a =0 [n].

Nous pouvons maintenant distinguer plusieurs cas :
e Si o # 0,7, +ap, +1 [27], alors d’apres les équivalences précédentes, A possede trois valeurs propres
réelles distinctes donc A est diagonalisable dans M3 (R).

e Si o =0 [n], alors A = 0 donc A est diagonalisable.

e Si o = «p [27], cos(a) = _411 et sin(a) = /1 — cos?(a) = %, sin(2a) = 2sin(o) cos(a) = —

=[S
9]
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donc A7 = L ~ 0,48 et A3 = —% - \/4—175 = —% ~ —1,45 alors Sp(A) = {@,—%} et A
o VI VBN VB
8 4 8
est valeur propre double de A. Or A — A\13 = —% 0 \/le — 0 \/Sj 0
VB, /B o o VB
_VI5 V15 V15 ' 8 8
8 8 4
donc A — A I3 = —\éj —% % est clairement de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales
VB, /B
4 4

et les deux dernieres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A —A113)) = 1 donc A n’est
pas diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3 (R) car xa est scindé sur R.
e Si o = —ap [27, la matrice A est 'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus

diagonalisable mais seulement trigonalisable.

e Si o = ay [27], cos(a) = et sin(a) = /1 —cos?(a) = \/zlﬁ’ sin(2a) = 2sin(w) cos(a) = —\/Sﬁ
donc Ay = _V15 0,48 et Ay = VI3 4 V15 _ 3Vi5 1,45 alors Sp(A) = { 15 3 15}
8 8 4 8 8 8
0 V15 V15 V15 0 0
8 4 8
A1 est valeur propre double de A. Or A — A3 = 7\2?5 0 —\/‘F + 0 —VS15 0
VB o, B |, . v
4 8 8

donc A — M\I3 = est encore de rang 2 car les lignes 1 et 2 sont égales et les

o[ ol S
9] 9] 9]
0wl el

(S]] (S]]
RER
9] 9] 9]

deux derniéres sont indépendantes. Par la formule du rang dim(Ker(A — A;13)) =1 donc A n’est pas

diagonalisable mais seulement trigonalisable dans M3(R) car xa est scindé sur R.

e Si o = —aq [27], la matrice A est 'opposée de celle du cas précédent donc elle n’est pas non plus

diagonalisable mais seulement trigonalisable.

En conclusion, A est diagonalisable dans M3 (R) pour toute valeur de « réelle sauf si « = 4+ Arccos (:I: 411)

(4 valeurs) auquel cas A n’est que trigonalisable dans M3 (R).
N
a. Soit (A,B) € G? tel que ¢(A) = @(B). Soit une matrice M € F qu’on écrit M = 3 AMy, alors
k=1

T T T
v (AM) = Tr ( > AkAMk) = > ATr (AMy) par linéarité de la trace donc Tr (AM) = > ATr (BMy)
k=1 k=1 k=1

R
car (A) = @(B) donc Vk € [1;7], Tr (AMg) = Tr (BMy). Comme on a aussi Tr (BM) = > A Tr (BMy), on
k=1

en déduit que Tr (AM) = Tr (BM). En particulier, en posant M = B~', on a M € G C F par hypothese donc
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Tr (AB™') = Tr (BB™') = Tr (In) = n. Or toute matrice de G est diagonalisable car le polynéme XP —1 scindé

a racines simples dans C est annulateur de toute matrice de G. Comme les racines de XP — 1 sont les éléments

de U, qui sont de module 1 et que Tr (AB~') =n = > ma(AB~1)A est la somme de toutes les valeurs
AESP(AB-T)
propres de AB~! n = S maA(ABTHA| = S maA(AB A = S>> ma(AB7!) = n.
AESP(AB—T) AESP(AB-T) AESP(AB—T)

D’apres le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, les valeurs propres de AB~! sont positivement colinéaires,
la seule possibilité est qu'on ait Sp(AB~') = {1} et m1(AB~') = n, ce qui montre que AB~'! = I, donc que
A = B. Par conséquent, 'application ¢ est bien injective.

b. Par définition d’un sous-espace engendré, pour tout k € [1;r]], il existe une famille finie Fy de vecteurs

de G telle que My = Y. AMM. Pour A € Get k € [I;1], on a AMx = >, AMAM et AM € G par
MeT MeTFy

hypothese. Comme XP — 1 annule AM par hypothese, AM est diagonalisable et sa trace vaut la somme de
ses valeurs propres. Comme ces valeurs propres sont toutes incluses dans U, qui a p éléments, Tr (AM) ne

peut prendre qu’un nombre fini de valeurs. Ainsi, Tr (AMy) = > AmTr (AM) ne prend qu’un nombre
MeFy

fini de valeurs car Fy est fini et que les Apq sont fixés. Comme @(A) = (Tr (AMy),---,Tr (AM,)) pour tout
A € G et que Tr (AMy) ne prend qu’un nombre fini de valeurs pour tout k € [[1;7], ¢(A) ne peut prendre
qu’un nombre fini de valeurs donc Im (¢) est fini.

c. Comme ¢ est injective, sa restriction ¢ : G — Im (@) est toujours injective mais devient aussi surjective
donc ¢ est bijective. Ceci montre, comme Im (¢) = Im (¢) est fini d’apreés la question b., que ’ensemble G

est aussi fini et qu'on a card (G) = card (Im (¢)).

a. Si f est diagonalisable, il existe une base B de E telle que Mat 5 (f) = D est diagonale. Comme on a aussi

Mat 5 (f2) = D? est diagonale, B est aussi une base de vecteurs propres de 2 qui est donc diagonalisable.

b. Sin =1, tout endomorphisme de E étant une homothétie, f et 2 sont diagonalisables. Ainsi, dans ce cas
particulier, 2 diagonalisable = f diagonalisable.

Sin>2, soit f € L(E) tel que Mat (f) = Eq 2, alors E%,z = 0 donc f2 = 0 est diagonalisable. De plus,
Xf = XE,, = X" puisque Eq > est triangulaire supérieure. Comme, par la formule du rang, on obtient
dim(Eo(f)) = dim(Ker(f)) = n —rang (f) = n — 1 # n qui est U'ordre de multiplicité algébrique de 0 dans xr,
I’endomorphisme f n’est pas diagonalisable.

Des que n > 2, on n’a donc plus forcément f diagonalisable si 2 1'est.

c. Une inclusion : six € Ker(f—pid g)+Ker(f+pid g), alors 3(y,z) € Ker(f—uid g) x Ker(f+pide), x =y+z
donc f2(x) = f2(y) + f2(z). Or f(y) = ny donc f2(y) = f(uy) = pf(y) = p?y = Ay et f(z) = —uz donc
u?(z) = u(—pz) = —pu(z) = (—u)?y = Az d'ott f2(x) = u?(y +z) = Ax et on a bien x € Ker(f? — Aidg). On
a bien établi I'inclusion Ker(f — uid g) + Ker(f + pid g) C Ker(f? — Aid ¢ ).

L’autre inclusion : si x € Ker(f> — Aidg), x =y +z (1) avec (y,z) € Ker(f — pidg) x Ker(f + pidg), on
f(x) + px of 5 — HX— f(x)
P A

a donc f(x) = uy —pz (2) donc y = en combinant les deux équations (1) et
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f(x) + px ot g = MX— f(x)

(2) puisque p # 0. Réciproquement, si on pose y = 5 5
i i

,on a la relation x =y +z

2 2
et f(y) = f (X)Z—:M(X) =k x-iz-uuf(x) = py et, de méme f(z) = —uz. On vient de prouver 'inclusion

Ker(f> — Aidg) C Ker(f — pidg) + Ker(f + pidg). Pour cette derniere inclusion, on aurait pu dire que

X% —A = (X — u)(X + ) était un polyndome annulateur scindé  racines simples de I'endomorphisme f induit
par f dans Ex(f?) donc que Ex(f?) = E,(f) @ E_,(f) et on conclut car E, (f) = E,,(f) puisque E,(f) C Ex(f?)
et E_,(f) = E_,(f) puisque E_(f) C Ex(f?) d’apres la premiére inclusion.

Par double inclusion, on a donc Ker(f* —Aid g) = Ker(f — pid g ) @ Ker(f + pid ¢ ) puisque les deux sous-espaces
propres sont en somme directe car p # —.

d. Méthode 1 : si ? est diagonalisable, notons 7\1T,~ -+, Ay les valeurs propres distinctes de 2, elles sont non

nulles car 2 est inversible. Par définition, E = @ Ker(f2 — Mid g). D’apres la question précédente, on a

k=1
r

donc E = @ Ker(f — uxid g) @ Ker(f + piid £) en notant py une racine carrée complexe de Ax. Comme E est
k=T
la somme directe de sous-espaces propres associés a f, par définition, f est diagonalisable.

Méthode 2 : si f2 est diagonalisable et f inversible, alors f est aussi inversible et Ker(f) = {0} donc 0 ¢ Sp(f).
T

Notons A7, -+, A, les valeurs propres distinctes de f2. On sait que P = [] (X — Ax) est annulateur de 2
k=1

N
d’on P(f?) = [] (f* — Akidg) = 0. Notons, pour k € [1;r], ux une racine carrée (complexe) de Ay, alors
k=1
T T T
IT (2 = Akide) = J] (f — uidg) o (f 4+ pide) = 0 done le polynome Q = [] (X — we)(X + wi) est
k=1 k=1 k=1
annulateur de f. De plus, Vk € [1;7]], pux # —px car A = ug # 0 et V(i,j) € [1;7]% avec i # j, £ # £y

car A\ = uiz #* ujz = Aj. Ainsi, Q annule f et est scindé a racines simples donc f est diagonalisable.
a. Soit E un espace vectoriel et p € £(E), on dit que p est un projecteur de E si p op = p? = p.
b. Pour (i,j) € [1;n]?, on sait que Eiz)j =Ei,jEi; = 8ijEij. On a deux cas :
e Sii=j, on a donc Eiz’i = Ey; donc Ei; est une matrice de projecteur.
e Sii+#j, on adonc Eiz’j =0 # E;,; donc E;j n’est pas une matrice de projecteur.
c. Soit M € M, (R) diagonalisable, alors il existe P € GLn(R) et D = diag(A1,---,An) diagonale telles que

n n
M = PDP~! = P( > AkEk,k)P—‘ = Y MAPExxP~". Posons, pour tout k € [1;n], Px = PEx P, alors
k=1 k=1

n
Pﬁ = PEﬁ)kP_l = PEk,kP_1 = Py donc Py est une matrice de projecteur et, grace a la relation M = >~ APy,
k=1
donc M est une combinaison linéaire de matrices de projecteurs.

. 1 0
d. 81A<1 0

), A? = A donc A est, d’apres le cours, la matrice de la projection sur Im (A) = Ker(I; —A)
0 0

parallelement a Ker(A). Comme I — A = (_1 1

>, Im (A) = Vect((1,1)) et Ker(A) = Vect((0,1)).

(]) ;), on calcule B2 = B donc, d’apres le cours, B est la matrice de la projection
sur Im (B) = Ker(I — B) = Vect((1,0)) parallelement & Ker(B) = Vect((1,—1)).

De méme, si on pose B = (

e. Sin =1, toutes les matrices de M;(R) étant diagonalisables car diagonales, une matrice écrite comme

65



combinaison de matrices de projecteurs est toujours diagonalisable dans M (R).

0
1

la question précédente mais xpm = X% + 1 n’est pas scindé sur R donc M n’est pas diagonalisable dans

. . -1 o . . . R
Sin > 2, la matrice M = A —B = ( 0 ) est combinaison linéaire de matrices de projecteurs d’apres

Mz(R). Plus généralement, si on pose M’ = <O M oé’“2> (par blocs), alors M/ = A’ — B’ avec
n—2,2 n—-2

A 02 n— B 02 n—

Al = 2n=2) ot B/ = 2n=2) donc A2 = A’ et B2 = B’ par calcul par blocs
On—22 On-2 On—22 On-2

et xp = X"72(X? + 1) n'est pas scindé sur R donc M’ n’est pas diagonalisable dans M, (R) bien que

combinaison linéaire de matrices de projecteurs. Ainsi, si n > 2, une matrice écrite comme combinaison de

matrices de projecteurs n’est pas toujours diagonalisable dans M, (R).

d
a. Soit A une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € Myu,1(C) tel que AX =2AX. Sion pose P = ) aXX,
k=0

d
on a d’abord A¥X = A*X par une récurrence classique et simple ce qui donne 0 = 0X = P(A)X = ar AKX
k=0

d
ou encore ( > akAk)X =P(A)X =0. Comme X # 0, on a P(A) = 0 donc A est une racine de P.
k=0

b. xa est scindé sur C d’apres le théoreme de D’ ALEMBERT-(GAUSS et ses racines sont les valeurs propres
T

T
de A d’ott xa = [] (X = A)™ ) avec Sp(A) = {A1,---,Ar} donc xa(B) = [ (B — Axln) ™A, Comme

les Ax ne sont pas des valeurs propres de B par hypothese, les matrices B — AxL,, sont inversibles (en effet

B — Aln € GLy(C) <= A € Sp(B)) donc xa(B) l'est aussi (I’ensemble des matrices inversibles est stable par
multiplication car GL,(C) est un groupe). Ainsi, xa(B) € GL,(C).

c. (<) SiM =0, on a clairement AM = MB = 0.

(=) Si AM = MB, on a A’M = A(AM) = A(MB) = (AM)B = (MB)B = MB?. Soit k > 2 tel que
AKM = MBK, alors AKtTTM = A(AYM) = A(MBX) = (AM)B* = (MB)B* = MB¥*! et, par principe de
récurrence, on peut conclure que Yk € N, AKM = MBX* (clair pour k = 0). Si P = kiokak e C[X],

m m m m
P(AM = ( > pkAk>M = > prAKM = 3 pMBk = M( > pkBk) = MP(B). Si on prend P = xa,
k=0 k=0 k=0 k=0

d’apres CAYLEY-HAMILTON, on obtient Mxa (B) = 0 Or xa (B) est inversible d’aprés b. donc M = 0.

d. L’application ¢ : My (C) — M, (C) définie par (M) = AM — MB est clairement linéaire, est un
endomorphisme de M, (C) qui est de dimension finie, on sait alors que ¢ est un automorphisme si et
seulement si elle est injective. Soit M € Ker(¢), on a donc AM = MB donc M = 0 d’apres c.. Ceci prouve
que ¢ est injective donc que ¢ € GL(M,(C)). Ainsi, pour une matrice C € M, (C), il existe une unique

M € M, (C) antécédent de C par @, c’est-a-dire une unique matrice M € My, (C) telle que AM — MB = C.
a. Si a € R, A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoreme spectral.

b. Par définition, pour j € [2;n], la colonne j-ieme colonne de A, notée Cj, vaut « fois la (j — 1)-ieme colonne

de A, c’est-a-dire Cj = aCj_7. Comme la premiere colonne de A n’est pas nulle car ol t1-2 = 0

=1, on
a donc rang (A) = 1. D’apres la formule du rang, on a dim(Ker(A)) =n —1 > 0 et 0 est de multiplicité au

moins n — 1 de sorte que xa = X"~ 1(X — A) avec A € K puisque xa est scindé dans C par le théoréme de
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n .
D’ ALEMBERT-GAUSS. Puisque x4 = X™ — Tr (A)X™! grace au cours et que Tr (A) = > «?'=2  la derniére
i=1

n 1 . .
valeur propre est A = Z «?t=2. Ainsi, les valeurs propres de A sont 0,---,0,Tr (A).

=1
t n—1 fois

c. Traitons deux cas :

Tr (A) =0 : dans ce cas, xa = X" donc A™ par le théoreme de CAYLEY-HAMILTON. Comme A # 0, on a
vu ci-dessus que dim(Ker(A)) = n — 1 # n donc A n’est pas diagonalisable (la seule matrice
nilpotente diagonalisable est la matrice nulle).

Tr (A 0 : comme xA est scindé sur C et que les ordres de multiplicité des deux valeurs propres de A sont
égales aux dimensions des sous-espaces propres associés donc Aest diagonalisable, c’est-a-dire

semblable & Tr (A)En n par exemple.

«?=2£0. OnaTr(A)=n#0si a==+1let,si > #1,0na

o

Ainsi, A est diagonalisable <= Tr (A) =

i=1

2n
Tr (A) = 0‘27_1 donc A est diagonalisable si et seulement si « est un racine (2n)-ieme de 'unité différente

de 1 et de —1. En conclusion, A diagonalisable <= o« € Uy, \ {1,—-1}.
X-3 3 =2 X—-3 3 202-X)
a. On calcule xo = 1 X—5 2| = 1 X—5 0 avec 'opération C3 <+— Cz — 2Cy et
1 -3 X 1 -3 X—=2
apres avoir factorisé par X — 2 dans la troisieme colonne et effectué 'opération L1 <— Lj + 2L3, on trouve
X—1 -3 0
xa=(X=-2)] 1 X=5 0|=(X=-2)[X=-1)(X=5)4+3] =(X—=2)(X* —6X+8) = (X—2)*(X—4)
1 -3 1
1T =3 2
apres développement par rapport a la derniére colonne. Comme A —2I3 = [ —1 3 =2 | est clairement
-1 3 =2
de rang 1, on en déduit que dim(Ker(A — 2I3)) = 2 avec la formule du rang donc l'ordre de multiplicité
algébrique de 2 est égal & la dimension du sous-espace propre E2(A), ce qui permet de conclure par le cours

que la matrice A est diagonalisable (car dim(E2(A)) 4+ dim(E4(A)) = 3).

-1 -3 2
b. On constate que C; = C2+Czdans A—4I3=| —1 1 =2 |. Comme 4 est une valeur propre simple
—1 3 —4
1 -3 2
de A, E4(A) = Vect(vy) avec vi = (1,—1,-1). De plus, A —=2I3 = [ =1 3 —2 | donc Ez(A) est le plan
-1 3 =2

de R3® d’équation x — 3y + 2z = 0 et, par exemple, E(A) = Vect(vz,v3) avec va = (3,1,0) et vz = (2,0, —1).
c. Comme R3 = E4(A) @ E4(A) car A est diagonalisable, B = (v1,v2,v3) est une base de R donc, en notant
P la matrice de passage de la base canonique & la base B, on a A = PDP~! avec D = diag(4,2,2).

11 suffit de prendre R = PAP~! avec A = diag(2,v/2,v/2) et on a A2 = D donc R* = PA?P~! = PDP~! = A.
Si R € M3(R) vérifie R = A, comme (X—2)(X—4) est annulateur de A car Sp(A) = {2,4} et A diagonalisable,
(R2=213)(R2—413) = (R—v/213)(R++/213) (R—213)(R+213) = 0 donc le polyndme (X—v/2)(X+1/2)(X—2)(X+2)

scindé & racines simples dans R est annulateur de R donc R est diagonalisable dans M3 (R).
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X—2 -2 1
a xa=| 1 X=5 1 |=X=2(X=5(X=2)+1)—(=2(X—2)+1) en développement par
0 -1 X-2

rapport & la premiere colonne. Ainsi, xa = (X —2)(X? —7X +11) +2X —5 = X3 —9X2 + 27X — 27 = (X — 3)3
(binéme de NEWTON). Comme xa est scindé dans R[X], A est trigonalisable dans M3(R). Par contre,
comme E3(A) = Ker(A —313) # R3 donc dim(E3(A)) # 3 (I'ordre de multiplicité de 3 dans xa) car A # 313,
A n’est pas diagonalisable dans M3(R) (ni bien sir dans M3(C)).

b. Comme Sp(A) = {3} d’apres a., si x est un vecteur propre de A, alors Ax = 3x donc la droite D = Vect(x)
est stable par A. Réciproquement, si la droite D’ = Vect(y) est stable par A, on a y # Opgs car D’
est une droite et Ay € D’ donc 3A € R, Ay = Ay donc y est un vecteur propre de A donc A = 3 et

y € E3(A). Par conséquent, les seules droites stables par A sont celles qui sont incluses dans E3(A). Comme
-1 2 -1

A—3I3 = -1 2 —1] est derang 2, et qu'on constate que (1,1,1) est dans le noyau de A — 3I3, on a
0 1 -1

E3(A) = Vect(x) avec x = (1,1,1). Il existe donc une seule droite stable par A, et c’est D = Vect(x).

c. Soit une base B’ = (aj,az) de P qu'on compléte en une base B = (a7, az,a3) de R3. Par stabilité de
A’ . o XIp — A’
0 ;) ot A/ = Mat /(a’). Ainsi, xq = det(XI3 —A) = |2 * | done

P, on a Mat (a) = ( 0 X — %

xA = (X — A)xar ce qui justifie que xa+ divise xa (et en plus que A = 3).

d. Comme P est de dimension 2, o est unitaire et de degré 2 et il divise xq = (X —3)3 donc xo = (X —3)2.
Par CAYLEY-HAMILTON, (a’ — 3idp)? = 0 donc V¥x € P, (a’ —3idp)?(x) = (a — 3id g3)?(x) = 0 et on a bien
I'inclusion P C Ker ((a — 3id g3)?).
-1 2 -1 -1 1
e. CommeA—3l3=| -1 2 —1],ona(A=313)2=[ -1 1
o 1 -1 -1 1
de rang 1 ce qui montre avec la formule du rang que dim(Ker((a —3id g3)?) = 2. Par inclusion et égalité des

donc (A —313)? et (a —3id g3)? sont

S © O

dimensions, on a P = Ker ((a — 3id g3)?).

Dans cet exemple, il y a seulement quatre sous-espaces stables par a: {0} de dimension 0, D = Ker (a—3id Rs)

de dimension 1, P = Ker ((a — 3id p3)?) de dimension 2 et R3 de dimension 3.

a. La matrice A, symétrique réelle donc elle est diagonalisable dans M (R) d’apres le théoréeme spectral.

b. A; = (: ;) donc xa, = (X —1)(X —2) —1 = X?> = 3X + 1. Les racines de xa, sont classiquement

Al = % ~ 2,61 et Ay = % ~ 0,38 donc, d’apres le cours, Sp(Az) = {A1,A2}.

c. Pour n > 3, dans le calcul du déterminant P, = xa,,, on effectue les opérations de GAUSS Cy «— Cyx —C;

X—1 =X e -X
1 X-1 0 - 0
pour k € [[2;n] et on a P, = : 0 X—-2 . : . On développe ensuite par rapport
) ) ) o
—1 0 0 X—n+41



-1 X-=1 0 0
0 X—=2
a la derniere colonne et on a P = (X —n + 1)Pr_1 + (=)™ (=X)| : 0
: : 0 X—m+2
-1 0 .. . 0
Dans ce dernier déterminant, apres développement par rapport a la derniere ligne pour obtenir la relation
n-2 n—2
Pp=(X—n+1)Py_1+ (=1)"X(=1)" "1 (=1) [T (X — k) donc Pp, = (X =n+ 1)Pp_1 — [[ (X — k).
k=1 k=0

d. Initialisation : d’aprés la question b., Py = X% — 3X + 1 vérifie bien (—1)°P2(0) =1, (=1)"P2(1) =1 ont
le méme signe que P2(0) = 1 qui est du signe de (—1)% et on a P2(1) = —1 et P2(2) = —1 < 0.

Hérédité : soit n > 3, supposons que Vk € [[0;n—2], le réel (—1)¥P,,_1 (k) a le méme signe que P, _1(0) qui est
du signe de (—1)™~ " et que P, (n—1) < 0 et P,,(n) < 0. D’apres c., P, (0) = —(n—1)P,,_1(0) a un signe opposé
a celui de Py,_1(0), donc du signe de (—1)™. Pour k € [1;n — 2], (=1)*Pn(k) = —(=1)*(n — k — 1)Pr_1(k)
donc (=1)*P, (k) = —(n —k — 1)(=1)*P_1(k) est du signe opposé & celui de (—1)*P,_7(k), donc du signe

n=1 par hypotheése de récurrence, donc du signe de (—1)™. De plus, pour k =n — 1,

opposé a celui de (—1)
(=) "Pin—1) = —(=1)"Tn —=1)(n —2)---1 = (=1)™(n — 1)! est bien du signe de (—1)™. Enfin,
Pa(n—1)=—(n—-1)!<0et Pp(n) =Pr_1(n) —n!<o0.

Conclusion : on a montré par principe de récurrence que ¥n > 2, Vk € [[0;n — 1], (=1)¥P, (k) a le méme
signe que P, (0) qui a le méme signe que (—1)™ et Pr(n —1) < 0 et Py (n) < 0.

e. Comme P;, est une fonction continue et que P, change strictement de signe sur tous les intervalles ]0; 1],
1152, ... Jn—2;n—1[ d’apres ce qui précede, par le théoreme des valeurs intermédiaires, P, s’annule au moins
une fois sur tous les intervalles ]0; 1[, |1;2[, ...,Jn — 2;n — 1], ce qui fait déja n — 1 racines distinctes de Py,.
De plus, Pr(n) < 0 et, comme Py, est unitaire et de degré n, tE'eroo P, (t) = 400 donc, d’apres le théoreme
des valeurs intermédiaires encore, P,, s’annule au moins une fois sur |n; +oo[, ce qui fait en tout n racines
distinctes de P, qui est de degré n.

Comme P,, = xa, est scindé a racines simples sur R, la matrice Ay, est diagonalisable dans M, (R) et tous
ses sous-espaces propres sont des droites.

a. SiPeE P(1 —X) € E car deg(P(1 — X)) = deg(P). deg(1 — X) = deg(P) et P(0)X™ € E donc ®(P) € E.
De plus, si (P,Q) € E2 et A € R, on a ®(AP + Q) = (AP + Q)(1 — X) + (AP + Q)(0)X™ qu’on développe
®(AP + Q) = A(P(1 = X) +P(0)X™) + (Q(1 — X) + Q(0)X™) = A®(P) + ®(Q). Ainsi, ® € L(E).

On a ®(1) = 1+ X" et, pour k € [1;n], ®(X*) = (1 — X)* donc la matrice A de ® dans la base canonique

1 1 1 1 1

0 -1 —2 -3 -+« -n

S0 13 :
Bo = (1,X,--+,X") de E est A = .. ]

0 0 ", ", :

1 0 ) (_])ﬂ

b. Pour P € E, on a ®*(P) = ®(P(1 — X) + P(0)X™) = P(1 — (1 — X)) + P(0)(1 — X)™ + P(1)X™ donc
®2(P) = P(X) + P(0)(1 — X)™ + P(1)X™. Ainsi, ®*(1) =14+ (1 = X)™ + X" et Vk € [1;n], &?(X¥) = Xk + X"
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2 0 - i oo 0

-n 1
et A2 = Mat 3, (9?) = O . est triangulaire inférieure car 1+ (—1)™ = 0.
n 0 --- 0 1 0
0 1 v oo 1 2

c. Soit A € C une valeur propre de A, alors il existe X # 0 € Mn11,1(C) tel que AX = AX. En multipliant &
gauche par A, A(AX) = A2X = A(AX) = A(AX) = A%X et, comme X # 0, A? est une valeur propre de AZ.

d. Si A € C une valeur propre de A?, il existe X # 0 € Mn41,1(C) tel que A%X = AX. En notant 5 'une des
deux racines carrées de A, on a donc (A% — AL )X = (A% — 8%1,)X = (A — 81, )(A 4 81,,)X = 0 donc la matrice
(A —8I)(A 4+ 81n) n'est pas inversible. Comme le produit de deux matrices inversibles est encore inversible,
on a donc (A — 81y,) ou (A + 81;) non inversible : I'une des racines carrées de A est valeur propre de A.

e. Comme A? est triangulaire, xa2 = (X — 2)2(X — 1)1 donc Sp(A?) = {1,2}. D’apres la question c., les
seules valeurs propres possibles de A sont —1,1,—+v/2 et /2 et, d’apreés la question d., 1 ou —1 est valeur

propre de A, v/2 ou —v/2 est valeur propre de A.

X—4 3 -3
(85)a. xm =| =5 X+3 —4 | =(X—4)(X+3)(X+1) =12 =30 +3(X +3) +15(X +1) — 8(X — 4) avec
1 —2 X1

SARRUS qui se développe en xp = X3 —3X+2= (X = 1)(X2 +X—2) = (X = 1)?(X +2).

b. Comme xpm est scindé sur R, la matrice M est trigonalisable dans M3 (R) d’apres le cours.

3 -3 3
c. Comme M — 13 = 5 —4 4 est de rang 2 car les deux premieres colonnes sont indépendantes
-1 2 =2

et les deux dernieres opposées, par la formule du rang, on a dim(Ker(M — I3)) = dim(E;(M)) = 1. Cette

dimension n’étant pas égale a I'ordre de multiplicité de 1 dans xm, M n’est pas diagonalisable dans M3 (R).

d. La matrice M — I3 ci-dessus montre que E;(M) = Vect(vy) avec vi = (0,1,1). De méme, comme on
6 -3 3

aM+2I3 = 5 —1 4| et que C; + C2 — C3 = 0 dans cette matrice, on a E;(M) = Vect(v3) avec
—1 2 1

vz = (1,1,—1). On cherche un vecteur v, € R3 tel que Mv, = v +v1 qui équivaut & (M — I3)vy = vi.
0 1 1

On constate que v = (1,0, —1) vérifie cette condition (il y en a d’autres). Posons P = |1 0 1 la
1T -1 -1

matrice de la famille B = (v1,v2,v3) dans la base canonique de R3. Comme det(P) = 1, B est une base de

1 1 0
R3 et, par formule de changement de base, onaM =PTP~ ' avecT=[0 1 0 (réduction de JORDAN).
0 0 -2
x' = 4x—3x+3z X
Le systeme différentiel {y’ = 5x —3y+4z sécrit X’ = MX avec X = [y |. Pour x,y,z : R —» R
Z= —x+2y—z z
a
dérivables, on pose Y = P~'X = [ b |, alors a,b,c sont aussi dérivables sur R par opérations et on a
c

X' = MX < X =PTP "X <= P 'X' = TP7'X <= Y’ = T¥. Or les solutions du systéme différentiel
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ad= a+b
{b’ = b sont simplement b : t > Bet, ¢ : t = ye 2t puis, en reportant, a : t — (o + Bt)et avec

= -2
x' = 4x—3x+3z
(o, ,v) € R3 donc, grace a I’équivalence précédente, les solutions de ¢ y’ = 5x — 3y + 4z sont, comme
Z= —x+2y—z

X = PY, toujours avec («, B,y) € R3, x: t = b(t)+c(t) = et +ye 2t y:t > a(t)+c(t) = (a+pt)et+ye 2,
z:t a(t) —b(t) —c(t) = (« + Bt)et — pet —ye 2t
0 1 0 1
Ceci peut s’écrire matriciellement X(t) = ae® [ 1 | + pe* ( 0 | +t]1 ) +ye 2t | 1
1 —1 1 —1
Par hypothese, le polynome P = X3 — 3X — 5 est annulateur de A. Comme P’ = 3(X? — 1), la fonction

polynomiale P est croissante sur | — co; —1] et [1; +00] et elle est décroissante sur [—1;1]. Comme P(—1) =3

et P(1) = —7, d’apres le théoréme de la bijection, la fonction P ne s’annule qu’une seule fois en o sur R

car elle est strictement négative sur | — oo; 1[ et qu’elle réalise une bijection de ]1;+oo[ dans | — 7; +o0]

car tlir P(t) = +oo. De plus, comme P(2) = —=3 < 0 = P(«) < 13 = P(3), on a « €]2;3[. Comme
—+00

P € R[X], on note B et B (avec Re(B) > 0) les deux autres racines complexes de P. Or on sait que

les valeurs propres de A sont des racines de P donc Spc(A) C {«,B,B}. Puisque P est scindé & racines
simples sur C, A est diagonalisable dans M, (C) et det(A) = am“(A)BmB(A)EmE(A) (en notant mp(A)
la multiplicité¢ de A dans xa) d’aprés le cours. Comme A est une matrice réelle, mz(A) = mg(A) donc

det(A) _ (xma(/\)([gﬁ)mfs(/\) — ama(A)|[3|2mﬁ(A) > 0.
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ORAUX 2024 THEME 6
THEOREMES DE DOMINATION

Arctan(xt)
t(1 +t%)
en 0 donné par fy(0) = x car Arctan(xt) =xt+ o(t) donc fy(t) =x+ o(1). De plus, fx(t) = O(t%) car

(o)

a. Pour x € R, la fonction fy : t — est continue sur ]0; +o00[ avec un prolongement par continuité

Arctan est bornée donc fy est intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 3 > 1. F
est donc définie sur D = R et elle est clairement impaire car Arctan est.

Arctan(xt)

Soit f: R x R — R définie par f(x,t) = 0+ )

(H1) Pour t > 0, la fonction x +— f(x,t) est de classe C° sur R.

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R* (déja vu).

Arctan(xt
(x,t)’ — | (xt)| « 1
t 14+t

(H3) Pour a € R, x € [~a;a] et t > 0, |f ]
continue et intégrable sur R, car Arctan est 1-lipschitzienne sur R car 0 < Arctan’(t

> < @a(t) = —%5 et @q est
+
)

<1
+t h
donc | Arctan(xt)| = | Arctan(xt) — Arctan(0)| < 1 X |xt — 0] = |x|[t < at

Par le théoreme de continuité sous le signe somme, F est continue sur R.

b. On souhaite maintenant dériver.

(H1) Pour t > 0, la fonction x + f(x, t) est de classe C' sur R et gi (x,t) = ]

(1 +x2t5)(1 +t%)

(H2) Pour x € R, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur R, et la fonction t — gf (x,t)

est continue sur R’ par opérations.

< P(t) = 1 ~ et | est continue et

1+t

(H3) Pour x € Ret t > 0,

x t ‘ = ’
ax 14+ x t 1+ tz)

intégrable sur R+ comme @q Ci- dessus
>C dt

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, Fest C' sur Ret Vx € R, F/(x) = .
V. g X y F(x) fo (1 +thz)(1 +t2)
: . 1 2 1
c. Si 1, x > 0, on décompose = +
x# 1 PR 21+ ~ (Z-nN 28 (1)1 +19)

simples done F/(x) = f+oo ( x? + ! ) et comme lim Arctan(xt) = Z, cela
(x> = 1)( )(1+t%) 2’

en éléments

0 T+x%2t%) T (1—x2 t—400
+oo
donne F/(x) = —* 1[Arctan(xt)}o
X

1 _ X T s _ n__
(1—x%) 2 —1)  2(1 —x%) 2(14x)
Comme F est continue en 1, on a F/(1) = limF(x) = T = —T —_ Ainsi, la relation F/(x) = —-"—

X 4= 20141) 2(1+x)
est valable pour tout x € R%. En intégrant sur l'intervalle R%, il existe une constante C € R telle

In(1+x)
2

_|_

{Arctan(t)} ZOO

que Vx € RY, F(x) = + C. Comme F est continue en 0 d’apres a. et que F(0) = 0, on a
min(1 + x)

F(0) = 0= lim Fx) = =1 +0) 2

x—0+ 2

+C = Cdonc C =0. Ainsi, Vx € Ry, F(x) = et, par imparité

() min(1 + |x|) ’

de F, on a Vx € R, F(x) = sgn 3
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qui est continue sur R*. Comme fy(t) 1

0T

a. Pour x € R, soit f, : R% — R définie par f,(t) = ] —t&-tz
par comparaison aux intégrales de RIEMANN, f, est intégrable en 0 si et seulement si —x < 1 <= x > —1.

De plus, fx(t) < tz%" donc, de méme, f, est intégrable en +oo si et seulement si2 —x > 1 <= x < 1.

—+oo
Comme fy est positive, fo fx converge si et seulement si f, est intégrable sur R, c’est-a-dire intégrable

en 0 et en +o00. Par conséquent, le domaine de définition de f est D =] — 1;1].
. x xin(t) £ (xIn(t))"
b. Pour x € D, fy est intégrable sur [1; 400 d’apres a. et fx(t) = t = = ~——=~2— Pour
* * s | [ dap M= T e Zon!(1+t7)
n_n + +oo
n € N, s0it gn : [1; +oo[— R définie par gn(t) = w de sorte que g(x) = f ~ ( > gn(t)>dt
Tl!(] +t ) L n=0
(H1) > gn converge simplement sur [1;+o0o[ vers fyx (on en vient).
n>0

(H2) Les fonctions g sont continues et intégrables sur [1;4+o00][ pour n € N par comparaison aux
n_n
intégrales de RIEMANN car gn(t) ~ w = o(%) par croissances comparées.
+oo nlt +oo 12

(H3) La fonction fyx est continue sur [1;4o00].

n + n n + n
(Hs) Pour n € N, f lgn(t)]dt = @f] 0011“4(:12 dt < &f] °°1n(§) dt. On définit, pour
n:

n! t

tout n € N, J, = f] %dt et, avec u : t = (In(t))" et v:t — —% qui sont de classe

C! sur [1;4o0[ avec tli«km u(t)v(t) = 0 par croissances comparées, on obtient pour n > 1, par
—+00

—+oo
intégration par parties, Jn = [u(t)v(t)]7> — f1 (%)n(ln(t))“f1 ( - %)dt = nJn_1. Puisque

+oo 1 1 o0 , . . .
Jo = f1 t—zdt = [— ﬂ = 1, on a par une récurrence simple Yn € N, J,, = nl. Ainsi,
1

+oo T |X|™ n PSRV n
f] [gn(t)|dt < — = [x|" et la série géométrique }° [x|™ converge car |x| < 1.
n. n>0
+oo s to0
Par le théoreme d’intégration terme & terme, g(x) = f1 ( Z gn(t )dt = Z f t)dt = Z anx™
n=0
Too In(t)™
en posant an = — f Tdt donc g est développable en série entiere sur | — 1;1].
n!
c. Par la relation de CHASLES, Vx € D, f(x f fx(t)dt + f t)dt. Dans 'intégrale f fx(t)dt, on
effectue le changement de variable t = 1_ <p(u) avec ¢ qui est une bijection strictement décroissante de
u
1 (]/u)x 1 > +o0 —X
o O] . _ 1 - u — q(—
classe C' de [1;+o00[ dans |0;1] et on a f f+oo 1 ( ": du j‘] T2 du = g(—x).
1+ —
u
Ainsi, f(x) = g(x) + g(—x) donc, comme g est développable en série entiere sur | — 1;1[ d’aprés b., f lest

+00 oo
aussi et on a Vx € D, f(x) = g(x) + g(—x) = > (an + (—1)™an)x™ = > 2aznx*™. La fonction f est donc
n=0 n=0
1

paire sur D, ce qu’on pouvait voir directement avec le méme changement de variable t = —.
u

Arctan(tx)
t(1+t)
par fx(0) = x car Arctan(xt) yxtF o(t) et fx(t) = 0] (t]—z) car Arctan est bornée donc fy est intégrable sur
(o)

a. Pourx e R, fy : t+— est continue sur ]0; +o0o[ avec un prolongement par continuité en 0 donné

R4 d’aprés RIEMANN (2 > 1). F est donc définie sur R et elle est clairement impaire car Arctan Dest.

b. On va utiliser le théoreme de dérivation sous le signe somme. Soit la fonction f: R x Ry — R définie
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Arctan(xt)
t(1+t%)
Hi) Pour t € R,, x — f(x,t) est de classe C'sur R par opérations et of x,t) =

+ + x

par f(x,t) = sit>0etf(x,0)=x.

]
(1 +x"5) (1 + %)
(H2) Pour x € Ry, la fonction fy : t — f(x,t) est continue et intégrable sur Ry (déja vu).

1 1 :
= ¢(t) et la fonction ¢ est
thz)( tz 112 o(t) mon ¢
1

continue et intégrable sur R, par comparaison aux intégrales de RIEMANN car ¢(t ) Z
OO

(H3) Pour x € Ry et t € Ry,

%(X)t)‘ = ‘ ‘ <

Par le fameux théoreme, F est C' sur Ry et ¥x € Ry, F/(x) = f+°° gt :
) + +5 0 (] +X2t2)(] —|—t2)
2
c. Six > 0etx#1, on décompose ] — X i 1 o dléments
T

“+00 2
imples donc F'(x) = ( X L )t lim Arctan(xt) = Z, cel
simples donc F/(x) fo N1 +20) + RS et comme lim Arc an(xt) 5 cela

+oo
Arctan(t dott F/(x) = —5% T
1 X2 [ retan( )}o oUF() = S Tt T a0+

]
Comme F' est continue en 0 et en 1 d’apres b., on a F/(0) = 1112)1+ F(x) = % et F(1) = hmF "x) =
X—

+

d F(x) = 5~ [A tan( t)]
onne =
X Xz 1 rctan(x 0 X

.
)

T

————. Comme R, est un intervalle, en integrant, il existe
2(1 +x)

ce qui montre que ¥x € Ry, F(x) =
nin(1 +x)

5 + A. Mais F(0) = 0 donc A = 0 et on a

une constante A € R telle que Vx € Ry, F(x) =
nin(1l + x)

Vx € R+, F(X) = 3

. Puisque F est impaire, on a Vx € R_, F(x) = —F(—x) = —

qu’on peut résumer en Vx € R, F(x) = sgn(x)w.

d. La fonction h: 0 — In (sin(0)) est continue sur I'intervalle I = ]O; 723} et, comme lim sin(0) _ 1, 0n a

o0+ 0

lim In (%) = 1 donc In (sin(0)) ?In(e) +0(1) ce qui implique que In (sin(0)) :m(e) +0(1n(0)) car

0—0+

t—0+
RIEMANN donc J existe. On pose t = tan(0), ou® = Arctan(t) = {(t) avec P qui est une bijection strictement

+
croissante de classe C' de R* dans }O; E{ et | = f Ooln( t ) X ( 1 ~
2 0 \/l +t2 T+t

) et vt Arctan(t), u et v étant de classe C' sur R} avec u(t) mozln(t) et v(t) vt

lim In(0) = —oo d’out h(0) Y In(e) = = 0(\/6> donc h est intégrable sur I par comparaison aux intégrales de

)dt. Posons maintenant

t
V1+1t2

donc u(t)v(t) rgtln(t) donc tﬁ%& u(t)v(t) = 0 par croissances comparées et tETOOu(t) =1 car V1+1t? ot

u:t'—>ln(

. _ T . — . 7 . . _ o l 2
et tl}-Toov(t) =3 donc tB—Too u(t)v(t) = 0. Par intégration par parties, comme u(t) = In(t) 5 In(1 4 t%)

+
t = 1 ,ona]:—f wmdt:—F(U:—%(Z)N—LO’?d’apr‘esc

donc w'(t) =1 — =
R At e St e o t(+ 1)

a. Pour x € R, on définit fy : [1;+00[— R par fy(t) = , de sorte que fy est continue sur [1; 400]

1
tx+1 Lt
par opérations. Traitons trois cas :

e Six >0, fy(t) ~ %—H car t = o(t**") donc f, est intégrable sur [1;4oo[ par comparaison aux
+oo t +oo

., +o0

intégrales de RIEMANN car x + 1 > 1 donc f1 fx converge.

e Six <0, fx(t) o % car t¥+! = o(t) donc fx n’est pas intégrable sur [1;4o00[ par comparaison aux
o0 o0

+oo
intégrales de RIEMANN et comme fy est positive, f1 fy diverge.
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1

° Six=0 fi(t) = 2t—|—1+o<>2t

donc fyx n’est pas intégrable sur [1;+oo] et f fo diverge.

Par conséquent, le domaine de définition D de F vaut D = R%.

b. .
c.
a. Pour tout entier n € N, la fonction f,, : x Argf?}—w est continue sur I = R%. Or f(x ) ol 2x3/2

donc fy, est intégrable que [1;+oo[ d’aprés RIEMANN car % > 1. De plus, fo(x)wL et, pour n > 1,
Arctan(n)

0 Vx
)y 0 myx

1. Ainsi, la fonction f,, est
intégrable sur I et la suite (In)n>o est donc bien définie.

donc fy, est intégrable sur ]0;1] d’aprés RIEMANN car

b. Utilisons le théoréeme de convergence dominée :
(H1) Pour x > 0, on a l'inégalité 0 < fn(x) < P \[ donc hm fa(x) = 0 par encadrement. La suite

(fn)n>o0 converge donc simplement sur I vers la fonctlon nulle, notée f.

(Hz) Toutes les fonctions f;, et la fonction f sont continues sur I.

(H3) Puisque Vx > 0, 0 < Arctan(x) < x (par le théoréme des accroissements finis par exemple car
) a1

N

Mais Arctan(x) < 721 et n+x > x donc Vx > 1, 0 < fn(x) < =—~. Ainsi, en posant ¢ : R% — Ry

2xv/x

alors ¢ est continue par morceaux et

Jdc €]0;x[, Arctan(x) = 1 —7% OU par une petite étude de fonctions), on a Vx €]0;1], 0 < fn(x) <

définie par Vx €]0;1], o(x) = et Vx > 1, ¢(x) =

_T
2xv/x’

intégrable sur R* (comme avant) et Vn € N, Vx >0, 0 < fn(x) < @(x).

%\

. . ’ \ . Ve . +m
Ainsi, par le théoréeme de convergence dominée, lim I, = f f=0.
n—+oo 0

c. Pour n € N*| la fonction :x > ——1— est continue sur I = R%, ~ et ~ ]
ur n 1 gn - X (T‘L+X)\/7z mue su + gn(x) +o0 X3/2 gn(x) 0 n\/;
+oo
donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN, est intégrable sur R* donc v,, = dx
b p g In g =+ n fO (Tl —‘rX)\/;

2

existe. En effectuant le changement de variable x = u* = ¢@(u) avec ¢ bijection strictement croissante de

—+oo

“+o0
lasse C! de R* dans R*, on t -2 du —Z[]At (L)} _
classe e R% dans R%, on trouve vy fo ——": s Avetan (Z )| T
d. Méthode 1 : par croissance de Arctan sur [n;+oo[, Vx € Ry, Arctan(n) < Arctan(n + x) < 721 donc,
2

TtVn
2

TTVn

ar croissance de l'intégrale, on a Arctan(n < I, < ar
p grale, an(n)vn < In < +002+002fp

. Comme Arctan(n)vy

encadrement, on a I

oozf

Méthode 2 : La relation Vx > 0, Arctan( ) + Arctan(x) = g se montre avec P : R} — R définie par
x

P(x) = Arctan (%) +Arctan(x), en constatant que 1 est dérivable sur R* , que ’(x) = "21 +1 > =0,

ce qui prouve que ¢ est constante sur U'intervalle R’ et vaut ¢(1) =2 Arctan(1) = %

+o00 +o0 o0
Ainsi, 1, — (E—A . ( 1 )) dx _ _ & _dx Arct ( 1 ) dx
insi, In fo 2 T ) vk Zfo (n +x)v/x fo T R vk

+oo
Par croissance de la fonction Arctan, on a 0 < f Arctan( 1 ) dx < Arctan (l)vn. Ainsi,
0 n+x/ (n+x)vx n
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a. Six = —navecn € N, le terme
T'L

I, = ™1 4 o(vy) car lim Arctan(

2
):Odonclnwm: s
+oco 2 n—+oo
-1

+oo 2 m
=0t

——— n’est pas défini donc D C R\ (—N). Réciproquement, soit
1

_ n
i, onau, = o(l) et la série exponentielle . — converge donc
nl(n +x) +oo \n! nson!

. - (—n"
ar comparaison, la série —_
p P ’ né:o nl(n +x)
b. Soit ng € N. Utilisons le théoreme de dérivation des séries de fonctions pour >,  f, sur [—ng; +oo :
n>no+1
(H7) On a convergence simple de > f, sur [—no; +oo[ car toutes les fonctions f;, pour n > ng + 1
n>noe+1
sont définies sur cet intervalle, la convergence ayant été vue en a..

’“Aﬁ\—‘

x € R\ (—N), en posant un =

converge absolument donc converge. Ainsi, D = R\ (= N).

(Hz2) Toutes les fonctions fy, pour n > no+1 sont C* sur [—ng; +00[ car ce sont des fonctions rationnelles

. : ) (=1) (—=1)*x!
et, par récurrence simple, Yn > no + 1, ¥x > —no, Vk € N, f5,’(x) = o CELaak
H3) Vn > ng + 1, Vx € [—ng;+oo[, Vk € N, f(k) — K < Kl donc fﬂq est bornée sur
;( + )k—i—] |
nl(n +x n!
—no; +oo| et f o0y[—Toi4o0] S 38 Or la série exponentielle 1 converge (k! est une
03+oo[ [ |
n. n>no+1 n:
constante) donc > f%k) converge normalement sur [—ng; +00].
n>no+1
Par un théoreme du cours, la fonction Ry, : x — > fn(x) est de classe C* sur [—ng;+oo[. Or

n>no+1
f=Rn, + D fn et toutes les fonctions f, pour n < ng sont de classe C* sur D car rationnelles donc, par
n=0
somme, f est de classe C* sur [—ng; +oo[ND.

Puisque ceci est vrai pour tout entier ng € N, la fonction f est bien de classe C*> sur D.

c. Pour x € D,onax+1€D et, en posant p =n + 1 dans 'expression de f(x + 1) on obtient la relation

xf(x) = f(x +1) = —io Gl e S JFZO:O _ donc xf(x) — f(x +1) =1+ Z (_1) _1
n=0 n!(n—l—x) p=1 (p—1)!(p+X) n=1 nl €
. . = (=" 1
d. En 0" : comme f est continue en 1 d’apres b., on a lim f(x+1) =f(1) = >, ~—~— =1— -+ donc
x—0t n=0 (Tl + 1)' e
lim xf(x) = 141721 =1 Par conséquent, f(x) ~ 1
x—0+ e e ot x
En 400 : comme |f,| est décroissante et positive sur [1;+00[, on a [|fn ||, [1;400[ = [fn(1)] = (+1)' pour
n !
tout n € N. Comme la série exponentielle ]7' converge, la série Y f, converge normalement sur
n>0 (Tl + 1)' n>0

[1;+00[. De plus, pour tout n € N, lhll fn(x) = {n = 0. Ainsi, par le théoréme de la double limite, on a
um f(x) = Z ¢, =0 donc hm f(x+1)=0. Avec c., on a lm xf(x) = 1 done f(x) ~ €

xX—+o00 n=0 X—400 e +oo ex

e. Soit gy :J0;1] — R défini par g,(t) = t*"Te~t. La fonction gy est continue sur ]0;1] et gx(t)f(\;ﬁ%x

donc gy est intégrable sur ]0; 1] par comparaison aux intégrales de RIEMANN car 1 —x < 1. On connait le

400 (_1\ynym +oo (__q\yn n+x—1
développement en série entitre de exp, asavoir Vt € R, e™t = > % donc gy (t) = > %
=0 : n=0 :

(_1)ntn+x71
Soit, pour n € N, la fonction hy :]0;1] — R définie par h,(t) = —
n!
(H1) La série Y hy converge simplement vers gy sur |0;1] (on en vient).
n>0

etl—x—n<1.

(H2) Les hy sont continues et intégrables par RIEMANN sur |0; 1] car hy (t) MR
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(H3) La fonction gy est continue sur ]0;1].

1 1 ;n4+x—1 n+x 11
_ t _ 1|t _ 1 -
(H4) Vn € N, fo [hn(t)]dt = fo o dt = o [n—i—x]o BT car n +x > 0 et la série
1

nso nl(n+ x)

converge d’apres la question a..

Par le théoreme d’intégration terme & terme, on a gy intégrable sur ]0;1] (on le savait déja) et surtout la

1 +oo 1 +oo —_1\n 1
relation [ ge(®)at= > [ na(mar= > oo g = [Teteta
n=0 n

—onl(n+x) 0

M est continue sur |0; 1[. f(x) 3 In(x) ?o(ﬁ) car In(1 —x) v donc f

La fonction f : x —
est intégrable sur } 0; H par comparaison aux intégrales de RIEMANN. De plus, f est intégrable sur B, 1 { car

f(x) ~(x — 1) In(1 —x) car In(x) X 1) donc f se prolonge par continuité en 1 en posant (1) = 0. Comme
=

—+oo
on a le développement en série entiere ¥x €]0; 1], In(1 —x) = — > ﬁ, il vient, avec fy :]0;1] — R définie
n=1
n—1 1 _ 1 1 +o0
par avec fn(x) = _xfln(x)’ la relation I = fo de = fo f(x)dx = fo n{:] fn (x)dx.

Le fonctions f, sont continues sur ]0;1] et, comme fj(x) E—ln(x)§o<L) et que liréx+ fa(x) = 0 par
X—>

Vx

croissances comparées donc que f, se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1] en posant

fn(0) =0 sin > 2, les fonctions f,, sont intégrables sur |0;1].
D’abord, en posant u(x) = x™ et v(x) = In(x), les fonctions u et v sont bien de classe C' sur ]0;1] et

lim+ u(x)v(x) = 0 par croissances comparées car n > 1 donc, par intégration par parties, on obtient la
x—0

1 n 1 1 nql
: _ | _x"Inx 1 n-14. _ 1 |x N
relatlonfo fn—[ 2 }O—i—nzfox d)e—nz[n}o—ns sin>1.
Méthode 1 : par linéarité de I'intégrale, comme la fonction 1 : x — — In(x) est intégrable sur ]0; 1], et donc

+o00 1 1 +o©
> fn(x) = f —f1 aussi d’apreés ce qui précéde, on a I = fo 1+ fo > fu(x)dx.
n=2 n=2

Pour n > 2, f,, est continue sur [0;1] en posant f,(0) = 0 et f,(1) = 0. De plus, f,, est dérivable sur

10;1] et Vx €]0;1], 1, (x) = —l((n —1)x" 2 1n(x) + x“_z) donc, avec le tableau de variations de f,, on
n

___1
trouve ||fn||oo,0:1] = fn (e (n—1)> — m ~ %. Ainsi, né:z fn converge normalement sur [0;1] par

RIEMANN. Par convergence normale (donc uniforme) de la série de fonctions > f,, sur le segment [0; 1],
n>2
1 +oo too 1 too 1
d’apres le cours, f S fan(x)dx = > f frn(x)dx = >, —5 = ¢(3) — 1. Comme f f1 = 1, on obtient la
0 n=2 n=20 n=2Tn 0

+oo 1
valeur I =14 Y —5 = ((3) ~1.202.
n=2"M

Meéthode 2 : utilisons le théoreme d’intégration terme a terme :

(H1) La série Y fn converge simplement vers f sur ]0;1[ (on en vient).
n>l

(Hz) Les f,, sont continues et intégrables (déja vu).

(H3) La fonction f est continue sur ]0;1].

1 1
(H4) ¥n € N, f |frn(x)|dx = f fn(x)dx = ]—3 et la série de RIEMANN ) 1—3 converge.
0 0 n nxomn

Par le fameux théoréme, on conclut que f est intégrable sur ]0; 1] (on le savait déja) et surtout la relation
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+oo

1 _ +oo 1 _ 1
fo f(x)dx = nz:] fo fr(x)dx = n; = (3) ~1.202.

a. Pour n > 2, la fonction gy, : x — ( ) est continue sur le segment [2,n] donc vy, existe. Dans U'intégrale
Vn, O1l pose x = nt = @n (t) avec @ : [ n; 1] — [2; n] de classe C' donc, par changement de variable et par
linéarité de I'intégrale, on a v, =n fz/ < - —) dt. Ainsi, v, =n f fn(t)dt avec fy :]0;1] — R définie

n

parfn()—0s1t€}0 2[etf (t) = (1—&) pourte{%;l].

n
(H1) Pour t €]0;1], comme ¥Yn > %, fn(t) = ( - it) = exp (nln( - %)), et puisque l'on a
n n
1 . =1/t _ — . .
1— 1) ~ —L il = = A 1 fi
ln( nt) nt’ il vient nl_1>1100 fo(t) = e f(t) insi, la suite de fonctions (fn)n>2

converge simplement vers f sur ]0; 1].
(H2) Les fonctions fy, et f sont continues sur ]0;1].

(H3) ¥n > 2, Vt €]0;1], 0 < fn(t) < f(t) car In est concave donc si t > 2 (1 - it) > —Lt. De
n n n

plus, f est continue et intégrable sur ]0;1] car f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 0
1

car lim (— 7) =—ocoet lim e“=0.
t—0+ t u——o00

1 1 1
Par le théoréme de convergence dominée, lim fr(t)dt = f f(t)dt. Ainsi, comme v, =n f fn(t)dt,
n—+4oo JO 0 0

1 1
il vient vy, oo fo e~ 1/tdt car fo f(t)dt > 0 puisque f est positive, continue et non nulle sur ]0;1].
o0

n n n
b. Pourn>2,onau, = Y, (1 - ﬁ) = > gn(k+1). Or, la fonction dérivable g, est croissante sur
k=1 k=1

n—1 k+1
[1;m+ 1] car gl (x) = %(1 - 1;) > 0 donc Vk € [[1;n], fk gn(t)dt < gn(k+1) (1). On somme les
x

n n—1 1\" n
inégalités (1) pour k € [[2;n — 1] pour avoir f gn(t)dt =vn < > gn(k+1) =un — <7) - <L> . De
2 = 2 n+1

k+2
méme, on a Vk € [1;n], < ka gn(t)dt (2) et, en sommant (2) pour k € [[1;n — 2], on obtient I'inégalité
=2 n—1\" n
o (1) () e [
kz::f%( 1= n n+1 f gnt

+
/N
=
\

n n
) + () e
n+1 n n+41

comme v —|—(l>n—|—(i>n=v +0(1) ~ vy et v +(n7_1>n+(i)n n+0() ~v
n 5 n+1 +oon +oon n +oo oonv

Par conséquent, on a l’encadrement v,, + (%) + (L> < up < v

1
onauy ~ vy ~n | e /tat.
+oo +oo 0

a. Pour x € R\ {—1,1}, comme x? — 2x cos(8) + 1 = (x — cos(0))? 4 sin?(6) > 0 car sin(0) > 0 si 6 €]0;7[ et
que (x —cos(8))? > 0si 6 =0 ou 8 = 7 car x # +1, la fonction fy : 8 = In(x* — 2xcos(8) + 1) est continue

sur le segment [0; 7] donc I(x) existe.
b. Pour x € R\ {—1,1}, (x —cos(0))? +sin?(0) = (x —cos(08) —isin(0))(x—cos(0 )—Hsin(@)) = |x—e'9|2 pour
0 € [0;7] donc fx(8) = 21n(|x — e'?|) de sorte que, par linéarité de I'intégrale, I1(x) = 2 f In (|x — e'9])ae.

: 2
c. Par propriété du logarithme, on a Sy(x) = in ln( H [x — eTﬁ\) =I ln( H (x — elan)‘ ) donc
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-1 : i 2n-1 .
Sn(x)z%ln((x—])z‘:ﬂ1 (x—elan)(x—e 1rlm)’) zfln<(x—1)2 Lt[] (x—elkTﬂ)D. Or on connait les
k#n

2n racines distinctes de X?™ — 1 qui sont les éléments de Uy, = {e e | k € [0;2n — 1] } ainsi on factorise

2 ot ikm , m 2 x—1
X" —1= ] (X—en ). Par conséquent, Vn € N*, S (x) = T in (|x n— 1|’—D
k=0 n x+1
=0 k(rmt —0) SN :
Pour n € N*, posons la somme de RIEMANN Ry, (x) = E fix (0 + 7> associée a la fonction fy
n n
continue sur le segment [0;7t]. D’apres le cours, hm Rp (x f fx(0)de. Or, avec la question b., on a

n—1 :
Rn(x) = “T_O kzo In (|x— I 2) donc Ry (x) = Sn(x) et Jlim Sn(x) = fo In(x? —2xcos(8) +1)d6 = I(x).

eSifx|] <1, Um x*™=0donc lim In (|xZTL - 1\’g’) =1n (’X —1 D ce qui montre avec ce
n—+oo n—+o0 x+ 1 x+1

qui précede (pas d’indétermination) que lim 27 (|x -1 g‘) =0 dou I(x) = 0.
n—+oo M x4+ 1
«Sifx| > 1,ona8,(x) = Zin <|x|2“ 1—x—2n|. ]X—1 ) :zmn(|x\)+§lm(|1—x*2n|)+§m( :;}D

et, avec les mémes arguments, hm Sn(x) = 2mIn(]x|) donc I(x) = 2min(|x|).
d. Soit h: (R\ {-1,1}) x [0;7] — R deﬁme par la relation h(x,0) = In(x? — 2xcos(0) + 1) de sorte que
Vx € R\ {-1,1}, I(x) = fo h(x,0)do.
(Hy) V6 € [0; 7, la fonction x + h(x,8) est de classe C' sur R\ {—1,1}.

(H2) Vx € R\ {—1,1}, la fonction fy : 6 — h(x,0) est continue et intégrable sur [0;7] (on l'a vu en
2(x — cos(0))
x* — 2xcos(0) 4 1

ah(x 9)’

question a.) et 0 — ah( ,0) = est continue sur [0; 7.

2(x —cos(0)) _ 2(b+1
=7 S a-1)

)
2

(H3) - Soit x € [a;b] C]1;4+00[ et 6 € [0;7],

x = (Pa,b(e) et 9ab

est continue donc intégrable sur le segment [0; 7].

d _ 2(cos(0) —x) _ 2(=a+1) _
i(x,e)‘f T S Ty = an(®) et

- Soit x € [a;b] C] — oc0; —1[ et & € [0;7],

Pq,b est continue donc intégrable sur le segment [0; ]

dh ’ — cos(0)] < 2(a +
(1

- Soit x € [—a;a] C]—1;1[ et 6 € [0;7], — O

= 04(0) et O est

continue donc intégrable sur le segment [0; 71].

Par le théoreme de dérivation sous le signe somme, la fonction I est de classe C' sur R\ {—1,1} et, d’apres

7™ 2(x — cos(0))
la formule de LEIBNIZ, Vx € R\ {-1,1}, I'(x) =
xe R\ {-1,1}, I(v) = [ SO
On pose 8 = 2 Arctan(u) = @(u) avec ¢ qui est de classe C', strictement croissante et bijective de [0; +0o]
1—

de.

2 5, on obtient la relation

u2
dans [0; 7t et, par changement de variable, comme cos(0) = > et @' (u) =

T+u T+u
+oo  2(x(1+u?) — (1 —u?) 2 +o0 (x—1)+ (x + DHu?
I'(x) = ( )du =4 du. Pour
) fo (1T+x3) (1 +u?) — 2x(1 —u?) \ 1 +u? fo (1 +ud)((x =17+ (1 +x)*u?)
. — 1)+ (x+ 1)U B 1 .
x # 0, on décompose (x = 4 en éléments simples et,
7 P (1+U)((X—1)2+(1+x)2 u)  14+U (x—1)2+(0+x7%U P
2 “+o00 _
classiquement, o = 2]7x et B = 71 Ainsi, T'(x =2 f (1 —l—]u + & (X)Z l_)((x * 1)) )du. Les deux
x4+ 1
intégrales convergent donc, par linéarité, on a I'(x) = 2 {Arctan(u)} +Oo+ 2 f o +Ldu donc
) 3 x 0 x Jo 1y ((X + 1)u)2
x—1
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I'(x) 2 [Arctan(u)} o +2 {Arctan (M)} +OO.

x 0 X x—1 0
o Si x| >1, x£1 50 donc [Arctan (M)]gw =T etonal(x)= 2.4
x—1 x—1 2 X
o Sifx|<1etx=#0, % < 0 donc [Arctan (%)]Oﬂx’ = —% et on a I'(x) = 0. Par continuité
X — X —
de I en 0, on a aussi I'(0) = lim I'(x) = 0 donc Vx €] — 151, I'(x) = 0.
x—0+

En intégrant sur les trois intervalles | — oo; —1[, | — 15 1] et ]1; 400, il existe trois constantes C1, Cz, C3 réelles

telles que Vx €]—o0; —1], I(x) = 2nIn(|x|)+C1, Vx €]—o0; —1[, I(x) = Cz et ¥x €]1; +00[, I(x) = 2t In(x)+C3.
Comme 1(0) =0, on a C; = 0. Pour |x| > 1, on a I(x) —2nIn(|x|) = j;)ﬂ (In(x? —2xcos(0) + 1) — In(|x|?))do.

Ainsi, I(x) — 2nin([x|) = fon In (1 _ 2cos(0) + iz)de = I(l) = 0 donc I(x) = 2 In(|x|) ce qui montre que
x X x
C1 = C3 = 0. On retrouve, comme avant, Vx € R\ {—1,1}, I(x) = 2nin(|x|) si [x| < 1 et I(x) =0 si |x| < 1.

3 ,—xt
a. Six€ R, gy:t— &6774 est positive et continue sur R et gx(t) e te™*t. Traitons deux cas :
14+t 0

e six <0, tgmx te™*' = 400 donc gy n’est pas intégrable sur R et f(x) n’existe pas.

e si x > 0, par croissances comparées, gy (t) o text = o(tlz) donc, par comparaison aux intégrales
oo oo

+
de RIEMANN, gy est intégrable sur R} donc fo > gx(t)dt converge et f(x) existe.

Par conséquent, le domaine de définition D de f vaut D = R%. Pour 0 < x <y, on a Vt € R, e Xt > et

donc gx(t) = gy(t) et, par croissance de I'intégrale, f(x) > f(y). Ainsi, f est décroissante sur R .
. , . t367Xt +00
b. Soit h: R} x R — R définie par h(x,t) = == de sorte que f(x) = f h(x,t)dt.
V1+t4 0
(Hy) Pout t > 0, la fonction x — h(x,t) est de classe C' sur R*.
(H2) Pour x > 0, la fonction gx : t — h(x,t) est continue et intégrable sur R (on vient de le voir) et la
4 —xt

—te

est continue sur R, .
1+t

; dh
fonction t — Fr(x,t) =

4 —xt
%(X) t)‘ = \J‘/% < t2e7 9 = @4 (t) avec @4 qui est continue
1+t

N

(H3) Pour a >0, (x,t) € [a;+oo[x Ry,

et intégrable sur R4 car a > 0.
Ainsi, par le théoreme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C' sur R et, avec la formule de
+oo 44 _ —xt
LEIBNIZ, Vx > 0, f/(x) = —fo t€74dt. Pour 0 < x <y, on aVt € Ry, e > e Yt ce qui donne
1+t
oh

T (b)) < %(g,t) et, par croissance de l'intégrale, f'(x) < f'(y). Ainsi, f’ est croissante sur R%. On peut
donc conclure d’apres le cours que f est une fonction convexe sur RY.

c. On peut utiliser le théoreme de convergence dominée a parametre continu mais, plus élémentairement,

400 t e~ Xt +oo oo —xt e~ Xt +oo 1 L, . .
0<f(x) < fo te*tdt = [f t ] + f dt = [f > ] = — par intégration par parties
x Jo 0 X X 0 X
—xt

avecu:t—tetv:t— —£

qui sont C' sur Ry et lim u(t)v(t) = 0. Par encadrement, lim f(x) = 0.
t—oo X—>400

d. La fonction t + t3e™*! est continue sur R, et t3e™** = o(t]—z) par croissances comparées car x > 0.
oo

Ainsi, g(x) existe. On peut procéder & trois intégrations par parties successives (pour passer de t> & t°) ou,

plus simple, poser t = % = @(u) avec ¢ qui est une bijection C' strictement croissante de R, dans R, et
X
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. oo 3 r4) 3 6
u u .
avolr g(x) = e du= —5- == = —.
9( ) fo 4 A i -
too xt 3 ;. .
e. Pour x > 0, par linéarité de 'intégrale, on a |f(x) ‘ f (74 t e"‘t) dt‘ qu’on écrit aussi
1 + t
400 400 v/ 4 _
[f(x)—g(x)| = f tdet (1 - +> dt = f t3e™t (M) dt et, avec la quantité conjuguée,
0 m 0 V1+t?

— +oeo —xt (] + t4) —1 — +oo —xt
[f(x) — g(x)| = fo tle (\/] T 7 —|—t4))dt = fo t’e (\/] vy 1 7 —|—t4)>dt. Or on

+oo
minore Vt > 0, V1 +t*(1++1+t%) > 1 donc [f(x) — g(x)| < j; t7e™*tdt = ( ) _ 7—8 comme ci-dessus.

O d f O(i) — (L) — 7 . £ -~ _ i'
n a donc f(x) — g(x )+oo 3) 5ol Jrooo(g(x)) ce qui prouve que f(x) Jroog(x) -
+ +

f. Pour x €]0;1], par la relation de CHASLES, f(x f h(x,t)dt + f Ooh(x, t)dt > f > h(x,t)dt. Or,
0 1/x

+oo +oco .3 —Xt 3 xt
t'e t’e 7 e e xt 4 < 2
onafvx h(x, t)dt = f]/x 1+t4 \[f] = \[f]/x dt car V1 + t* < V2% pour

+oo +oo —xt 1 —xtq+oo 2
e S TR el o N
] 1/x f1/x X exz xz 1/x ex2

€ [1/x;+o0[C [1; 40|, dou\[f h(x,t)dt > {— e

avec la méme intégration par parties qu’a la question c.. Comme lim % = 400, par encadrement, on
X—+00 ex

obtient finalement lim f(x) = +oo.
X—+00

Pour aller plus loin, avec le changement de variable t = @(u) = E avec la fonction ¢ qui est de classe C',
1 “+o00 +oo u3e—u .
bijective et strictement croissante de Ry dans R, on a f(x) = =z f f ﬁdu donc la relation
+u
+o00 3,—u
2 u’e

f(x) = [ = :

x“f(x) o a(x,u)du en posant a(x,u) m

(H1) Pour tout u € Ry, on a m& a(x,u) =ue ™ = b(u).
X—
(H2) Pour tout x € R, u a(x,u) et u+ b(u) sont continues sur R .

(Hz) Pour x € RY et u € Ry, |a(x,u)| = ’ \/7‘ ue ™ = b(u) avec b continue et intégrable sur

R, comme avant.

Ainsi, par le théoréme de convergence dominée & parametre continu, lim x*f(x) = j;)
x—0+

Par conséquent, f(x) ~ iz donc lim f(x) = 4o0.
X x—0

a. Pour x € R, soit gy :]0; 1[— R définie par gy (t) = | In(t)|* = eX ™MD, La fonction gy est continue sur

10; 1] par opérations. Comme In(t) ~ t—1, on a gy(t) 1~7(1 —t)* = % Traitons plusieurs cas :

(1—1)
e Six <0, lim |In(t)| = +oo donc lim g«(t) = 0 et g5 se prolonge par continuité en 0 avec g5 (0) = 0.
t—0+ t—0+

e Si x > 0, par croissances comparées, g (t) S0 (ﬁ) donc gy est intégrable en 0.

L <, par comparaison aux intégrales deRIEMANN, gy est intégrable

T

en 1 siet seulement si —x <1 <= x > —1.

e Comme gy (t) 1A:(l —t)x

Ainsi, gy est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si x > —1. Comme la fonction gy est positive sur |0; 1], g

1
est intégrable sur ]0; 1] si et seulement si fo gx converge. Par conséquent, D =] — 1; 4-o00].

1
b. Posons g :]1; +00[x]0; 1[— R définie par g(x,t) = | In(t)|* = X UMD de sorte que f(x) = j;) g(x,t)dt.
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K
(H1) Pour t €]0; 1], x — g(x,t) est de classe C* sur D et Yk € N*, g—xg(x, t) = (In(| ln(t)|))kg(x, t).

(H2) Pour x € D, gx : t — g(x,t) est continue et intégrable sur ]0; 1] d’apres a..

K
(H3) Pour k€ N* et x € D, t — g—%(x, t) est continue sur |0; 1.
x

k
(H4) Pour [a;b] C D, t €]0;1[ et x € [a;b], on a ]%g(x,t)\ = [ (| in(r)])|exn(m®D. Comme on
X

k
aln(nt)) <0<=t>1 ona ‘L‘l x, t)‘ < @ab(t) en définissant @y ap 0;1[— Ry par
(S

k . k .
9ran(t) = [ e[ e mIMOD si ¢ < et prapn(t) = [n(|n@)])] e mImOD si¢ > L.

La fonction @y q,b est continue par morceaux sur |0;1] et elle y est intégrable car on a comme
In(| 1
D 4

(1-9=°
3
In(1 -t —
Pk,a,b(t) ~ M =o0 %_b par croissances comparées et =2 < 1.
- (1—-1) 1- (1-t)2 2

a la question a. @i q,b(t) (\/‘E> par croissances comparées et @i q.b(t) ~
=

o

D’apres le théoréeme de dérivation sous le signe somme, f est de classe C* sur D et, pour tout entier k € N*
1
et tout réel x € D, on a f(x) = fo (In(] ln(t)|))keX n(n(®h g,

c. Pour x > —1, dans 'expression de f(x), on pose t = e = ¢(u) avec ¢ de classe C', strictement

0
décroissante et bijective de R dans |0;1[ et, par changement de variable, f(x) = f+ eX MW (_e~W)qy
o0
Foo - .
donc f(x) = fo u¥e "du = I'(x + 1). Ainsi, comme on sait que Yn € N, ’'(n+1) = (n+1—1)! = nl
(puisque par intégration par parties, on montre que Vx > 0, I'(x + 1) = xI'(x)), on a ¥n € N, f(n) =nl.
a. Pour (n,p) € N?, la fonction fy,p : x = xP In™(x) est continue sur 0;1] et fn,o(x) = (In(x))P §0<]7)
x
et liTg)lJr fn,p( ) =0sin > 1 par croissances comparées donc, par comparaison aux intégrales de RIEMANN,
x—

fn,p est intégrable sur ]0; 1] donc I, , est bien définie.

p+1
b. Pour n > 1, on effectue une intégration par parties en posant u : x — (In x) etv:x— X — uetvsont
)

+1
bien de classe C' sur ]0;1] et liT(l)l u(x)v(x) = 0 et u(1)v(1) = 0. Ainsi, on obtient la formule de récurrence
: xa] .
In,p = \]; fn,p(X)dX _p? (lTLX) x"tdx = _p 1 In— 1,p-
c. La fonction f : x — ix = x7* = e X" est continue sur ]0;1], on a lim f(x) =1 car lim xln(x) =0
X x—0+ x—0+

1
par croissances comparées donc f se prolonge par continuité en posant f(0) = 1. Ainsi, fo f(x)dx existe car

f se prolonge en une fonction continue sur le segment [0;1].

1
d. Sip =0, alors Ino = fo xMdx = ﬁ Alors, pour p € N, en reportant successivement, on a
n
_ _ n | _ n
In»‘P:_nInihp =" x (TI ])Iniz’p == ( ]) nT{In,OZ ( ]) T?—‘r'l.
p+1 p+1 p+1 p+1) p+1)
“x —x1n(x) T2 (=)™ (Inx)™ . , . - N .
Comme x™* = e = Y ~—~——~——/ en développant 'exponentielle en série entiére, on peut écrire

n=0 Tl'

I=f dx—f1§ofnn
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_ n
(H1) La série de fonctions Y (=1) 'f“  converge simplement vers la fonction f sur ]0;1].
n>0 n.

(H2) Toutes les fonctions fy » sont continues et intégrables sur |0;1] (on vient de le voir) et la fonction

f est continue sur ]0;1].

1 1
fon|— Tl _ 1 .
(H3) Pour n € N, fo | TrlL!n| = T et la série ngo fo
1
— = <
(n+ ])n-H =
D’apres le théoréeme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur |0;1] (on le savait déja) et il vient
I[= f1 f(x)dx = f1 x T *dx = EO:O (=) _ —g.:o 1= Jrf:o 1 aprés changement d’indice
0 0 n=0 n! n=0 (TL + ])n+1 n=1 n" .

a. Pour x € R, la fonction hy : t — e*t% est continue sur R%, prolongeable par continuité en 0 en

(14 0(1))(xt+ o(t))
t

donc hy est intégrable sur R* par comparaison. Ainsi la fonction ¢ est définie sur R.

_¢sin(xt)

f .
| TaaL = | converge par comparaison
n.

aux séries de RIEMANN car u,, = iz des quen > 1.
n

posant h(0) = x car sin(xt) = xt—+o(t) donc hy(t) = ?x—&—o(] ). De plus, hy(t) = o(e™")
o

+oo
b. Soit f: R x R} — R définie par f(x,t) =e de sorte que @(x) = fo f(x,t)dt.

(H1) pour t > 0, x > f(x,t) est de classe C° sur R.
(H2) pour x € R, hy : t +— f(x,t) est continue sur R*.
—t
H3) Soit a > 0, V(x,t) € [—a;a] x R%, [f(x,t)] < et _ xle™t < ae”t = @q(t) car sin est
+ t
1-lipschitzienne sur R et @4 est continue et clairement intégrable sur RY.

Ainsi, ¢ est de classe C° sur R.
Utilisons maintenant le théoreme de dérivation sous le signe somme :
(H1) pour t > 0, x + f(x,t) est de classe C' sur R.

2) pour x € R, hy : t— f(x,t) est continue et intégrable sur on vient de le voir) et la fonction
H R, h t ti t intégrabl R% ient de 1 i t la foncti
te %(x, t) = cos(xt)e™* est continue R%.
(H3) V(x,t) € Rx R%, %(x, t)‘ < e ' =1(t) et P est continue et clairement intégrable sur R .
Ainsi ¢ est de classe C! sur R. N . N
ey — [T —tgy — [T ixt—t) gy — ( 0 ixt—t )
c. Avec LEIBNIZ, Vx € R, ¢'(x) = fo cos(xt)e tdt = fo Re (e )dt = Re fo e dt ) donc on

(ix—=1)t7+o0 1 1 . 1 i
a @'(x) = Re qeixi—l]o ) =Re (] - ix) =Re <(] — ix—)’—(;x—k ix)) =12 Comme R est un intervalle,

implique l'existence de C € R tel que Vx € R, ¢(x) = C + Arctan(x).

pJ
X
Or ¢ est clairement impaire et ¢(0) = 0 donc C = 0. Ainsi, ¥x € R, g(x) = Arctan(x).

Soit f: Ry — R définie par f(t) = ;’Oj_(tg. La fonction f est continue sur Ry et f(t) = 0 (e*t) donc f est
e oo

en intégrant, ¥x € R, ¢’(x) = ] _:

+00 cos(t)

“ty £dt converge.

est ce qui montre que f

intégrable sur Ry par comparaison car t — e o 11
e

+oo
Sionprendt >0,0<et<1ldonc—r=et—T =t 3 (21)"(e )™ (série géométrique) ce
1+4+e 1+e n=o
“+oo
qui donne f(t) = 3 (=1)"cos(t)e” ™tV Posons f,,(t) = (—1)" cos(t)e” ™tV pour n € N, alors il vient
n=0
+o0 +o0 L (q)ne(ifnfm +o0 (=)™ (n+1)
ftdt:R( —1“(‘n1)tdt):R{— =~~~ T/ Onnapasl
Jo e(Jy nme Sl R 14 (ny1)2 Cnrapasia
=D"(n+1)

convergence absolue de >

5, on ne peut pas utiliser le théoreme d’intégration terme a terme.
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n k-1 n—1
k o0 cos(t) +o0 cos( +oo
Méthode 1: Si S, = Dk alors £dt—S — fi(t)dt|. Par
" kz::1 T+Kk% f;) 1+4+e f 1+e Zf K
linéarité de I'intégrale f+oo cos(t f+oo cos( dt — f+ Z fic(t)dt f Z f
G 1o Tret 1 + et 0 k(t k(t
+oo +oo
(somme finie). Par inégalité triangulaire, fo (]:Osi(t,zdt —Sal| < fo | cos(t |) > (=1)ke*t|dt puis,
te k=n+1
comme (e ) est décroissante et tend vers 0 (on voit I'intégrale sur R% ), par le critére spécial des séries

alternées, on a

[y g,

0 1+4+et

+
converge vers ‘[;) = ;:Oj_( )

n
Méthode 2 : soit S, : RY — R définie par S, (t) = Z fie(t) :

+oo
_ 1 o 1 P N Lo
< fo e~ (+Dtge = = — 0. Ainsi, la suite numérique (Sn)n>o0

+o0 cos(t ) ynT

dt, qui s’écrit aussi fo Tt n

- I 5

(H1) Ce qui précede montre que la suite de fonctions (Sn)n>o converge simplement sur R* vers f.
(H2) Les fonctions fy, donc aussi les fonctions S, par linéarité, sont intégrables sur R donc sur R car

fie(t) = O(e™ ") comme avant et f est continue et intégrable sur R (on I'a déja vu).

n _ (_—tyn+1
(Hz) Enfin, Vt € R, Vn € N, \—) ka ‘—\cos 1t Z(—e‘t)k‘ée_tx%
— e
t
donc [Sn (t)] < lz—f — < @(t) =2e"" et ¢ est continue et intégrable sur RY .
e

—+o00 +oo
On conclut avec le théoréme de convergence dominée que 1111 fo Sa(t)dt = fo f(t)dt. Comme, par
n—+oo

+00 n +o00 n n+1 _1\k—1
linéarité de intégrale, [ sa(natr= > [ n)at = -5 EDMer 1) N (DT
k=0

= X bien 1
o]+(k+ ) o ]+k2 on a pien la
1

_1\yn—1 400 +oo (_1\yn—1
convergence de »_ (1)7271 et & nouveau la relation f cos(t zdt = > (7;1
n>1 14+n 0 1+e n=1 14+n
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ORAUX 2024 THEME 7

ESPACES PREHILBERTIENS REELS
ET ESPACES EUCLIDIENS

102

103

a. Soit (x,y) € E2 et X, les vecteurs colonnes associés des coordonnées de x et y dans la base By. Comme

105

Bo est une base orthonormale, on a (p(x)ly) = (AX)TY = XTATY = XT(ATY) = (x|q(y)).
b. Par définition, Tr (q o p) est la trace de la matrice de q o p dans n’importe quelle base, choisissons la

base B. Comme B est une base orthonormée, B = Mat 5(qop) = ((vi|q o p(vj))) ce qui montre que

1<ijsn

n n
Tr(qop)=Tr (B) = > (viklgop(vk)) = 3. [lp(vk)||? avec la question a. avec x = vy et y = p(vi).
k=1 k=1

c. Sip est un projecteur orthogonal, Im (p) et Ker(p) sont supplémentaires orthogonaux dans E donc il existe

une base orthonormée B = (vi,- -, vy, Vry1,---,vn) de E telle que (vi,---,vy) (resp. (Vry1,---,Vvn)) soit une

n
base orthonormée de Im (p) (resp. Ker(p)). Si on applique b. avec B, on a Tr (qop) = > |[p(vi)||* = r car
k=1

Vk € [1;7], p(vk) = vk car Im (p) = Ker(p —idg) et Vk € [r + 1;n], p(vk) = 0. Or, Mat 5(p) = (IOT g)

donc Tr (p) =rang (p) = et on a bien Tr (qop) = Tr (p).
d. Dans le cas général, on prend une base orthonormée (v1,---,v;) de Im (p) qu’on compléte en une base

orthonormale (v1,---,vn) de E (c’est-a-dire que (vy4i1,---,vn) est une base orthonormale de (Im (f))*).

n n
D’apres b., Tr (qop) = > |[p(vi)||> = v+ Y. ||lp(vk)||* car, comme avant, Vk € [1;7], p(vk) = vk. Comme
k=1 k=41

n n
ST |lp(vi)|]> = 0 et quon a encore Tr (p) =, on a bien Tr (qop) =r+ > |[lpvi)||*> =7 =Tr (p).
k=r+1 k=141

n
e. Avec une base orthonormée B choisie comme dans d., comme Tr (qop) =+ . [[p(vi)||?, on a
k=r+1

n
I'équivalence Tr (qop) =Tr (p) <= 3. |[p(vi)||> =0 <= (Vk € [r + 1;n], p(vk) = Og). Cette condition
k=r+1

revient & (Im (f))+Vect(vy11,--+,vn) C Ker(p) ou encore, par égalité des dimensions car (Im (f))1 et Ker(p)
sont des supplémentaires de Im (p), & (Im (f))* = Ker(p).

Alinsi, on a bien I'équivalence Tr (qop) = Tr (p) < p est orthogonal.

+o00
a. Pour (P,Q) € (R[X])?, la somme > PX)(1)Q((1) est finie puisqu’en notant d = Max(deg(P), deg(Q)),

K=0
Vik > d, P (1) = QM (1) = 0. Ceci assure I'existence de < P,Q >. Soit (P,Q,R) € (R[X])? et (A,n) € R? :

+oo —+o00
Symétrie : < P,Q >= 3 PI(1)QM (1) = 3 QM 1)PH (1) =< Q,P >.
k=0 k=0
+o0 too

Bilinéarité : < AP+ uQ,R >= 3 (AP 4+ Q)™ (NHRM (1) = 3= (APM) (1) 4 uQ ™) (1))RK) (1) par lindarité de la
k=0 k=0
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+oo too

dérivation, d’ott < AP + uQ,R >= A 3 PR (MRE (1) + 1 3> QM (1HRM(1) =A < P,R > +1 < Q,R > donc
k=0 k=0

< ., . > est linéaire en la premiere variable donc, par symétrie, aussi en la seconde.

+o0 2
Aspect défini positif : < PP >= > (P(k)(1)) > 0 et, si < P,P >= 0, comme la somme d’une somme de

k=0

quantités positives n’est nulle que s’ils sont tous nuls, on a Vk € N, P(k)(l) = 0 donc, avec la formule de

+oo p(k)
TAYLOR, P = > w(x -1k =o0.

n=0 k!
Par conséquent, < ., . > définit bien un produit scalaire sur R[X].

|
b. Si on pose P, = (X —1)P pour p € N, on a P](Dk) =0sik>pet Pg() = (—pT)'(X — 1P~k sik € [0;p].
p—k)!

+oo
Ainsi, si (p,q) € N2 et p<qg,ona<Pp,Pq>= > Pl(?k)(l)Pék)(U = P](Dp)(l)PE]p)(l) + P](;q)(1)qu)(1) =0 car
k=0

ng)(]) = P](gq)(l) = 0. Ceci montre que la famille (P, )pe v est une famille orthogonale de R[X]. En particulier,
B = (Po, -+, Pn) est une famille orthogonale de R;,[X] donc elle est libre car elle ne contient par le polynéme
nul. De plus, comme son cardinal vaut n + 1 = dim(R,[X]), on en déduit que B = (1,X — 1,---, (X — 1))
est une base orthogonale de Ry, [X].

c. Comme Ry [X] est un sous-espace de dimension finie dans l’espace préhilbertien R[X] muni du produit

scalaire < ., . >, ce sous-espace admet un supplémentaire d’apres le cours.
“+o00o
(C) Soit P = > ap(X—1)P, comme Vk € [0;n], ¥p = n+1, < (X=1)5(X—1)P >=0, on a donc
p=n+1

< P, (X — 1)k >= 0 par linéarité du produit scalaire selon la premiére variable donc P € (R, [X])*. Ainsi, on
a I'inclusion Vect((X — 1)* | k > n) C (Ru[X])*.

+oo ()
(D) Réciproquement, soit P € (Ry[X])L qu'on écrit P = 3 ap(X — 1)P avec ap = PT(]) d’apres la
p=0 :
formule de TAYLOR. Puisque Vk € [0;n], < (X —1)%P >= 0 = ay|[(X — 1)¥||?, ceci impose ax = 0 donc
+oo
P= 3 ap(X—1)P. Ainsi, on a I'inclusion (Rn[X])* = Vect((X —1)* | k > n).
p=n-+1
Par double inclusion, on a Vect((X — 1)* [ k > n) = (R [X])*.
+oo p(k) n p(k) too  p(k)
Ainsi, siP € R[X],onaP = > Pi‘(l)(xq)k => P |(1)(X71)k+ > P |(1)(X71)k = Q+R d’apres
k=0 K k=0 K Kk=ntl K
la formule de T fon définit @ = 35 2o (xm1)k € RuxjetR= 5 Pl (x 1)k e (Ry[x])-
a formule de TAYLOR si on définit Q = > ] (X=1)* € Ru[XJetR =} (X=1)* € (Rn[X])—.

k=0 k k=n-+1 k!

a. L’équation AX = B d’inconnue X € M3 1(R) admet une solution si et seulement si b € Im (u) car
AX = B équivaut & u(x) = b. La matrice A est clairement de rang 2 car ses deux premieres colonnes sont
non colinéaires et la troisieme est I'opposé de la deuxiéme. Ainsi, Im (u) = Vect(v,v2) avec vi = (—1,0,1)
et vo = (1,—1,0) car d’apres le cours Im (u) = Vect(u(ey), u(ez),u(e3)) ou (e1,ez2,e3) est la base canonique
de R> et b n’est pas combinaison linéaire de u(er) et u(ez). L’équation AX = B d’inconnue X € Mz 1(R)
n’admet pas de solution.

b. Quand x parcourt R3, u(x) parcourt Im (u) par définition donc Inf [lu(x) — b]| est la distance de b a
xeR

Im (u) et, d’apres le cours, cette quantité est un minimum atteint quand w(x) est le projeté orthogonal de b
sur Im (u), noté p(b). Ainsi, f admet un minimum sur R3 qui vaut |[p(b) — b]|2.

c. D’apres ce qui précede, ce minimum est atteint des que u(x) = p(b). Comme p(b) € Im (u) par
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construction, il existe un vecteur xo € R3 tel que u(xo) = p(b). Alors, pour x € R3, on a I’équivalence
u(x) = p(b) <= u(x) = ulxp) < u(x —x0) = 0 < x —xp € Ker(u). Comme Ker(u) est clairement la
droite Ker(u) = Vect((0,1,1)), il y a donc une infinité de vecteurs x dans R3 tels que I\fll%isn(f) = f(x).

d. (i) = (i) Supposons que u(x) — b € (Im (u))*, alors Yy € R3, u(y) € Im (u) et (u(x) — bju(y)) =0, ce
qui donne matriciellement (AX—B)T(AY) = ((AX—B)TA)Y = 0. Comme ceci est vrai pour tout Y € M3 1(R),
on a donc (AX —B)TA =0 donc AT(AX — B) = 0 en transposant et ATAX = ATB.

(ii) = (i) Supposons ATAX = ATB, c’est-a-dire (AX — B)TA = 0, alors pour y € R3, (AX —B)TAY =0 ce
qui se traduit par (u(x) — blu(y)) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € R3, u(x) — b € (Im (u))*.

Par double implication, pour x € R3, on a donc u(x) — b € (Im (u))* <= ATAX=ATB.

e. On a vu en question c. que f admet son minimum absolu en x € R3 si et seulement si u(x) = p(b) ot p
est la projection orthogonale sur Im (u). Par construction, p(b) € Im (u) donc il existe «1, o deux réels tels
que p(b) = a1vy + azva = (a2 — a1, —a2, 1) et p(b) —b € Im (u)* donc (p(b) — blv1) = (p(b) — blvz) =0
ce qui montre que o1 — oy + 1+ a1 —1 =2 — a1 — 1+ 14+ 0 =0 dolu a7 = ap = 0. Par conséquent,
p(b) = 0. f admet donc son minimum absolu en x si et seulement si u(x) = 0 donc si et seulement si

x € Ker(u) = Vect((0,1,1)). Ce minimum vaut donc Mijn(f) = (0) = ||b]|? = 3.
R

1
On vérifie rapidement que I'application (A,B) fo A(t)B(t)dt définit bien un produit scalaire sur E.
Déja AB est continue sur le segment [0;1] donc l'intégrale est bien définie. La symétrie, la positivité et la

1
bilinéarité sont claires. Soit P € E tel que (P|P) = 0, alors fo P(t)?dt = 0 et la fonction t — P(t)? est positive

et continue sur [0; 1] donc Vt € [0;1], P(t)> = 0 donc P(t) = 0 et P admet une infinité de racines donc P = 0.

(.].) est donc bien un produit scalaire sur E.

a. Soit P € E, comme t — (x + t)™P(t) est continue sur le segment [0;1], u(P)(x) est bien défini et, avec le

1 n
binéme de NEWTON, Vx € R, u(P)(x) = f ( > (n) xkt“’k)P(t)dt donc, par linéarité de 'intégrale, avec

0 V=0 \k
n 1
les mémes arguments, Vx € R, u(P)(x) = > ((2) fo t“’kP(t)dt)xk7 d’olt u(P) € E. De plus, si (P, Q) € E?
k=0

1 1 1
etA € R, onau(AP+Q) = fo (x-+t)"(AP(1)+Q(t))dt = Aj; (x+t)“P(t)dt+j; (x-+1)"Q(t)dt = Au(P)+u(Q)

par linéarité de I'intégrale donc u est linéaire : u est donc un endomorphisme de E.

b. Pour (P,Q) € E2, avec l'expression de b., (u(P)|Q) = f01 ( Xi: ((E) f; u“_kP(u)du)tk)Q(t)dt donc,
(7)o HpaoctiQ). En

n . .
effectuant le changement d’indice j = n — k, on a (u(P)|Q) = >_ <n) XP) (X" Q) = (w(Q)|P) avec le
j=o \J

n 1 n
par linéarité de l'intégrale, on a (u(P)|Q) = kzo <E> (X™KIP) j;) tQ(t)dt = kzo

n

calcul précédent car (2) = ( k). Ainsi, (u(P)|Q) = (P|u(Q)) par symétrie donc u est autoadjoint.
n—

c. Comme u est un endomorphisme en dimension finie, u est bijectif si et seulement si u est injectif. Soit

1
P € Ker(u), on a donc Vx € R, fo (x + t)"P(t)dt = 0. Soit xo,---,xn des réels distincts, considérons la

famille B = (X +x0)™, -+, (X + xn)™). La famille B est de cardinal n + 1, soit M € M, +1(R) la matrice

87



. . . &MY iyn—i
de ¥ dans la base canonique inversée By = (X™, X"~ ' ... X, 1), comme (X + X))t = > (_)x}Xn ‘. ona
i=0 \1
M = (()x}) qui est quasiment une matrice de VANDERMONDE. Plus précisément, en utilisant
i
0<i,jgn

n
la multilinéarité du déterminant sur les n + 1 lignes, on a det(M) = ( I1 (n)) X H (xjy —xj) # 0
i=0

0j<j’sn
car on a choisi les xq, - -+, x distincts. Ainsi, comme M est inversible, B est une base de E et il existe donc
n n
des scalaires ag,---,an tel que P = > ar(X + xi)™. Alors, P2 = 3 ai (X + xi)™P donc, par linéarité de
k=0 k=0

1 n 1 n
Iintégrale, P(t 2d’c = ax xk +t)"P(t)dt = arw(P)(xx) = 0. Mais comme P2 est continue et
0 0
k=0 k=0

positive sur [0;1], d’apres le cours, Vt € [0;1], P(t)> = 0 donc P(t) = 0. Le polynome P admet une infinité de
racines donc P = 0. Comme Ker(P) = {0}, on a u injectif donc u bijectif.

109

D’apres le théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale P € O(n) et une matrice diagonale D €
M (R) telles que S = PDP'. Ainsi, $> = PD?PT donc, comme S? et D? sont semblables (et méme orthosem-
blables), on a Tr (S?) = Tr (D2). En notant A1, -+, A, les valeurs propres de S comptées avec leur ordre de
multiplicité, ces valeurs propres se trouvent sur la diagonale de D donc Tr (D?) = Z AL

Comme S est symétrique, $? = STS et on a classiquement Tr ($2) = Tr (STS) = ||S||2 = s2. en
1<i,jsn

(car S

<.

n
notant S = (si,j)1<i,j<n. On isole les termes diagonaux pour avoir ||S|[? = Y s#, +2 > s?
k=1 1<i<j<n
n n
est symétrique). Par hypothese, les valeurs propres se trouvent sur la diagonale de S donc Y sk => Aﬁ
k=1 k=1
et il ne reste dans Tr (S2) = Tr (D?), aprés simplification, que > Si,]“ Or une somme de termes positifs
I<i<ign

nest nulle que si tous ses termes sont nuls donc V(i,j) € [1;n]%, i <j = sij; =0 et S est bien diagonale.

111

112)a. (=) si Sp(A) C Ry, d’apres le théoréme spectral, comme A est symétrique réelle, il existe P € O(n) et

D = diag(A1,---,An) avec Ak € Sp(A) donc A > 0 telles que A = PDPT. En posant A = diag(v/A1, -+, vVAn),
on a A% = D donc, en posant R = PAPT, on a bien R € S;,(R) car R = (PAPT)T = PTAT(PT)T = PAPT =R
car A est symétrique. De plus, R? = (PAPT)=PA?PT car PTP = I,, et, comme A? = D, on a R? = PDP' = A.
(<=) S'il existe R € Sy(R) tel que A = R?, soit A une valeur propre de A, donc A € R par le théoréme
spectral. Alors il existe X # 0 € My,1(R) tel que AX = AX. Ainsi, XTAX = AXTX = A||X||? mais aussi
XTAX = XTRZX = XTRTRX = ||RX]||? avec le produit scalaire canonique sur My 1(R) donné par (X|Y) = XTY.

RX||? o
w2
[IX1]

Par double implication, (IR € S,,(R), R? = A) <= Sp(A) C R,).

Par conséquent, A = LRX]J7 > 0 donc Sp(A) C Ry.

N
b. Supposons que Sp(A) = {A1, -+, A} C Ry avec Ay, - -+, A, distincts. On sait que R™ = @ Ex, (A)
Analyse : soit R € S, (R) telle que A = R?, comme AR = R3 = RA, A et R commutent donc les sous-espaces
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propres de A sont stables par R.

Synthese : .

c. D’apres a., comme A et B sont symétriques réelles & valeurs propres positives, il existe (R,S) € (Sn(R))? tel
que A = R? et B = S%. Ainsi, AB = RRSS d’out Tr (AB) = Tr (RRSS) = Tr (RSSR) = Tr (RTSTSR) = ||SR||® > 0
avec le produit scalaire canonique sur les matrices donné par (A|B) = Tr (ATB).

a. Soit p la projection orthogonale sur le sous-espace F C E. Soit (x,y) € E?, on décompose ces deux
vecteurs en x = x1 +x2 et y =yi +yz avec (x1,y1) € F? et (x2,y2) € (F5)%. Alors p est symétrique car on
a (p()ly) = (xalyr +y2) = Galyr) + (xalyz) = Galyr) = Galyr) + (x2ly1) = Ga +x2lyr) = (xlp(y)).

b. p et q étant des projecteurs orthogonaux, ils sont symétriques d’apres a. donc par, par composition,
pogop est symétrique. En effet, si (x,y) € 2, (pogop(x)|y) = (qop(x)Ip(y)) = (p(x)]aop(y)) = (xlpoqop(y))
car, successivement, p est symétrique, q est symétrique, p est symétrique.

c. Comme Im (q) et Ker(p) sont des sous-espaces E, on sait que (Im (p) + Ker(q))* = (Im (p))L N (Ker(q))> .

Or p (méme chose pour q) est un projecteur orthogonal donc Im (p) = Ker(p—ide) = E1(p) L Eo(p) = Ker(p).
On conclut par égalité des dimensions que (Im (p))* = Ker(p). De méme (Ker(q))* = Im(q).

Ainsi : (Im (p) + Ker(q))* = Im (q) N Ker(p).

d. D’aprés la question précédente, E = Im (p) + Ker(q) + (Im (q) N Ker(p)), ces sous-espaces ne sont pas
forcément supplémentaires car on ne sait pas si Im (p) N Ker(p) = {0g}. L’endomorphisme uw = pogqop
est symétrique donc diagonalisable d’apres le théoréeme spectral. On va étudier p o q sur chacun des trois
sous-espaces précédents.

e Comme Im (p) est stable par u = p o (q o p), 'endomorphisme induit par u dans Im (p) est aussi
symétrique donc diagonalisable et il existe donc une base orthonormale (eq, - - -, er) de Im (p) formée
de vecteurs propres de u (associés aux valeurs propres Aq,--+,A;). Or Vk € [1;7], p(ex) = ex donc
poqop(ex) = Axex devient p o q(ex) = Agex et ex est aussi un vecteur propre de p o q.

e On complete la famille libre (eq,---,e;) de Im (p) + Ker(q) en une base (e1,--,er,ert1, ", em)
de Im (p) + Ker(q) avec des vecteurs ery1,---,em de Ker(q) (théoreme de la base extraite). Or
Vk € [[r+ 1;m], q(ex) = O donc p o q(ex) = O et ey est aussi un vecteur propre de p o q.

e Enfin, on complete la famille libre (ey, -+, e ) de E en une base B = (e1, -+, em, em+1, ", en) de
E en la complétant avec une base de (Im (p) + Ker(q))* = Ker(p) NIm (q). Or Yk € [m + 1;n], on
apoq(ex) =p(q(ex)) = p(ex) = 0 donc ey est & nouveau un vecteur propre de p o q.

Au final on obtient une base B de vecteurs propres de p o q donc p o q est diagonalisable.
En général, si v est un projecteur orthogonal sur F de E, on a ¥x € E, 0 < (u(x)[x) < |[x||*>. En effet, avec
x € E qu'on écrit x =y+zavecy € Fet z € F- ona (u(x)|x) = (yly+z) = [y|[?+(ylz) = |[yl|* = ||x||*—]|zI|?
avec PYTHAGORE. Ainsi 0 < [|y]|? = (u(x)|x) = ||x[|?> — ||z||? < [|x||* donc 0 < (u(x)]x) < |[x]|*.
Traitons maintenant deux cas :

e Soit k € [[r + 1;n]}, alors p o q(ex) = O donc ey est associé a la valeur propre 0.

e Soit k € [[1;7], poq(ex) = Axex donc (poq(ex)|ex) = Ax||ex||?. Mais, avec I'inégalité précédente, comme
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p est symétrique et que p(ex) = ex, on a 0 < (p o qlew)ler) = (alew)Ipler)) = (alew)lex) < llewl
Comme |[ex||? > 0 car ey # O, on en déduit que 0 < A < 1.
Par conséquent, toutes les valeurs propres de p o q sont dans Uintervalle [0;1].
a. @o est clairement de classe C* par composition puisque ’exponentielle 1’est.
Initialisation : @o(x) = (—1)°Ho(x)@o(x) avec Hp = 1. @} (x) = —2xe ¥ = (—=1)TH1 (x)@o(x) avec Hy = 2X.
Hérédité : pour n € N*, supposons l'existence de Hn € R[X] tel que Vx € R, cpén)(x) = (=1)"Hn(x)po(x).
Alors, en dérivant, Vx € R, @™+ (x) = (=1)"H, (x) @0 (x)+ (=)™ 2xHp (x) 0o (x) = (1) Hp 1 (x) @o(x)
si on pose le polynéme Hn 41 = 2XH,, — H, € R[X].
On conclut par principe de récurrence qu’il existe bien une suite de polynémes réels (Hn)nen telle que
vn € N, ¥x € R, (pén) (x) = (=1)™"Hn(x)@o(x). Les polynémes Hy sont les polynémes de HERMITE dans
leur forme dite “physique”, ils apparaissent par exemple dans le traitement du signal.
b. Initialisation : deg(Hp) = 0 et dom(Hp) =1, deg(H;) =1 et dom(H;) = 2.
Hérédité : soit n € N* tel que deg(Hn) = n et dom(H,) = 2™. Comme Hn41 = 2XH, — H/, que
deg(2XHyn) = n + 1 et deg(H),) = n — 1, on a deg(Hnt1) = Max(deg(2XHy,),deg(H})) = n+ 1 et le
coefficient dominant de Hy 41 ne provient que de 2XH,, donc dom(Hp41) = 2dom(H,,) = 2™*1.
On conclut par principe de récurrence, ¥Vn € N, deg(Hn) =n et dom(Hyn) = 2™.
c. L’application (.|.) : (R[X])?> — R définie par V(P,Q) € (R[X])?, (P|Q) = f_+: P(x)Q(x)e‘xz dx est bien
définie car la fonction f : x — P(x)Q(x)e”‘2 est continue sur R pour (P,Q) € (R[X])? et que, par croissances
comparées, on a f(x) i:ooo<x1—z>. En effet, c’est clair si PQ = 0. De plus, si PQ # 0, en notant r = deg(PQ),

T+2e=x* — 0. Cette application (.].) est clairement bilinéaire

on a P(x)Q(x) = O(x") et on sait que lim x
+oo x—Foo
(par linéarité de l'intégrale), symétrique (par symétrie du produit dans R) et positive (par positivité de
I'intégrale) car x — Pz(x)e_XZ est positive sur R pour P € R[X]. De plus, si P € R[X] tel que (P|P) =0, la
+o00
fonction g : x — Pz(x)e_XZ est continue et positive sur R, ainsi f g(x)dx = 0 implique g = 0 sur R ce
. . . 2 -
qui prouve que tous les réels x sont racines de P car e™* > 0. Alors, P = 0.
Ainsi, (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire sur R[X].
. +o0 2 +oo (n)
d. Soit n € N* et P € R[X], (P[Hn) = [~ P(Hn(x)e ™ dx = (=1)" [~ P(x)of™ (x)dx. On pose u =P
— 00 —00

etv= cpénq) qui sont C' sur R et vérifient lim u(x)v(x) = 0 par croissances comparées. Par intégration
X—>L0o0

“+o0 _ o0
par parties, (P|Hp) =0 — (—1)" f_m P'(x)e™ " (x)dx = f_m P/(x)Hn_1(x)e™ dx = (P'|Hn_1).

e. Soit (i,j) € N? avec i < j, on a donc (Hi|H;) = (H{|Hj_1) grace & d. car j > 1. On recommence et,
par une simple récurrence finie, on obtient Yk € [0;i+ 1], (Hi|H;) = (Hgk)|Hj,k) donc, en particulier pour
k=i+1,0na (HiH;) = (H"V|H;__1). Or deg(H;) =i d’apres b. donc H{"™™ = 0 et on a (Hi[H;) =0,
ce qui assure bien que la famille (Hy )nen est orthogonale.

f. Comme avant, pour n € N* on a |[Hn||?> = (Hn|Hn) = (H4|Hn_1). On continue pour avoir, par
récurrence finie, [[Ha |2 = (HY[Ho) = 2%n!(1]1) = 2! (2 [
[[Hn||? = 2™n!y/7 (classique intégrale de GAuss) d’apres a. et b.. Comme |[Ho||? = (1]1) =/ = 2°.0!l\/7,
on a la relation Vn € N, |[Hyn||? = 2"n!\/7.

e dx) par parité de la fonction ¢g, on a
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g.
a. D’abord un cas tres simple, si o« = 0, Mo m = I;y donc Sp(Mo,m) = {1}

Dans le cas général, si o« # 0, on a My, m —(1—&) I = &Jm 0l J;n = (1)1<i,j<m. Comme J, est de rang 1, par
la formule du rang, dim(Ker(My,m — (1 — a)I;n)) = dim(E1—«(Mg,m)) = m — 1 donc 1 — « est valeur propre
de My, m d’ordre au moins égal & m — 1. Comme My m est diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoreme
spectral car symétrique réelle, sa derniere valeur propre réelle A vérifie Tr Mg,m) =(m—1)0 —a) +A=m
doncA=(m-—-1)a+1#1—acar a #0 dott Sp(Mg,m) ={1 —a«, (m—1)a+1}.

b. D’aprés ’énoncé, la matrice de GRAM G = ((ui|uj)) vérifie G = My n+1. En notant B la

1<h,j<n+1
base canonique de R™, 5 = (u1,-+,un41) et M = Mat () = ((uile;)) 1ign € Mnn+1(R), comme B est
une base orthonormée de R™ (sous-entendu muni de son produit scalaire canonique), on a MTM = G car
i (uilej) (uirlej) = (uifui). Comme rang (M) < n car M n’a que n lignes, et que rang (M™M) < rang (M),
10;1] en déduit que rang (G) < n donc que G n’est pas inversible car G € M, 11(R). Comme 0 est valeur propre
de G = My n41 car G n’est pas inversible, on doit avoir, d’aprés a., T —a=0ou (n+1)—1)a+1=0. Or
a # 1 par hypothese donc a = —% = otn.

c.

116

a. (=) Si A est positive, soit A une valeur propre réelle de A, alors il existe X # 0 € My 1(R) tel que

-
AX = AX. Ainsi, XTAX = AXTX = A[|X]||? donc A = )|<\X/|l\|§ > 0 car A est positive. D’apres le théoreme

spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A1,---,An) diagonale telles que A = PDPT oi1 A7,---,An sont les
valeurs propres de A comptées avec leur ordre de multiplicité. En posant A = diag(v/A1,---,+v/An), on a

A? =D donc A = PA?PT = (PA)(APT) =B'B si B = AP" € M, (R).

(<=) S'il existe B € My (R) telle que A = BTB, alors XTAX = XTBTBX = (BX)T(BX) = ||BX||?> > 0 pour tout
X € Mn,1(R) donc A est symétrique positive.

Par double implication, on a montré que A positive <= 3B € M, (R), A = B'B.

b. (=) Si A est définie positive, soit A une valeur propre réelle de A, alors il existe X # 0 € My 1(R) tel

que AX = AX. Ainsi, XTAX = AXTX = A[|X||? donc A = ﬁ;ﬂ? > 0 car A est définie positive. D’apres le
théoréme spectral, il existe P € O(n) et D = diag(A1,---,An) diagonale telles que A = PDPT oi1 Ay, -+, An
sont les valeurs propres strictement positives de A comptées avec leur ordre de multiplicité. En posant
A = diag(v/A1,-+,v/An), on a A2 =D donc A = PA?PT = (PA)(APT) =BTB si B = APT € GL,(R) car P
et A sont des matrices inversibles.

(<=) 9'il existe B € GL,(R) telle que A = BB, alors XTAX = XTBTBX = (BX)T(BX) = |[BX||?> > 0 pour
tout X € Mn,1(R) car BX # 0 puisque X # 0 et B inversible donc A est symétrique définie positive.

Par double implication, on a montré que A définie positive <= 3B € GL,(R), A = B'B.

c. Si A est définie positive, avec une matrice B € GL,(R) telle que A = BB d’apres la question b., on a

VX € R™, N(X) = VXTBTBX = /[[BX]]Z = |[BX]].
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Séparation : Soit X € R™ tel que N(X) = 0, alors ||BX|| = 0 donc BX = 0 car ||.|| est une norme sur R™ et
on en déduit que X = 0 car B est inversible.

Homogénéité : Soit X € R™ et A € R, alors N(AX) = ||B x (AX)|| = ||ABX]|| = |A|||BX]|| = |A| N(X) car || .|| est
une norme sur R™.

Inégalité triangulaire : Soit (X,Y) € (R™)?, alors N(X +Y) = ||B x (X + Y)|| = |[BX + BY|| < ||BX|| + ||BY||

done N(X +Y) < N(X) + N(Y) car ||.]|| est une norme sur R™.
Ainsi, N est une norme sur ’espace euclidien R™.
Plus précisément, cette norme N est la norme euclidienne associée au produit scalaire ¢ : (R™)? — R définie
par ¢(X,Y) = XTAY = XTBTBY = (BX)T(BY) = (BX|BY) (vérification classique).
a. Analyse : supposons qu'il existe S € ST T(R) telles que M ~ S alors, par définition, il existe Q € O(n)

telle que M = QS. Ainsi, MT = $TQT = SQT donc M™™M = $QTQS = SI,,$ = $? car Q' Q = I,,. De plus,
Q = MS~! car $ est inversible puisque M et Q le sont.

Synthese : la matrice MTM est symétrique car (MTM)T = MT(MT)T = MTM donc, d’apres le théoreme
spectral, il existe P € O(n) et D diagonale telles que M"M = PDPT. D contient sur sa diagonale les valeurs
propres de MTM comptées avec leur ordre de multiplicité. Or, si A € R est valeur propre de MM, il existe

X # 0 € My, 1(R) tel que MTMX = AX donc XTMTMX = AXTX d’ou ||[MX||? = A||X||?* ce qui montre que

> 0 car MX # 0 puisque M est inversible et X # 0. Ainsi, Sp(M™™) C R? et, si on note

D = diag(A1,---,An), on peut définir A = diag(y/A1,--+,v/An) qui vérifie A2 = D. Posons S = PAPT, alors
ST = (PHTATPT = PAPT = S donc S est symétrique et ses valeurs propres sont /A7, ---,+/An qui sont
strictement positives donc S € S+ (R) et on a bien S = PA?PT = PDPT = MTM. Si on pose Q = MS™',
onmaQTQ=(S"")T™M™™MS™! = (sT)"T(M™™)s~! = s~ 1s2s~! =1, donc Q € O(n) et on a bien construit
S §T(R) et Q € O(n) telles que M = QS. Voila pour I'existence !

b. Soit S et S’ des matrices symétriques définies positives telles que M ~ S et M ~ §’, alors il existe
(Q,Q") € (0(n))? tel que M = QS = Q’S". Alors MM =STQTQS =S2 et MM =8TQ'TQ’S’ = 5’2
Méthode 1 : S et S’ commutent avec MM car S(MTM) = § x $2 = §3 = §2 x S = (MTM)S donc les

sous-espaces propres de MTM sont stables par S et S’. Comme S et S’ sont diagonalisables d’apres le
théoréme spectral car symétriques réelles, leurs restrictions aux Ex, (MTM) le sont aussi. Mais toutes les

valeurs propres & de ces endomorphismes induits vérifient §> = A donc valent /A car &5 > 0 puisque
(S,8") € (SH(R))%. Ceci montre que la restriction de S et de S’ & Ex, (MTM) est I’homothétie de rapport
V/Ak. Ainsi, les “endomorphismes” S, S’ coincident sur les sous-espaces Ex, (MTM). Comme R™ est la somme
des sous-espaces propres Ex, (MTM) car MTM est diagonalisable, on a § = S'.

Méthode 2 : on note ici py,-- -, py les valeurs propres distinctes et strictement positives de MTM. Pour
k € [1;7], comme M™™ — Iy = $? — il = (S — /i In)(S + /i In) et que S + /i Iy € GLn(R)
car les valeurs propres de S + /i I, sont celles de S auxquelles on ajoute /i donc elles sont strictement
positives, on a E,, (MTM) = Ker(M™™ — pyl,) = Ker(S — VikIn) = E ;(S). Bien sir, de méme, on a
vk € [1;7], Ep,(MT™™) = E mc(S). La matrice MTM est diagonalisable d’aprés le théoréme spectral et
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1
T
on a méme R™ = @ Euk(MTM). Ainsi, pour un vecteur X € R™ qu’on décompose X = Y Xy avec
k=1
1<k

T T T
Xk €Eye(MTM), 0ona SX = Y SXk = > /mXk = Y. $'Xx = $'X d’ott S = S’. Voila pour I'unicité !
k=1 k=1 k=1

Ainsi, si M € GL,,(R), 3(Q,S) € O(n) x ST (R), M = QS : c’est la décomposition polaire de M.
a.Onaf(v)—flw)=(01—-y,24+x)— (1 -y ,24+x) =y —y,x —%) pour v= (x,y) et w = (x',y’) donc

1F0) = W)l = V' = v)? + (x =x)? = V/(x =x) 2+ (y = y)2 = [lv = wl|.
Analyse : 'il existe (u,g) € R? x O(R?) tel que Yv € R?  f(v) = u+ g(v), en prenant v = (0,0), on a

£(0,0) = (1,3) = u+ g(0,0) = u car g est linéaire donc u = (1,3). De plus, pour tout v = (x,y) € R?, on
obtient g(v) = g(x,y) = f(x,y) = (1,3) = (—y,%).

Synthese : prenons u = (1,2) et g : (x,y) = (—y,x), alors g € O(R?) car la matrice de g dans la base

0

canonique de R? vaut A = ( ]

_0]) € 0(2). Comme det(A) = 1, on a méme A € SO(R?) et g est la
matrice de la rotation d’angle % car A = Rp/2.

Ainsi, il existe un unique couple (u,g) € R? x O(RR?) tel que Vv € R?, f(v) = u + g(v), il s’agit du vecteur
u = (1,2) et de ’endomorphisme de R? défini par g : (x,y) — (—y,x).

Pour aller plus loin dans la description de f, cherchons un vecteur v = (x,y) € R? tel que f(v) = v. Or
(1—-y,34+%) = (xyy) < (x = =1,y = 2) donc le point vop = (—1,2) est 'unique point fixe de f. Et on a
W e R% f(vo+v) =u+g(vo+v) =u+gvo) +g(v) =f(vo) + g(v) = vo + g(v) donc f est la rotation affine

d’angle % autour du point vo = (—1,2).

b. Avec ces conditions, en prenant x = Og, on a f(0g) = uw+ g(Og) = u car g est linéaire donc uw = f(0g) et
Vx € E, g(x) = f(x) —u = f(x) — f(0).

c. (i) : soit x € E, comme u = f(0g) et g(x) = f(x) —f(0g) d’apres a., on f(x) = f(0g)+f(x) —f(0e) = u+g(x).
(ii) : pour un couple (x,y) € E?, d’apres I'une des trois identités de polarisation, on a la relation suivante :
(909lg(w)) = 3 (IlaGIIZ+119(w)I12=llg0) =9 (w112 ) = L (11£0) —(0e) P+ 1f(y) —(0e) P = [If() = ()] ).

Ainsi, (9(0)lo(v)) = 1 (Ix—O0ell2+1ly—=0e 2= Ix—yl12) = L (IxII+lyl> = |b=y|*) = (x]y) par hypothese
sur f et avec la méme identité de polarisation.
12 = |Ix||2

(iii) Comme g conserve le produit scalaire, en prenant x =y dans (ii), on obtient la relation ||g(x)||* = ||x

donc g conserve la norme ce qui, par définition, signifie que g € O(E).

a. C’est une question de cours ; en général méme, ¢ : M,(R)?> — R définie par ¢(A,B) = Tr (ATB)
un produit scalaire sur My, (R). En effet, la linéarité de la trace montre la linéarité en la seconde variable
de @. De plus, ¢(B,A) = Tr (BTA) = Tr (BTA)T) = Tr (ATB) = ¢(A,B) donc ¢ est symétrique et donc
aussi linéaire en la premiere variable. Ainsi, ¢ est déja bilinéaire symétrique. Par le calcul, en notant
A= (ai,j)icij<ns ona @(AA) =Tr (ATA) = 3 af’j > 0. Si (A, A) =0, comme une somme de termes

1<ij<n
positifs n’est nulle que si tous ses termes sont nuls, on a V(i,j) € [1;n]?, ai,; =0 donc A = 0. ¢ est donc

bilinéaire symétrique définie positive : c’est un produit scalaire sur My, (R).
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-1 0
bien un sous-espace vectoriel de M2 (R) de comme la famille (I, ]) est libre, c’est une base de X.

b. Par définition, M € ¥ <= (3(a,b) € R?, M = al, + bJ) avec | = . Ainsi, ¥ = Vect(I2,]) est

c. ¥ étant un supplémentaire du plan ¥ dans M,(R) de dimension 4, on a aussi dim(X+) =4 — 2 = 2.
M = ((cl Z) €Yt <= (M L1 et M LJ) donc, apres calculs, M € £+ <= (a+d=b—c =0). Les
a b

b —a) d’ou Bt = Vect(K,L) avec K = (] 0 ) et

matrices de 1 sont donc celles de la forme M = ( 0

1 0
(X L L & — (12 1
2 = WAV comme base orthonormale de ¥--. De méme, B, = WA en est une de .

1 . .
L= (O ) Or K'L = KL = J donc ¢(K,L) = Tr (J) = 0. I suffit donc de normer ces matrices pour avoir

d. D’aprés un théoréme du cours, cette distance d; vérifie d = d(M,X+) = [[M — p2(M)]| ol p2 est la
.. . K\ K L\ L
projection orthogonale sur ¥+. Or on sait que pz(M) =@ (M, 7) ——=t¢ (M, —) —= car B, est une base
2/V2 V2/ V2

orthonormale de ¥+. Ainsi, p2(M) = O.\% +V2-L =L dond= IIM —L|| = ||12]| = v/2. On peut faire de

V2

méme avec By ou, en notant p; la projection orthogonale sur 3 et en notant d; la distance de M a X, se rendre
compte que di = [[M —p1(M)[| = |[p2(M)|| car p1 +p2 = idr,(r)- Puisque da = [[M = p2(M)[| = [[p1(M)]]
et par PYTHAGORE, [[M|[2 = |[p1(M)[|* + |[p2(M)||?> = d% + d3 = 2. Ainsi, on a aussi d = v/2.

+o0o
a. D’apres I’énoncé, Iy = y/m. De plus, I} = f te

o0

2 —t?qtoo . L
“Yat = [— eT} = 0. Soit n € N, lapplication

—0o0
2 . . . . oL 2
fn it t"e” " est continue sur R, paire ou impaire selon la parité de n, et f,(t) = o(t1 ) par croissances

comparées, ce qui fait que f,, est intégrable sur R d’apres RIEMANN : I, existe.

“+o0
Pour n e N, I 4o = f

7t2

2 )

alors u et v sont de classe C' sur R et, par croissances comparées, . 1121 u(t)v(t) = 0. Ainsi, par intégration
— o0

2 o0 2 .
et dt = f t"*T(te ™t )dt. Sionpose u:trs t"Fletv:tsy —€
—0o0

+
par parties, Iny2 =0+ “—“ f Fnetqr = ntl ;F .

Si n impair, comme t — t™e —t% st impaire, on a I, = 0 (ou alors avec Iy = 0 et la relation précédente).
. . 2p —1 2p—1)2p—3)---1 (2p)! n!
Sin = 2p est pair, alors I, = JDTIZp—Z =...= v Ip = 471 V= Wﬁ
b. A nouveau, pour (P,Q) € R[X]2, g:t — P(t)Q(t )e*tz est continue sur R et, par croissances comparées,
g(t) = o(%) et g(t ) = o2 ) donc g est intégrable sur R. L’application ¢ est donc bien définie.
— 00

Par linéarité de I'intégrale, ¢ est bilinéaire et symétrique car PQ = QP. ¢(P,P) \f f Je~tdt > 0

et, comme t — P2(t)e”! est continue et positive sur R, fj: PZ(t)e tdt = 0 <= Vt € R, P?(t)e ' =0
ainsi P est nulle sur R. Mais si P s’annule sur R, P admet une infinité de racines donc P = 0. Ainsi,
(P|P) =0 <= P =0. (.].) est une forme bilinéaire symétrique définie positive : un produit scalaire sur R[X].
c. D’apres le cours, d(X3, R[X]) = ||X3 —p(X3)|] si p est la projection orthogonale sur R,[X] = Vect(1,X,X?),
sous-espace de dimension finie d’un espace préhilbertien réel. Ainsi, il existe un triplet (a,b,c) € R3 tel que
p(X3) = a+bX +cX?. On adonc (X3 —p(X3)|1) = (X3 — p(X3)|X) = (X3 — p(X3)|X?) = 0 ce qui donne le

systeme 3 équations 3 inconnues suivant : alp + cly = als +cly = bl; —I4 = 0. On en déduit que a =c =0

et b = 3/2, donc que d(X3, Ra[X]) = ||X3 — (3/2)X]| = \/16 — 3+ (9/4)12 _ § ~ 0,87 (apres calculs).
T
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a. Les matrices appartenant & Dy (R) s’appellent les matrices &4 diagonale propre.
La matrice A étant triangulaire supérieure, on a xa = (X — 1)™ donc Sp(A) = {1,---,1} (1 répété n fois)
donc A € D, (R). Plus généralement, toute matrice triangulaire est dans D, (R). Comme B est symétrique
réelle, elle est diagonalisable par le théoréme spectral et, comme rang (B) = 1, on a dim(Ker(B)) = n —1 par
la formule du rang donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1. La derniere valeur propre A vérifie donc
Tr(B)=0+:--4+0+A=Adonc A =n et B¢ D,(R) car la diagonale de B ne contient pas 0,---,0,n.
b. D1(R) = M;(R) est bien un sous-espace vectoriel de M;(R). Dés que n > 2, Dn(R) n’est pas un

. . 1 1 1
sous-espace vectoriel de M;, (R) car il n’est pas stable par somme. En effet, A, = (O : ) et By = (1 ?)

sont dans D, (R) alors que A; — By = <O ! ) n’appartient pas & Dy (R) car xa,-B, = X2 41 donc ses

10

valeurs propres sont +i alors que les deux termes diagonaux de A, — B, sont 0 et 0. On peut généraliser

pour un entier n > 3 en prenant A,, = <}t)2 g) et B = <BOZ 8) avec les mémes justifications.

c. Si M est symétrique, pour le produit scalaire canonique sur les matrices défini par (A|B) = Tr (ATB), on

alMP=Tr(M™™M) = X miz’]-. Or, d’apres le théoréme spectral, on a M = PDPT avec P orthogonale
1<hjsn
et D diagonale contenant les valeurs propres de M (comptées avec leurs ordres de multiplicité). Ainsi,

il vient [[M||> = T (M™™) = Tr (PD?PT) = Tr (D?) car deux matrices semblables ont méme trace. Or
n

n
T (D?) = Y. m%’k puisque M € D, (R) ce qui donne la relation ) mij = > m%’k (1).
k=1 1<ijgn k=1
2 _

En simplifiant les termes dans (1), on obtient > m{;

1<iFj<n
nulle que si tous ses termes sont nuls, V(i,j) € [1;n]]%, 1 #j = mi,; = 0 et enfin M diagonale.

0 et comme une somme de termes positifs n’est

Ainsi;, D (R) NS, = Dy (les matrices diagonales) car réciproquement, les matrices diagonales (qui sont

donc triangulaires) sont symétriques et a diagonale propre.

n

d. SiM € D,(R) N Ay, alors par hypothese xm = [ (X —0) = X™ car les termes diagonaux d’une
k=1

matrice antisymétrique sont nuls. Par CAYLEY-HAMILTON, M™ = 0 donc M est nilpotente. Comme M? est

symétrique donc diagonalisable et qu’elle est aussi nilpotente car (M?)™ = M?™ = 0, elle est forcément nulle
car elle est semblable & une matrice diagonale avec des 0 sur la diagonale. Ainsi M2 = 0 = —MTM donc

MTM = 0 ce qui donne ||M||? = Tr (MTM) = 0 donc M = 0. Par conséquent D, (R) N A,, = {0}.

n n n
(123)a. Pour A€ Ret (P,Q,R) € (Ru[X])2,siP= > axX*, Q= > bpX¥ et R= > ciX* :

k=0 k=0 k=0
n n
Symétrie : on a (P|Q) = Y axbx = Y. axbx = (Q|P) donc (.].) est symétrique.
k=0 k=0
n n n
Bilinéarité : on a (AP + R|Q) = > (Aax + cx)bk = A Y. axbx + > ckbk = A(P|Q) + (R|Q) donc, avec la
k=0 k=0 k=0

symétrie établie ci-dessus, (.|.) est bilinéaire.

n
Définie positivité : on a (P|P) = > a? > 0. Dé plus, si (P|P) = 0, comme une somme de termes positifs
k=0
n’est nulle que si tous ses termes sont nuls, ap = -+, an = 0 donc P = 0. Ainsi, (.|.) est définie positive.

Ainsi, (.].) est un produit scalaire sur Ry, [X].

b. Soit ¢ : Ry[X] — R définie par ¢(P) = P(1), alors ¢ est une forme linéaire non nulle sur R, [X] car
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@ (1) =1 donc H = Ker(¢) est un hyperplan Ry, [X]. Alors, d’apres le cours, d(1,H) est bien définie comme la

distance d’un vecteur & un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien et on sait que d(1,H) = |1 — pu(1)]|
n

ol py est la projection orthogonale sur H. Plus précisément, comme P(1) = Y ax on a I’équivalence
=0

n
PEH <= Y ax=0<= (P]1) =0donc H = Vect(1)*. Comme H* = Vect(1) est un droite, on sait d’apres
k=0

: (P[1) I(P[1)] @0“4
1ecoursqualorsVP6Rn[X],pHL(P):H1||Z]doncd(l,H):\|1—pH(1)||:||le(1)\|: =

a. La matrice Jy, est symétrique réelle donc diagonalisable dans M, (R) d’apres le théoréeme spectral.
b. On a clairement rang (J,) = 1 donc, avec la formule du rang, on a dim(Ker(Jn)) =n—1 > 0 et 0 est
valeur propre de multiplicité au moins n — 1 d’apres le cours ce qui montre que xj, = X" T(X — A) avec
A € R. Comme on sait qu'on a aussi xj, = X™ = Tr (Ja)X™' + -+, on a A = Tr (Jn) = n en identifiant.

Ainsi, Eo(Jn) est de dimension n — 1 et E,(Jn) de dimension 1.

En notant (eq,---,en) la base canonique de R™, il est clair que les vecteurs vi = ex — e, sont des vecteurs
du noyau de J,, pour k € [[T;n — 1] car Cx = Cy, dans J,, et que la famille (vy,---,vn_1) est libre donc
Eo(Jn) = Ker(Jn) = Vect(vi,---,vn—1). De plus, le vecteur w = ey + ---,en vérifie Jnv, = nv, donc
En(Jn) = Vect(vn). Ainsi, B = (vi,-++,vn) est une base de R™ car R™ = Eo(Jn) ® En(Jn) et, en notant
P la matrice passage de la base canonique & B, on a J, = PDP~! avec D = diag(0,---,0,n). En version

1 o -+ 0 1

0 1 Do
développée, la matrice P vaut Lo )

0 0 1 1
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ORAUX 2024 THEME 8
PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES

a. Sion note Xy, ’état du jeu & 1'étape n, comme {(Xn = 0), (Xy, = 1)} est un systéme complet d’événements

par hypothése, on a P(Xn41 = 0) = P(Xn = 0)P(x, =0)(Xnt1 = 0) + P(Xn = 1)Pix,=1)(Xnp1 = 0) et
P(Xnt1 =1) = P(Xn = 0) P(x,,—=0)(Xnt1 = 1)+ P(Xn = 1) Px,=1)(Xng1 = 1) par la formule des probabilités
totales. D’apres I'énoncé, Pix, —o)(Xny1 =0) =1 —p, Px,=1y(Xnt1 =0) = q, Pix,—o)(Xny1 =1) =p
P(Xn, =0)
P(Xn =1)
T=» a )
p 1—q
D’aprés CAYLEY-HAMILTON, xo = X?—Tr (A)X+det(A) = X2 —(2—p—q)X+1-p—q = (X=1)(X—=(1—-p—q))

et Pix,—1)(Xny1 = 1) = 1 —q. Ainsi, en notant, pour tout n € N, X, = ( ), les relations

précédentes se traduisent matriciellement par Vn € N, X, 11 = AX,, avec A = (

est annulateur de A. Soit n € N, effectuons la division euclidienne de X™ par xa, qui s’écrit X™ = Qnxa +Rn

avec Ry = anX + by car deg(Ry) < deg(xa) = 2. En évaluant ceci en 1 et 1 —p — q, on obtient le systéme
_ _ _ n
_1=0=-p=q" ,
P+q

. Ainsi, en remplacant X par A dans X™ = Qnuxa + anX + by, on trouve

an+bn—1=an(l—p—q)+bn— (1 —p—q)" =0 qui se résout facilement en an,

b~ =p—a)"=(0-p—q)
W=
P+q
an=1=0-p-q", (-p-a"-(0-p-a) _ 1 (q+p0qu qup@“)
p+q p+q p+a\p—p(l—p—q@)" p+q(l—p—q)"

Par une récurrence facile, on prouve que ¥n € N, X;, = A™Xp. Comme p,, = P(X,, = 1) par définition, on

a donc (1 _p“) =A" <1 —po) et Vne N, pn = (P—p0—p—9)")(0 —po) + (p+4q( _P—Q)n)Po.
P po P+

b. Comme p €]0;1[ et q €]0;1[,ona 1 —p —q €] —1;1] donc liT (1 —p—q)™ =0 donc, en passant a la
n—-—+0o0o

p(0—po)+ppo _ _p .
p+q p+q

limite dans la relation de la question précédente, lim pn =
n—-+oo

a. Soit (d,d’) € [1;n]? tel que d et d’ sont des diviseurs de n premiers entre eux.
(C) Soit m € Ag N Ag, alors il existe par définition k et k' tels que 1T < k < % et 1 < K < % et

m = kd = k'd’. Ainsi, d|k’d’ mais d et d’ sont premiers entre eux donc, d’apres le lemme de GAUSS,

d|k’ et il existe a € N tel que k' = ad. Comme 1 € ad < %, onal<axg ﬁ donc, par définition,
m = add’ € Agq.. On vient d’établir que Ag N Agr C Aga.
(D) Soit m € Aqar, il existe donc k tel que 1T < k < ﬁ et m = kdd’. Comme 1 < kd’ < % et m = (kd')d

et 1 <kd < % et m = (kd)d’, on am € Ag N Ags par définition. On a montré que Aqqr C Aqg N Aqg-.
Par double inclusion, Ag N Agqr = Agqr. Par définition de P, comme ]P’(Aq) = & par définition si q|n, on a

P(Aq N Ag) = P(Agqa) = ﬁ = ]a X é = P(Aq)P(Aq/) ce qui justifie que A4 et Agr sont indépendants.

b. Pour k € [I;n], k € Bp <= kA (p}' ---py7) =1 <= (Vi€ [I;7], kAp; =1) <= (Vj € [I;7], k€ Ap,).

En effet, k est premier avec n si et seulement si k et n n’ont aucun nombre premier dans leur décomposition
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,
respective en produit de nombres premiers. Ainsi, B, = m Ap;-

j=1
c. Par récurrence a partir de a., on montre que puisque p1,---,pr sont premiers entre eux deux a deux, les

n
Ap,y- -+, Ap, sont indépendants. On sait qu’alors Ay, ,---, A, le sont aussi de sorte que P(By,) = H P(Ay,)

j=1

donc o(n) _ ]II (1-P(Ap)) = f[ (1 - l) donc o(n) =n ]I[ (1 — l)

n j=1 j=1 Pj j=1 Pj
d. Soit deux entiers n et m de N*\ {1} premiers entre eux, si on décomposen =pj' ---pS et m =q7' --- qJ*,
'Q ’ b ier divisant divis t vice- 5 ST . pSrg”l ... g7t est la dé 5iti
puisque’aucun nombre premier divisant n ne divise m, et vice-versa, p; Pt dy qrt est la décomposition

R
en produit de nombres premiers de nm. D’apres la question précédente, on a ¢(n) = n [] (1 — l),
j=1 Pj

k=1 dk j=1 Pj k= dk

e(m)=m f[ ( - i) et ¢(nm) nm( ]I[ ( — 1)) X ( ﬁ1 ( - 1)) donc @(nm) = ¢(n)e(m).

e. Soit z € C tel que |z| = 1, alors il existe 8 € R que z = ¢!®. On pose t = Zi € R de sorte que z = 2V,
e

Comme t € R et que Q est dense dans R, il existe une suite (ty)ken € QN telle que klim t, = t. En
—+o0

Zinak
écrivant ty = g—k avec ax € Z et by € N*, on azx =e bPx donc zx est une racine by-ieme de 'unité et
k

zi € U. Comme u +— e = cos(u) + isin(u) est continue sur R car cos et sin le sont, et que klim t = t,
—+00

ona Um e =e't donc lim zx =z. Il existe bien une suite (zx)xeny € UY telle que lim zy = z.
k——+oo k——+oo k——+o0

f. Soitz € Py, alorsm, =ndoncz® =letz€ Uypcarm, =Inf{n € N*[z" =1} =Min{n € N* [z =1}
puisque {n € N* | z™ = 1} est une partie non vide (par hypothese car z € U) de N. Ainsi, P,, C U, done,
comme Uy, est fini de cardinal n d’apres le cours, Py, est fini et card (Py,) < n.

On sait que U, = {wk | k € [0;n — 1]} avec wy, = e . Montrons que P, = {wk | k€ B, }.

(C) Soit z € Py, comme P, C Uy, il existe un unique entier k € [0;n — 1] tel que z = wX. Si on avait
2ik d 2ikm .. . o .
pged (n,k) = d > 1, alors zV/4 = (e lnﬂ)n/ =e d =1 car d divise k ce qui contredirait le fait que n est

n

le pus petit entier m tel que z™ = 1 car & < n. Par 'absurde, on a donc prouvé que pged (n, k) = 1 donc

que k € By,. Ainsi, P, C {wk | k€ By}

(D) Soit z € {wk | k € By} qu'on écrit donc z = wk avec k € By,. Soit m € N* tel que z™ = 1, on a donc

2ikmmn
mk _ 2tkmn

Wy

=1 ce qui montre que 2kmm — [2] donc que km est un multiple de n. Or, puisque n et k
n

sont premiers entre eux et que n divise mk, par le lemme de GAUSS, on a njm donc m > n. Comme z™ =1,
n est bien le plus petit entier m tel que z™ =1 et on a z € P,,. Ainsi, {wX | k € By} C Py.

Par double inclusion, on a P,, = {wX | k € B} donc I'application 0 : By, — P,, définie par 0(k) = e 2T st
une bijection ce qui justifie bien que [Bn| = @(n) = |Ppn].

g. (D) Soit n € N*, alors P, C Uy, C U par définition donc P, C U. On en déduit 'inclusion U P, C U.

ne N*
+oo
(C) Soitze U = U Uy, par définition, il existe n € N* tel que z € U,,. Ainsi, z™ = 1 et, par construction,
n=1
m, = Inf {k € N* |z =1} <n. Comme z € Py, z € U P,, d’ou 'inclusion U C U Pn.

ne N* neN*

Par double inclusion, on a bien U = U Pn.
ne N+
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Soit (n,m) € (N*)? et n # m, s'il existait un complexe z € P,, N Py, on aurait & la fois m, =n et m, = m
par définition, ce qui est absurde car n # m. Ainsi, on a bien P, NPy, = 0 si n # m ce qui justifie que
{Pn}nen est une partition de U. On appelle les éléments de Py, des racines primitives n-iemes de 'unité.

Par exemple, Py = {]}7 Py = {7]}7 P3 = {j»j2}7 Py = {i) 71}
a. L’application nulle est une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 de €2 dans R et une

combinaison linéaire de deux variables aléatoires admettant des moments d’ordre 2 est aussi une variable
aléatoire admettant un moment d’ordre 2 d’apres le cours, donc E est un espace vectoriel de dimension
inférieure ou égale & n car engendré par n “vecteurs”. La variable aléatoire nulle appartient & G. Si (X,Y) € G2
et (A, n) € R?, AX + uY est une variable aléatoire réelle sur Q et, comme 0 < E(XY)? < E(X?)E(Y?) = 0 par
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, E((AX + nY)?) = A2 E(X?) + 2AnE(XY) + p? E(Y?) = 0. Ainsi, G est bien
un sous-espace vectoriel de E et, en tant que tel en dimension finie, admet un supplémentaire F.

Si (X,Y) € E?, par 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ, XY admet une espérance finie donc f est bien définie
sur E. f est bilinéaire par linéarité de l'espérance, symétrique par commutativité du produit dans R et
positive car X? étant une variable aléatoire positive, on a E(X?) = f(X,X) > 0. Par contre, f n’est pas définie
positive donc pas un produit scalaire sur E car pour toute variable aléatoire X non nulle de G , X? est presque
stirement nulle donc X est presque slirement nulle et f(X, X) = 0 alors que X # 0.

b. Par contre, g = f|r2 : F> — R définie par V(X,Y) € F2, g(X,Y) = f(X,Y) = E(XY) a les mémes propriétés
de bilinéarité, symétrie, et positivité en tant qu’application induite mais elle est aussi définie positive car
siX € Fet g(X,X) = E(X?) =0,0onaX € FNG = {0g} donc X = 0 est la variable aléatoire nulle. Par

conséquent, g = f|p2 est un produit scalaire sur F.

c. Pour (X,Y) € F?, on a E(XY)? < E(X?) E(Y?) par I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

d. Méthode 1 : les variables aléatoires Z et T(z-oy admettent un moment d’ordre 2 donc, par I'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ, on a ]E(ﬂ(z>o)Z)2 < E(H%ZN)))E(ZZ). Or H(ZZ>O) = T(z>0) ce qui montre que

E(ﬂ%zw)) = P(Z > 0) et T(z-0)Z = Z car Z est positive. On a donc E(Z)? < P(Z > 0) E(z?) donc, comme

2
[E(Z?) > 0 par hypothese, on a bien P(Z > 0) > %g%)
Méthode 2 : par définition E(Z) = > zP(Z = z) > 0 puis par inégalité de CAUCHY-SCHWARZ sur

z2€Z(Q)
les séries, en écrivant E(Z) = > (24/P(Z =12))(v/P(Z =z)), comme ces séries convergent, on obtient
<
2 2 E(z)? 2
E(z) < ( S 2 P(Z:z)) x( ) P(Z:z)) = E(z2)P(z > 0) done P(Z > 0) > —£0 car E(z2) > o.
zez(on) zeZ(Om E(Z )
n

e. Notons A; le nombre d’arétes issues du sommet i, on a A; = > Xi,; par définition donc, comme les

j=1
i
variables aléatoires X; ; suivent la méme loi de BERNOULLI et qu’elles sont indépendantes, d’apres le cours,

Aj suit la loi binomiale B(n — 1,py).

n
f. Aucune aréte ne part du sommet i si et seulement si A; = 0. Ainsi, Z, = ) T(a,—0) et, par linéarité de

i=1
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i=1 i=1
_In(n) _ et _ _In(n) . In(n) _
g. Comme p, =c¢ yona E(Zy,) =n(1—p) = nexp ((n 1)1n (1 e )) et nE;Too = 0
_ o In(n)y _ 1Y/ .In(n) n(n)*\y _ .
donc (n—1) In (1 c— = ) +—Oon(1 n) ( - +O< . )) = In(n)+o(1) (apres regroupement).

Ainsi, exp ((n—1) In (1 —CM)> = e-cinm)to(l) — pn=ceo(l) ~ n=C et on conclut que E(Z,) ~ n'~c.
n +o0 +oo +o0 +oo

Ainsi, lim E(Z,)=0sic>1, lim E(Zy,)=4ocosic<let lim E(Z,)=1sic=1.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

+oo
h. Comme Z,, est a valeurs dans N, on a E(Z,) = Y. P(Zn > k) = P(Zn, 2 1) = P(Z,, > 0). Ainsi, il vient
k=1

P(Zn > 1) < E(Zyn). Or, comme Vn = ng, E(Zn) < nexp ((n —1)n (1 — Cln(n))) car Cln(n) <pn <1
n n

E
pour tout n = ng. On a donc, d’aprés g. et par encadrement, 11111 P(Z,, > 0) = 0 dans ces conditions.
n——+oo

On n’a presque stirement aucun sommet isolé quand n tend vers +oc.

n 2 n
i. On développe Z2 = <Z “(Ai:O)) = > T]%A_:O) +2 > Ma,=0)M(a,=0) ce qui donne, comme
i=1 i=1 1<i<jgn
"%A»:o) = T(a,=0), la relation 72 =7, +2 Y T(A;=0)n(A;=0) d’0ou, par linéarité de l'espérance,
b 1<i<jgn
E(zZ) = E(Zn)+2 >, P(A; =0,A; =0). Il y a une aréte possible entre les sommets i et j, et n — 2

1<i<j<n
autres arétes possibles arrivant en i et n — 2 autres arrivant en j. Par indépendance mutuelle, on obtient

P(A; = 0,A; = 0) = (1 — pn)?™ 3. Ainsi, en reportant, E(Z2) = n(1 — pn)" ' +n(n —1)(1 — pn)?"—3

donc, en factorisant par rapport aux puissances de 1 —ppn, E(ZZ) =n(1 —p)™ (1 + (n—1)(1 —pp)™2).

2
D’apres la question d., on a donc 1 > P(Z,, > 0) > E(ZT}) =" x(1—pn) X ] 1
E(zy;) n-—1 4
(n—=1)(1 —pp)™?
Or lim —— =1, Um (1 —pn)=1car Ing € N*, Vn > no, pn < Cln(n) et, comme en question g.,

n—+ocon — 1 n—-+oo

_ In(n) . E(Z,)?
2 n—2 > ( ) n _
onavn =ng, (n—1)(1—pn) m=—Texp((n—2)In(1 —c——= ey +oo done nhT EZL) =1

donc 11111 P(Z,, > 0) =1 par encadrement. Il y a presque siirement au moins un point isolé dans ce cas
n——+oo

quand n tend vers +oo (en fait il y en a beaucoup puisque 1111 E(Zy) = +0).
n——+oo

n—1 n—1 n—1
a. Puisque X, (Q) = {O,l,-~-,n7_]}7ona > ]P’(XTL = k) =Y an(em—1) =an 3 (™ —1)=1.
n k=0 n k=0

n k=0
n-1 n—1 n/n e—1 —n(el/“—1)
1 k _ T/myk e -1 _
Or,commee/“#LonakX::O(e /“—l)——n+k2_20(e /my ——n+e1/n_]_ T

> 0.

e!/m
e—1—n(e]/“—l)

Ainsi, o, = . Ore'/™—1 e Lot e—]—n(e”“—1) = e—l—n(l+o<l)) = e—240(1)
n

oo M +o0 n +oo
donc nl_i)Too (e -1 —n(el/“ — 1)) =e — 2> 0 ce qui montre que an ol m.

a. Xy, représente le nombre de succes (la face du dé lancé vaut 1) lors d’une répétition de lancers indépendants
suivant la méme loi de BERNOULLI de parametre % (deux faces sur quatre). D’apres le cours, X, suit la loi

binomiale B <n, %) . De méme, comme il n’existe qu’une face sur quatre marquée 0 ou 2, Y, et Zy, = n—Xpn—Yn

(qui représente le nombre de faces 2) suivent la loi binomiale B (n, %) Ainsi, E(Xy) = % et E(Yn) = %
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b. Comme dit & la question précédente, Z,, = n — Xy — Yy, suit la loi B (n, All) donc (Xn + Yn)(2) = [[0;n] et,

n I\n—k /3\k
pour k € [0;n], P(X, + Yn =k) = P(Z, =n—k) = < k) (Z> <Z> ce qui montre que Xn + Yy suit
n—

la loi binomiale B (n, %) On pouvait aussi dire que Xy, + Y, représente le nombre de fois ot I'on tombe sur

les faces 0 ou 1 (3 faces sur 4) lors de n lancers indépendants avec la méme conclusion, Xy, + Yn, ~ B (n, i).

4
c. Si Fi est le numéro de la face du lancer k, pour (i,j) € [0;n]?, ((Xn,Yn) = (i,j)) = 0sii+j > net

i )
((Xny Yn) = (i,j)) = | ] (N Fme =D (((Fp, =0)n (] (Fx = 2) (xéunion
k=1 k=1

kgMUP

IT<my<--<my<n
ISpp<--<pjsn
{my,smit=m)yn{p1, Pl (=p)=0

d’événements incompatibles) donc, par indépendance des F,, et o-additivité, on obtient la relation suivante :

i j n—i—j
P((Xn,Yn) = (1,j)) = N(%) (Zl‘) (}1) ot N est le nombre de (i + j)-uplets (my,---,mi,p1,---,pj)

n
vérifiant les conditions imposées. Or il y a () fagons de choisir les (mq,---,m;) et, une fois choisi ce
i
. N n—i . . . .
i-uplet, il y a, de maniere indépendante, ( . ) fagons de choisir le j-uplet (p1,~-~,pj) parmi les n — i
)

lancers restants et un seul choix pour les indices correspondant a la face 2. Au total, cela donne I’expression

i !
N = n X n_ YW ™ Choix de tels (i+j)-uplets (my, -, mi, p1,--+,pj)-
i j iln —i—j)!

Ainsi, P((Xn,Yn) = (1,j)) =0sii+j>net P((Xn,Yn) = (i,j)) = ﬁ(%)l(%)nﬂ Gicien

c. Comme X, et Y sont bornées, la covariance demandée existe et Cov(Xn,Yn) = E(XnYn) — E(Xn) E(Yn)

2
donc Cov(Xn,Yn) = E(XnYn) — % d’apres la question a..

Méthode 1 : pour une variable aléatoire réelle U admettant un moment d’ordre 2, on a E(U?) = V(U)+E(U)?

2 2 \2
= (Xn + Yn) 5 X Y“, par linéarité de I'espérance, cela donne la relation

E(XnYn) = %(V(Xn FYn) 4 E(Xn + Ya)? — V(Xn) — V(Yn) — E(Xn)? — E(Yn)z). Or on connait les lois
n

donc, comme on a aussi X, Yn

de Xn, Yn et Xn + Yn donc E(Xn + Yn) = {T“ E(Xn) = B0 E(Yn) = & V(Xa) = &, V(Vn) = 3]% et

2 _
V(Xn+Yn) = 3]’—2 ce qui donne E(X,Yy) = %(‘:’—2 + 9]% - % - % - nT - ?—6) = n(nTl) Ainsi, on trouve

2
Cov(Xn, Yn) = E(XpYn) — % = —%.

Méthode 2 : par le théoreme de transfert appliqué a (X,,, Yn ) dont on connait la loi avec c. et avec f : N> — N

o L . . . ! AN N
défi f = ij, E(XnYn) = P((Xn,Yn) = = — T (7)(7) .
éfinie par f(i,j) = ij, on a E(XnYn) ig%nu ((Xn, Yn) = (i,))) H%nl)i!j!(n—i—j)! 5)
Traitons deux cas :

n =1 Alors X1Y; =0 car il n’y a qu'un seul lancer donc E(X;Y7) = 0.

_ ]) (TL—Z)! 1 i—1 1 (n—2)—(i—1)
>2 E(X.Y — n(ni (7) (*) et,
n22 EXn¥n) 8 ; G-DIG-Di((n—2)—(GE-1)—G-1n)\2 4
i>0,j>
L - 1) (n—2)! 1\
o i1, B = MO ONC
avec 1 1 y) ) ) ( n n) 3 i/+j§n,2 1/']/'((1'1 — 2) _ ;LI _ J/)| 2 4
Avec c. appliquée avec n — 2 & la place de n, comme Q = |_| ((Xn-2,Yn—2) = (i',j")), on a
V+j's<n-2
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P2 Vo) = (1)) = ¥ o OB (T g ceree

4j'<n—2 i’Jr].’ST\.fZl!] (nfzfl —-) ) 2 4
) A ) al N1\ 1IN /110
relation est méme vraie pour n = 2 car i/+zj;<o m<i) (Z) = (E) (Z) =1.
Ainsi, E(XnYn) = %
nn—1) nn—1) p? n
Dans tous les cas, on a donc E(XnYy,) = donc Cov(Xn,Yn) = T Y

Bien stir, on suppose les tirages indépendants et équiprobables. Pour tout entier n € N, on pose I’évenement
R, = “on tire une boule rouge au tirage n”.
a. Soit n > 0 et k € [[0;N — 1], on a deux possibilités pour avoir k boules rouges au bout de n + 1 tirages :
e soit on a k + 1 boules rouges au bout de n tirages et on a tiré une boule rouge au tirage n 4+ 1 qui a
été remplacée par une boule verte.
e soit on a déja k boules rouges au bout de p tirages et on a tiré une boule verte au tirage p + 1.
Ceci se traduit par (Xn41 =k) = ((Xn = k) NRuy1) U ((Xn =k + 1) N Rpuy1). Par incompatibilité de ces
deux évenements, P(Xn11 = k) = Pix, =) (Rng1) P(Xn = k) + Prx, =k 1) (Rng 1) P(Xnn =k +1) (7).

Ou alors, comme Xn(Q2) C [N —n;N], avec le systeme complet d’événements ((Xn = 1)), <cicn €t 12

N
formule des probabilités totales, P(Xn +1=k) = > P(Xn =1)Px,=1)(Xn41 = k) sachant que i # k et
i=N—-n
i#k+1, Px,=i)(Xns1 = k) =0, ce qui donne & nouveau la formule (1).
Or, si X, =k, il y a dans I'urne k boules rouges et N —k boules vertes donc Px, —x)(Rnt1) = % Et si

Xn = k+1,il y a dans 'urne k + 1 boules rouges et N — k — 1 boules vertes donc P(x, —x)(Rnt1) = k + 1

Ainsi, avec la relation (1), on a P(Xn41 =%k) = % P(Xn =%) + kNi] PXn =k+1).

Il reste a parler des cas particuliers :
esin=0etk=N,ona(X;=N)=0=Xo=N+1)=0et (Xop =N) = Q donc, comme NI;N =0,

on a encore la relation P(Xo47 = N) = N ]; Np(xo =N) + % PXo=N+1) =

esin>Tletk>=N)ou(m=0et k>N),ona (Xpr1 =N)=0= (X, =N) = (X, =N+1) donc on
a toujours la relation P(Xn41 =%k) = %P(Xn =k)+ kNi”P(Xn =k+1)=0.

Ainsi, dans tous les cas, Vn > 0, Vk > 0, P(X;,41 =k) = % P(Xn =%) + kNi] P(Xn =k +1).

N
b. Pour n >0, on a E(X;41) = Z kP(Xn+1 = k) car X, (Q) = [[0; N] done, avec la question précédente, il

vient E(Xn41) = Z k( —KPp(X, = k)—l—kT‘H P(Xn = k—H)) qu’on décompose, puisque k = (k+1)—1, en

E(Xns1) = zu@(n:k) 2k2< S z<k+1> B(Xn =k+1>—gk§0<k+1m<n=k+w

Apres 51mp11ﬁcat10n et changement d indice, comme ]P’(Xn = N+ 1) =0, il ne reste dans cette formule que
N—
E(Xns1) = 35 kP(Xn = k) — L S B = k1) = (1- L) ECw).
k=0 k=0

n
c. (E(Xn))n20 est géométrique et, comme E(Xo) =N,Vn € N, E(X,) =N (1—%) avec 1—% €]-1;1[. Or
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N N N
EXn) = 3 kP(Xn =k) = 3 kP(Xn = k) = 3 P(Xn = k) = P(Xn > 1) donc 0 < P(Xn > 1) < E(Xn).
k=0 k=1 k=1

Comme Xy, est & valeurs positives, on a aussi directement P(X, > 1) < % = E(Xn) par inégalité de

MARKOV. Comme lim E(Xy,) =0, par encadrement, lim P(X, >1)=0.

n—+oo n—-+oo
N
Comme EXn) _ (1 - l) = exp (N In (1 - ]—)) et In (1 - l) ~ —L donc lim Nln (1 —l) =1,
N N N N/ 4+ N N—+o0 N
par continuité de exp, on a lim EXn) _1 0,37.
N—+oco N e
d. On a Y = 0 si et seulement il reste des boules rouges (il y en a au moins une dans l'urne) & toutes
+oo n
les étapes. Ainsi, (Y =0) = ﬂ (X = 1) donc on a bien (Y =0) C ﬂ (Xx = 1) pour un entier n € N*.
n=0 k=1
Comme la suite d’évenements (X > 1))k>1 est décroissante car si Xy41 > 1, a fortiori, on a Xy > 1, on
n
a(Y=0)C ﬂ (Xx =2 1) = (X = 1). Par croissance de P, il vient 0 < P(Y = 0) < P(Xy, > 1) donc, par
k=1

encadrement, P(Y = 0) = 0 en passant & la limite dans cette double inégalité d’apres c..

a. Posons M = (2 z), alors xpm =

e Siyz >0, xm = (X —x— /yz)(X —x + /yz) est scindé a racines simples sur R donc la matrice M

X—x —y

. xexlT (X —x)? — yz. Traitons trois cas :

est diagonalisable dans M, (R) d’apres le cours.
e Siyz =0, xm = (X —x)? est scindé sur R et M —xI; = <g g) donc M est diagonalisable si

et seulement si dim(Ex(M)) = 2 car x est valeur propre de M d’ordre de multiplicité 2. D’apres la
formule du rang, dim(Ex(M)) = 2 —rang (M — xI2) donc la matrice M est diagonalisable dans M;(R)
si et seulement si M — xI; = 0 ce qui est équivalent a y =z = 0.
e Siyz <0, xm = (X —x —1iv/—yz)(X — x + iy/—yz) donc xpm n’est méme pas scindé sur R donc la
matrice M n’est pas diagonalisable dans M, (R).

Ainsi, M est diagonalisable dans M, (R) si et seulement yz > 0 ou (y =z =0).

"2;;’2 ijfy) donc M2 = M <= (x —x® —yz = (2x — )y = (2x — 1)z = 0).

Or (2x—1)y=0<:><x:1£0uy20) et (2x—1)z=0<:>(xz%ouzz()),(x—x2:O<:>(x:00u

b. Projecteur : M2 = (

x=1)et (% — % —yz = O) = (yz = le) Ainsi, on a I’équivalence suivante, juste pour l'aspect projecteur
deM: M? =M < ((x:y =z=0)ou(x=1y=z=0)ou (x: %,yz: %)) Il y a donc une infinité

de matrices M de F dont I’endomorphisme canoniquement associé est un projecteur.

Projecteur orthogonal : comme la base canonique est une base orthonormale dans R? euclidien canonique,

M représente un endomorphisme auto-adjoint si et seulement si M est symétrique et MT =M <=y = z. Or

y? = 1 y = i% et on sait d’apres le cours que M représente un projecteur orthogonal si et seulement

4
si ’endomorphisme canoniquement associé est un projecteur auto-adjoint. D’apres les deux équivalences

précédentes, 'endomorphisme canoniquement associé & M est un projecteur orthogonal si et seulement si

((x:y:z:O)ou(x:1,y:z:0)0u (xzyzzz%)) ou (x:%,y:zz—%)). Il n’y a donc
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. . 1 . . oz
que quatre telles matrices, (g g) (endomorphisme nul de rang 0), <] g) (endomorphisme identité de

1

rang 2, % <1 1 ) (projection orthogonale sur la droite Vect((1,1)) de rang 1) et % (11 _11 > (projection

orthogonale sur la droite Vect((1,—1)) de rang 1).
c. Comme det(M) = X2 —YZ, (M € GL2(R) <= (det(M) # 0) <= (X? # YZ). Or, en étudiant tous les
6

cas, (X2 = YZ) = (U(xzk,vzk,zzk))u((xzz,vz1,z:4)u(x:z,v:4,z:1)). On a
k=1

6
P(X2=YZ)= Y. PX=k Y=k Z=k)+P(X=2Y=1,Z=4)+P(X=2,Y =4,Z = 1) par incompatibilité

de ces éveénements. De plus, comme X,Y,Z sont indépendantes et suivent la loi uniforme sur [[1;6], on a
P(X? =YZ) = % + % + % =8 _1 de sorte que P(M inversible) = 1 — P(X? = YZ) = 26 0, 9.
6 66 216 27
+oo
a. Comme X(©2) = N par hypotheése et que (X > k) = |_| (X = n), par incompatibilité de cette infinité

n=k+1
“+oo
. Or on sait

too —Ayn
dénombrable d’événements et o-additivité, on a P(X > k) = >, P(X=n) = = '7\
n=k+1 n=k+1 n.
)\n +oo “Apm k
d’aprés le cours que e = Z donc que 1 = E & - et on adonc P(X>k)=1— > & -
n=o0 N . n=0 !

7AAn

(1)

Or la formule de TAYLOR reste intégral appliquée a la fonction f = exp entre 0 et A a l'ordre k donne,

k _ A\nge(n) A _ \ke(k+T1)
puisque exp est de classe C**! sur R, e = f(A) = E (=077 (0) + f wdt. Ainsi,

comme Vn € [0; k], f™(0) =1, et Vt € [0;A], f(k‘H)(t) =et e par croissance de l'intégrale, on obtient
L A(n—t)k k +1 MK
Ve s A (PR [7( ) } A On multipli
2y te Jo nzon + et k-1 o Z nl (k+1)!' fl THHEHPHE pat
kK —Aym k+1 . K —Aym k+1
e M>0et1— nz::() 2 n!)\ < (12\+ i et, avec (1), cela donne bien P(X > k) =1 — nZ::O € n!)\ < (IZ\Jr ik
+oo n
b. N(f2) = N*U {400} et, pour n € N*, on a (N > n) = |_| ((Xo =k)N (W(X,-L < k)) en distinguant
k=0 i=1
selon les valeurs possibles de Xo puisque Xo(2) = X(©2) = N. Par incompatibilité de ces événements et

“+oo n
indépendance de Xg,--+,Xn, on a donc P(N > n) = (IP(XO =%) [ P(X; < k)) Comme Xo, -+, Xn

k=0 i=1
too “A\k no oo —A\k n
suivent la méme loi de POISSON, on a P(N >n) = > e?(IP’(X < k)) =Y eT (1 - P(X > k))
k=0 K k=0 K

Comme N est & valeurs dans N, N est d’espérance finie si et seulement si la série > P(N > n) converge, ce
n>0

—Ayk n
qui revient, grace a I’expression précédente, a la sommabilité de la famille (% (1 —P(X > k)) )( Jene’
: n,k)eN

Si on avait la sommabilité de cette famille alors d’apres le théoréme de FUBINI, on aurait la relation

E(N):EP(N )= S (Z e A ( P(X>k)>n> b3l (Z e AAk( P(X>%))")). Comme

n=0 “k=0 k=0
: e M\ X e Mk
P(X > k) > 0 pour tout k € N, on aurait donc E(N) = Zo 0 X7 = IP’(X ) Z:Om.
e MK e Mk +1)

\/

A
Mais d’apres la question précédente, Vk € N, =(k+1 )T ce qui est absurde

KP(X>k) ~ kAR
—A
par comparaison car la série > (k + 1 )T diverge grossierement. Par conséquent, la variable aléatoire N

k>0
n’admet pas une espérance finie.
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—+o00

c. Comme (N =+400) = |_| (N = n) et que ces événements sont incompatibles, par c-additivité, on a
n=1
+oo +o0 n—1
1—P(N=+00) = 3, P(N=mn). Or (N=n) = [ | ((xo =N X <K N (Xn > k)) et, toujours
n=1 k=0 i=1
par incompatibilité de ces évenements, indépendance de Xp,---, X, et comme Xg, - - -, X, suivent la méme

—+oo n—1 +oo
loi que X, ((N=n)= > (IP’(XO - k)( I P(X: < k)) P(Xn > k)) =3 P(X=K)PX <K PX > k).
— i=1 k=0
Ainsi, +§°jo P(N=n) = +§ojo Jrfjo P(X = k) PX <K TP(X > k) = Jio P(X = k) P(X > k) Jio P(X < k)™
n=1 n=1k=0 k=0 n=1
=y o X PX=KPX>k) X PX=k)P(X>k)
avec FUBINI et, comme P(X > k) < 1, ngl P(N =n) = kgo —PX<k) kgo PX > k)

+oo +oo
dott Y P(N=n)= > PX=k)=1car X(2) = N. P(N=+00) =0 donc N est presque siirement finie.
n=1 k=0
a. Par définition de [X], on a X < Y mais on n’a pas X < Y — 1 car Y est le plus petit entier k vérifiant
X < kdonc X > Y —1 et on a la double inégalité, comme pour la partie entiere, X <Y < X+ 1. Comme Y est
a valeurs dans R, que Y < X+ 1 alors que X+ 1 admet une espérance finie par hypothese, par comparaison,
—+oo
Y admet aussi une espérance finie. Comme Y est & valeurs dans N, d’apres le cours, E(Y) = Y P(Y > k).
k=0
De plus, pour k € N, comme X < Y, on a l'inclusion (X > k) C (Y > k). De plus, comme Y — 1 < X, et que k

est un entier, on a (Y > k) = (Y > k+1) C (X > k). Ainsi, par double inclusion, on a (X > k) = (Y > k) ce qui
donne P(X > k) = P(Y > k). Cependant, 0 < X < Y donc, par croissance de 'espérance, 0 < E(X) < E(Y)

+oo “+o00
et on obtient bien 0 < E(X) < Y, P(Y>k) = > P(X > k).
k=0 k=0

b. Soit k € N fixé et n € N, par hypotheése on a 0 < Xj41 < Xy done (Xp41 > k) € (X > k). En
posant Ay, = (X5, > k), la suite (A )nen est donc décroissante et, par théoreme de continuité décroissante, si

A= ﬂ An,ona P(A)= lim P(A,). Comme Vw € Q, lim Xp(w)=0,0naA = car pour un w €
n—-+4oo n—+o0o
neN
fixé, Ing € N, Vn > ng, 0 < X; < e =k donc w € A. Ainsi, on a bien Vk € N, UT P(Xn > k) = 0.
n——+4oo

c. Pour k € N, soit uy : Ry — R telle que ui(x) = P(X|x] > k). On pose, pour x € R, u(x) = 3030 ug (x).
k=
(Hy) Pour k € Net x € Ry, on a0 < X|x < Xo par hypothése donc (X|x| > k) C (Xo > k) es uy est
bornée sur Ry avec |[ur||oo,r, < P(Xo > k). Comme >  P(Xo > k) converge d’apres a. car Xo
est positive et admet une espérance finie, on a la conv];fgoence de la série ) |[uk||oo, r, donc la
convergence normale de la série de fonctions Zo ug vers u sur Ry. .
k>
(H2) Pour tout k € N, la fonction uy admet une limite finie en 400 d’apres la question b. et on a

im uk(x) = XETOO ]P)(XI_XJ > k) =l =0.

X——+400
+oo
Par le théoreme de double limite, on a donc lim u(x) = &, = 0 donc, en particulier, lim u(n) =0 ce
x——+00 k=0 n—+oo
—+o0 —+o0
qui donne lim P(Xn > k) = 0. Par encadrement, comme on a Vn € N, 0 < E(X,) < Y P(Xn > k)
n—+00 1 " k=0

d’apres la question a., on en déduit que liT E(Xn) = 0 (c’est le théoréme de convergence dominée pour
n——+oo

les variables aléatoires).
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a. Il est implicitement admis dans ’énoncé qu’'une suite (Sy)nen+ de variables aléatoires indépendantes

de méme loi de BERNOULLI B(p) avec p €]0; 1] est telle que toutes les X;, sont définies sur un méme espace
probabilisé (2, A, P). On pose X; = +oo s’il n’existe aucun entier k tel que Sy =1 et, dans le cas contraire,
X1 =Min({k € N* | Sy, = 1}) qui existe bien car la partie A = {k € N* | Sy = 1} est alors non vide, incluse

dans N et minorée par 0 donc son minimum existe.

On a déja, par construction, X1(Q2) C N* U {400} donc X;(f2) est bien un ensemble au plus dénombrable.

k-1
Pour k € N*, (X1 =k) = ( ﬂ (Si = O)) N(Sx = 1) donc, comme les événements (S; = 0) et (S; = 1) sont des
i=1
évenements par hypothese car les S; sont des variables aléatoires, par intersection finie d’événements, on a
—+oo
(X1 =k) € A. De plus, (X7 = +00) = ﬂ (X1 = k) donc, par intersection dénombrable de complémentaires

k=T
d’événements, (X7 = +00) € A. Par conséquent, X; est une variable aléatoire sur (2, A, P).

b. On sait d’apres le cours que X; suit la loi géométrique de parameétre p en tant que temps d’attente du
premier succes dans une répétition d’expériences de BERNOULLI indépendantes de méme loi. Ainsi, d’apres

le cours toujours, on a E(X;) = et V(Xy) = 1%2
P P

n—1
c. Sik>n,(xn:k):< | | <ﬂ(sij:1))m N (Sm=O)>>O(Sk:1)car

I<ihi<<ip-1<k-—1 j=1 m€[[1 k=11
m

Thoninaa

Xn(€2) C [n;+o0] par construction. En effet, on doit avoir n — 1 succes entre les étapes 1T et k — 1 et un

—1
]) de choisir

dernier succes a ’étape k. Avec les mémes arguments que précédemment, comme il y a (
n—

k—1
ces (k — 1)-uplets (i1, --,in—1), 0n a P(Xy, =k) = ( ]>p“(1 —p)* ™ (Clest la loi de POLYA).
n—
d. Comme Yq,---,Y, sont & valeurs dans N, sont indépendantes et suivent la méme loi que X, on a
n n
_ _ 1 .1 pt _ onn 1
~ 1l G = (6 dome e | - s 1 [ g (0 = (P Y e 1
LG = (6x) T A A U = —p"

+oo /__
Or on sait d’apres le cours sur les séries entieres que Vx €] — 1;1[, (14+x)"" = > ( kn> x* avec le calcul

— —n)(—n—=1)--(—n —k+1 —1)* k—1)!
" :(n)(n R +):( ) (n+ )donc,pourté}fLL[,ilvient
k k! Kl(n—1)! T—p 1—p
+oo oo
1 nyn (n+k—1)! Kok n+k—1)! K k+n
Gs, (t)=p™"— i ——— =p"t A (1T—p)kt Sy P (1= p) T Avec le
) =0 —p)o" Z dm oy VTP = 2 ) "1-p)
changement d’indice j = n+k, ona Gs, (t) = %O %p“U—p)j_“tj = Z = pr(1—p) ™.
" i=n m=i)ln-=1)! = \n—1
Comme Gg, (t) = Y. P(S,, = j)t! par définition et que le rayon de convergence est strictement positif, on
j=n
k—1
peut identifier et on a Yk > n, P(S, =k) = ( ]>p“(1 —p)km
n—

Comme on retrouve la loi du n-iéme succes comme en question c., on se doute qu’il y a un lien. On écrit
Xn = X7 + Z (Xk4+1 — Xk) et on interpréte Xyq1 — Xy comme le temps d’attente du (k + 1)-iéme succes

une fois qu’ on a eu le k-ieme succes, qui suit donc la méme loi géométrique de parametre p que X;. En

admettant que les variables aléatoires Y1 = X7,Y2 = X2 — X1,-++,Yn = X;u — Xn_1 sont indépendantes, on
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n
retrouve le fait que Sy, = Y Yy = Xy, suit la loi de POLYA (ou loi binomiale négative ou loi de PASCAL).
k=1

Notons pour toute la suite Ty la variable aléatoire qui est le résultat du tirage d’indice k s’il a lieu. Par
construction, X, (2) C [1;n] donc Xy, est bornée et admet donc une espérance finie. On suppose bien siir

aussi que chaque boule de I'urne a autant de chance d’étre tirée & chaque étape.

a. Bien sir, si n =1, on vide l'urne en un seul tirage de maniére certaine donc X1 =1 et E(X;) =1.

Sin=2 (Xa=1)=(T1 =1et (X2 =2) = (T =2,T, = 1) donc P(X; = 1) = P(T :1):%%
PX;=2)=P(M =2)P(T,=1|T) =2) = % x 1= % Ainsi, par définition, E(X;) = % % 1 +% x 2= %
b. Pourn>2eti=1,0ona (X, =1)=(T; =1) donc ]P’(Xn:1):l.
n
n
Pour n > 2 et i € [2;n], on a (X, |_| T1 = j,Xn = i). Cette réunion étant disjointe, on a donc
j=2

n
PXn =1) = > P(M = {)PXn =1i| Ty =j). Or, quand on a tiré la boule j au premier tirage, on
j=2

enleve les boules numérotées j,j + 1,---,n et on se retrouve au point de départ du probleme définissant
Xj—1, une urne contenant les boules numérotées de 1 & j — 1, avec les mémes regles, sauf qu'on a déja

effectué un tirage. Ainsi, P(Xn, =1 |Ty =j) = P(Xj_1 = i —1). Par conséquent, sin > 2 et i € [2;n],

1 n 1'n—]
PXn=1)==> PXj_1=i—-1)=—+ P(Xx =1i—1) en posant k =j — 1.
ny=2 N k=1
. 1,1 5% 1L 1N
Alors, E(Xn) = > iP(X, =1) = -+ 72 Z PXy=i—-1)=—+— Z > iP(Xyx =1i—1) en inversant
& noonis & n onZis
1 1 n—1k+1
la somme double. Mais P(Xxy =i—1) =0 dés quei >k donc E(Xy,) = -+ — Z > iP(Xx =i—1). Alnsi,
n Tl k=1 i=2
1, n=1k+1 1,1 T
EXn)=-4+- >, Z A=T4+1)PX =i—-1)= -+ — Z (14+ E(Xx)) car E(Xx) = > 1—1)P(Xpe =i—1)
n n k=1 i=2 n n k=1 i=2
k+1 1 n—1
et P() =1= > P(Xxy =i—1). On a donc bien la relation attendue, E(Xy,) =1+ — E(Xy) sin > 2.
i=2 ™ k=1
c. Méthode 1 : d’aprés b., on a E(X3) = 1+ %(1 + %) =1+ l + % = % De méme, on obtient
E(Xq) =1+ 1 (1 +3 41 —|— + %) =1+ % + - 3 + = %g Il semble, surtout avec l'aide de la question

n
supplémentaire, que E(X;,) = Hp = > % pour tout entier n € N*. On a déja réalisé I'initialisation. Soit
k=1
1 n—1 ] n—1 k 1
n > 2 tel que Vk € [[1;n — 1], E(Xx) = Hy, d’apres b., on a E(X,) =1+ - > E(Xk) = ; Z > i
k=1 k=1j=1
n—1n-1 1 n—1 1 1
donc E(Xn) =1+ 1 - > Z ;= Z =1+ ( > ]) — n% = Hy. Par principe de récurrence
j=1 k=j = j=1
forte, on a bien Vn € N*| E(Xy) = Hp donc ]E(Xn) o In(n).
n—1 n
Méthode 2 : d’apreés b., pour n > 2, nE(X) =n+ > EXy) et (m+1DHEXny1) = (n+1)+ > E(Xy)
k=1 k=1
donc M+ 1NEXn41) =1+ nEXn) + EXn) = (n+1)EXn) +1 dott EXnt1) — EXy) = %4-1 Par
n—1
télescopage, on a donc E(Xn) = E(X1) + 3 (E(Xx41) — E(Xk)) =1+ Z k+1 = Hn.
k=1

1

Question supplémentaire : comme f : t — — est continue et décroissante sur [1;4o00[, on a la majoration
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k+1

k+1 k
. — dt -1 . at 5 1 i
Vk € [[1,11}],];( f(t)dt = fk . < flk) = . et Vk € [2;n], fk_1 " > o En sommant la premiére
s ez . n+1 a4 L . . .
inégalité pour k € [[1;n] et par CHASLES, on obtient f] " < Hn = ) o Si on fait de méme pour
"d o~ 1 o
la seconde pour k € [2;n], on a f1 Tt > Hy—1= % s Ainsi, In(n + 1) < Hp < 1+ In(n). Comme
k=2
In(n+1) ~ In(n) ~ In(n) + 1, par encadrement, on a donc Hy, ~ In(n).
400 —+oo —+oo

—.

(X = 1,Y = j) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on a la relation

a. Pouri e N, (X =1i) =
j

i T | : . L 7)\)\1 . 7)\)\1
PX=1)=> PX=1iY=j)= 6,7'7\1 > (T)o&(] —a) ) = € —(a+1—0)' = € —— par le bindme de
)

j=0 1. j=0 1! 1.
NEWTON donc X suit la loi de POISSON de parametre A.

0

+oo
b. De méme, pour j € N, (Y =j) = |_| (X =1,Y =j) (réunion disjointe) donc, par o-additivité, on a aussi
i=j
+oo —A Jiyj T At (1 )t —A iy Foo k(1 4k
Py=j)=> PX=iv=j)=¢& _"")‘ A (.1 o?) =£ _"x}‘ AT( ‘“) en posant k =1 —j.
iz S (=) it k=0 k!
A i — A j
Ainsi, P(Y =j) = 6_7(')6]}\]67\(17“) =< .go‘)\) donc Y suit la loi de POISSON de paramétre aA.
) ):
\ €7A7\1 67“}\(00\)0
c. Par hypothese, P(X =0,Y =1) =0 alors que P(X =1) = T Oet P(Y=0) = > 0 donc
P(X=1,Y=0) # P(X=1)P(Y =0). Ainsi, X et Y ne sont pas indépendantes.
+oo
d. On a Z(2) C Z et, pour k € Z, comme (Z = k) = U(X = k+j,Y = j) (réunion disjointe), par
j=0
+oo
o-additivité, on a P(Z =k) = Y P(X =k +j,Y =j). Traitons deux cas :
j=0

Sik<0,ona P(Z=k)=0carVje N, PX=k+j,Y=j)=0.

+oo ,—Ayk+j o j k Ak k  +oo i ;i
. g e Ao (1T — e A (1 —« Mo
Si k >0, il vient P(Z:k):jio j!k!( ) _ Sc! ) X —j‘!"

et on reconnailt une

j=0
“AK(1 kA “A(1—x) Nk

série exponentielle qui donne P(Z = k) = & A Uk' o)™ _ e %(] %)) .
Ainsi, Z suit a loi de PO1SSON de parameétre A(1 — o).
e. Pour (j,k) € N?, comme P(Z = k) > 0, on a par définition Pz_y)(Y = j) = % donc,

. N PX=k+ij,Y=)) e M (1 — x)FK! e o)
uisque X =Y+ Z, Piz_1n(Y =3) = : = = - avec d..

puisq (z=1) (Y =1) P(Z = k) ilkle M=\ (1 — ) j!

— A j
. Comme ¥(j,k) € N2, Pz_i(Y = j) = B(Y = j) = & ()

avec la question b. et qu’on a méme
Vie Ny Vke Z*, P(Z=kY=j)=0=P(Z=%)P(Y =j), Y et Z sont indépendantes.
a. Xa est le temps d’attente du succes (appel concernant le produit A) dans une répétition d’appels

indépendants (on le suppose) qui suivent la méme loi de BERNOULLI de parameétre p = % (% de probabilité

que appel concerne le produit A et 1 —p qu’il concerne le produit B). D’apreés le cours, Xa suit la loi

géométrique de parametre p. D’apres le cours, on a E(Xa) = 1 56t V(Xa) = 1—_29 = 20. De méme,
P p

Xo ~5(1 = p) done E(xg) = 1 = 3 et V(xs) = 1(‘1(_‘7;);0) =3,
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b. Pour tout k € N*, on note ’événement Ay = “le k-ieme appel concerne le produit A”. Pour tout
entier n € N*, en suivant l'indication de I’énoncé, on a (L =n) = (L = n,Any1) U (L = n,Any1) (soit n
appels concernant A puis un concernant B ou l'inverse). Par construction, (L = n,An41) = (Xg =n+1)
et (L =n,Anq1) = (Xa =n+1). Comme ces deux événements sont incompatibles, on obtient la relation
PL=n)=PXg=n+1)+PXa=n+1)=p"(1—p)+ (1 —p)"p d’apres la question a.. On en déduit
bien P(L=n)=(1—p)P(Xa =n)+pP(Xg =n) =0,8P(Xa =n) +0,2P(Xg = n).

c. Comme nP(L =n)=(1—p)nP(Xa =n)+pnP(Xg = n) et que les deux séries > nP(Xa = n) et

n>l
> nP(Xg =n) puisque Xa et Xg admettent des espérances finies d’apres le cours, on en déduit par somme
n>1
que >, nP(L =n) converge (et absolument car elle est a termes positifs) donc L admet une espérance finie
n=l1

i vaut E(L) = (1 —p)E(X E(X l-p, p _08_,02_21_, s
qui vaut E(L) = (1 —p)E(Xa) + pE(Xg) = e 02+08 5 =4

a. Il s’agit juste de vérifier que pour P(X = 1) > 0 pour tout entier i € N*  ce qui est évident, et que

o0
> P(X =1i) =1, ce qui I'est moins.

i
Méthode 1 : en mode famille sommable, par sommation par paquets, comme on a 5 -H Z 5 +] , il vient
D S o D D D S e Ve R L P
P(X =1) = 1 _ - =y 1o 1 1 _1y -1
i=1 i=1j=1 2t 1<5<i 21“ =1 i5j 24T i=1 oty =12 2 q_ !
2 2

+oo

; = Y x™. On peut dériver terme & terme dans
— X —
n=0

Iintervalle ouvert de convergence de cette série entiere de rayon de convergence 1 pour avoir la relation

Méthode 2 : soit f :] — 1;1[— R définie par f(x) =

+oo 2
Vx €] —1;1], f'(x) = % = > mx™ 1 done x?f'(x) = —*— = > nx™*'. En prenant x = 1 dans
S = 2
: e 1/4
cette relation,on a >, P(X=n)= - =
n=1 ]/4

Quelle que soit la méthode, la définition de la loi de X est cohérente.

b. En reprenant la fonction f de la question précédente et en dérivant une fois de plus, on obtient la relation

Vx €]-1;1], f'(x) = —2 = +ZO:O n(n—1)x""2 donc x>t (x) = &O:O n(n—1)x"*" = %O n2xnt! —Jio nx™ !
Y - (1 - X)3 a n=2 B n=1 B n=1 n=1
+oo %3 2 1
donc 3 n?x™ = x3f7(x) + X2 (x) = q X 73 + a X 7 En prenant x = 3 A nouveau, on arrive a
n=1 — X — X
T 2 n2 2(1/8) | 1/4
E(X) = nP(X=n)= n__ _ L
% n; ( ) n; n ! 1/8  1/4

c. Comme on préléve une boule dans une urne n’ayant des boules numérotées que de 1 a X, la boule tirée
a un numéro Y € [1;X]. Soit n € N* et k € [[I;n], on a P(X =n,Y = k) = P(X = n) P(x=n)(Y = k) car

P(X =n)>0et ona Px_n)(Y=%k) = 1 car les n boules de I'urne ont autant de chances d’tre prises. Par
n

conséquent, P(X =n,Y =k) = P(X =n) = 2“]+1 . Bien siir, P(X=n,Y=%k)=0sin € N*et k >n.
n
+oo
d. On a clairement Y(2) = N* et, pour tout entier k € N*, on a (Y = k) = |_| (X =n,Y = k) (réunion
n=k

d’évenements incompatibles) donc, par o-additivité, on a P(Y = k) = > P(X = n,Y = k) ce qui donne
n=k
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400
Py=k)= > zn]Jr] = ZkLH X ] ] T = ;—k Ainsi, Y suit la loi géométrique de paramétre p = % On sait
e _

d’apres le cours que E(Y) = 1 =26t que V(Y) = 1%2 =2.
p P

a. Par construction et comme les cas extrémes sont “n fois piles” ou “n fois faces” d’un coté et “alternance

pile/face” ou “alternance face/pile” de l'autre, on a N(2) = [[1;n].

n n
b. e Si Py = “on fait pile au lancer numéro k", ona (N =1) = ( ﬂ Pk) U ( ﬂ ﬂ) Par incompatibilité de

k=1 k=1
n n
ces deux évenements et indépendance de Py, -+, Py, on a P(N =[] P(Px)+ [I P(Px) =p™+(1—p)™.
k=1 k=1
— n—1 ) n
e Avec ces mémes notations, ( U ( ﬂ ) ) (] ( ﬂ Pf) n ( m P1)> et,
k=1 j=1 i=1 i=j+1

avec les mémes arguments, P(N =2) = (nz1 (1 —p)n- ) ( Z_: (1—p)pn

)PT2TM avec m =k — 1.

posant k = n —j dans la seconde somme. Ainsi, P(N =2) =2p(1 —p) Z p™(1—p

OSip:%7onad0nC P(N =2) = (n—l).

A ()
p—(0-p)
c. Pour k € [1;n — 1], comme (Ix = 1) = (Px NPiq1) U (P N Pry1), on obtient P(I) = 2p(1 —p). Puisque

e Sip# %, classiquement, P(N =2) = 2p(1 —p)

Ik ne prend que les valeurs 0 et 1, Iy suit la loi de BERNOULLI de parameétre 2p(1 —p) avec E(Ix) = 2p(1 —p)
et V(Ix) = 2p(1 = p)(1 = 2p(1 = p)).
d. On a une série supplémentaire a chaque changement de pile a face ou de face a pile entre les tirages k

et k+ 1 (et on a ce cas si et seulement si Iy = 1) ce qui donne, en comptant le premier tirage qui ameéne
n—1
forcément une premiere série, N =1+ > Ii.
k=1
n—1
e. Par linéarité de l'espérance, on a E(N) =1+ > E(Ix). Ainsi, EIN) =14+ 2p(1 —p)(n—1).
k=1
n—1 n—1 n—1
D’apres le cours, on a V(N) = V(1 + > Ik) = V( > Ik) = > VIy)+2 > Cov(Ii, 1j). Or
k=1 k=1 k=1 1<i<j<n—1
Cov(ly, Ij) = E(1iI;) — E(I;) E(I;) et la variable aléatoire I;I; ne prend que les valeurs 0 et 1 donc suit une
loi de BERNOULLI. Traitons deux cas selon la proximité des entiers i et j :

Sij=i4+1, (Iilj=1) = (I = 1,Iig1 = 1) = (Pt N Pip1 N Pi12) U (Pi N Pi4q N Pi42) done, avec les mémes
arguments qu’avant, P(I;1j =1) = p(1—p)p+ (1 —p)p(1 —p) = p(1 —p) donc E(L;I;) = p(1—p)
et Cov(Ii, ) = p(1 —p) —4p*(1 —p)> = p(1 —p)(1 —4p(1 —p)) = p(1 —p)(1 — 2p)*.

Sij>i+41 , comme la variable I; ne dépend que des lancers i et i + 1 et I; ne dépend que des lancers
j>i+41etj+1,par le lemme des coalitions, I; et Ij sont indépendantes donc Cov(Ii,I;) = 0.

n—1 n—2
Ainsi, V(N) = 35 V(L) +2 3 Cov(Ii, Tis1) = 2p(1 = p)(1 = 2p(1 = p))(n = 1) +2p(1 = p)(1 = 2p)*(n — 2)
k=1 i=1
qu’on peut factoriser en V(N) = 2p(1 —p)[(1 = 2p(1 —p))(n — 1) + (1 — 2p)?(n — 2)] ou écrire encore sous
la forme V(N) = 2p(1 —p)(2n —3) — 4p?(1 — p)?(3n — 5).

110



+oo
a. Comme @ = Net quon a P(Q) =1= > P(X =1i) par o-additivité car N est dénombrable, il vient
i=0

400 . +oo | ] —+oo A 1
a > L =1. Or on sait que Vx €] — 1;1[, f(x) = > x* = —— qui donne f'(x) = > ix'"' = —— en
i=0 2 =0 T—x i=1 (1—x)
dérivant terme a terme a l'intérieur de l'intervalle ouvert de cette série entiere de rayon de convergence 1, ce
qui donne +Zojoixi = —X — en multipliant par x. Ainsi %o i 2 Hdona=1
=N &2 (1-(172)° 2
b. Comme Vi € N, P(X = i) = 21%, on a iP(X = i) o o(%) par croissances comparées donc X
oo \i
+oo +oo .2
admet une espérance finie par comparaison aux séries de RIEMANN et E(X) = Y iP(X =1) = > Zil“ .
i=0 i=1
+oo
On dérive une fois de plus terme & terme la relation Vx €] — 1;1], xf'(x) = > ix* = ﬁ et on
i=1 R
+oo . +oo . 2
obtient Vx €] — 1;1] L’% = Y i done Y i%xH! = L—H;) En prenant encore x = +, on a
(1-x) i=1 =1 (1-x) 2
Tt L _t® 2 1/4)(3/2
E(X) = 3 iP(x =) = 3 by = (A6 _ 5
i=1 i=12 /

c. Comme i?P(X = 1) o o(%) par croissances comparées, X admet un moment d’ordre 2 et, par la
oo \i

formule de KONIG-HUYGENS, V(X) = E(X%) — E(X)? = E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)2. Or, par la formule

+oo 400 :2(s
de transfert, on a E(X(X —=1)) = Y ii —1)PX =1i) = > 1211#1) On peut dériver une fois de plus
i=0 i=2
+oo .
la relation ¥x €] — 1;1[, 3. i%x¥~ T = (]1% dans D'intervalle ouvert | — 1;1[ de convergence pour avoir
i=1 -x
+00 _ oo . 3
Vo] = 11 S 26— 2 = 2859 qone v ] — 11, S0 12— 1 = 2280 on prend
i=2 (1—x) i=2 (1—x)
toujours x = % pour avoir E(X(X —1)) = W =10. Ainsi, V(X) =10+3 -9 =4.
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ORAUX 2024 THEME 9
EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ET CALCUL DIFFERENTIEL

a. Soit (a,b,a, ) € C* et f: R* — R (on aurait aussi pu considérer les fonctions & valeurs complexes)

définie par f(x) = ax* + bxP. Alors, ¥x > 0, f(x) — f'(1/x) = ax® + bxP — (aox!~* 4+ bpx'~P). Si on
suppose que la fonction f est une solution réelle de (E) sur R*% et qu'on impose o = 1 — {3, on obtient
+a—-bp =
—ax+b =0
comme seule solution a = b = 0, on doit avoir 1 — af = 0 (déterminant nul du systéme). Cela donne

Vx > 0, f(x) — f(1/x) = (@ — bB)x* + (b — aa)xP = 0. Pour que le systeme { n’ait pas

1 —a(l —«) =1 —a«+a«® = 0 ce qui donne classiquement (& l'ordre pres) a = —j2 = % + i? et

p=—j=a= i?. On a donc Vx > 0, f(x) = ae*'™X) 4 peP () ce qui se décompose en :

1_
2
Re (f(x)) = +x ((Re(a) + Re (b)) cos (%) + (Im (b) —Im(a)) sin (%)),

Im (f(x)) = \/’z((Re(a)—Re(b))sin(%)+(Im(a)+1m(b))cos(%))'

Mais comme on a pris f & valeurs réelles, ceci implique la condition Re (a) — Re (b) = Im (a) + Im (b) = 0 car

les fonctions x — sin (%) et x — cos (%) forment une famille libre dans (R, R), c’est-a-dire
+a—ax =0 .

_ qui a par exemple comme
—ax+a =0

solution non nulle a = e~/ b = ¢/® si on impose en plus |a| = 1 qui s’écrit aussi @ = 1. La fonction
a

b = @ comme on pouvait s’y attendre. On résout alors le systeme {

fo 1 x s eV 6x1/241V3/2 4 oim/6,1/2-1V3/2 o5t donc solution de (E) sur R% et a valeurs réelles. Elle s’écrit

aussi, fo : x — 24/x cos (? In(x) — %)

b. La fonction nulle est solution de (E) sur R%. Si (f,g) € % et A € R, alors Af + g est dérivable de R%
dans R et on a Vx >0, (Af+ g)'(1/x) = M'(1/x) + ¢'(1/x) = Af(x) + g(x) = (Af + g)(x) par hypothese donc
A +g € S. On vient d’établir que S est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des fonctions dérivables

de R%} dans R donc que S est lui-méme un espace vectoriel.
c. Sif: R — R est solution de (E), comme Vx >0, f'(x) = f(1/x) (1) et que f est dérivable sur RY, en
f'(1/x)

dérivant (1), on obtient Vx >0, f’(x) = ——45—~ = —L}(). Ainsi, f est aussi solution sur R? de I’équation
X X

différentielle linéaire homogene du second ordre (E') : x*y” +y = 0. Soit f: R% — R une autre solution de

£(1)

(E), alors f et fo sont solutions de (E) sur R donc, par linéarité de (E’), la fonction g = f — Wfo est aussi

solution de (E’). De plus, g(1) = f(1) — ffo(1) _ 0 car fo(1) = 2cos (%) = /3. Mais comme f et fo sont

V3
solutions de (E), on a aussi g'(1/x) = /(1) — %fé(]/x) —f(x) — %fo(x) — g(x) done ¢'(1) = (1) = 0.

Par I'unicité au probleme de CAUCHY, il existe une unique solution y de (E) sur l'intervalle R telle que
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i),

y(1) =y'(1) = 0, et il s’agit de la fonction nulle. Ainsi, g = 0 donc f = A On vient de montrer que
S C Vect(fp) et on a vu en a., par linéarité de (E), que Vect(fo) C S. Par double inclusion, S = Vect(fo).

2 (x—t)"!
a. Pour f € E et (x,y) € [0;1] ’tHW

€ [0; 1] fixé et hy : [0;1]x[0;y] — R définie par h(x,t) =

f(t) est continue sur le segment [0;y] donc F(x,y) existe. Soit

(x—t)"!
(n—1)

(H1) Pour t € [0;y], la fonction x — hy(x,t) est polynomiale donc de classe C' sur [0;1].

f(t) de sorte que Fn (x,y) = foy h(x,t)dt.

2 our x € |0;1], la fonction t — hy(x,t) est continue donc intégrable sur le segmen iyl e
Hy) P 0;1], la f i y t ti d intégrabl 1 g t [0;y] et
(X _ t)nfz

oh . oh
te St =0sin=Tout— ZH(xt) = (n—2)!

f(t) si n > 2 est continue sur [0;y].

ﬁ(x, t)‘ < |[f]]oo,0;1] gréace a expression précédente et t — |[|f|[o,0:1]

(13) Pour (x,t) € [0;1] x 03 ],
est intégrable sur [0;y] (méme sin =1).

aFn(

Ainsi, par dérivation sous le signe somme, la fonction x + F(x,y) est de classe C! sur [0;1] et x,y) =

Oy y (x —t)"? ,
sin=1ou F2(xy) = fo ﬁf(t)dt: Fro1(x,y) sin > 2.
(x—t)"!

(n—1)!

le théoreme fondamental de 'intégration, y — F (x,y) est la primitive de gx qui s’annule en 0 donc elle est

De plus, pour x € [0;1] fixé, la fonction gy : t — f(t) étant continue sur l'intervalle [0; 1], d’apres

1 Wy = =)™
de classe C' sur [0;1] et By (x,y) = o)l f(y).
143
(=) Supposons f convexe, ce qui signifie que V(u,v) € (R™)?, Vt € [0;1], f((1—t)u+tv) < (1—t)f(w)+tf(v).
Soit (u,v) € (R™)? avec u = (u, -+, un) et v = (v1,---,vn) et considérons la fonction g : R — R définie
par g(t) = f(u+ t(v — u)) de sorte que Vt € [0;1], g(t) < (1 —t)g(0) + tg(1). La fonction g est de

classe C! par composition car f et t — u 4 t(v — u) le sont. De plus, par la regle de la chaine, on a

Vte R, ¢'(t) = (vi — u1)£f1 (ut+tv—u))+ -+ (vn —un) a?f (w+t(v —u)). En particulier, pour t = 0,
ona g'(0) = (vi —uw) (W) + - + (v —un aif( ) = (VIO —u) = (V(F) () (v —u).

t—0
g(1) — g(0), ou encore (V(f)(u))T(v —u) < f(v) — f(u).
(«<=) Supposons que V(u,v) € (R™)?, f(v) > f(u)+ (V(f)(w)) " (v —u) et prenons (u,v) € (R™)% et t € [0;1].

)
Pour t €]0; 1], comme g(t) < (1 —1t)g(0) +tg(1) < 9(t) —9(0) < g(1) — g(0), en passant & la limite quand
t tend vers 0T, on obtient I'inégalité large g’(0) <

(

145

a. D’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ, comme les fonctions x — 2x et x — 1 sont continues sur R
et que (E) est normalisée, il existe une unique solution f de ce probleme de CAUCHY (E) et cette fonction f

est définie sur R en entier. Soit g : R — R définie par g(x) = —f(—x), alors g est dérivable par opérations
car f l'est et on a Vx € R, ¢'(x) = f/(—x) donc ¥x € R, ¢'(x) = f'(—x) = 2(—x)f(—x) + 1 = 2g(x) + 1 avec
g(0) = f(—0) = 0 car f est solution de (E). Comme f et g sont solutions de (E), par I'unicité précédente, on
a f = g donc f est impaire.

b. Analyse : supposons f développable en série entiere sur R, comme f est impaire, il existe (a,) € RY

+oo
telle que Vx € R, f(x) = > anx?™*! et, en dérivant terme & terme (1 ’intervalle ouvert de convergence est
n=0
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—+ 00 +oo

ici R), Vx € R, (x) = > (2n + 1anx®™. Ainsi, ¥x € R, Y. 2n+ anx?™ =1+2 Z an_1x*™. On
n=0 n=0 n=1

peut identifier par unicité des coefficients d’un développement en série entiére (ici R = +00) et avoir ap = 1

2 A . I 4Kk 4™ n!
t * = _1. Ainsi = = = T
et Yn € N*| a, an—1. Ainsi, Vn € N, a, ( [ )ao k|=|1 2+ 120 nt 11 par

+oo n
télescopage multiplicatif et on a Vx € R, f(x) = > _ATnl_onst

2n+3
4" n! + On41X 4(n+1) 2 x
e N P e R*, = ~
o+ P o X anx 2T n+3)(In+2) 4= n

N

Synthese : Soit a, =

2n+3
. An41X R L.
donc Um n+12n+1 =0 < 1 et le critére de D’ALEMBERT montre que la série Y anx

n—+o00  apX n>0

2n+1 converge

absolument. Ainsi, le rayon de convergence de > anx?™*! vaut +oo. Soit la fonction h : R — R définie
n>0
+oo +oo +o00
par ¥x € R, h(x) = Y anx?™t! = Z Lﬂl'xlnﬂ' Onahl(x)= 3 (2n+ Napx®" = Z 4%l 2n
n=0 (2T‘L+ ])' n=0 ( )
400 gn—1 1\
ethh(x)—ZZanm —Zzw
n=1 ( n— ]).

W(x) — 2xh(x) = 4200 L 5% (‘g&' —~ 2'42211'(_“1)_! ])!)in =1 et h(0) =0.

x?™ donc h = f d’apreés 'unicité de la question a. car

+oo n
Par analyse-synthese, f est bien développable en série entiére sur RetonaVx € R, f(x) = Y. (247_':‘%)'%““‘1
n=o0 (<N :
c. Les solutions réelles sur R de 1’équation homogene (E) : y’ = 2xy sont les fonctions y : x — AeX”
En écrivant y : x +— )\(x)e"2 avec A : R — R dérivable, y est solution de (E) : y’ = 2xy + 1 si et
seulement si Vx € R, N (x)eXZ + Zx)\(x)eXz = 2><?\(><)e"2 + 1 ce qui donne, apres simplification habituelle
x
des A(x), Vx € R, N(x) = e " donc A(x) = fo e " dt + « avec a = A(0) € R. Ainsi, les solutions de

X
(E) : y' = 2xy + 1 sur R sont les fonctions y : x — aeX +ex’ fo e~t"dt. Comme f(0) =0,ona a =0

x? x —t? : x? w in : x —t2
donc Vx € R, f(x) =e fo et dt. On sait que Vx € R, ¥ = ) " et que, puisque x o € dt est
n=0 M-
+oo (__1\N42n x +o0o (__1\n,2n+1
la primitive de t — e~ t" = > % qui s’annule en 0, on a Vx € R, f et dt = > %
= n! 0 o n+1)m!

Comme les rayons de convergence de ces deux derniéres séries entieres sont égaux a +oo, par produit de

400 2n “+o00 (_])nX2n+1 “+o00 n (_])k o
CAUCHY, on a f(x) <n§O o ) X (nz::O 1) ) ngo (kzo e ]))x . Par unicité

n n _1\k
du développement en série entiere, on a donc Vn € N, ( 247‘1 +n;)' = kZ::O o k()!k1!)(2k )
P 1 -9 lex2 _ 4 _1_1,1
ar exemple, pour n ,ona o 5= 2 3+ 10
a. La fonction h : u — ﬁ est continue et intégrable sur R par comparaison aux intégrales de
u +u
2 +
RIEMANN car u? +u+1= (u + %) + % > 0 et h(u) o & Ainsi, I = f_ozo uz—fiﬁ—i—] existe. De plus,
2du
+oo +o0 400 \/g
< — du 4 du -2 i
classiquement, I = f 33 f_oo Wi~ 3 f_oo 70 772 ¢ qui montre
DS 1+ (55) 1+ (55)
4 V3 V3

RO

(1
quel:[%Arctan( \/‘t ﬂ, 23(%_(_%)):%.
(
+f(x) +

b. Comme Vx € I, = 1, en intégrant cette égalité sur un segment [a;b] C I, on a

f(x)*
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b /
f L f dx = b —a. Or f est dérivable sur I par hypothése et méme de classe C'
a f(x)? + f(x)

sur I car f' = 2 +f+ 1 est continue sur I. Par le changement de variable u = f(x), comme f est une bijection

strictement croissante et de classe C' de [a;b] dans [f(a); f(b)] (inutile ici car on est sur un segment), on a
£(b) . . L Foo

f ——du % _ g ce qui montre avec la question précédente que b — a < f du 27

< .
fla) u? +u+1 —o W Hu+1 V3

Ceci montre bien que I est borné et on peut méme affirmer que sa longueur est inférieure ou égale a \2/7;;

X (1)
xo F(t)% +f(t) +1

x (1) 09 gu { 2 (Zu 41 )} )
u = f(t) comme avant, ——————dt = —————— = |—=“=Arctan et on
® xo f(t)% +f(t) +1 ff(m) uf fu V3 V3 /o)

obtient % Arctan (M) -Z Arctan (M) = x—xp. Comme Arctan (M) S ] *g; % [7

V3 V3 V3 V3

xX
c. Soit xg € I et x € I, on a comme en a. et b. dt = f dt = x—x( mais aussi, en posant
X0

. Zf(xo) +1
on obtient I C | — 7= + xo — mo; = + xo — mo | = J avec mo = —= Arctan (7) et, pour x € J,
] V3 e meing e me) =) e V3 P ]
2f(x) + 1 V3 2f(x) + 1 V3 :
comme Arctan <7) = *=(x—%x0 +mp), on a —=— = tan (— X — X0 +m ) ce qui donne
\/g 2 ( 0 0) \/g ] ( 0 O) q

Pexpression de la fonction f, Vx € ], f(x) = (\[tan (\[ (x —x0 + mo)) — 1).

Par exemple, si xo = f(xo) = 0, I'unique solution maximale de (E) : y' = y? +y + 1 qui s’annule en 0 est

f:]= } _ Am . 2m { — R définie par f(x) = (\/gtan <\[x—|— ) ) qui se transforme par trigonométrie

33 3xf
V3 . V3 om V3 om . (V3 vz V3 on
73 sin (;x + 7) — 1cos (—3x + 7) cos (g) sin (—x + ) —sin (g) cos (;x + g)

2 6 2

en f(x) = —
V3 7‘) cos (x—|— g)

donc en f(x) = —————.
(X) \/g 71
cos (—x + f)
2 6
Sif:I— R est solution de (E), posons g : ] + a — R définie par g(x) = f(x —a), alors Vx € ]+ a, x —a € 1
donc f'(x —a) = f(x —a)> + f(x —a) +1 = ¢’(x) = g(x)? + g(x) + 1 donc g est solution de (E) sur | + a. Les

graphes des solutions de (E) se déduisent donc toutes de celle explicitée ci-dessus par translation de (a,0).

Avec un dessin en dimension 1, on se rend compte que si f : R — R de classe C? admet un minimum local

en xo, alors f/(xp) = 0. On s’attend donc & avoir Af(xp,yo) = 0 en généralisant !

2 2
Méthode 1 : on peut écrire la relation Tr (H¢(x0,y0)) = %(xo,yo) + g—g(xo,yo) = Af(x0,yo) si on pose
X Yy
2 2
%(Xo,yo) aiial;(xo)yo)
H¢(x0,Y0) = X 52 la hessienne de f en (x0,yo). Si H(x0,y0) est définie positive,

f f
2= (X0, <= (%o,
axay( 0 UO) ayz( 0 UO)
alors ses deux valeurs propres A1, A2 sont strictement positives par définition. Comme Tr (H¢(x0,yo)) est la
somme de ces valeurs propres, on a Af(xo,yo) > 0. Le probleme est que f peut admettre un minimum local
en (xo,Yo) sans que He(xp,yo) soit définie positive. Raisonnons par I’absurde et supposons que Af(xo,yo),

alors Tr (H¢(x0,Y0)) = A1 + A2 < 0 done, par exemple, A7 < 0. Soit un vecteur propre unitaire v; de
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H¢(x0,Yo) associé a Ay. Comme on connait le développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de (x0,yo)
- v He(x0,y0)v
v—(0,0) 2

(x0,Y0) et que R? est un ouvert, grad f(xo,yo) = (0,0). En restreignant le développement & v = tvy, on a

2.7
t“vi H ,
f((xo +yo) + tv1)t—0 f(x0,Y0) + Vi f(;o yo)vi

qui est f((xo +yo) +Vv) (x0,Y0) + (grad f(xo0,yo)|v) + +o(||[v[]|?). Comme f admet en

+0(t?). Or H¢(xo,yo)vi = A1v1 et Ap est unitaire donc

f((x0,y0) +tv1) — f(x0,40) A1 ce qui
0o 2

2
f((xo0 +yo) + tv1)tj0 f(x0,y0) + MTt + o(t?) ce qui montre que 2

contredit la minimalité locale de f au voisinage de (xo,yo).
Méthode 2 : soit les deux fonctions f1 : R — Ret f, : R — R définies par f1(x) = f(x,yo) et f2(y) = f(xo0,y)-

Puisque f est de classe C2 sur R?, f1 et f, sont aussi de classe C? sur R par composition avec les fonctions

@1 :x = (x,Yo0) et @2 :y > (xo,y) car f; = fo @ et f2 = fo @z. De plus, ¥(x,y) € R?, fj(x) = %(x,yo),
2 2

fi(x) = %(x,yo) et fh(y) = g—;(xo,y), i(y) = g—g(xo,y). Puisque R? est un ouvert et que f admet en
x Y

(x0,Y0) un minimum local, d’apres le cours, grad f(xo,yo) = (0,0) donc ) (xo) = f5(yo) = 0.
Comme f7 et f, sont de classe C2, elles admettent en tout point un développement limité d’ordre 2 par le

ERVRY:
théoréme de TAYLOR-YOUNG. Notamment, f1(x) o (x0)+(x—x0)f7 (x0)+ wﬁ’(xo)—Fo((x—xo)z)
0

2
et fa(x) = fz(yo)—l—(y—yo)f’z(yo)—i—wf’z'(yo)—i—o((y—yo)z). Comme on a localement les minorations
Y—Yo

2
f(x,y0) — f(x0,Yo0) = 0 et f(x0,y) — f(x0,Yyo0) = 0 quand x est proche de x¢ et y proche de yo, cela donne
2
localement fq(x) —f1(x0) = 0 et f2(y) —f2(yo) = 0. Comme fq(x)—f1(x0) = Mf’{(xo)Jro((xfxo)z)

X—X0 2
2
et fa(x) — fz(xo)y = wf”(yo) + 0o((y —yo)?), les signes précédents imposent que {(xo) > 0 et

—Yo 2 2

fi(x) = filxo)  fi(x0)
(X_XO)Z X—Xo 2
(

5(yo) = 0, sinon, par exemple < 0 si on avait f{(xo) < 0 ce qui est absurde.

Par conséquent, Af(xo,yo) = gTzf x0,Y0) + gyi;(xo,yo) = f1(x0) + 3 (yo) = 0.
a. La fonction f est de classe C' sur R™ par opérations car les fonctions polynomiales (x1,---,xn) +* i] Xk
k=
et (x1, " ,%n) — i: xZ et méme exp sont de classe C'. Pour (x1,--+,xn) € R™, on calcule le gradient
k=
91‘Td>f(x1,~~~,xn) = exp (f i X%)<1 — 2x1 i Xky 'y 1 — 2Xn i xk).
k=1 k=1 k=1

n
Analyse : si (x1,---,xn) est un point critique de f, alors Vj € [1;n], 1 —2x; > xx = 0 donc xj # 0 et
k=1

n
1 , . 1
xx = — donc x; = --- = x,, = A et en reportant dans les équations, 1 — 2A(nA) = 0 donc A = +——.
kZ::1 k 2x; 1 n P q ( ) \/an
n
Synthese : réciproquement, si (xq,---,x ::I:(L L),comme Xp = 4nx —— =4+ Mgt
2yninese proq ( Ty n) \/27117 ’\/2711 = k o B
n
2 _ 1 _1 — _ ( 1 ) ( 2 n 2 n) _
xt =nX-—==-,onagrad f(x1, - yxn)=exp| — = (1 —— [, ;1T —— [ ) =(0,---,0).
kgl k 2 g (x1 n) P 5 VAl 2 NIRI) ( )
Ainsi, il y a deux points critiques de f sur R™ qui sont a,, = (1— L) et —an.
y p q q n \/271,1’ ) '\/27‘rL n
b. De méme, la fonction f est de classe C? sur R™ et, pour tout (x1,--,xn) € R™ et tout j € [1;n],
2 n n n
on calcule :X—fz(m,-u,xn) = ( — 2% —2 ) xk — 2x (1 — 2% xk)> exp ( - > xﬁ) ce qui montre que
j k=1 k=1 k=1
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9%f _( 1 n 1 ( 1 n)) ~1/2 _ 2 s T2 c
“—(an)=(-2——-2 |2 —2——(1-2—— /=) ]e =—(n+1),/=. Si(ij) € [1;n]* avec i #j,
(e L B2 L(1-2 L fo (n+1), /281 (1)) € [1m]2 avee 1 £
7@)6167()' (X1,~' . ,Xn) = (72)(]' —2xi (1 72Xj g Xk>) exp <7 g Xk) = (*in*ZX)‘+4XiX]' k§_1 Xk) exp (f E : Xk)

k=1 k=1 k=1
2
donc #aij(an) = (— 4\/%71 + i %)e‘l/z = — i. Ainsi, la matrice hessienne de f en a, vaut
Nl 1 e nbl o1 e
H=— |Z ] R : . Soit la matrice symétrique réelle M = 1 R : ,
en : . : U
: . . 1 : . . 1
1 T n+1 1 e 1T n41
1 1
M—nl, = | | est de rang 1, ’apres la formule du rang, dim(Ker(M —nl,)) =n—1donc n
1 e 1
est une valeur propre de M d’ordre de multiplicité supérieure & n — 1. De plus, en notant v=(1,---,1), on a

Mv = 2nv avec v # 0 donc 2n € Sp(M) de sorte que Sp(M) = {n,2n} C R (avec xm = (X—n)" ' (X—2n)).
Ainsi, M est symétrique définie positive donc H est symétrique définie négative ce qui montre que f admet
en a, un maximum local.

c. Comme f(—x1, -+, —xn) = —f(x1," - ,xn), puisque f admet en a, un minimum local, la fonction f admet

un maximum local en —ay car si Vx € B(an, 1), f(x) > f(an), alors V —x € B(—an, 1), f(—x) < f(—an).

n n
d. Pour x = (x1,--,xn) € R™, [f(x)] < ( ) |xk|> exp(— > xﬁ) et on sait que ||x||1 < v/A|[x|]2 (par
k=1 k=1

AUCHY-SCHWARZ) donc |f(x)| < x||2) avec IT = 4 /mre” 2. Comme lim T) par croissances
C S d <9 g ' m g
T—+00

comparées, on a bien  lim  f(x) = 0 par encadrement.
[Ix]]2—+00

e. Posons oy, = f(an) > 0, il existe vy > 0 tel que Vx € R™, |x]|2 = tn = |f(x)] < 0(2—“ d’apres la question

précédente. La fonction f étant continue sur le fermé borné K, = B¢(0, 1y, ), comme on est en dimension finie,

N RS . . e . N
d’apres le théoreme des bornes atteintes, f admet un maximum absolu sur K. Comme f est inférieure a 7“

sur la frontiere de K;, et que f(an) = o > %, le maximum de f sur K,, est atteint dans I'intérieur de K,

o
c’est-a-dire dans 'ouvert K, = B(0,1y,) donc en un point critique, donc en an ou en —ay avec les calculs de

la question a.. Mais f(an) > 0 et f(—an) < 0 donc mp = N}Eax(f) = f(an).

Pour x € R™, on a deux possibilités :
e Six € Ky, alors f(x) < my, = f(an)-
e Six ¢ Ky, alors f(x) < 0‘2—“ < f(an).
Ainsi, Vx € R", f(x) < f(an) = mn donc Max f(x) = f(an) et f admet bien en a,, un maximum absolu.

xeR™
a. I' est une parabole dont I’axe de symétrie est la droite d’équation (Ox) et le sommet S = (0,0).
b. Pour t € R, le point My = (t?,2t) appartient bien & T' car (2t)? = 4(t?) et tout point M de T
s’écrit M = M, pour un unique t € R. Comme la fonction f : R — R définie par f(t) = (t?,2t) est un

paramétrage bijectif de cette parabole I', et que f'(t) = (2t,2), la tangente Ty & I" en My est définie par
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x —t% 2t

M = (x,y) € T, <= (MM, (1)) liec=> [MM,f(t)] = 0 <> o

= 0 donc la droite T; est

d’équation Ty : 2(x —t2) —2t(y —2t) =0 <= x —ty +tZ = 0.

La fonction x — ||x|| est de classe C? par composée sur R™\ {0} car ||x|| = /x} + -+ +x2 et que la fonction

(x1,"**yxn) = x3 + -+~ +x& est polynomiale donc C? sur R™\ {0} & valeurs dans R7 et que t — /t est de
classe C? sur R* . Par composition, la fonction F : x f( X3+ xd ) est de classe C? sur R™\ {0}.
Pour k € [[1;n]], on a aa—F(x) = zx—kf’(HxH) = Xk /(||x]|). On dérive une fois de plus et on a
Xk 24/x2 4+ £ x2 |Ix[]
1 n
2 (1) = () 52 () o () i se met sous
OXk X%—l—---—l—x% 2(xy 4+ x5) 4(xy 4+ +x5)

forme plus compacte en

0%F () = FUI) xif (IIx[D) & (lIx[D
x) = — + )
X [IxIl [Ix[1° [x]1*

noo42
Or, par hypotheése, on a ¥x € R™\ {0}, AF(x) = > aa FZ (x) = 0 donc, en regroupant tous les termes, on
k=1 0xx
/ 2 2.1 o /
abtient 8D _ IXPFQID PG _ (o= )i o
Il [IxIl 1] Il
est surjective de R™\ {0} dans R*, on a Vt € RY, tf’(t) + (n — 1)f’(t) = 0. Ainsi, ' est solution sur R’

de (E) : ty’ + (n — 1)y = 0 qu’on sait résoudre et IA € R, Vt >0, f'(t) = —A . Traitons deux cas :

tni] :

(IIx]|) = 0. Comme la fonction x — ||x||

e Sin =1, 0onadoncVt >0, f(t) = A donc, comme R est un intervalle, 3u € R, Vt >0, f(t) = At+pn
et f est affine ce qui est logique pour une fonction dont la dérivée seconde est nulle !
e Sin =2 on a donc, & nouveau, Ip € R, Vt >0, f(t) =Aln(t) + p.

A
m—2 2 *

e Sin > 3, il vient, encore, Ju € R, Vt >0, f(t) = —
Analyse : soit f : R — R continue, vérifiant Vx € R, f(x)—i—j:(x—t)f(t)dt = 1 qu'on développe, par linéarité
de l'intégrale de fonctions continues sur des segments, en f(x) + x fox f(t)dt — fox tf(t)dt =1 (1). Comme
f1 it f(t) et 2 : t — tf(t) sont continues sur R, les fonctions Fy : x — fox f(t)dt et Fa : x — fox tf(t)dt
sont de classe C' sur R par le théoréeme fondamental de I'intégration (ce sont les primitives de f; ou f qui
sannulent en 0). En dérivant (1), on a ¥x € R, £'(x)+ [ f(t)dt+xf(x) —xf(x) = £'(x) + [ f(t)ar =0 (2).
On dérive & nouveau (2) pour avoir Vx € R, f’(x) + f(x) = 0 (3). Comme les solutions de Iéquation
caractéristique zZ +1 = 0 de cette équation différentielle linéaire & coefficients constants du second ordre
sont z = =1, les solutions sur R de (3) sont les fonctions y : x = A cos(x) + B sin(x) avec (A,B) € R?. En
prenant x = 0 dans (1) et (2), on a f(0) =1 et f(0) =0 donc A =1 et B =0. Ainsi, f = cos.
Synthése : Soit f = cos, alors pour tout x € R, en posant u(t) = x—t et v(t) = sin(t) dans fox (x—1t) cos(t)dt,

les fonctions u et v étant de classe C' sur [0;x], par intégration par parties, on a la relation souhaitée, &
X X
savoir f(x) 4+ fo (x — t)f(t)dt = cos(x) + [(x — t) sin(t)]§ + fo sin(t)dt = cos(x) + [—cos(t)|§ = 1.

X
Conclusion : la seule fonction f : R — R continue vérifiant Vx € R, f(x) + fo (x —t)f(t)dt =1 est f = cos.
a. Comme (x,y) — x?, (x,y) = y? et (x,y) — xy sont polynomiales donc de classe C' sur Q et que la

derniére ne s’annule pas, la fonction f est de classe C' sur Q par inverse et somme de fonctions de classe C'.
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b. Les fonctions % :(x,y) — 2x — é et g—lj D (xy) 2y — xy% sont continues sur € pour les mémes
i ’ - jent - grad — (2x — -9 2y — @
raisons et on a l’expression du gradient : V(x,y) € Q, grad f(x,y) = (2x 52y 5 ).
Xy Xy
c. Comme lim f(t,t) = lUm (th + %) = +oo alors que lim (t,t) = (0,0), la fonction f n’est pas
t—0+ t—0+t t t—0+

prolongeable par continuité en (0,0).

d. Comme € est un ouvert de R?, si f admet en un point un extremum local, ce point sera un point critique

de f d’aprés le cours. Or, si grad f(x,y) = (0,0) pour (x,y) € Q, ona2x— - =0 (1) et 2y — % =0 (2).
Xy Xy
2 2
En multipliant (1) et (2), il vient 4xy = —$— donc (xy)* = ‘17 d'olt xy = \/E. Ainsi, en reportant ceci dans
X'y

1/4
(1) et en multipliant par x, 2x*> = v/2a donc x = (%) = xo. Par symétrie entre x et y dans ces équations,

1/4 1/4 1/4
y= (9) =yo = xo. Il y a un seul point critique de f sur €, le point (xo,yo) = ((9) , (9) )

2 2 2
La valeur de f en (xo,yo) est f(xo,yo0) = \/g + \/§+ V2a = 2v/2a = m. La fonction f est de classe C? sur
2 2 2
Q pour les mémes raisons qu’avant et 9f (x,y) =2+ 24 97y ) =24+ 2% ot O F ()= & donc
p q axz( 'Y) x3y ayz( 'Y) xy3 axay( 'Y) Xzyz

6 2). Puisque xp = X2 — 12X 432 = (X —4)(X —8), Sp(H) = {4,8}

la hessienne de f en (xo,yo) vaut H = (2 .

donc H est une matrice symétrique définie positive et f admet en (xo,yo) un minimum local.

Soit T = {(x,y) € (R})? [x < v/m, y < ymxy > i}. Comme T est borné par définition, fermé (grace aux
m
1/2

1/4 : 1/2
inégalité larges), et non vide car (xo,yo) € T puisque (%) < y/m = (8a) et (%) >4 = %(%) ,
m

la fonction continue f admet un minimum absolu sur le “triangle” T par le théoreme des bornes atteintes.

Si (x,y) est sur la frontiere de T, on a x = \/m ou y = y/m donc f(x,y) > m = f(xo,yo) ou xy = -+ donc
m

f(x,y) > m = f(x0,yo). Ainsi, le minimum de f sur T est atteint & I'intérieur de T donc en un point critique,
donc forcément en (xp,yo). Ainsi, MTin(f) = f(x0,Y0) = m.

Par conséquent, pour (x,y) € €, soit (x,y) € T et on a vu que f(x,y) > f(xo,yo0) = MTin(f), soit (x,y) ¢ T et,
comme avant, x > y/m ouy > y/m donc f(x,y) > m = f(xo,yo) ou xy > i donc f(x,y) > m = f(x0,yo). On

a donc m = f(xo,yo) = M&n(f) et f admet en (xp,yo) un minimum absolu.
154

n
a. Soitn € Nety: x> > axx¥ avec an # 0 une solution polynomiale (non nulle) de (Eo) : x?y” —2y = 0.
K

=0
Le terme de degré maximal dans la fonction polynomiale x + x?y”(x) — 2y(x) est d’ordre n et il vaut
(n(n—1apn —2an)x™ = (n? —n — 2)apx™ = (n+1)(n — 2)a,x™. Ainsi, puisque x?y”(x) — 2y(x) = 0, on a

(n+1)(n—2)an et, puisque an #0, (M +1)(n—2)=0doncn=2carn+1>0.
Prenons donc y : x — axx? +ajx+ ag, alors y”(x) = 2a; donc 2a;x? —2axx* —2a1x —2a9 = —2a1x —2ap = 0

pour x € I ou I est I'intervalle sur lequel on résout (Eo) et ceci équivaut a la nullité du polynéme —2a1X —2ag

donc & ap = a3 = 0. Les solutions polynomiales de 1’équation homogene (Eo) sont les fonctions y : x = axx?.

b. Soit I = R} ou I = R*. Pour une fonction y : I — R deux fois dérivable, on définit z : I — R par
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z(x) _y(x)

= 252 donc y(x) = x?z(x) (méthode de LAGRANGE) de sorte que z est aussi deux fois dérivable sur I
x

et qu'on a l’équivalence, puisque y”(x) = 2z(x) + 2xz’(x) + x?2”(x) par la formule de LEIBNIZ :

(Wx €1, x2y"(x) — 2y(x) = 3x%) <= (¥x €1, x?(2z(x) + 4x2/(x) + x%2"(x)) — 2x?z(x) = 3x?)
—  (Vx €1, 4x2/(x) +x%2"(x)

=3
< (Vx €1, x?a’(x) +4xa(x) =3) en posant a = 2’

Les solutions de (Fo) : x%y’ +4xy = 0 sur I sont les fonctions y : x > % et, par méthode de variation de
X

!
}‘2 = 3 équivaut & A : x — x> 4 « avec « € R, les solutions de (F) : x?y’ +2xy = 3

la constante, puisque &5
X

3
sont les fonctions y : x — w =14 & avec o € R. Ainsi, y est solution de (E) sur I si et seulement si
X X X
2 ixes Ly & avec « € R et donc y est solution de (E) sur I si et seulement si z : x — In(|x|) — ;% + B avec
X X X

(«,B) € R%. En conclusion, les solutions réelles de (E) sur I sont les fonctions y : x ~ x? In(|x|) + % + Bx?

avecA:—%eRetB:ﬁeR.

c. Analyse : soit y : R — R une solution de (E) sur R, alors ses restrictions a R* et R* sont a fortiori des
solutions de (E) donc, d’apres la question précédente, il existe des réels Ay, A2, By, B2 tels que 'on ait Vx <

0, y(x) = x> n(|x|) + AL +Byx2 et ¥x > 0, y(x) = x> In([x|) + 22 + Byx?. Avec x = 0 dans (E), y(0) = 0. La
X X

continuité de y en 0 montre que A7 = Ay = 0 car lim (x? In(|x|)+B1x?) (x? In(|x|)+B2x?) = 0. Pour
x—0~

= lim
x—0+

tout By et tout By, on a y’(0) = lim y() —(0) _ 0car Um (xIn(]x|) +Bix) = li1g)1+(xln(\x|) + Box) = 0.
- x—

x—0 x—0 x—0

On calcule Vx < 0, y'(x) = 2xIn(|x]) + x + 2Bix et ¥x > 0, y'(x) = 2xIn(|x|) + x + 2B2x. Mais comme

! !/ !/ I
tim Y=V gy Gn(jx]) 4 x +2B1) = 0o = lim 2Un(x]) +x +2By) = tim Y IZVO) oy
x—0~ x—0 x—0~ x—0+ x—0+ x—0

fonction y n’est pas deux fois dérivable en 0.

Pas besoin de synthése puisqu’il n’y a aucune solution de (E) sur R.
a. Par opérations, la fonction f est de classe C? (et méme C*) sur 'ouvert D = R?\ {(0,0)}. Comme
2, .2
V(x,y) €D, [f(xy) < |><y|%L = Ixllyl < ll(xy)l13 et que  lim  [[(x,y)|[2 = 0, par encadrement, on
X Y

(x,4)—(0,0)

trouve ( l)im(o 0 f(x,y) = 0 = £(0,0) et f est aussi continue en (0,0). Par conséquent, f est continue sur R2.
X\y - )

b. %(0,0) = 1% w = %(0,0) = lg% w = 0 en revenant a la définition et, par
4 2.2 4 4 2.2 _ 4
Ix“y~ —y”) of x(y” + 4x“y” —x")
un calcul brutal, on a Ot (x,y) = y(x” +4x7y Y ) ot iy y)=—
ax( 'Y) (Xz+yz)z ay( 'Y) (Xz+yz)z

n’était pas nécessaire puisque f(x,y) = —f(y,x) (1) donc %E(X’U) = —g—;(y,x) en dérivant (1) par rapport

. Le second calcul

a x avec la regle de la chaine.

c. De méme, les fonctions rationnelles %t et g—; sont continues sur l'ouvert D par opérations. De plus,

4 2.2 4
Y(x,y) € D, %(va)’ < [ul2x (:; Z—lzy%);_ 2v7) _ 2ly| < 2||(x,y)]|2 et, comme en a., % est aussi continue
n (0,0). Comme %(x,y) = fg—;(y,x), g—; est aussi continue en (0,0).

Ainsi, par définition, f est de classe C' sur R2.
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o%f
d. 0x0dy

2
peut aussi calculer %(0, 0) = lim

2
contraposée du théoréme de SCHWARZ, f n’est pas de classe C? sur R? car 6161;

(0,0) = lim Y

t—0

of of
2 (4,0) = 2-(0,0)
Y =limt =1et
t t—0t
of of
—(t,0 —(0,0
ax(’ ) ax() )
t—0 t
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o%f

oyox

t—0

of

(0,0) = lim FOA

of

_ ox

(0,0)

t—0

2
=0 et 22(0,0) = 1im oY
dy

= —1. On

(0,0) # 24(0,0).



