DEVOIR MAISON 1 : BEAU GAUSS

PSI 1 2024/2025 pour le jeudi 05 septembre 2024

(PARTIE 1 : WALLIS)

/2
On pose, pour tout entier n € N, le réel 1,, = fo (sin@)™do.

Premiere approche
Justifier que la suite (I )nen est bien définie. Calculer Ip, I et .
Montrer que la suite (I,)necn est strictement positive et strictement décroissante.

Une premiere relation et une premiere limite

Prouver a ’aide d’une intégration par parties que Vn € N, I;,1, = %In.
n

Déterminer lim intl

n—+oo I

Une seconde relation et une seconde limite
Montrer que la suite ((n + Il )neN est constante. Quelle est sa valeur ?
En déduire un équivalent simple de I, en classant Ii, Lnlnyt et Inln—q.

2k
Prouver que Vk € N, Iy, = 221{% ( 5 ) Faire de méme pour Ipxy1.

PARTIE 2 : DEFINITION ET CALCUL DE J;Loo e_tzdt’

A
Soit A € Ry, on pose H(A) = fo et dt.
Justifier que H est bien définie, de classe C* et strictement croissante sur R, .

Prouver que VA > 1, H(A) < 1+ [—e Y7
A

+oo
Justifier alors ’existence de f e tdt = lim et dt.
0 A—+o00JO
Quelques inégalités
Etablir que Vx > —1, In(1 +x) < x.

2\
En déduire que Vn € N*, Vt € [0;/n], (1 — %) <e V' g %



Transformation (pour n € N*)

vn 2\n
Prouver fo (1 — t—) dt = y/nlan41 & laide d’'un changement de variable adéquat.
n

vn /4 _
Prouver de méme que fo ﬁdt: fﬂ/z sin?™(0) x sm\{)de Vnlm—a.
43
(+3
La limite d’une suite

VT
Prouver que, pour n € N*, on a /nlyny1 < f;) et dt < Vnlon_2.

2.6.2| En déduire la valeur de lim H(y/n) = Um et dt.
+
n—-—+oo

n—-+oo
2

+oo
En déduire que I = lim H(x) existe et déterminer la valeur de I qu’on note f e~ dt.
X—+00 0

[PARTIE 3 : AUTRE METHODE]

—x(14t?%)
On définit @ : Ry — R parVx € Ry, o(x) = fo ﬂTdt On considére aussi les fonctions f: Ry — R

2 2
x 1 —x“(1+t%)
et g: Ry — R définies par Vx € Ry, f(x) = <fo e_tzdt) et g(x) = fo € - —dt

1+t
Inégalités

Montrer que ¥(u,v) €] —o0;1]2, |e

v u

—e —eu(v—u)‘gew.

2

Etablir Vx € Ry, Vh e [ — %;%], vt € [0;1],

Renseignements sur ¢

Montrer que ¢ est bien définie.

ef(x+h)(1+t2) B efx(1+tz) —|—h(1 _’_tZ)efx(]thZ)’ < 2eh?.

e(x+h) — p(x) +f e—x0+1) 4t| en

h

Soit x € Ry et h e [—l 7}\{O}telquex+h 0, majorer

272

fonction de h grace a 3.1.2.

Etablir que ¢ est dérivable sur R, et montrer que Vx € Ry, ¢'(x) = — fol e X+t g
Informations sur f et g

Montrer que f et g sont dérivables et calculer leurs dérivées.

3.3.2] Trouver, pour x € R, un lien entre g/(x) et f —t 4.

Prouver que ¥x € Ry, 0 < g(x) < %e . En déduire la valeur de lim g(x).

X—+00
L’intégrale de GAUSS

Etablir que f + g est constante sur Ry. Que vaut f+ g sur Ry ?

2

X +oo
En déduire 'existence et la valeur de lim e~ dt qu’on note f et dt.
x—+o0 JO 0



