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DEVOIR MAISON 2 : CENTRALE 1 PSI 2011

PSI 1 2024/2025 pour le jeudi 19 septembre 2024� �� �
PARTIE 1 : LA FONCTION GAMMA� �

On définit la fonction Γ : R∗
+ → R d’Euler par Γ(x) =

∫ +∞

0
e−ttx−1dt.

1.1 Montrer que la fonction t 7→ e−ttx−1 est intégrable sur ]0; +∞[ si, et seulement si, x > 0.

1.2 À l’aide d’une intégration par parties, exprimer, pour x > 0, Γ(x+ 1) en fonction de x et de Γ(x).

1.3 Calculer Γ(n) pour tout entier naturel n > 1.� �
PARTIE 2 : LA FORMULE DE STIRLING� �

Pour tout entier k > 2, on pose uk = ln(k)−
∫ k

k−1
ln(t)dt.

Pour tout entier k > 2, on note wk = 1

2

∫ k

k−1

(t− k+ 1)(k− t)

t2
dt et Wn =

n∑
k=2

wk pour n > 2.

2.1 À l’aide de deux intégrations par parties, montrer que
∫ k

k−1

(t− k+ 1)(k− t)

t2
dt = ln k− ln(k− 1)− 2uk.

2.2 Développement asymptotique

2.2.1 Montrer que, pour k > 2, on a 0 6 wk 6 1

2

(
1

k− 1
− 1

k

)
. En déduire que

∑
n>2

wn est convergente.

On note S =
+∞∑
n=2

wn.

2.2.2 Montrer qu’il existe un nombre réel a tel que ln(n!) =
+∞

n ln(n)− n+
ln(n)

2
− a+ o(1).

2.3 En utilisant encore une intégration par parties, montrer que

∣∣∣∣wk − 1

12

∫ k

k−1

dt

t2

∣∣∣∣ 6 1

6

∫ k

k−1

dt

t3
.

2.4 En déduire que

∣∣∣∣S−Wn − 1

12n

∣∣∣∣ 6 1

12n2 puis que ln(n!) =
+∞

n ln(n)− n+
ln(n)

2
− a+ 1

12n
+O

(
1

n2

)
.

On admet que a = −1

2
ln(2π), donc que ln(n!) =

+∞
n ln(n)− n+

ln(n)
2

+ 1

2
ln(2π) + 1

12n
+O

(
1

n2

)
.

� �
PARTIE 3 : L’IDENTITÉ D’EULER� �

Dans cette partie, nous allons établir l’identité d’Euler suivante :

∀x > 0, Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1) · · · (x+ n)
(E).

On définit pour tout réel x > 0 les suites (In(x))n>1 et (Jn(x))n>0 par

In(x) =
∫ n

0

(
1− t

n

)n

tx−1dt et Jn(x) =
∫ 1

0
(1− t)ntx−1dt.

1



3.1 Justifier l’existence, pour x > 0, des deux intégrales In(x) et Jn(x).

3.2 Montrer que, pour tout x > −1, on a ln(1+ x) 6 x. En déduire qu’il existe une constante C, indépendante

de n, telle que ∀x ∈ [0;n], ex

(
1− x

n

)n−1

6 C.

3.3 Montrer 0 6 e−x−
(
1− x

n

)n

6 ex
2

n
e−x pour x ∈ [0;n]. Indication : étudier θ : x 7→

(
1− x

n

)n

ex+ex
2

n
−1.

3.4 Montrer que, pour tout x > 0 fixé, lim
n→+∞

In(x) = Γ(x).

3.5 Montrer que, pour tout entier n > 0, Jn+1(x) =
n+ 1

x
Jn(x+ 1).

3.6 En déduire que pour tout x > 0, Jn(x) =
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)(x+ n)
.

3.7 Établir l’identité d’Euler (E).� �
PARTIE 4 : UNE AUTRE IDENTITÉ D’EULER� �

Dans toute la suite, on définit une fonction h sur R par h(u) = u − ⌊u⌋ − 1

2
où la notation ⌊u⌋ désigne la

partie entière de u. On pose, pour n ∈ N et x > 0, an =
∫ n+1

n

h(u)
x+ u

du.

4.1 Dessiner soigneusement le graphe de l’application h sur l’intervalle [−1; 1].

4.2 Montrer que la série
∑
n>0

an converge.

4.3 En déduire la convergence, pour x > 0, de l’intégrale
∫ +∞

0

h(u)
u+ x

du.

Nous allons maintenant établir une autre formule importante due à Euler, valable pour tout x > 0 :

ln
(
Γ(x+ 1)

)
=
(
x+

1

2

)
ln(x)− x+ ln(

√
2π)−

∫ +∞

0

h(u)
x+ u

du (R).

On fixe donc x > 0 et pour tout entier naturel n, on définit Fn(x) par

Fn(x) = ln

(
n!nx+1

(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n+ 1)

)
.

4.4 Montrer que pour tout entier naturel i, on a
∫ x+i+1

x+i
ln(t)dt = ln(x+ i)−

∫ i+1

i

u− i− 1

u+ x
du.

4.5 En déduire que, pour tout n ∈ N et tout réel x > 0, on a la relation Fn(x) = Gn(x)−
∫ n+1

0

h(u)
u+ x

du où on

a défini Gn(x) = ln(n!) + (x+ 1) ln(n)−
(
x+ n+ 3

2

)
ln(x+ n+ 1) + n+ 1+

(
x+ 1

2

)
ln(x).

4.6 La relation (R)

4.6.1 En utilisant la formule de Stirling, montrer que lim
n→+∞

Gn(x) =
(
x+ 1

2

)
ln(x)− x+ ln(

√
2π).

4.6.2 En déduire que ln
(
Γ(x+ 1)

)
=
(
x+ 1

2

)
ln(x)− x+ ln(

√
2π)−

∫ +∞

0

h(u)
x+ u

du.

4.7 L’application u 7→ h(u)
u+ x

est-elle intégrable sur R+ ?
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