DEVOIR MAISON 2 : CENTRALE 1 PSI 2011

PSI 1 2024/2025 pour le jeudi 19 septembre 2024

(PARTIE 1 : LA FONCTION GAMMA|

+oo
On définit la fonction I' : R} — R d’EULER par I'(x) = fo e tt*1dt.
Montrer que la fonction t — e~ t*~! est intégrable sur |0; +-00] si, et seulement si, x > 0.
A Paide d’une intégration par parties, exprimer, pour x > 0, I'(x + 1) en fonction de x et de I'(x).

Calculer I'(n) pour tout entier naturel n > 1.

(PARTIE 2 : LA FORMULE DE STIRLING)

k
Pour tout entier k > 2, on pose uy = In(k) — fk : In(t)dt.
k _ _ n
Pour tout entier k > 2, on note wy = 1 f (t—k +;)(k t> dt et Wn = > wy pourn > 2.
2 Jk-1 t =2
N K _ _
A Taide de deux intégrations par parties, montrer que fk : (t—k ip(k ) dt =Ink—1In(k —1) — 2uy.
Développement asymptotique
Montrer que, pour k > 2, on a 0 < wy < % <k11 — :{) En déduire que Y. wy, est convergente.
- n>2
“+oo
On note S= 3 wn.
n=2
T . In(n)
Montrer qu’il existe un nombre réel a tel que In(n!) = nin(n) —n+ 5o —a +o(1).
(o ]
. s . 1T (% dat| -1 % at
En utilisant encore une intégration par parties, montrer que |wy — 7 )i 2 < G fk B

En déduire que |S — Wy — ﬁ < ﬁ puis que In(n!) +:OOnln(n) —n+ lngn) —a+ ﬁ +0 <nlz)
— 1 N = g1 L yo(d)
On admet que a > In(2m), donc que In(nl) +Oonln(n) nt =+ In(2m) + o +0 7))

[PARTIE 3 : L'IDENTITE D’EULER]

Dans cette partie, nous allons établir I’identité d’'EULER suivante :

nn*
v 0, I'lx) = U E).
x>0, I'(x) W T ) (E)

On définit pour tout réel x > 0 les suites (In(x))n>1 et (Jn(x))n>o0 par

0 n

In(x) = fn (1 - t)nt"1dt et Jn(x) = f()](] — e

1



Justifier Pexistence, pour x > 0, des deux intégrales I (x) et Jn(x).

Montrer que, pour tout x > —1, on a In(1 +x) < x. En déduire qu’il existe une constante C, indépendante

n—1
de n, telle que Vx € [0;n], e* (1 - X) <C.

n
n 2 n 2

Montrer 0 < e * — (1 — X> < eX-e ™ pour x € [0;n]. Indication : étudier 0 : x <1 — X) eXf+eX—1.
n n n n

Montrer que, pour tout x > 0 fixé, lim I,(x) =T(x).
n—+oo

Montrer que, pour tout entier n > 0, Jn4+1(x) = w]n (x+1).
X

Endéduirequepourtoutx>07 Jn(x) = CER TJlr!n IR
XX s (X — X

Etablir 'identité d’EULER (E).

[PARTIE 4 : UNE AUTRE IDENTITE D’EULER)

% ot la notation |u| désigne la

Dans toute la suite, on définit une fonction h sur R par h(u) =u— |u] —
nt1 h(u)
n X+u

Dessiner soigneusement le graphe de 'application h sur l'intervalle [—1;1].

Montrer que la série > a, converge.

n>0

partie entiere de w. On pose, pourn € N et x > 0, ap = u.

P s +oo h(u)
En déduire la convergence, pour x > 0, de I'intégrale fo mn
u+x

Nous allons maintenant établir une autre formule importante due ¢ EULER, valable pour tout x > 0 :

du.

du (R).

In(T(x+1)) = (x + %) n(x) — x + In(v2m) — eroo h(u)

0 Xx+u

On fize donc x > 0 et pour tout entier naturel n, on définit Fy,(x) par

n!nx+1
Fn(x) =1In <(X+1)(x+2)...(x—|—n+])> ’

xHit] i1 :
: . _ N u—1i—1
Montrer que pour tout entier naturel i, on a fX_H In(t)dt = In(x + i) fl i du.
s . . n+1 h(u) .
En déduire que, pour tout n € N et tout réel x > 0, on a la relation F(x) = Gn(x) — fo Tdu ol on
u+x

a défini G (x) =In(n!) + (x + 1) In(n) — (x+n—|— ;) Inx+n+1)+n+1+ (x—|— ]> In(x).

2
La relation (R)

En utilisant la formule de STIRLING, montrer que liT Gn(x) = (x + l) In(x) —x + In(v/2m).
n——+oo

2
o _ 1 B _ (™ h(y)
En déduire que In (T'(x + 1)) = (x + Z) In(x) — x + n(v/2n) fo _— U’du.

L’application u h(_:_l) est-elle intégrable sur RT ?

u X



