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a. D’abord, pour tout x € R, Papplication t — cos(x — t)f(t) est continue sur [0;x] donc le réel u(f)(x) existe
bien (intégrale d'une fonction continue sur un segment). La fonction u(f) est donc bien définie sur R.
De plus, puisque par trigonométrie on a cos(x —t) = cos(x) cos(t) + sin(x) sin(t), on peut écrire par linéarité
de lintégrale que Vx € R, u(f)(x) = cos(x) fox cos(t)f(t)dt + sin(x) j;)x sin(t)f(t)dt ce qui garantit que u(f)
est continue car les fonctions t — cos(t)f(t) et t — sin(t)f(t) sont continues sur R ce qui montre que les
fonctions t — j: cos(t)f(t)dt et t — fox sin(t)f(t)dt sont aussi continues sur R (elles sont d’ailleurs méme
de classe C', voir b.). Enfin la linéarité de u provient de celle de I'intégrale, il suffit de I’écrire.
Par conséquent, u est un endomorphisme de E.

t = f cos(t)f(t)dt et t — f sin(t)f(t)dt étant respectivement les primitives s’annulant en 0 des
fonctions t — cos(t) ( ) et t — sin(t)f(t) par le théoreme fondamental de I'intégration, et puisque d’apres a.
onaVx € R, u(f)(x) = cos(x) j;)x cos(t)f(t)dt+sin(x) fox sin(t)f(t)dt, la fonction u(f) est, par opérations, de
classe C' sur R avec u(f)(x) = f(x)—sin(x) fo" cos(t)f(t)dt-+cos(x) fo" sin(t)f(t)dt car cos?(x)+sin?(x) = 1.
Ainsi, u n’est pas surjective car les fonctions continues qui ne sont pas de classe C' (comme la valeur absolue
par exemple) n’auront pas d’antécédent par u. On peut aussi constater que u(f)(0) = 0 ce qui montre que
les fonctions dont la valeur en 0 n’est pas nulle ne peuvent pas étre dans Im (w) non plus.

c. Sif € Ker(u), u(f) = 0 donc u(f)’ = 0 d’out f(x) = sin(x) fox cos(t)f(t)dt — cos(x) fox sin(t)f(t)dt (1)
pour tout réel x d’aprés le calcul précédent. Ainsi, comme avant, f est de classe C' sur R et on peut dériver
une fois de plus, ce qui donne ¥x € R, f'(x) = cos(x) fox cos(t)f(t)dt + sin(x) fox sin(t)f(t)dt = u(f)(x) =0
apres simplifications. Ainsi, f est constante car R est un intervalle. Mais comme f(0) = 0 par la relation (1)

ci-dessus, f est la fonction nulle sur R ce qui prouve que Ker(f) = {0}. Ainsi, u est injective.

a. f est définie et dérivable par opérations sur D = U }an— g; 2(k+1 )n—g [ (14 ou sin ne vaut pas —1). Pour
kez

. : 2

« € D, comme 1— s?n(x) _ 2 “1,onaf(x) = ( 2 cos(x) ) « ' a +231n(x)) ' ;
1+sin(x) 14 sin(x) (1 + sin(x))? (1 —sin(x))” + (1 + sin(x))

ce qui donne apres simplifications la relation f'(x) = L() = (— Arctan(sin(x)))’. Ainsi, la fonction

1+ sin®(x)
x = f(x) + Arctan(sin(x)) est constante sur chaque intervalle du type I, = :|2k7'[ - E 2k 4+ 1) — 5 [
Comme f et x — Arctan(sin(x)) sont 2n-périodiques, il suffit de trouver cette constante sur Ip = } - %; 3771 [
Or f(0) 4+ Arctan(sin(0)) = % donc Vx € D, f(x) = ZTT — Arctan(sin(x)).

Les solutions réelles de I’équation homogene (Ep) : y' —y = 0 sont les fonctions yy : x — Ae* avec A € R et

elles sont définies sur [1;+oo[ en entier. On effectue une variation de la constante en cherchant les solutions

de (E) sous la forme y : x — A(x)e* avec A : [1;+00o[— R dérivable. En remplacant dans (E)7 on parvient

—X
ay —y = 1; — N(x)e* = % <= N(x) = &—. On prend par exemple A : x f dt Ainsi,



x ,—t
les solutions de (E) sur [1;4o0[ forment un espace affine et s’écrivent yo : x — (oc + f1 ert) e* avec

a € R. La fonction g : t — eT est continue sur [1;+o0] et eT +— o(e™') donc, par comparaison, g est
(o ]
intégrable sur [1;4o00[. Ainsi, 1111 o+ f dt = a + f dt Pour que y4 soit bornée, comme
+oo -
lim e* = +oo, il faut absolument que o + f dt =0, ce qui impose &« = — f dt = ap. Seule
X—4-00 t

+00 +oo
3 — . _ e e X _ _pX e :
la fonction b = yu, : x = ( f] " dt + f1 " dt)e e fx n dt (par la relation de CHASLES)

est éventuellement bornée parmi les solutions de (E).

+oco ,—t +oco ,—t
Comme Vx > 1,|b(x)| = e"f € _dt < e"f € gqr=1 < 1 car 1 < Tgit > x, cette fonction b est
x t x X X t X

bien bornée sur [1;4+00[. Conclusion : (E) a une seule solution bornée qui est b et elle tend vers 0 en +oo.

On pose u = 2 et v : t = t de sorte que u et v sont de classe C' sur [0; 1] par hypothese. Par conséquent, par
intégration par parties, on obtient f 2dt = [tf2(t —2f tff(t = —Zf tf (t)f(t)dt car f(1) = 0.
1
Par I'inégalité triangulaire, on a fo f(t)2dt < Zfo [f'(t)||f(t)|dt puis, par celle de CAUCHY-SCHWARZ, on
1 [ 1
2 2012 2 ; .
trouve fo f(t)“dt < 2\/f0 tof (t)dt\/fo f2(t)dt (1). Il y a maintenant deux cas :
1 1 1
; 245 — ; 24t < 201(4\2
o si fo f(t)“dt = 0, on a bien fo f(t)dt \4f0 tof/ (1)~ dt.

1 1 [ [
o si fo f(t)2dt > 0, en divisant par ”fo 2(t)dt dans (1), on a fo f(t)2dt < Zﬁlfo t2'2(t)dt puis

le résultat de I’énoncé résultat en élevant au carré cette inégalité.

1 1
Dans tous les cas, on a bien fo f(t)2dt < 4 fo t2f/(t)%dt si f est de classe C' sur [0;1] et f(1) = 0.

Pour le cas d’égalité, on doit avoir égalité dans CAUCHY—SCHWARZ ce qui donne ’existence d’une constante
A telle que YVt € [0; 1], tf'(t) = Af(t) (E) car les deux fonctions t — tf'(t) et t — f(t) doivent étre colinéaires.
De plus, comme f()] f(t)2dt > 0, on doit avoir —2 f()] tf’(t)f(t)dt > 0 ce qui impose A < 0. Ainsi, en résolvant
’équation différentielle (E), on a Vt € [0;1], f(t) = at® avec « € R et les conditions “f de classe C' et
f(1) = 0” imposent que f = 0. On n’a égalité dans cette inégalité que pour f égale a la fonction nulle.

Méthode 1 : Soit la fonction f : R — R définie par f(x) = Arctan(x — 1) + Arctan x + Arctan(x +1). Comme

la fonction Arctan, la fonction f est continue et strictement croissante, elle réalise donc d’apres le théoréeme

du méme nom une bijection continue de R dans | lim f(x); lim f(x)[= } _ 3m, 3n { Ainsi, il existe un
X—+—00 x—+400 272
unique réel x tel que f(x) = % Comme f(0) =0 et (1) = % + Arctan(2) > 721, il vient x €]0;1[.

Arctan(x—1)+Arctan(x+1) = g —Arctanx donc tan(Arctan(x—1)+Arctan(x+1)) = tan (2 Arctan x)

donc tan(Arctan(x — 1) 4+ Arctan(x + 1)) = m = i car Arctan(x) € }0; % [ Ainsi, comme
tan(a +b) = tan(a) + tan(b) , il vient 27’2‘ =l =2 e=x= /2~ 0,82.
1 —tan(a)tan(b) T—(x*—=1) «x 3

Méthode 2 : On sait que Arctan(y) est un argument du complexe 1 + iy si y € R car on peut écrire

1+1iy = /1+y2e®® avec 8 € ] — %’E[ (faire un dessin) et 1 + iy = /14 y?(cos(0) + isin(0)) ou



cos(0) = —1 et sin(6) = —2— donc tan(8) = y ce qui montre bien que 8 = Arctan(y).

V1+y? V1+y?

On sait aussi que arg(zz') = arg(z)+arg(z’) [2n] donc, en itérant, arg(zz'z"”) = arg(z)+arg(z’) +arg(z”) [27].
Ainsi Arctan(x — 1) + Arctanx + Arctan(x + 1) = Arg (1 +i(x — 1))(1 +ix)(1 +i(x + 1))) [27] et équation

devient arg(2 — 3x% + (4x —x3)i) = % [271] ce qui équivaut & 2 — 3x? + (4x — x3)i € iR, et, & nouveau, on

trouve x = \/g (car si x = — \/g la partie imaginaire de 2 — 3x? + (4x — x®)i est strictement négative).

n 1
a. Pour n € N*  u, est bien défini et strictement positif. Ainsi vy = In(un) = ln( IT0+ E)“) donc
n

k=1

n

=1 Z ( ) Comme la fonction f : t — In(1+1) est continue sur le segment [0; 1], par le théoreme
n

1
sur les sommes de RIEMANN, on a 1111 o=, f= [(1+x) (1 +x) —x]} =2Wn(2) — 1. Par conséquent,
n——+oo
par continuité de exp, lim up = Um e¥n =221 =4_y
n—-+oo n—-+oo e

1

1

I\ 7 I n

b. On peut écrire u, = - (ﬁ) "= ((zni)) " Or on connait I'équivalent de STIRLING n! ~ /27 n_.
n\ nl n"n! 400 e

Nt 200 VGRS O )" 60 gt e e = (v()" 4o (2)"))

n™n! +o0 V2 nnnnnezn +oo e +oo

Totu, = e (V2(2)"+0((2)") Z an+d n(Zro() = 4y Fi(n@+o(1) _ 3 (14 ( )y +o(1))
+oo +oo +oo e +<><> e

en effectuant un développement limité a ’ordre 1 de exp en 0.

On retrouve 'équivalent u,, ~ = % dela question a.. Mais on a beaucoup mieux, u, — £ ~ zm(z).
400 e +oo  en

a. Comme f : t —

est continue et décroissante sur R%, on pense a une comparaison série/intégrale.

= <)

K+1 k
Pour n > T et k € [n+1;2nf, on a fk f(t)at < f(k) = T < J f(t)dt. On somme ces inégalités
2n+1 2
pour k € [n + 1;2n] pour avoir l'inégalité [Zﬁ]ﬁiﬂ = f :1 Sn f " dt = [2vt]3™. Or
n
VARt =2(V2-)ymet VAR =2yt 1 -2y 1 = z\F(\/ +1- \/1 + %) L 2V2- )V

Ainsi, on arrive a ’équivalent S, o 2(v/2 — 1)/n par encadrement.
o0

n

n
b. On peut aussi écrire Sy, = Y ] =/nx 1 > —1 et, commef:t— —-

k=1 vVn+k M ik ’ vV1+t
n

1
segment [0; 1], par le théoréeme sur les sommes de RIEMANN, on a lim Sno_ j;) f=[2V1+t])) =2v2-2.

n—+oo \/TT

On retrouve bien I’équivalent de la question a. : Sy, o 2(v2 = 1)y
oo

est continue sur le

sin(nt)

sin(t)

généraux et elle se prolonge par continuité en 0 en posant f;, (0) = n car sin(u) T Ainsi, pour n € N, J,, est

a. Pour n € N, on définit f;, : }O; %} — Rparfn(t) = . Alors f,, est continue sur ] 0; %} par théoremes

. , . o, . B /2 /2 T
bien définie en tant qu’intégrale de fonction continue sur un segment. Jo = fo 0=0et]; = fo 1= 5

/2

Comme sin(2t) = 2 sin(t) cos(t) et sin(3t) = —4sin3(t) + 3sin(t), J» = fo"/ ? 2cos(t)dt = [2sin(t)]¥? = 2

_m

et J3 = fon/z(s ~ 4sin?(1))dt = f()"/z(z cos(2t) + 1)dt = [sin(Zt) -l—t} :/2



7.[/2 . el
b. Pourn € N, par linéarité de I'intégrale, on obtient J2—Jn = f sin((n + 2)t) — sin(nt) or on sait que

0 sin(t)
sin((n + 1)t)17/2
n+1 0

/2
sin(a) — sin(b) = 2sin (& E b) cos (a—2|—b) donc Jni2 — Jn = fo / 2cos((n+1)t)dt =2

_1)P
d’olt Jny2 — Jn = 0 si n est impair et Jn42 — Jn = 22( _:_)] si n = 2p est pair.
b
e Comme J; =J3 = %, par une récurrence immédiate, on a Vn € N, Jon41 = %
, n—1 n—1 2(_1)k
e Pour n € N| par télescopage, Jon =Jo + Y. (Jak+2 — J2k) = . .
sin(xt)

c. Pour x > 0, on effectue une intégration par parties en posant u : t — et v = f qui sont de

b :
classe C! sur le segment [a;b] et on trouve f f(t) cos(xt)dt = [M
a

[sin(xt)f(t) } b

X

b b
_1 (1) si
N L . fu f'(t) sin(xt)dt. Or on

peut majorer

i — si 2||f .
stn(bx)f(b) sm(ax)f(a)’ < [lloc,[a:0) pour la partie “toute intégrée”
X

X

a

b b b—a)|lf :

et ‘lf f'(t) SiTl(Xt)dt‘ < lf If'(t)|dt < ( oo fase) par inégalité triangulaire sur les intégrales
X a X a X

car f et f' sont continues sur le segment [a;b] donc elles y sont bornées. Ainsi, par inégalité triangulaire,

2||f . b —a)llf .
< [lloc, fast) + COIIEH IENERY —— 0. Par encadrement, la majoration
X X— +00

. N b
on arrive a ‘ f (t) cos(xt)dt‘
a

b
précédente permet de conclure que lim f(t) cos(xt)dt = 0.
x—+oo Ja

d. Toujours par linéarité de I'intégrale et avec la formule sin(a) — sin(b) = 2sin (& z b) cos (& '2~_ b), on

trouve Jns1 — Jn = f”/z 2sin(t/2) cos(((2n + 1)t)/2)

. sin () dt. Or sin(t) = 2sin (%) cos (%) donc, en simplifiant,

/2
Jns1 — Jn = f 1 T cos ((Zn ;_ ])t)dt. D’apres le lemme de RIEMANN-LEBESGUE vu en c., comme
O os (1)
it % est de classe C! sur le segment {0; E} et lim Z2t1l — 4o ona lim (Jas1 —Jn) =0.
cos (7) 2 n—+oo 2 n—+o00
2

La suite (Jan+1)n>0 est constante donc elle tend vers % Comme Jon = Jant+1— (J2n+1 —J2n), ce qui précede

montre aussi que Um Jon = % Comme on a les indices pairs et les indices impairs, (Jn)n>o0 tend vers %
n—-+oo

n—1,59/_1\k +oo (1N
2=1)° T ce qui s’écrit aussi Y. (=)

On en déduit que nl_ETOO o 2k+1 2

/2
La fonction f : t — % est continue sur le segment [O; E} donc I = f # existe.
1+ msin“(t) 2 0 1T+ msin“(t)
2

Soit maintenant f définie sur [0; E[ et, puisque sin?(t) = %, on en déduit que, pour t € {0; n [,

2 14 tan“(t) 2

2

1 1 1+ tan”(t) —

on a f(t) = —— = y = >—. Or ¢ : t — tan(t) est une bijection
T+msin®(t) . ten ® T4+ (m+1)tan”(t)

T4+tan?(t)
strictement croissante et C' de [0; %[ dans R% et @’(t) = 1+ tan?(t), donc par changement de variable,
400 +o0
= — du {* Arctan (\/m +1 u)} = " ___ 1Ily avait d’autres questions
fo T+(m+1u? LW/m+1 0 Wmr1 Y q
D’apres I’énoncé, on pose g : Ry — R définie par g(y) = f(,/y) pour y > 0. Comme t — /t est de classe

C* sur R% a valeurs dans R et que f est de classe Cc* sur R% , par composition, g est de classe Cc* sur R7.



Par la formule de TAYLOR-YOUNG, comme f est de classe C* et paire donc que '(0) = 0 et /(0) =0, on a

1 (4)
f(x) = f(0) + ! 50) 24t 2450) x* +o(x*). En composant par \/y, on obtient le développement limité d’ordre
\ : /(0 ()
2 en 0 pour g, a savoir g(y) = f(,/y) ?f(O) + %y + #yz +o(y?).
1/
Aspect C! : comme g admet un développement limité d’ordre 1 en 0, g est dérivable en 0 et g’'(0) = f 50)

/
Pour y > 0, on a ¢g'(y) = # Or, f' étant de classe C* avec f'(0) = 0 car f est paire, on a le
Y

développement limité & l'ordre 1 suivant de f' en 0, & savoir f’(x)?f”(o)x + o(x). En posant x = ,/y,

1/
on obtient '(,/y) *f”( )v/Y +o(y/y) qui justifie que g’ (y) = fzﬂ + o(1) donc que lw'mo1+ g (y)=4'(0) et ¢
y—

est continue en 0. Avec ce qui précede, on a bien établi Paspect C' de g sur R..

) e S = g0) | PG OV

Aspect c?: pour y > 0, comme ¢g'(y) = —¥2% on a =
) 2y y—o0 2y\y

de classe C3 et paire sur R, elle admet un développement limité en 0 & l'ordre 3 par TAYLOR-YOUNG qui

“)
s’écrit, comme '(0) = (0) = 0, '(x) :f”(o)x + f‘&ﬁ + o(x3) donc, en composant par \/Y, on obtient

(/) —f”( )\f—i— ( )y\f—i-o(y\f) Ceci montre que g/(yj —d'(0) _ () +0(1) donc que g est deux

—0 o 12
"(y) = o )
fois dérivable en 0 avec ¢”(0) = lim 9 () —g'(0) _ F7(0)
y—0+ y—0 12

. Montrons que g” est continue en 0.

Apres calculs, on a Vy > 0, ¢"(y) = \Ff“(\ng /(\/g) Or f’(\/g)§f”( )\er ( )y\f+ 0(y/Y)
f(4)( 0)

et, comme " est de classe C? sur R, on a par TAYLOR-YOUNG f”(x) ?f”(O) + 5

£(4) (0)
2

x% 4+ o(x?) donc, en

composant par ,/y, cela donne ”(,/y) =f"(0) + y+ o(y). En reportant dans l’expression de g”(y),

0

¢"(y) = ﬁ[\ﬁj(f”(o) + f(4)2(0)y +oly) — ()i + ( TOy 5+ olwym) ] = (4)2( ) 4 o(1). Ceci

@
12
théoréme de prolongement C' (ici de g’ en 0), le calcul préalable de g’ (0) n’était pas nécessaire.

~

—
o

=

montre que lim g"(y) =g¢"(0) = donc que g est de classe C? sur R, avec ce qui précede. Par le
y—0

a. Comme f est continue, positive et non nulle sur [a;b], d’apres la contraposée d’un théoréme du cours, il
vient A = f x)dx > 0. Comme f est continue sur [a;b], d’apres le théoréme fondamental de I'intégration,

X
: [a;b] = R définie par F(x) = f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en a sur [a;b]. F est donc de

a

classe C!, strictement croissante car f > 0 donc F réalise une bijection de I'intervalle [a;b] dans [0; A].

Pour n € N*, les conditions imposées & xo,x1, -, xn reviennent a Vk € [1;n], F(xx) — F(xk—1) =

puisque xp = a est imposé donc F(xp) = 0, les conditions imposées se résument a Vk € [0;n], F(xk

Ceci montre I’existence et 'unicité de la subdivision demandée et qu’on a Vk € [0;n], xi = F~! (k—>

n
n 0 . 1 A (kA
b . (F1kA):l A (kA) _90) 1A (7)
b our n , Un z:: ( n ) A X n kzog n n + A X n k;] g n en

définissant g : [0;A] — R par g(x) = foF~'(x). Comme g est continue sur le segment [0; A] par composition

-1
n

puisque F~! est continue de [0; A] dans [a;b], le théoréme sur les sommes de RIEMANN montre que I'on a



A
um u, = % f f foF~'(x)dx. On peut effectuer le changement de variable x = F(t) car F

n—-+oo

est de classe C', bijective et strictement croissante de [a;b] dans [0; A] et on obtient la nouvelle expression

b
° oF 1o -1 car . Ainsi, Um u :m.
[, (roFToF(@) x L[ r(0)%at car (1) = 1(t). Ainsi, lim uy o

La fonction g est continue sur R% par opérations et se

um u, =
n—-+4oo

>|=

Soit g : R% — R, définie par g(t) = leﬂ

prolonge par continuité en 0 en posant g(0) = 1 car |sin(t)] ~ sin(t) ~ t. Comme g est maintenant
t—0+ t—0+

continue sur le segment [0;x] pour tout x € Ry, la fonction f est bien définie sur R, c’est méme d’apres le
théoreme fondamental de 'intégration la primitive de g qui s’annule en 0. Comme la fonction g s’annule en

tous les multiples de 7, on va considérer f(nmn) pour n € N.
. nol a(ktl)m
Par la relation de CHASLES, pour n € N* on a f(nm) = 3 f g(t)dt. Pour k € [0;n — 1], on pose
k=0

(k+1) :
dans fk g(t)dt le changement de variable affine t = u + kn = @y avec @y de classe C' sur [0; 7] pour
7T

. (D) sin(u) . L S .
avoir fkn g(t)dt = fo mdu car sin est positif sur [0;7]. On somme ces inégalités pour obtenir

7 sin(u) =l emosin(u) ™ gin(u) =l emosin(u)
— 7 < = < — 7 — 7 .
I’encadrement § f ————— du < f(nm) kE oj:) . kndu < j; " du + 1}:1 j; o du. En

Tl 7T
posant Hy, = 5 J o il est classique que Hn ~ In(n). De plus, fo sin(w)du = [ — cos(u)]y = 2 donc

k=1
2Hn < f(nm) < I+ Mot en posant I = f sin(u) du. Comme ZHn I+ Hno1 | 2in(n) car
7T T 0 u T +oo s +o0 Tt
In(n—1)=1n(n) +1n (1 - l) ~ In(n), par encadrement, on a f(nm) ~ 2in(n) 1n(n)'
n/ +oo +oo T
De plus, par définition de la partie entiere, pour x € R4, en posant n, = {XJ, onan, <X <ng+1
b e

donc nym < x < (ny + 1)m. Comme la fonction f est croissante car f = g > 0 sur l'intervalle R, on en

déduit que f(nym) < f(x) < f((nx+1)m). D’apres ce qui précede, on a f(nxﬂ) ~ f((nX +1)m )+~ 2in(ny) car

T
21n(ny) X
Wm n, = +o00 puisque ny > 771 donc, par encadrement, f(x) ~ Mals —1 < ny < = dong, par
x—r+00 +oo W T
croissance de la fonction In, In (7 - 1) <ln(ng) < n ( ) donc In(ny) ~ In (5) =In(x) —In(n) ~ In(x).
T Tt 400 T +00

Par conséquent, f(x) -~ M
o T



