Correction du DS1

PROBLEME (inspiré de Mines Sup 2003) : Partie I

1.a)

b)

d)

Partie 11
1.a)

b)

™ . k ™ ™
Comme k # 0, / cos(kx)dz = {Sm; x)} = 0 et, par linéarité de 'intégrale, / fat)dt =0
0 0 0

- - 1—eine 1, —2isin BF
_ ikx T ikx _ ix o gntlg 2 PPN 2 .
On a f,(z) = Re e et comme e # 1, on a et =" ———— =" 2 *—————— d’oll on déduit
Pt 1—e” —2isin 5

1
B cos( 5 x) Sin(%x) 1 . 2n +1 . (x) B 1 1
fnl@) = in 2 Taosimz PP\ T2 )R] T 5+t

Le résultat étant donné, on pouvait ausst le prouver par récurrence sur n.

On a H(l)ﬂ gn = H(I)n(l +2f,) = 2n+ 1 donc on prolonge par continuité g, par | g,(0) = 1in% gn(x) =2n+1
z—

On peut aussi déterminer cette limite & partir de Uexpression de g, et en utilisant sin(x) ~o®
T—

On a, pourn > 1, g, =1+ 2f, donc u, =7+ 2/ fn(t)dt = 7 (avec I.1.a); comme ug = / dt =, on a
0 0

‘un:ﬂpourtou‘cneN‘

2
=g -1tol®) __&+olw) _ _a
_ 202 - 2 _ B .
o 3 +o(a?) - 01 +o(z) o2 + o(z). Comme ¢(0) = 0, on peut aussi

On a, pour z # 0, g(z)

-1
écrire g(x) = g¢(0) — % + o(x) et ce DLy (0) prouve que g est dérivable en 0 et | ¢'(0) =

a2

T

x —sin £ x —cos £
Comme sin = # 0 si x €]0,7], g est C' sur |0, 7] par opérations et ¢'(r) = ——2 + (cos - - 1) —
2 asin 5 2sin” §

C T bient lim g’ = —— + — — ¢/(0) d
omme cos Y gz omobtient limg' = —— + — =g onc
—cos(2n+1)%7" T, cos(2n+1)%
ntl Jr/ g'(z) 2ntl
2 0 0 2

g est C! sur [0, 7] ‘

Les fonctions g et cos sont C! sur [0, 7] donc v, = {g(m) dz, donc

s 2 s
lvn| = mFi /0 g'(x) cos(2n + 1); dz| < 1 /0 |¢' (z)| dz | par inégalité triangulaire sur les intégrales.
1
On en déduit, par encadrement, puisque HETOO o1 =0
1 ™ 1 s
Avec I.1.b, par linéarité de lintégrale, on a X,, = —f/ cosfdx + f/ gn(x) cosgdx = —gsinz +
2 Jo o 2 Jo « 2 «
1 [7sin2ntly 1
f/ 7295 (cosE — 1—|—1) dz donc | X,, = —gsinz—i—f(vn—i—un)
2 Jo sin § o 2 a 2
. . . a . T
Comme limu,, = 7 et limv,, = 0 avec 1.d) et 2.e), on a|lim X,, = ) sin — + 5
o
T I 1 1 1 [sin(k+ )z sin(k—L)z]"
Ona/ cos(km)cosgdx:f/ cos|(k+—)x+cos|k——|z|de=< ( 10‘) ( 10‘)
0 Q@ 2 Jo e @ 2 k+ 2 k— < 0
1 T T (-1)F (sinZT  sinZ (-D*asinZ 1 1
cark:l:ayé&donc/o cos(k:;v)cosadw: 5 k"‘i_k’—i = 5 1—|—koz+1—koz

a s 1 1
Avec I’ ion de f,, linéarité de intégrale, X, = —sin — —1)k
vec l'expression de f,, par linéarité de I'intégrale, on a sin Z( ) (1 ko + 11— ka)

Comme u +— T est continue sur R", I, est de classe C* sur R et I/, (z) = Fpp > 0 donc on en déduit
u x

‘Ia est croissante sur l'intervalle R™ ‘

1
1+ u~

du
1+ u~

1 xT T
Siu>0,onal+u*>u*>0donc0< S—puis[a(x)—la(l):/ S/ u “du,siz>1
u® 1 1

e’

T
1
par croissance de l'intégrale. Ce qui donne I, (z) — I,(1) < [? ] < 7 [car o 1>0.
—al, o —




1
c¢) I, est croissante et majorée (sur RY) par I,,(1) + p— donc ‘ I, admet une limite finie en 400 ‘ par théoréme

de la limite monotone.

2.a) L’application u +— u® est une bijection C!, strictement croissante de {xl/ e, 1] sur [z, 1] donc par changement

1 1 e(8-1) g
de variable, on a / p(t)dt = / ¢ au® "t du = a/ “
= zi/a 1+ u® si/e 1+ u®

b) On a lim z1/% = 0 et I,, est continue en 0 avec 1.a) donc, par composition des limites, on a lign J=al,(1)

z—0

— —Q

: la fonction v — u
1 uaﬁ

3.a) On pose cette fois t = u

[1,3:_1/0‘] et on trouve K(x) = / T
o—1/a 1 +u™® s—1/a 1 +u®

Chasles que | K () = a(I,(z7Y%) — I,(1))

. du

b) Ona lir{)l+ 271 = 400 donc par composition des limites et 1.c), lignK = a(}&m I, —1,(1))
Tr—r oo

1— (_1)n+1tn+1
1+1¢

4.a) Onao,(t) = (car t # —1) donc (avec t > 0)

1 1 1
1 1
— — - B-1 < - B-1 < n+p —
b) Onal|J(z)—Jn(z) /z<1+t on(t)>t dt‘\/z — an(t)’t dt\/xt dt
1
inégalité triangulaire et < 1: donc | |J(z) — Jo(z)| <
par inégalité triangulaire et car x onc | |J(x) ()] e

1
1
On trouve de méme, |K(x) — K, (z)| < / P At L ————

1 t”H‘l
t_iz <tn+1
o)~ | - £ [

|

est C' bijective et strictement décroissante de [z,1] sur

(—a)u™ " *du = —a/ —— donc on en conclut avec

ntB+1 ] 1

n+pg+1],

n . 1 . . n—1 ) 1 . n . tk+ﬁ 1 n-1 . thrliﬁ 1
Q) ol +Kn() = S(-1F [ ae Y (0 [ Pae= 3o [,HB] 2 (1) {k—&-l—ﬂ]
k=0 x k=0 x k=0 T k=0 z
n n—1 n
1 1
q I ) 1 k+1_ % _1)k .
one lig(Kn +Jn) kZ:O 1+ka+kzzo( S ey ‘”O‘;( P\ T 1) e

2X,

sin ©
«

donne 1i(1)n(Jn +K,)=a+

d) Ona lign(.] +K)= aEm I, d’apres I1.2 et I1.3 dong, en ajoutant les deux inégalités de I1.4.b et en faisant
(o)

2X,, 1

1

tendre x vers 0, on obtient, par inégalité triangulaire,

limI, —a— <
s @ sin = n+1+p

. . . 2
tout n donc, en faisant tendre n vers +oo cette fois, on trouve alim I,=a+
oo sin

1.3.d,

. T oo qu
liml, = —— =
+o0 asin Z 0 14+ ue

+n+1—ﬂ

= lim X,,, ce qui donne, avec

pour

)

Exercices :

1. On raisonne par récurrence sur n > 1 :
! 1222
Z B =1%=1et ) = = 1 donc I'égalité est vraie pour n = 1.

k=1
n+1

e si on suppose ’égalité vraie au rang n € N* alors on obtient Z k= (n+1)*+ Z R (n+1)%+
k=1

k=1
n+1

puis Zk3 i[4(n+ 1) +n?] = (n+1)*(n+2)?

4

~ 5 _ n’(n+1)°
Par principe de récurrence, on a bien | Vn € N*| Z k° = — 1
k=1

‘ -

(n+1)—n 1 1
2.a) Onay/ —Vn= - d <VnFl-yn<
W Oma vl =V = e R T e e g SV Ve

1
"= T 2v/n + 1+ 2y/n < 0 donc (u,) décroit.

5

b) On en déduit up+1 —u

donc 1’égalité est vraie au rang n + 1.

n?(n+1)?
4



1
vn+1
Enfin, 0 < ¢y, — vy, = 2vVn+1 —2y/n <

De méme, v, 41 — v, = —2Vn+2+2vVn+12>0et (v,) croit.

— 0 donc ‘ (un) et (v,) sont adjacentes‘ ce qui permet de

1
ﬁ n—-+oo

montrer qu’elles ‘ convergent vers £ € R ‘

Wy, = San — Sp = Uan + 4VN — Uy, — 2V/N = Uay, — Uy + 24/ ; de plus lilf (Ugn — up) = £ — ¢ = 0 donc
n——+0oo
. Wn, _ Ugn — Un
lim w,, = 4+00 | et N 1+ N 1 donc | w, e 2v/n

2 2
exflfln(ler)? (1+9:+12)1<:Cx2>+0<x2)1'2+0(:c2) donc emfl—ln(lJrz)Bxx?

On en déduit e* — 1 —1In (1 + x2) > x* donc on cherche un DL4(0) du numérateur :

2 4 2 4 4
cos(z) — (1 — x2)1/2 =1- % + % - (1 - x4> +o(z') = L to (z*) ~ % Par quotient d’équivalents,

2 8 6
cos(z) — V1 —z? z1/6 ) cos(x) — V1 —2a? 1
ona —; ~ et | im — = -
e —1—1In(1+22) x* z—50e* —1—In(l4+22) 6
1
sh, ch et arctan sont C° sur R; arccos est C° sur [—1,1] et on a m €]0, 1] pour x > 0 donc par composition
1
X > arccos est C" sur RT et | f € CO(RT)
ch(x)
1
sh, ch et arctan sont C' sur R; arccos est C! sur ] —1,1[ et on a ENE) €]0, 1[ pour z # 0 donc par composition
x
1
X > arccos (@) est C' sur R* et | f € C*(R¥)
h —sh -1 h h h
Onn o) 0T —shie) _hw) b @] e e )
1+sh”(z)  ch®(x) 1— Chzl(a:) ch®(z) ch*(x) ch?(z) — 1
’ 1 Sh(ﬂf) 1 2 / . / . /
fi(z) = - =0 et y/sh”(x) = |sh(z)]. On en déduit f'(z) =0si x> 0et f'(z) =

~ ch(z) ch(x) % ~ chz

siz <O.
Comme R™* est un intervalle, on en déduit que f est constante sur R donc sur R par continuité en 0. Comme

1
f(0) = —arccos(1) = 0, on en déduit f = 0 sur RT. On en déduit Vz > 0, arctan(sh x) = arccos <h> Enfin,
chz

1 1
comme z — arctan(shz) est impaire et x — arccos (h) est paire, on a arctan(sha) = — arccos <h>7
chz chz
pour x < 0.
1 1
flz+2)=|z+2] - {nglJ - {x;— +1J =|z]+2- {gJ —-1- LSE;— J — 1= f(z) car 1 et 2 sont des

entiers. Ainsi ‘ f est 2—périodique‘

b) Size[0,1,ona f(z)=0—-0—0=0etsiz e [1,2], f(xr) =1—-0—1=0. Ainsi, f est nulle sur [0, 2] donc
1
sur R par 2-périodicité, ce qui donne |Vz € R, |z] = LgJ + {x;— J
. Les solutions de I’équation homogene y’ — tan(z)y = 0 sont de la forme y(z) = aexp(—1In|cos(z)|) = COS(,)EJJ) avec

une constante o € R.
On peut remarquer qu'une solution particuliere de ’équation compléte est y,(x) = tan(z) (que l'on peut aussi

x
déterminer par variation de la constante, ie en la cherchant sous la forme y,(x) = @) avec A dérivable)
cos(z
T
Les solutions sur }—5, 5 [ de I’équation compléte sont donc définies par | y(x) = @ + tan(z) avec o € R
cos(z

P(1) =3 — a donc ‘ P(1) = 0 si et seulement si o = 3‘
On vérifie P(1) = P'(1) = P"(1) = 0 et P"'(1) # 0 donc 1 est racine triple de P |

Apres calculs, on trouve ‘ P=(X-1p3X*+X+1) ‘

Ona X3+ X +1= (X —2)(X —22)(X — 23) (racines éventuellement complexes) donc x1 + x5 + 23 = 0

1 T1To + 123 + T2T 1
(examiner le coefficient de X?) et — + — + — = — 2t TiTs + o273 1 _ —1 (avec les coefficients de X
T To T3 T1X9T3 -1

et constant cette fois)



10. a)

r—y+z—1t=0 {x—y—l—z—t:() {z:Qt—Zy donc on en
r+y+22—-3t=0 204+ 2—-2t=0

déduit v € F < I(y,t) € R*u = (3y — t,y,2t — 2y,t) = y(3,1,-2,0) + t(—1,0,2,1) puis, par définition d'une
combinaison linéaire, F' = Vect{(3,1,—2,0),(—1,0,2,1)}. Les deux vecteurs (3,1,—2,0) et (—1,0,2,1) sont
linéairement indépendants car non colinéaires donc constituent une base de F' et W

On résout le systeme linéaire {

a+b+c+d=0 c=0

Cc = 0 < d = —a— b
donc P € G < F(a,b) € R* P =aX?+bX*—a—b=a(X®>—1)+b(X?—1) puis G = Vect{X>—~1,X%>—1}. La
famille (X3 — 1, X2 — 1) est libre (polynémes de degrés étagés) donc constitue une base de G et | dim(G) = 2

Si on écrit P sous la forme P = aX® +bX?+cX +d alors P € G &

‘u(agy,z) = (2x—y+22,x—|—2z7—2x+2y—3z)‘

w = (z,y,2) € ker(u —id) &z —y+ 2z =0 donc w = (y — 22,y,2) = y(1,1,0) + 2(—2,0,1) ; il suffit donc de
prendre ’ wy = (1,1,0) et we = (—2,0,1) ‘ par exemple.

Sr—y+22=0 vy —
De méme w = (z,y,z) € ker(u — id) & r+3y+2:2=0 < { y= donc w = (x,z,—2x), ie
20 + z =
—2x+2y=0
w = z(1,1,—2) donc il suffit de prendre | w3 = (1,1, —2)
1 -2 1
detp, (w1, we,ws) =1 0 1 :—47&Odonc‘Best une base de Rg‘
0o 1 =2
1 00
Comme u(w;) = wy, u(wz) = we et u(ws) = 3wz, ona|D =Matp(u)=[(0 1 0
0 0 3
1 -2 1
M=PDP lavecP=|(1 0 1
0o 1 =2
10 0
Ona M"=PD"P lavece D"= (0 1 0 |.On vérifie alors que M" = a, I3 + b, M = P(a,I3 + b,D)P~"
0o 0o 3"
3-—-3"
i et seulement si alz +bD = D™. On cherche donc ay, b, de sort @n + bn = 1 2
si et seulement si als = D" cherche donc a,,, b, de sorte que a, +3b, — 3" b:3n_1
" 2
_an n_ 1
On a donc M”:?) 23 Ig+3 5 M pour tout n € N
1 0 0 0
1 « 1
En développant par la premiére colonne, on a D,, = aDy—1—|g 1 -, -, donc en développant
: " ooa 1
0 ... 0 1 af |

de dernier déterminant par sa premiere ligne, on trouve ‘ D,=aD,_1—D,_» ‘

La suite (Dy)n>1 vérifie une relation de récurrence linéaire & deux termes dont I’équation caractéristique
est la suivante : X% —2Xcosf +1 = 0; A = 4(cos?0 — 1) = —4sin”*# < 0 car 0 €]0,n[. Les racines de
cette équations sont donc X = cosf £ isinf = e, Ainsi il existe (a,b) € R? tels que, pour n > 1, on
ait D, = acos(nf) + bsin(nf); on trouve alors a et b & partir de Dy = 2cosf et Dy = 4cos’ —1. Ainsi a

acosf 4+ bsinf = 2cosf

1cos20 + bsin 20 — dcos? § — 1§ comme sin26 = 2sinfcosf, on en déduit (avec

et b sont solutions de

0
2cos Ly — Ly) Iégalité a(2cos? — cos20) = 1 donc a = 1 puis b = % (avec sin€ > 0 car 6 €]0,x[). On

cos 0 sin(nd) sin(n + 1)0

déduit donc D,, = cos(nf) + -
sin 6

donc | D,, =

sin 6

A, est inversible si et seulement si D,, # 0 donc si et seulement si (n + 1) ¢ 7Z ce qui donne la condition
km
n+1

nécessaire et suffisante | 6 # avec k € [1,n]




