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a. Si u est injectif, alors u € GL(E) car E est de dimension finie donc u™ est aussi un automorphisme de E.

Comme u™ est a fois injectif et surjectif, on a donc Ky, = Ker(u™) = {0¢} et I,y = Im (u™) = E.

b. Soit m € N et x € Ky, alors u™(x) = 0g donc u™*1(x) = u(u™(x)) = w(0g) = Og. Ainsi, Kyyy C Knp1-
Siy € Iiny1, alors il existe x € E tel que y = u™*1(x) donc y = u(u™(x)) € Iin. Alors, Imy1 C Inn.

c. Sila suite (Km)ogpgn+1 était strictement croissante, on aurait Yk € [0;n], dim(Kynq1) > dim(Ky) +1
ce qui impliquerait dim (K1) = dim(Kp) + i (dim(Km41) — dim(Km)) = n+1 ce qui est impossible car
Kn+1 C E et que dim(E) = n. Par l’absurdetnﬁoexiste donc un entier p € [0;n] tel que K, = Kp41. Par la
formule du rang, on a dim(Ip41) =n — dim(Kp41) = n — dim(Kp) = dim(I,) alors que In4q C Ip,. On en
conclut, par inclusion et égalité des dimensions, que I, 1 = L.

Légalité K, = Kpyq est vraie pour ¢ = 0 et ¢ = 1. Soit q > 1 tel que Kpq = Kp, alors on sait déja
que Kp = Kpiq C Kpiqi1. Réciproquement, si x € Kpyqi1, on a uPT9t1(x) = 0p = uPT!(u9(x)) donc
u9(x) € Kp41 = Ky donc uP(u9(x)) = O et x € Kp4q = Kp. Par double inclusion, on a donc Kp = Kpjq41-
On conclut par principe de récurrence que Vq € N, K, = Kp4q.

Comme a la question précédente, on déduit de la formule du rang que Vq € N, I, 4 = Ip.

Soit x € K @ Ip. Alors uP(x) = Og et Ja € E, x = uP(a) donc u?P(a) = Og. Mais comme Kyp, = Kp, il vient
uP(a) = x = O donc K, et I, sont en somme directe.

Par la formule du rang, on a dim(Kp) + dim(I,) = dim(E), et on en conclut que K, @ I, = E.
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x € C. Alors, d’apres la formule du binéme de NEWTON : So(x) + S1(x) = > (n)xp = (1T4+x)" et
p=0 \P

So(x) —S1(x) = f: (=P (n>xp = (1—x)™. Ainsi So(x) = (U +x)"+ 0= x)n. 11 suffit de prendre x = iv/3
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de sorte que x?* = i2¥3% = (—3)* pour avoir > =Re ((1+1V3)™).
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Or (1+iV3)" = (Ze%)n = 2"e'5 . Ainsi > (n)(—3)k =2"cos (%)
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a. (=) Par hypothese, Im (f) C Im (f o g). L’autre inclusion Im (f o g) C Im (f) est toujours vraie. Soit
x un vecteur de E, posons donc y = f(x) € Im(f), il existe donc y' € F tel que y = f o g(y’) ce qui fait
quey —y = f(x — g(y’)) = O donc x — g(y’) € Ker(f). Il suffit d’écrire x = g(y’) + (x — g(y’)) pour avoir
E C Im (g) + Ker(f). L’inclusion Im (g) + Ker(f) C E étant claire, on a bien E = Im (g) + Ker(f).

(<=) L’inclusion Im (f o g) C Im (f) étant vraie en général, montrons la réciproque. Soit y € Im (f), alors
il existe x € E tel que y = f(x), on décompose x = a + b avec a € Im(g) (donc a = g(c) avec c € E) et
b € Ker(f) doncy = f(a+b) = f(a) + f(b) = fog(c) € Im (fo g). Par double inclusion, Im (f) = Im (f o g).
b. (=) Par hypothese, Ker(g o f) C Ker(f). L’autre inclusion Ker(f) C Ker(g o f) est toujours vraie. Soit y
un vecteur de Im (f) NKer(g), alors il existe x € E tel que y = f(x) et g(y) = Og. Ainsi, g(f(x)) = gof(x) = O
donc x € Ker(g o f) = Ker(f) donc f(x) = Of donc x € Ker(f) d’ott y = Of. Ainsi Im (f) N Ker(g) C {0r}.
L’inclusion {0r} C Im (f) N Ker(g) étant claire, on a bien Im (f) N Ker(g) = {O0¢}.

(<=) L’inclusion Ker(f) C Ker(gof) étant vraie en général, montrons la réciproque. Soit x € Ker(gof), alors
g(f(x)) = 0 donc f(x) € Im (f) N Ker(g) d’olt f(x) = Of puisque Im (f) N Ker(g) = {Or}. Ainsi x € Ker(f) et
on montré que Ker(g o f) C Ker(f). Par double inclusion, on a bien Ker(f) = Ker(g o f).

a. On constate d’abord que la condition V(i,j) € [1;n]?, aij = ant1—i,n+1—j d’appartenance & Cn(R) pour

une matrice A = (ai,j)i<i,j<n € Mn(R) signifie que les cases de A sont symétriques par rapport au centre
de la matrice A (centre incarné par une case si n est impair ou pas si n est pair).

La matrice nulle est clairement dans Cn(R) donc Cr(R) # 0. Soit A = (ai,j)1<ij<n €t B = (bij)i<ij<n
deux matrices de Cn(R), A € R, et posons D = AA + B = (di,j)1<i,j<n, alors, pour tout couple (i,j)
dans [1;n]?, on a la relation dntl—in+1—j = Adntl—in+1—j + Onti—inti—j = Aaij + bij = dij donc
D € Dn(R). Ainsi C,,(R) est bien un sous-espace vectoriel de M (R).

Soit A = (aij)1<ij<n €t B = (bi,j)1<i,j<n deux matrices de Cr(R) et posons C = AB = (ci,j)1<i,j<n- On

n n n
sait que ¢ij = Y @i kbi,j €t Cnpl—int1—j = 2 Gnpl—i,kbknt1—j = D Qnil—i,nt1—tbnpi—eni1-j avec
k=1 k=1 =1
n
le changement d’indice k = n 4+ 1 — £. Ce qui devient cni1_iny1-5 = > aiebe; = ci,j avec la propriété
=1

fondatrice de Cr(R). Ainsi C € Cn(R) et Cn(R) est bien stable par produit matriciel.

Au final, C;(R) est bien un sous-espace vectoriel de My (R) et il est stable par produit. Comme I, € Cn(R),
cet ensemble Cy (RR) est méme une sous-algébre de M, (C) mais chut !

b. Soit A € GLn(R) N Cn(R). Par stabilité de Cn(R) par produit, 'application 8 : Cn(R) — Cn(R) de
I’énoncé est bien définie, et elle est linéaire par distributivité du produit par rapport a la somme dans M, (R)
donc 6 est un endomorphisme de £(Cy, (R)). Soit M € Ker(8), alors AM = 0 donc A~"(AM) = M = 0 d’on

Ker(0) = {0} ce qui signifie que 0 est injective. Comme C,(R) est de dimension finie puisque sous-espace

2 2
de My (R) qui lest (en fait dim(Cn(R)) = n7 si n est pair et dim(Cn(R)) =1+ 1 27 1 puisque seule une
case sur 2 est a choisir, sa symétrique par rapport au centre de la matrice est alors imposée - a part la case

centrale si n est impair -), 0 est un automorphisme de C,,(R). Comme I, € C,,(R), I, admet un antécédent

par 8 dans C,,(R) donc 3B € C,,(R), 6(B) = I,, = AB. Par conséquent : B = A~ € Cn(R).



a. Méthode 1 : le polynome P = X% — % - % annule f par hypothese. Soit n € N, on écrit X™ = PQ,, + Ry la

division euclidienne de X™ par P avec Ry = anX + by (ol (an,bn) € R™) car deg(Rn) < deg(P) = 2. Ainsi,
en substituant ’endomorphisme f & X, on obtient f™ = P(f) o Qn(f) + Rn(f) = anf + bnidg. Ceci justifie
bien l'existence de deux suites réelles (an)nen €t (bn)nen telles que Vn € N, f* = anf+ bnide.

Méthode 2 : f© = idg = 0.f + 1.idg et f' = f = 1.f+ 0.idg. Soit n € N* tel que f* = anf + byrid g, alors
f“+1::anfz+bnf::g?(f+hiE)+bnf::(2?~%bn)f+%?hjg.Enlxmantan+1::2?~%bnetbn+1::%?,on
a bien f**! = a,  1f+bpy1idg. Par principe de récurrence, Vn € N, J(an,bn) € R?, f* = a,f+bnidg ce
qui justifie encore lexistence de deux suites réelles (an)nen et (bn)nen telles que Vn € N, f* = a,, f+bride.
b. Si f est une homothétie, alors il existe A € R tel que f = Aid g donc A2 = % d’apres 1’énoncé donc

P(A) = 0. Comme P = (Xf1)(X+%>, onaf=idgouf= e pansce cas, les suites (an)nen et (bn)nen

ne sont pas uniques car la famille (f,id ¢) est liée. Plus précisément, si f = id g, alors ¥n € N, f* = id ¢ donc

. n

une fois a, quelconque choisi, on peut prendre b;, = 1—ay,. De méme, sif = —ldTE, vne N, f* = (—%) idg
n

donc une fois a,, quelconque choisi, on peut prendre b, = ( — ]E) + (17“.

Par contre, si f n’est pas une homothétie, (f,id ¢) est libre donc (an)nen et (bn)nen de a. sont uniques.

c. Méthode 1 : reprenons la division euclidienne X™ = PQ,, + anX + by, et évaluons en 1 et —% (les racines
n
de P). Alors an +by =1"=1car P(1) =0et —az—“ +bn = (— %) car P(— ]E) = 0. On résout ce systeme

_2(; _(_1\" _1 _ 1\ T T _2 _ 1 _1
et ap = =(1 et‘bn—3 1+2 2 . Ainsi, « = lim an—getB— lim bn—3-

3 2 n—+oo n—+oo
Méthode 2 : pour n € N, apy2 = (1“27“ + bnt1 = (1“27“ + (17“. L’équation caractéristique associée est
n
— % — % = 0 donc les solutions sont 1 et f%. Ainsi, I\, u) € R?, ¥vn € N, ap = A+ u( — %) . Comme
n
ap=0eta; =1 d’apr‘esa.,ona)\—i—u:Oet)\—% =1doncA = % =—pdouvVne N, a, = %(1—(—%) )
: an-1 _ 1 1\ 1 1\"
Sin>1,b, = 7 =3 1-— ~3 =3 1+2 ~3 . Cette formule marche encore pur n = 0 car
2 1

bo = 1. On retrouve les relations de la premiere méthode donc les mémes limites o« = 3 et B = 3

d. Posons donc p = %f + %idE = l(Zf +idg). Alors p est un endomorphisme de E, c’est un projecteur de

3
E car p? = %(41‘2 +4f +id E) = %(Zf +2idg +4f+ide) = %(Zf +idg) = p. Les sous-espaces importants
sont Im (p) = Ker(p —idg) = Ker(f —idg) = Eq(f) et Ker(p) = Ker(2f +idg) = E_q,,(f) (qui sont des
sous-espaces propres de f) donc p est la projection sur Eq(f) parallelement a E_;,,(f) (p est un projecteur

spectral car f est diagonalisable puisque le polynéme P annulateur de f est scindé & racines simples).

a. Posons n = dim(E), alors on sait que dim(£(E)) = n?. Ainsi, dés que q > n? 41, la famille (u,u?,---,u9)
est une famille d’endomorphismes possédant strictement plus de vecteurs que la dimension de £(E), elle est
donc lie. Par conséquent n?+1 € A qui est donc non vide, le théoréme fondamental de la relation d’ordre sur
les entiers montre alors que cette partie A de N admet un minimum. Bien siir, comme x, = X™ + nz_:1 a Xk

k=0
est un polyndéme annulateur de u par le théoréeme de CAYLEY-HAMILTON, il suffit de composer par u pour



n—1
avoir uoxy(u) =0 =u™" + 3 aqukt! ce qui prouve qu’on a beaucoup mieux, & savoir n +1 € A.
k=0

b. (=) Supposons Im (u) = Im(u?). Prenons m = Min(A), alors par définition (u,u?,---,u™) est

m
liée. Il existe donc (A1,---,Am) # (0,---,0) € K™ tel que > Ayu® = 0. Si on avait A = 0, on aurait
k=1

m
uov=0avecv= Y Muk72. Or, avec la formule du rang, comme rang (1) = rang (u?), on en déduit

K=2
que dim(Ker(u)) = dim(Ker(u?)). Mais on a toujours Iinclusion Ker(u) C Ker(u?), et elle nous donne ici

2

I’égalité Ker(u) = Ker(u?). Comme u? ov se traduit par Im (v) C Ker(u?), on a donc aussi Im (v) C Ker(u)

m
donc wov = 0 ce qui montre que > Auf™! =0 avec (A2, -+, Am) # (0,---,0), ce qui contredit la minimalité
k=2
m
de m. Par I'absurde, A # 0 donc u = Y pru® € Vect({u* | k > 2}) en posant uy = —2k.
k=2
P
(«<=) On suppose qu’il existe p > 2 et (Az,--+,Ap) € KP~! tels que u = > Auf. On sait déja qu'on a
k=2
Iinclusion Im (u?) C Im (u). Soit y € Im (u), alors il existe x € E tel que y = u(x). On en déduit donc que

P P
y=ux)= > Muk(x) = uz( > ?\kuk_z(x)> € Im (u?) et on a l'inclusion Im (u) C Im (u?).
k=2 k=2

Par double inclusion, on a établi que Im (1) = Im (u?).

Conclusion, par double implication, Im (u) = Im (u?) <= u € Vect({u®* | k > 2}).
Traitons d’abord des cas simples :

e Si a =0, alors P = 0 et tous les réels sont des racines de P.

eSin=1et a#0,alors P=X+a— (X —a)=2a est constant non nul.

eSin=2etaz#0,alors P= (X4 a)? — (X — a)? = 4aX et seul 0 est racine de P.
Nous traiterons dorénavant le cas général o n > 2 et a # 0. On constate, avec le binbme de NEWTON, que

5]
no/n no/n n
P=> afk xR - 2 (=)ka*x"* =2 2 a? X" =21 done P est de degré n — 1
k=0 \k k=0 \k k=0 \Zk+1

et de coefficient dominant A = 2na. Soit z € C une racine de P, alors comme P(a) = (2a)™ #0,0ona z # a et

(z+a)"—(z—aQ)" =0 <= (z+aQ)" = (z—a)" < (”i“)n =1 (3’< €Mlin—1], 252 = 62#) En

z—a z—a

effet, k = 0 est impossible car on ne peut pas avoir 2% = 1. Ainsi, il existe un entier k € [1;n — 1] tel que
—a
2ikn Zn' 1 1%@ 1%? K
ZHA _ o T ez =abp T =g+ € = —tacotan ( 7r) (avec X% €]0;n[). En remontant les
z—a e — ] e —e M
calculs, on constate que les imaginaires purs zx = —iacotan (M) sont des racines de P et, comme la fonction
n
cotan est injective sur |0;7t[, on a z7,- -,z —1 distincts. Puisque P est de degré n — 1, on a le compte de ses

n—1
racines et, d’apres le cours, P = 2na [] (X + iacotan (kﬂ))
k=1



On sait que z € C est racine au moins double de Py, si et seulement si Py, (z) = P}, (z) = 0.
Analyse : soit n > 2 et z € C tel que lon ait Pn(z) = Pj,(z) =0, alors Pn(z) = (z—1)"—z"+1=0et
n—1
Pi(z) =n((z—1)""'—z""") = 0donc z # 0. Commen > 2 et (—]) =1, il existe k € [1;n—2] tel que
z

1 1 2ikm 1 —1\" 1\" N —1 n-t
= =1-—<=en-T (k#0car1—= #1). Alors, (Z ) —1—|—(7) = 0 d’oll, comme (Z ) =1
z z z z z z
1 n 2ikT .1 2ikm ik —ikT ik K ik7
donc (7‘ ) =en—1 puis - =1—en-T =en-1I (e n-T en—1> = —2isin (%)en—l d’onl
z z z n-—
1 n iknm -1 n 2ikm k7t ik7 .
(7> =(-1"2 ( ( )) en—T et (Z ) —1=en-]I —1:2isin< 1)6“*1,0narrlveé
z z n —
n ik iknm . ik ik
Zisin( s ) —|—( N (=1)k2™ “(sin( kﬂ1 )) en-T =(0caren—1 =e*Ten—T = (—1)ken—T donc,
n_

en simplifiant par 2ie ™ + 0, en factorisant in (KT t in (K™ 0 car 0 < —KT0
plifiant par 2ie = 0, en factorisant par sin 7 ), et comme sin { = # 0 car <So<m

n—1
il ne reste que 1+ (—1)"+kn=Tin-1 (sin ( Laus )) =0 (1).

n—1
Ceci impose que n — 1 est pair pour que i"~! € R. On écrit n = 2p +1 et on a (—1)kTP22P 5in?P (5—”) =1.
p
On a donc sin (k“> =1 car ko €]0; [ Ainsi, Kkt — 7 oy 27 done p = 3k ou 5p = 3k. Dans les deux cas,
2p 2 2p 2p 6 6

comme 3 et 5 sont premiers entre eux, p est un multiple de 3 par le lemme de GAUSS. Ainsi, n = ém + 1.

Synthese : supposons que n = 6m + 1 avec m € N*, alors P, = Pgny1 = (X — 1)6m+T — x6m+1 17 e

2ikr 2i i
=(6m+1)((X=1)™ — XM}, Prenons k=m et z € C tel wel—t —en-1 —¢ em :e% = —j% de
( q j
z
sorte que = 14j2 = —jdonc z = —j2. Alors Pp(—j?) = (—j2—1)0m+1 —(—j2)6m+1 11 = jom+1 (j2yem+1 g

donc Pn(—] ) =j 4+ +1=0et PL(—%) = (6m +1)((=j = 1)°™ = (=2)°™) = (6m + 1) (()*™ — (7°)°™)
donc on a P/ (—j?) = (6m + 1)(1 — 1) = 0. Par conséquent, —j? est racine au moins double de P,,. Comme
Py = (6m+1)(6m)((X—1)°™"T —Xxé™=T) ‘on a P} (—j?) = (6m+1)(6m)((—jZ —1)°™" ' — (=)™ 1) d’on
Pr(=3%) = (6m + 1)(6m) ()™ " + (7)™ 1) = (6m + 1)(6m)(i +) = —(6m + 1)(6m) # 0 done —j* est
racine d’ordre exactement 2 de P,,. Comme P, € R[X], —j = —7)2 est aussi racine double de P, .

Conclusion : les valeurs de n telles que P,, admet une racine double sont exactement les entiers de la forme

6m + 1 avec m € N*. Les racines doubles de P,, sont alors —j% et —j.



a. Soit x € E, comme idg =p+q, on ax =p(x) +q(x) € Im (p) +Im (q) donc on a déja £ = Im (p) + Im (q).

D’apres la formule de GRASSMANN, on a dim(E) = dim(Im (p)) + dim(Im (q)) — dim(Im (p) NIm (q)) (1)
donc, comme dim(Im (p) NIm (q)) > 0, on en déduit que dim(E) < rang (p) + rang (q). Or on a I’hypothese
rang (p) + rang (q) < dim(E) ainsi on a rang (p) + rang (q) = dim(E) par double inégalité donc, avec (1), on
a dim(Im (p) N Im (q)) = 0 qui montre que Im (p) NIm (q) = {Og}. Par conséquent, E = Im (p) & Im (q).

b. Méthode 1 : soit x € E, en écrivant x = p(x) + q(x) avec p(x) =y € Im (p) et q(x) =z € Im(q). Par
construction, p(x) = y donc p est la projection sur Im (p) parallelement & Im (q). Par symétrie, q(x) = z
donc q est la projection sur Im (q) parallelement & Im (p).

Méthode 2 : q = id g —p donc Ker(q) = Ker(id g —p) C Im (p) car Vx € Ker(id g —p), x = p(x) € Im (p). Avec
la formule du rang, dim(Ker(q)) = dim(E) — rang (q) = rang (p) = dim(Im (p)) avec la question a. donc,
par inclusion et égalité des dimensions, Ker(q) = Im (p). Ainsi, p>? =pop=po(ide —q)=p—poq)=p

donc p est un projecteur. Par symétrie, q est un projecteur.



